Ucber das Malfatti’sche DProblem.

Von Fr. G. ArrorTeEr in SOLOTLURN.

e . ) .

Steiner hat in Band 1 des Crelle’schen Journals eine sehr
elegante Construction dieser Aufgabe gegeben. Weder vou Steiner
selbst noch von einem Andern ist mir ein Beweis fiir den Fall des
Kreisdreiecks bekannt. In dem Nachfolgenden soll zuniichst ein solcher
Beweis mitgetheilt werden. Alsdann fiige ich noch die Lisungen zu
zwei welteren, dem Malfatti’schen Problem verwandten Kreisauf-
gaben hinzu.

I
Beweis der Steiner’schen Construction.

Diese Construction beruht auf zwei eheuso einfachen, als interes-
santen und der mannigfaltigsten Erweiterung fithigen Siitzen iber den
Kreis und die Gerade. Wir geben diese Sitze unter dem Namen des
ersten und zweiten Hauptsatz.

Lrster Hauptsatz:

Triigt man von dem Scheitel S eines Winkels je ouf dessen Sehendeln
a und b diec Punkte A und I ab, so duss SA = S und man legt
durch irgend cinen Punkt N in der Fbene des Winkels zwei belichige
Transversalen t, und ty, welche dic Schenkel des Winkels bezichendlich
i den Punlten ap, 05 @y, Dy schmciden, und anan beschredd wn diese
DPunlile beziclamgsweise Kreise nut den Badien «, 4, 6, B a, A, 0,13,
so schmeiden sich je die zicer ersten und je dic z2wed lelzten Kyeise in
Punltepaaren n, 2" ; n,', 1", so dass alle diese Prnkte ron dem Punkte
N gleiche Entfermong haben.  Construivt man also zu jeder durcle N
gehenden transversalen t, die Punlite ny wnd 2" so licgen diesc LPunlkte
auf einem Kreise N mit dem DMittelpunite N.

Sind alle Transversalen mit einander parallel, so geht der Kreis
N in eine Gerade G(N) tiber; die normal ist zur transversalen Richtung.
Diese Gerade G () geht durch den Punkt o, in dem sich die Normalen
zu den Schenkeln des Winkels schneiden, die durch dic Punkte 4 und
B gehen.

Tn Betreff der Kreise N hat man nachfolgende Sitze.

1. Alle Kreise N, deren DMittelpunkte auf einer Geraden G licgen,
gehen durch swei feste Punkic w' wnd 2", welche die Punltc n sind, die
der Geraden G als Transversalen t entsprechen und wmgehelrt.
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2. Alle Kreise, welche durch zwer Punkte w' wund " gehen, sind
Kicise von der Natur der Kreise N.

3. Alle Kreise N, welche durch eimen belicigen Punld gelien, gelien
noch durch einen zweiten, dem evsten zugeordncten Punldt,

4. Durch zwei belicbig gewdhlte Punkte gebt immer ein und nuy
cin Kreis N.

Durch weitere geeignete Betrachtungen ergeben sich eine Menge
cinfacher, schoner Resultate, welche in der Theorie des Kreises un-
bedingt massgebend sind. Wir machen hicr nur die folgende Anwendung,

Sind irgend drei beliebige Kreise gegeben und man schueidet das
durch ihre Mittelpunkte gebildete Dreieck durch irgend eine Trans-
versale und beschreibt aus den Schmittpunkten als Mittelpunkten die
Kreise, welche je zu der Kreisschaar gehivren, die bez. durch die zwei
IKreise bestimmt wird, deren Mittelpunkte auf derselben Seite liegen
wie der Schanittpunkt, so schneiden sich diese drei Kreise in demselben
Punktepaar. lassen wir nun jene drei Kreise sich berithren, so folgt,
Jjetzt olme weiteres, wenn wir diese drei trausversalen Kreise Poteng-
kreise und ihre Schnittpunkte »° und #” Potenzpunkte nennen:

5. Dic DPotenzpunlte zu allen Potewmzlrcisen, deren Centrallinien
oder Transversalen durch denselben. Pundt gehen, licyen anf cinem Kreise
N, dessen Mittelpunkt il diesem. Punlte zusemnenfillt.  Und  die
Potenzpunktc aller Potenzlreise mit parallelen Transversalen ticgen auf’
cner, durele den Punkt gleicher Polenzen jencr drei sich beriihrenden
Krewse gehenden Geraden G(N).

Liegen in der Ebenc jener sich beriihrenden Kreise 7, ky, b, irgend
drei Kreise iny, m,, my vor, so bilden diese zu je zweien genommen
drei Kreisschaaren, Beachten wir dic Siitze 2 und 4, so erhalten wir:

6. Du jeder der drei dwreh die drei Kreise my, bestimmten Kreis-
schaaren giebt es einen Kreis von der Natur der Kreise N, Die Mittel-
punkte dieser drei miglichen Kreise Ny, N,, N, licgen auf ciner Ge-
raden G (N).

Zweiter Hauptsatz,

Haben die zwei Kreispaare ky, L, und k', &, dieselbe Potenzlinie
P und berithren sich ky und &), wic k, wnd ky) je in den Punkten b,
wnd by, so sind die Tangenten des dussern oder innern gemermnsamen
Tangentenpaares des cinen Kreispaares bezichendlich parallel mit den
Tangenten des dusseren oder inneren gemeinsamen Tangentenpaares des
andern Krcispaares, je nachdem k' und k, dic Kreise b, und k, gleich
und ungleichartig beriihven. Die Radien b, und k, b, schnciden sich
in ecinem Punkte Ty, welcher der Mittelpunkt eines Kreises ist, der dic
Kreise Iy und ky in b, und b, beriihrt.

Dieser Satz Lisst sich durch das Princip der reciproken Radien ver-
allgemeinern.  Transformiren wir zweimal, indem wir das erste Mal
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das Transformationscentrum auf der Potenzlinie P, das zweite Mal
jedoch anderswo beliebig annehmen, so folgt:

7. Haben wir irgend zwei Krelsschaaren it dem  gemeinsanen
Kreise K. Wird jeder der Kweise ky und T, der cinen Schaar ron
je einent Kreise dey zweiten Schaar bervilot, z. B. &y con k' wund by
won Iy, und beschiretben awir emen Kreis my, welcher by und by in gleicher
Weise beriilit wic k) wnd L), so giebl es allemal einen wnd nur
einen bestimmten Kreis wy, welcher dic Kreise Iy, Ly wnd g beviihrt
und zwar e, den cinen oder dem andern dey Punkte p,, i oreelehem
der Kweis my von dem Kveise K, der beiden Schaaren gemeinsam ist,
geschnitten wird.

Lassen wir die Kreise &, und £, sich berithren und nehmen wir
den oben definirten Krels &, hinzu, so folgt:

8. Haben wir drgend drei Kveise ky, by, ky, die sich 2w je zicer o
den Dunkton byy, boy, by (von aussen) beviilven.  Schwciden wir das
durch dic Miltelpunkte der Kreise o gebildete Dreieck durd cine belichige
Transcersale 1, in den Punkten k), k), b wnd bescoeden wn diese
Punkte dic Dotenzlrveise zw jencw drei Brcisen by, ky, by, so schuciden
sich dicse n den zwel Potenzpunditen n,, w)".  Deschiciben iy Jeraer
die Kreise m,, my, my, welche die Kyeise by, by, by 2 je zwceien berlif-
ren (von aussen), so schueidet der Kreis g den Kreis by i dem
Punktepaar py.  Ebenso erhalten wir dic Lunklepaare p, und py durch
dic andern Krcise. Es gicht nunw allewal cinen wind wur cinen Kreis
w,, welcher die Kreise Iy, by wnd ity berithil wnd zwar den letgleren
dem cinen oder andern der Punlte des Punldepaares p . Lbenso erhal-
ten wir Kreise p, wnd py.

Betrachten wir von diesem Satze den speeiellen Fall, wo wir nur
den Kreis mz, nehmen und ihn in cine Gerade, in flie gemeinsame
Tangente der Kreise k) und £, fibergehen lassen. Es ist alsdann ohue
weiteres Nachfolgendes klar.

Zu jeder Transversalen Z; gehbren zwel Krelse g%, und auch weun
wir nur von dem Mittelpunkte w® sprechen, so gehiren zu jeder
Pransversalen zwei Punkte g, und umgekehrt zu jedemn Punkte g
eine Transversale #,. Die gegenseitigen Bezichungen zwischf:n ¢, und
w,® sind also festgestellt und wir haben, wie sich aus der Figur ohue
weiteres ergiebt, folgenden Sate: ‘ '

9. Dwreht sich die Transversule & wn cinen beliebigen DPunlit N, so
durchlaufen die zugehivigen Punkite p,® cine l)ambe.t Ty, c?eo‘en Awxe c}m'ch
N geht und 2u der Tangente my normal steht. Die Kreise us® bq):c{/ergn
ausser der Tangente m, noch einen bestimmiten Kreis S,y qmc? endlich 21.0-
gen die zu den"Transversalen gehiivenden Potenzpunlic 1 auf c?cm {ﬁ‘czse
N, dessen Mittclpunkt in N licgt. Die Parabel my, dic Kfczse S, und
N schneiden sich in denselben zwei Punkten n,, 0" der Tangentc my.
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Liisst man den Punkt N cine belichige Gerade G durchlanfen, so gehen
die Parabeln m, aller Punktc der Geraden G durch den Mittelpunkt
w, des Kreiscs, dev dieser Geraden G als Transversalen entspricht. Die
Kyeise S, beriilven diesen Krois. Die Kreise N gelen durch die zwes
Potenzpunlie, welche diesen Geraden G- entsprechen.

Verlegen wir den Punkt N auf die Gerade G®, so gehen die
Kreise N und S,, so wie die Parabel =, in Gerade iiber, die wir mit
G(N), G(S;) und G (m;) bezeichnen, und wir haben:

10. Die Kreise wy aller Transversalen t, wwdche einer Dbestimmien
Richtung parallel sind, haben ilre Mittelpunktc anf der Geraden G(x)),
sie beviihren die Gerade G(S,), und die Potenzpunkte der zugehirigen
Potenzhreise liegen auf ciner Geraden G (N). Welches auch die Lichtung
sein mag, der dic Transversalen parallel sind, die Gerade G (my) geht
immer durch den bestimmten Punkt wg; dic Gerade G (S,) beriihrt immer
den bestimmiten Kreis us” und endlich G (N) geht immer durch den Punkt
o gleicher Potenzen der drer Kreise k. Der Kreis us® mit seinem Mit-
telpunkt py® dst der Kreis ug, welcher der Geraden G entspricht. Die
drei Geraden G(N), G (S;) und G () schnciden sich in demselben Punlte
ny der Tangente my.

Die Gerade G (V) bestimmt also die andern Geraden G (S;) und G ()
vollstindig. Nehmen wir jetzt die Tangente m, hinzu, welche die Kreise
ky und k; bertihrt, so haben wir hier zu jeder Graden G(IV) entsprechend
die Geraden G (S,) und & (), die in Bezug auf die Tangente m, die gleiche
Bedcutung haben wie ((S,) und F(w,) in Bezug auf die Tangente m,.

Lassen wir bezichendlich die Geraden G (S,) und G (S,) wie G (w,) und
G (m,) einander entsprechen, welche zu derselben Geraden G (N') gehoren,
so folgt sowohl direkt aus den projectivischen Eigenschaften der Figur,
als auch wenn man die bewiesene Construction fiir das geradlinige Dreieck
voraussetzt, dass (7(S,) und G+(S,) in einem Durchmesser der Kreise %,
zusammenfallen, sobald G (N) durch den Schnittpunkt S, der Tangente
m, und m, geht. Es geht auch dieser Durchmesser 1) durch den
Punkt 8,. Transformiren wir die Figur nach dem Princip der reci-
proken Radien, und zwar so, dass der Kreis %, die Kreise, welche nur
den Tangenten m, und m, entsprechen, gleichartig beriihrt, so geht
der Durchmesser D in den iussern orthogonalen Potenzkreis iiber und
wir haben den Lehrsatz:

11. Legt man durch die Schwittpunkte der Kreise m, und m, den
Kreis N von der Natur der Kreise N, so beriihren alle Kreise w, und
iy, welche 2w den Transversalen gehiven, die durch den Mittelpunkt des
Kreises N gehen, den dusseren orthogonalen Potenzhreis der Kreise m,
und my, sobald dicse zwei von dem Kreise k, gleichaeitiy beriihrt werden.

Nehmen wir den Kreis m,, der die Kreise %, und %, (von aussen)
berithrt, hinzu, so erhalten wir ebenso zu m, und m, den Kreis N,;
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zu m, und 9125 den Kreis Ny und zu m, und #, den Kreis N,. Die
Mittelpunkte Ny, N,, N, liegen auf derselben Graden G(N). (Satz 6)
Die Kreise g, &,, @, dieser Geraden G (V) beriihren also nach dem vor-
hergehenden Satze zu je zwel die drei Husseren orthogonalen Potenz-
kreise der drei Kreise iy, my, m,. Fiilen wiv dic Construction zu
dieser Thatsache aus, so haben wir dic Steiner’sche Figur, dic sich
durch seine Construction ergiclt,

I1.
Behandlung einiger verwandter Aufgaben.

Aus dieser Darstellung sicht man ohne weiteres, wie man vor-
zugehen hat, um die entsprechende Aufgabe aut der Kugel und fiir
Kugeln im Raume zur Losung zu bringen. Fir jetst gebe ich noch die
Losungen zu zwei Specialfiillen in der Ebeue, jedocl, da die Beweise
leicht zu fithren sind, ohne Beweis.

Firste Aufyabe. s sind drei Kreise m, m,, my belicbig in der Lbene
gegeben.  Man soll drei Kreise iy, Ly, Iy so finden, dass sich dicse alle
@i je zu zweien vechtwinkliy schneiden wnd dass ferner Ly, Iy, by je
die Kreispaare iy, 95 5y, My Wy, Wy, vechiwinkeliq sclhuceiden,

Lisung. Man construirt die Potenzlinien py,, p,y, py; 2 je zwel
der drei Kreise. Sie schneiden sich in dem Punkt 0. Man construirt die
Pole P,,, P, der Potenzlinien p;, und p,, in Bezug auf den Krels m,
und zieht die Gerade P, P,,, welche die Centrale m,my in dem
Punkte @, schneidet. Fbenso construirt man die Punkte a, und a,.
Es liegen dann diese Punkte auf einer Geraden 4. Die Gerade
P, P, oder die Polare der Potenzpunkte o in Bezug auf den Kreis m,
schueide p,, in dem Punkt J;. Dic Polare B, dieses Punktes in Bezug
auf den Kreis m, schneidet p,, in dem Punkte b,. Wir verbinden
a, mit b, durch die Gerade, welche p,, in dem Punkie b, schneidet,
zichen ferner oP,, und errichten zu dieser Geraden die Normale,
welche durch den Mittelpunkt m, geht. Diese schneide pj, in dem
Punkte o’. Die zwei Punktepaare b,, b,” und o, ¢ bestimmen, je als
zugeordnete Punkte ecines jeden Paares betrachtet, eine Involution
2. Grades. Dessen Doppelpunkte seien &, und £;’, so sind dies die Mittel-
punkte der gesuchten Kreise k,. Verbinden wir a, mit F, und &y
durch Gerade, so schneiden sie p,; in den Punkten k, und &, Ziehen
wir die Geraden ayk,, a;k, und ay &y, a,k" so schneiden sich diese paar-
weise in den Mittelpunkten %, und k" der dritten Kreise. Die Kreise
Ty, Ty, ey geben die erste und die Kreise &, Iy, k)" die zweite Losung.

Fiir das geradlinige Dreieck folgt:

19. Beschreilbt man iiber den Seiten cines Dreiecks als Durchmesser
Kreise, so schneidet jeder Kreis die sugehirige Hihe des Dreiecks in
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zwei Punlten.  Von diesen drei Punltepaaren liegen dreimal je swe;
auf cinen Kreise, dessen Mittelpunlt wn der wicht zugchivigen Ecke des
Drciecks liegt.  Diese drei Kreise sehmeiden sich rechtwinkeliy.

Zweite Aufgabe. Es sind drei Kveise my, my, my gegeben; man soll
drei Kreise by, by, Iy so finden, dass sich dicse gegenseitiy zu je zweien
beriihren, wnd dass insbesondre ky dic Kycise my und my; ky dic Kreise m,
wnd my, und endlich Ly dic Kveise my wnd iy vechlwinlecliy sclineidet.

Auflisung.  Man besclireibt die acht Kreise B, welche dic drei
Kreise s, m,, ne, bevithren.  Ks berithre z. B. der Kreis R, in den
Punkten by, b,, b,. Man zieht in diesen Punkten die Tungenten an die
Kreise, so sind die Feken des dadurch gebildeten Dreiecks die Mittel-
punkte fiiv drei Kreise &, iy, Iy,

Bemerlamg.  Fiir irgend drei Kreise, welehe durch densclben Punkt
gehen, ergeben sich bei jeder Aufgabe, welche verlangt, jene drei Kreise
durch andre Kreise unter bestimmten Winkeln nach gewissen Gesetzen
zu schueiden, halb so viele Auflosungen als wenn die drel Kreise
nicht durch densclben Punkt gehen, sondern allgemeine lage haben.
Findet niimlich letsteres stalt, so sind je zweil Losungen einander
so beigeordnet, dass die eine die polarreciproke Figur der andern ist,
in Bezug anf den Orthogonalkreis der drei Kreise als Transformations-
kreis, TIst der Orthogonalkreis imaginiir, so dndert dies an der Sache
uichts, indem an seine Stelle alsdann ein anderer Kreis A tritt, der
von jenen drei je itber einem Durcliesser geschnitlen wird. Bezeich-
nen « und B odie Centralabstinde zweier entsprechender Punkte und »
den Nadivs des Orthogonalkreises (falls dieser imagindr, so soll »
der Radius des Kreises £ sein) so hat man im ersten Falle die Relation
« - f=1% und Im zweiten VFalle o - § = — #*,

Das heisst: im ersten Fall liegen die Punkte vom Mittelpunkt des
Transformationskreises in gleicher Richtung, im zweiten Fall in ent-
gegengesetzter.

Gehen die drei Kreise durch denselben Punkt, so wird der Ortho-
gonalkreis gleich Null, und ebenso reduciren sich die Kreise je der
einen von zwei einander entsprechenden Losungen auf Null, d. h
fallen in jenen gemeinsamen Punkt.

Eigenschaften, die zwischen den Losungen existiven, die zu drei
Kreisen durch einen Punkt gehend gehoren, lassen sich nun jedesmal
sehr leicht auf die Losungen zu drei Kreisen in allgemeiner Lage
iibertragen, nur diirfen von diesen letztern keine zwei einander ent-
sprechende sein. '

Achuliches gilt von vier Kugeln im Raume.

Pisa, den 27. Januar 1873.



