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Zur Involution.
(Von Herrn Otto Hesse zu Heidelberg.)

Wenn drei Punktenpaare aa', bb' und cc' auf einer geraden Linie
eine Involution bilden, so hat man zwischen den Entfernungen dieser Punkte
die folgenden sieben Gleichungen; und umgekehrt, jede von diesen Gleichungen
ist die Bedingung für die Involution, aus welcher die sechs anderen folgen.

ab. ab1. a'c. a' c* — a'b. a' bf. ac. ac' = 0,
bc.bc'.b'a.b'a'-b'c.b'c'.ba.ba = 0,
ca. caf. cfb. c'b' —- c'a. c'a'. cb. cbr = 0,

ab'.bc'.ca' + a'b.b'c.c'a = 0,
ab'.bc.c'a'+a'b.b'c'.ca = 0,
ab.b'c'.ca' + a'b'.bc.c'a = 0,
ab.b'c.c'a' + a'b'.bc.ca = 0.

Von diesen sieben Fundamentalgleichungen der Involution ausgehend
stellen wir folgende Betrachtungen an.

Drückt man die Entfernungen der sechs Punkte der Involution, wie
sie in den angegebenen Gleichungen vorkommen, durch die Entfernungen a?19

o?25 ·'· · #G derselben Punkte von einem beliebig auf der geraden Linie, auf
welcher die sechs Punkte liegen, angenommenen Punkte aus, so werden
die linken Theile obiger Gleichungen sieben ganze Functionen F der sechs
Grossen x^ a?2, . . . XQ.

Werden diese sechs Grossen als willkührliche genommen, so ver-
schwindet keine von den sieben Functionen F. Sobald aber die sechs Grossen
solche Werthe annehmen, dass eine jener sieben Functionen F verschwindet,
verschwinden mit ihr auch die sechs anderen.

Es können daher die sieben Functionen F der sechs willkührlichen
Grossen nur durch gewisse Factoren von einander unterschieden sein.

Diese Factoren zu ermitteln ist von Interesse, weil die Producte dieser
Factoren und der ihnen entsprechenden Functionen F sieben identische Func-
tionen der sechs willkührlichen Grossen ergeben, die in der Form sich
wesentlich von einander unterscheiden.

23*
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180 Hesse, zur Involution.

Die sieben Functionen Fder sechs willk hrlichen Grossen χ sind folgende:

F12 =

•*^56 == \X&ΦΐΧΦό—Χί)\Χ&—«^3j(«^6—«^4) —(*^6—^lj(*^6—«^2A*^5—«^3y(»^5—«^4J9

(10
F2 =
F3 =
F =

Ein bekannter algebraischer Satz l sst sich in dem speciellen Falle,
der hier eine Anwendung findet, so wiedergeben: Wenn man mit πΐ9 π2, . . . π6

die Prodncte der Differenzen von irgend 6 Grossen χ bezeichnet:

ferner φ(χ] irgend eine ganze Function von χ des vierten Grades ist,,
so hat man identisch:

qpQJ | y(^) [ _____ | y(a?6) _ ^

Wenn man f r die ganze Function des vierten Grades setzt : φ(χ) = (χ-χί)'2(χ-χ<2)2^
so verschwinden die beiden ersten Glieder in der angegebenen identischen
Gleichung. Vereiniget man die beiden folgenden Glieder ebenso wie die
beiden letzten, so erh lt man nach Unterdr ckung der gleichen Factoren:

In dieser identischen Gleichung kann man auch χλ und x2 mit x$ und #4 oder
mit o?5 und #6 vertauschen, weil diese Vertauschungen erlaubt sind in der
identischen Gleichung, aus welcher sie hervorgegangen ist. Auf diese Weise
erh lt man:

^56

Setzt man, um auf die anderen Functionen F zu kommen, x1—x2 = «,
so wird:

Fi2 = fo^t + «}{s,HP4+«}fa
a?1 — a?t . *

Entwickelt man nach Potenzen von 6 und dividirt durch e, so wird die rechte Seite
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Hesse, zur Involution. 181

und wenn man den Werth von € = xi — x2 wieder einsetzt:
Öl — #4) } (#2

(a?!— a%) } (a?2—
Vereinigt man die Glieder der Entwickelung, welche die Factoren (a?2 —
und (#2·— #5) enthalten, und lässt die übrigen Glieder folgen, so hat man:

Setzt man dafür:

und entwickelt wieder, so erhält man:

+ (a?2 — a?6) {(o?2 — a?i) (#4 — a?6) — (a?2 — a?4) (xt — a?6) + (a?2 — o?6) (a?! — a?4)} .
Es zerstören sich hier die letzten Glieder, so dass nur die beiden ersten übrig
bleiben, deren Summe gleich F3 ist.

Man hat daher:

Da aber der linke Theil dieser Gleichung ungeändert bleibt, wenn man xl mit
x2 oder #3 mit o?4 oder endlich o?5 mit x6 vertauscht, so hat man schliesslich :

(2.)

Um eine Anwendung von diesen Formeln zu machen, stellen wir,
unter der Annahme, dass die sechs Grossen beliebig gegeben seien, die
Gleichungen auf:

(3.)

Diese Gleichungen gehen in einander über, wenn man für den Index 6 den
Index l setzt und die übrigen Indices um eine Einheit erhöht.

Von diesen Gleichungen ist ferner eine die Folge der beiden anderen.
Denn multiplicirt man dieselben auf einander folgend mit den Factoren:
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182 Hesse, zur Involution.

und addirt, so sieht man, ohne die Producte aufzulösen, dass man identisch
Null erhält.

Es brauchen daher nur zwei von den drei Gleichungen (3.) erfüllt zu
sein, die dritte wird von selber erfüllt. Da aber zwei von diesen Gleichungen
durch gewisse Werthe von a und immer erfüllt werden können, so erfüllen
auch die durch diese beiden Gleichungen bestimmten Werthe der Unbekannten
die dritte Gleichung.

Jede der drei Gleichungen ist die Bedingung für die Involution von
sechs Punkten auf einer geraden Linie-und die drei Gleichungen selbst drücken
analytisch den Satz aus:

„Wenn irgend sechs Punkte l, 2, ... 6 auf einer geraden Linie ge-
geben sindy so giebt es immer ein Punktenpaar aß, welches gleichzeitig
„mit den beiden Punktenpaaren 12 und 45, mit den beiden Punktenpaaren
„23 und 56 und mit den beiden Punktenpaaren 34 und 61 eine In-
„volution bildet."

Dividirt man jede von den Gleichungen (3.) durch a — ß, so erhält
man mit Rücksicht auf (2.):

(40
— /?)(a?4— ?2)( — #5) = 0,

— a?i = 0.

In dieser Form sieht man es den Gleichungen nicht mehr an, dass sie
einzeln mit den angegebenen Factoren multiplicirt und addirt identisch Null geben.
Wir legen darauf auch weiter kein Gewicht, behalten aber die Eigenschaft
dieser Gleichungen im Auge, dass die Werthe von a und f)9 wie sie sich
aus zwei Gleichungen ergeben, auch der dritten genügen.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Werthe von a und sich aus
zwei von jenen Gleichungen ergeben.

Entwickeln wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (4.), so nehmen
sie die Form an:

= 0,
A,aß+B,(a+ß}+C2 = 0,

= 0,
(5.)

in welcher die 9 Coefficienten A, B, C gewisse Functionen der sechs gege-
benen Grossen bedeuten.
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Hesse, zur Involution. 183

Es sind dieses lineare Gleichungen, wenn man die Grossen ct+ß und
aß als die Unbekannten betrachtet. Löset man zwei Gleichungen nach den
Unbekannten auf, so erhält man Gleichungen von der Form:

und man kann daraus eine quadratische Gleichung bilden:

(6.) *~- + = 0,

deren Wurzeln die gesuchten Grossen a und sind.
Die Gleichungen (5.) sind in Rücksicht auf die Unbekannten (

und aß lineare Gleichungen, welche für ein bestimmtes Werthsystem der
Unbekannten zugleich erfüllt werden. Man kann deshalb drei Factoren 9

(»29 i>3 der Art bestimmen, dass, wenn man die Gleichungen mit diesen Fac-
toren einzeln multiplicirt und hierauf addirt, die Summe unabhängig von den
Werthen der Unbekannten identisch verschwindet.

Diese Eigenschaft behalten auch die drei folgenden Gleichungen bei,
welche aus (5.) dadurch hervorgehen, dass man für («+/?) setzt 2x und für
aß setzt o?2

= 0,
= 0,
= 0.

(7.)

Diese Gleichungen bestehen aber nicht mehr zugleich, wie die vor-
hergehenden, aus welchen sie auf die angegebene Art hervorgegangen sind.
Wollen wir daher die hervorgehobene Eigenschaft derselben, dass sie einzeln
mit den Factoren 19 2 >3 multiplicirt und addirt identisch Null geben, weiter
verwerthen, so müssen wir sie einzeln geometrisch interpretiren.

Die erste Gleichung (5.) ist die Bedingung, dass die Punktenpaare
aß, 12, 45 eine Involution bilden. Durch diese eine Gleichung ist das erste
Punktenpaar aß nicht bestimmt, wenn die beiden anderen Punktenpaare ge-
geben sind. Für jeden Punkt a giebt es einen entsprechenden Punkt ß.
Man kann daher nach der Lage des Punktes a fragen, dessen entsprechender
Punkt mit dem Punkte a zusammenfällt. Wenn wir diese beiden Lagen
des Punktes a als ein Punktenpaar auffassen, so ist die erste Gleichung (7.)
der analytische Ausdruck dieses Punktenpaares.

Wir bringen nun den bekannten Satz in Erinnerung: Wenn auf einer
geraden Linie zwei Punktenpaare gegeben sind, so giebt es unendlich viele

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/27/15 4:06 PM



184 Hess e^ zur Involution.

Punktenpaare, welche mit den gegebenen eine Involution bilden, aber es giebt
nur zwei Punkte, in welchen eins von diesen Punktenpaaren zusammenfällt und
diese beiden Punkte sind harmonisch zu dem einen wie zu dem anderen ge-
gebenen Punktenpaare.

Daraus ist ersichtlich, dass die erste Gleichung (7.) dasjenige Punkten-
paar analytisch darstellt, welches harmonisch ist sowohl zu dem gegebenen
Punktenpaar 12 als zu dem gegebenen Punktenpaar 45. Die zweite Gleichung
(7.) stellt ebenso das Punktenpaar dar, welches harmonisch ist zu den Punk-
tenpaaren 23 und 56. Die dritte Gleichung (7.) endlich ist der analytische
Ausdruck für dasjenige Punktenpaar, welches harmonisch ist zu den Punkten-
paaren 34 und 61.

Um nun die oben hervorgehobene Eigenschaft der drei Gleichungen (7.)
geometrisch zu yerwerthen, benutzen wir den bekannten Satz: Wenn drei
quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten analytisch drei Punktenpaare
auf einer geraden Linie darstellen, so bilden die drei Punktenpaare eine Involution
unter der Bedingung, dass die Gleichungen mit gewissen constanten Factoren
multiplicirt und addirt identisch Null geben. Hiernach bilden die drei durch die
Gleichungen (7.) dargestellten Punktenpaare eine Involution, und wir haben
den Satz:

„Wenn irgend sechs Punkte l, 2, . . . 6 auf einer geraden Linie ge-
geben sind, und man construirt drei Punktenpaare, von welchen das erste
„harmonisch ist zu den Punktenpaaren 12 und 45, das zweite harmonisch
„zu den Punktenpaaren 23 und 56, das dritte harmonisch zu den Punkten-
paaren 34 und 61, so bilden die drei construirten Punktenpaare eine
„Involution".

Da man die sechs auf der geraden Linie gegebenen Punkte l, 2, ... 6
auch beliebig mit einander vertauschen kann, so erhält man durch diese Ver-
tauschungen nach dem ersten Satze 60 verschiedene Punktenpaare aß und nach
dem letzten Satze 60mal drei Punktenpaare, welche eine Involution bilden.

Man wird bemerken, dass diese beiden Sätze dem Pascalschen und
dem Brianchonschen Satze vom Sechsecke, welches einem Kegelschnitt einbe-
schrieben oder umbeschrieben ist, nachgebildet sind. Und in der That kann
man auch ein Uebertragungsprincip angeben, nach welchem nicht nur die ge-
nannten beiden Sätze ohne Schwierigkeit aus dem Pascalschen und dem
Brianchon&chen hervorgehen, sondern noch andere Sätze über Punkteripaaj e auf
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Hesse, zur Involution. 185

einer und derselben geraden Linie, welche ebenso den bekannten Erweiterungen
des Poeca/scheu und des Brianchonschen Satzes entsprechen.

Wenn die sechs Punkte l, 2 . . . 6 durch eine Gleichung vom sechsten
Grade gegeben sind, so kann man allerdings die Punkte, von welchen die
angegebenen beiden Sätze handeln, nicht mehr durch algebraische Gleichungen
rational ausdrücken; aber diese Sätze machen auf gewisse unsymmetrische Re-
lationen der Wurzeln aufmerksam, die für die Algebra der Gleichung des
sechsten Grades nicht ohne Bedeutung sind.

Heidelberg, im December 1863.

Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 2. 24
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