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10. Das Relativitdtsprinzip der Mechanik
und die Gleichungen fitr die elektromagnetischen
Yorgdnge in bewegten Koérpern;
von Philipp Frank.

Vor kurzem hat Hr. Minkowski Gleichungen fiir die
elektromagnetischen Vorginge in bewegten Korpern aus drei
Axiomen hergeleitet!), von denen das wichtigste fordert, dafB
die gesuchten Gleichungen ihre Form nicht #ndern sollen,
wenn eine Transformation aus der Gruppe der Lorentz-
Transformationen auf sie angewendet wird. Die genannte
Gruppe enthélt alle linear-homogenen Transformationen der
Raum- und Zeitkoordinaten von der Form:

==z,
y=y,
x—qt
1 Z’=%
2 Vi-g
t,"" “q7v+t
R —— |
Vi + ¢

wo zur z-Achse jede beliebige Richtung des Raumes gewihlt
werden kann, und ¢ jede reelle Zahl, die kleiner als 1 ist,
bedeuten kann. Diese Forderung nennt man das Relativitits-
prinzip der Elektrodynamik.

Die Gleichungen der klassischen Mechanik gehorchen be-
kanntlich diesem Prinzip nicht, wohl aber behalten sie bei
Anwendung folgender Transformationsgruppe ihre Form bei:

’

r=u=x,
| ¥ =Y,

@ =z —qt,
t=t,

wo z wieder jede beliebige Richtung des Raumes und ¢ jede
beliebige reelle Zahl bedeuten kann. Diese Tatsache macht
den Inhalt des Relativititsprinzipes der Mechanik aus. Um
einen kurzen Namen zu haben, wollen wir die Gruppe (2), in
Erinnerung an das Galileische Triagheitsgesetz, die Gruppe

1) H. Minkowski, Gottinger Nachr., Math.-physik. Klasse, 1908.
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der Galilei-Transformationen nennen. Minkowski hat?)
eine Mechanik aufgestellt, in der an Stelle der Galilei- die
Lorentz-Transformationen treten.

Ich glaube, daB es zur Durchsichtigkeit der ganzen
Relativititstheorie beitragen wird, wenn wir untersuchen, was
herauskommt, wenn wir in den Axiomen, die Minkowski fiir
die Elektrodynamik bewegter Kirper aufstellt, an Stelle der
Lorentz- die Galilei-Transformationen setzen und im iibrigen
vollstandig dem Gedankengang Minkowskis folgen. Es wird
sich, wie auch zu erwarten war, zeigen, daB genau so, wie
aus dem Relativititsprinzip der Elektrodynamik die Minkowski-
schen (d. h. bis auf Glieder zweiter Ordnung die Liorentzschen)
Gleichungen folgten, ‘durch Voranstellung des Relativitits-
prinzipes der Mechanik die alten Hertzschen Gleichungen fiir
bewegte Koérper gewonnen werden.

Wir gehen, wie Minkowski, von den Gleichungen fiir
ruhende Korper aus?):

- 47 |, D
D curl&g=7(1+at),
(ITy divd = ¢,
(III) curl@=—%g?7
1v) div® =0,
W) D=6 B=pp, i=0C.

Minkowski unterscheidet in diesen Gleichungen zwei Arten von
Vektoren:
Raumzeitvektoren I. Art (mit je vier Komponenten)
) Y, 2, t,
im ’ iy 3 iz ] @,
o o 8 8
oz’ dy ' dx' at¢’
der letztgenannte Vektor ist wohl ein symbolischer, spiekt
aber in vieler Hinsicht dieselbe Rolle wie ein eigentlicher.
Raumzeitvektoren II. Art (mit je sechs Komponenten)
@w’ gy; @37 SD,;’ @g? @z,
¢, ¢, ¢, B, B, B,
1) 1. e., Anhang.
2) In der Bezeichnungsweise folgen wir dem Lehrbuch der Elek-
trizitdt von Abraham-Foppl
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Minkowski zeigt nun zuniichst, daB die Gleichungen (I)
bis (IV) bei Ausfiithrung einer Liorentz-Transformation (1) ihre
Form beibehalten, sobald wir gewisse Linearkombinationen
der Komponenten der alten Vektoren mit den entsprechenden
gestrichelten Buchstaben bezeichnen. Der Vektor

6 8 6 i)
dx’ Gy’ dx ot

wird dabei von Minkowski nicht beachtet, weil seine Kompo-
nenten unverindert bleiben kénnen. Fiir uns ist er aber wichtig,
und wir deuten seine identische Transformation eigens an durch:
¥ 8 ¥ 8 & _ 8 & _ 8
6w dx’ dy dy' 6x dx  dt ot
Die Gleichungen (I) bis (IV) gehen so iiber in:

, - ' s 47 (,, i
(I) curl$=7(1+W),
I div® = ¢,

(IIT) curl' ¢ = — 12X,
vy div® =0,

wo curl’ und div’ eine von selbst verstindliche Bedeutung haben.
Wenn man das Angefiihrte beachtet, kann man Minkowskis
drittes Axiom?!) (das Relativititsprinzip der Elektrodynamik) in
etwas anderer Weise formulieren als er es tut, und dadurch
einerseits eine scheinbare Willkiir, die in seinem Wortlaut
liegt, beseitigen und andererseits den Parallelismus zum
Relativititsprinzip der Mechanik stirker hervortreten lassen.
Genau dasselbe wie Minkowskis drittes Axiom fordert
namlich offenbar folgender Satz: Die Gleichungen sollen so
beschaffen sein, daB sie vermdge jeder Lorentz-Transformation (1)
ihre Form beibehalten, wenn man als neue Komponenten der
vorkommenden Vektoren
1.,,;{7 ‘.y’9 iz', 0, @x/; @y,v @z’, @x', SDy’, (‘DZ/’ g’z’y i)y', S?zlv %x,’ %yly 58;7
LA A A
6r’ dy  0x 0t
jene Linearkombinationen der wurspriinglichen Vektorkompo-
nenten einfiithrt, die man schon einfithren mufBite, damit die
Gleichungen (I) bis (IV) fiir ruhende Korper bei einer Lorentz-
Transformation ihre Form beibehielten.

DHle,§s.
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Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die Gleichungen
fir die elektromagnetischen Vorginge in einem Korper, der
sich mit der Geschwindigkeit w in der Richtung der z-Achse
bewegt, auf Grund folgender Axiome ableiten.

EBrstes Awviom (genan wie bei Minkowski): Wenn eine
etnzelne Stelle der Materie in einem Momente ruht, also w fir
ein System z, y, 2, t Null ist, so sollen fur den Raumpunkt z, y, z, ¢,
zwischen ¢, den Vektoren i, €, D, O, B und deren Ableitungen
nach z,y, z, t genau die Beziehungen (I) bis (V) statthaben, die
zu gelten hitten, falls alle Materie ruhte.

Minkowskis zweites Axiom, das behauptet, jede Ge-
schwindigkeit der Materie sei kleiner als die Lichtgeschwindig-
keit im leeren Raum, brauchen wir nicht vorauszusetzen; wir
kénnen beliebige Geschwindigkeiten zulassen. Wir stellen
vielmehr sofort das Relativititsprinzip der Mechanik als zweites
Axiom auf, und zwar in folgender Fassung:

Zweites Axiom: Die Gleichungen fiir bewegte Korper sollen.
so beschaffen sein, daf3 sie vermige jeder Galilei- Trans-
formation (2) ihre Form beibehalten, wenn man als neue Kom-
ponenten der vorkommenden Vekioren
imla iylr izl’ 9'7 @z,‘ e SBZ', _aa;’ aa_y’ %’ %
Jjene Linearkombinationen der ursprunglichen Vektorkomponenten ein-
fuhrt, die man schon einfihren mufte, damit die Gleichungen (I)
bis (I¥) fur ruhende Kirper bei einer Galilei-Transformation
thre Form betbehielten.

Wir fithren also zunichst an den Gleichungen (I) bis (IV)
die Transformation (2) aus. Dann wird daraus:

. P 4 . [P)) [B))
I curl@:%(t.;_;a?,_q;g;),
Ir div'® = v,

” , 1(0%B 08
(I-[I) curl =—;(v57—(16 ,)7
v divv =0,
wo

s, a é d
div' = ra + By -+ Y

und curl’ analog aufzufassen ist.
Diese Gleichungen gehen offenbar in die Gleichungen (I’)
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bis (IV') iiber, wenn wir folgende Linearkombinationen der
alten Vektorkomponenten einfithren:

(E‘,:@: ®/=§D) '@':@7 %":%7

=1, o =09,

(3) g 4 a9 0 o 9
AT = = Ao — ’
0w 0w oy dy 0% 0z

0’ 0 0

9t~ et Tax

Die Gleichungen (I') bis (IV’) haben aber genau die Formen
der Gleichungen (I) bis (IV). Es sind also die Linearkombi-
nationen (3) jeme, von denen in unserem zweiten Axiom die
Rede ist.

Wir gehen nun genau wie Minkowski vor, Wir denken
uns die gesuchten Gleichungen fiir das bewegte System an-
geschrieben. In ihnen wird jedenfalls die Geschwindigkeit w
des Systems auftreten. Auf diese Gleichungen iben wir die
Transformation {2) mit dem speziellen Werte ¢ = w aus. Dadurch
erhalten wir ein neues System von Gleichungen in den unab-
hangigen Variablen 2/, ¥, 2/, ¢. Die Geschwindigkeit des neuen
Systems hangt wegen (2) mit der des alten zusammen durch

dx dx

4 = ar —1=v—9¢-
Wegen ¢ = w ist also die Geschwindigkeit der Bewegung in
bezug auf das neue System Null. Daher kdnnen wir das erste
Axiom auf das gestrichelte System anwenden. Die, wie wir
sagen, auf ,,Ruhe transformierten Gleichungen lauten gemif
dem genannten Axiom:

r 4 4 7 a @’
(Ia) curl © = —cn- (l + W)’
(I1a) div'® = ¢,
' rer 109%
({11 a) curl @ = — T
(IVa) div® =0,
(Va) D= -C, B=pf, i'=0C.

Nun wenden wir das zweite Axiom an, das besagt: Sobald wir
von den Gleichungen (Ia) bis (Va) vermittelst der Transformation
=z, Y=y, Z=z—wt, t'=t
zum urspriinglichen System zuriickgehen, &ndert sich die Form
nicht, wenn wir nur statt der gestrichelten Vektorkomponenten
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die durch (3) gegebenen Linearkombinationen der urspriing-
lichen einfilhren. Zuerst formen wir die Gleichungen (Ia)
bis (Va) so um, daB der Vektor

& ¥ ¥ &

Bz’ T8y’ ox 4t
in ihnen auftritt. Das geschieht vermdge der unmittelbar ein-
euch tenden Beziehungen:

& 6 o _ 9 ¥ 8
Ti”ﬁ’ gy ~dy éx i’
0 8’
i = at + 2w
Dann schreiben sich die Glelchungen (Ia) und (IITa) in der Form:
(I'a) curl’ § = - (y + 66? L2 &: )’
(1T a) ww@=_z(%§+2wg?»

Jetzt gehen wir, wie unser zweites Axiom verlangt, vermdge (3)
zu den Koordinaten im bewegten System iber und erhalten,
wenn wir noch wie iblich

] ad d

57 TP T a@r
setzen, die endgiiltige Form der Gleichungen fiir bewegte
Korper:

4/, ad
(Ib) curl § = —~ (t+~;”—),
(LI b) div® = g,
1 d$8
(111 D) curl@=—77‘l—t—,
(IVD) divg =0,
(VD) €D=i@, B=up, i=cC.

Diese Gleichungen sind auch von jedem Hinweis auf eine be-
stimmte Wahl der Achsen unabhingig; denn d/d¢ bedeutet
die zeitliche Anderung in bezug auf einen die Bewegung mit-
machenden substantiellen Raumpunkt.

Die Gleichungen (Ib) bis (Vb) sind aber die Hertzschen
Gleichungen fir bewegte Korper.

Wien, September 1908.
(Eingegangen 28. September 1908.)





