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Bahnbestimmung der Satelliten des Saturn
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Enceladus, Thetis, Dione und Rhea nach

einer neuen Methode.

Da die micrometrischen Messungen, welche ich
wihrend der letzten Opposition des Saturn mit dem
Zehnzoller der hiesigen Sternwarte angestellt habe, um
die Positionen von fiinf Satelliten dieses Planeten
gegebene Momente festzulegen,
wenigstens deutlich anzeigten, dass die bekannten Kreis-
bahnen, welche man in die Ebene der Ringe verlegt,
nicht geniigten, um die Beobachtungen
mittleren Fehler darzustellen, so entschloss ich mich,
Beobachtungen die oben
elliptische Bahnen zu rechnen. Der fiinfte der beob-
achteten Satelliten ist Titan, dessen Bewegung bekanntlich
sehr ausfiihrlich von Bessel untersucht worden ist.  Weil
der Weg, den unten aufgefithrten
Resultaten leitete, welche vordem
zu dhnlichen Zielen fiithrten, in vielen Stiicken abweicht, so

fiir

fiir zweil derselben

innerhalb ihrer

aus
genannten  vier

meinen fir

welcher mich zu

von den Methoden,

bin ich genothigt, denselben hier anzugeben, damit
man den Grad des Vertravens hestimmen konne, welchen

jene Resultate verdienen.

Obgleich sich die folgenden theoretischen Betrach-
tungen nun speciell auf den Fall ciner Trabantenbahn
des Saturn bezichen, so konnen dieselben doch leicht
auf eine solche des Uranus oder Neptun iibertragen
werden.

Ich gehe davon aus, dass die Lage der Bahnebene
und die scheinbar
Projectionsellipse bereits niherungsweise bekannt seien.
dass
auf den durch das Centrum des

Dimensionen der beschriebenen

Ich nechme ferner an, man den Positionswinke! /2
eines Satelliten in Bezug
Saturn gehenden Parallel von der westlichen Elongation
uiber Norden gezihlt, und seine Enfernung
auf welcher man

¢ vom Centrum
gemessen habe. Da nun die Ebene,
die Bewegung des Satelliten
Beobachtungszeiten projizirt sieht,
im Raume fortwihrend dndert,
man, um die Aufgabe der Bahnbestimmung des Satelliten,
wie es gewohnlich geschieht, auf die einer Doppelstern-
bahn die Beobachtungen
wegen des Effectes dieserVerdnderungen zu corrigiren. Zu

zu den verschiedenen
ihre lage zu einer

festen Ebene so hat

zuriickzufiihren , zunichst
diesem Ende geniigt es fiir die nicht zu sehr entfernten
Satelliten vollstindig, die Bahnebene mit der Ebene des
Ringes zu verwechseln.
in den Jahrbiichern geben dann alles Nothige, um die
koénnen.  Sei
¢ der Positionswinkel der Ringaxe, / der Erhebungs-
winkel der Erde iber die Ebene des Ringes, /, aber
dieser selbe Winkel fir die Zeit 7, fiir welche

Die astronomischen Ephemeriden

fragliche Reduction leicht vornechmen zu

die

gewihlte mittlere Tage der Projectionsebene gilt, 4 die
Entfernung des Saturn von der Erde und endlich 4,
eine gewahlte mittlere Entfernung, so erhilt man mit
gentigender Anndherung die Coordinaten des Satelliten
auf der mittleren Projectionsebene fiir die mittlere Ent-
fernung:

¥ o= ——Of—L cos (7 p)
Ay

¢ 4 sin Zo

sin (Pp)
Jeder so gegebene Punkt soll nun in einer Ellipse
liegen,

a’ [5‘2

deren Ausdruck sein wiirde:
== @ [(y—y,) cosp — (x—-x,) siny?
&* [(x—xy) cosy -+ (y—yp,) sinpl?

wenn @ und 4 ihre Halbaxen, x, und y, die Coordinaten

i (IT)

ihres Mittelpunktes und ¥ den Winkel bezeichnen, welchen

die grosse Axe mit der x-Axe macht. Diesc Formel
lasst sich im vorliegenden Falle in einen handbaren
genaherten Ausdruck umwandeln, wenn man die voll-

stindig legitimirten Voraussetzungen macht, dass man

gentigende Anndherungen fur <, 4 und w kenne, um
der
als ferner die
Correctionen von ¢ und & und
Das Gleiche
darf man sich offenbar wegen der schr geringen Excen-
tricititen der Satellitenbahnen auch mit den hoheren
Potenzen von x, und y, erlauben.

sowoll cosy mnach einer passenden Verlegung
Richtung der »-Axe gleich Eins setzen,
hoheren Potenzen der
die voun

siny vernachldssigen zu konnen.

Wenn man unter
diesen Voraussetzungen die Gleichung (II) auflost, in-
dem man in dieselbe statt ¢ und &4, a-}-da und o-+do
einsetzt, dieselbe nach den fiinf Unbekannten
und schliesslich durch 242 dividirt,
Ausdruck:

aa( 7 &))+a’/7(———-—b)—40 f—-J/oJ/—
xy (I ——) sinp—- — (y"+x ) - 0

Derselbe ist in Bezug auf die fiinf zu suchenden
Grossen da, db, x, 7, und sinyp, welche Lage und
Dimensionen der Projectionsellipse der Satellitenbahn
bestimmen, linear, und kann folglich benutzt werden, um
aus einer grosseren Anzahl von Beobachtungen jene
fiinf Unbekannten nach der Methode der kleinsten Qua-
drate zu bestimmen.

Nachdem so die Projectionsellipse bekannt ge-
worden ist, findet man den Uebergang auf die wahre

ordnet
so erhdlt man den

(I11)
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Bahn durch eine leichte Uebertragung des graphischen
Verfahrens der Bestimmung einer Doppelsternbahn in
ein rechnendes. Ich schreibe deshalb die Formeln, welche
ich benutzt habe, auf, ohne ihre Ableitung zu geben,
weil diese aus dem bekannten Verfahren leicht abgeleitet
werden kénnen oder bereits bekannt sind.

Fiir die Formel (III) fiel die Richtung der
(1) zafolge, mit dem Positionswinkel der Axe der

r-Axe,
Saturn-
ringe zusammen; nennt man diesen in Bezug auf die
mittlere Projectionsebene p,, so hat man fiir den Positions-
winkel ¢ des Perisaturniums auf dieser letzteren, indem
man den Nullpunkt des Systems in das Centrum der
Projectionsellipse verlegt und die Winkel wieder vom

westlichen Parallel an zdhlt:

~ _ ,|
tang (G—p,) —= BN (IVy
5\ o
Ferner wird die Projection der halben grossen
Axe der Bahn
9 o*
a? — 7
. b Vv
2 . Cee
sin \G~p(,~-sz»;ZZCQSZ(G,_/;O,_w) (V)
wenn nun @ und & die verbesserten Werthe fiir die

Halbaxen der Projectionsellipse bedeuten. Die Richtung
der halben kleinen Axe der Bahn // wird dann durch
die Formel gefunden:

o2 .

tang (/- p, —¢) == — e cotang (G — py— ) .. (VI)
P

und die Projection der halben kleinen Axe

b2

sin? (A - py—p)-+ cos*(H—p,—)

al
Die Excentricitat « der Bahn erhilt man durch

(VI

- f!f:tl@: A1}
[t

Fihrt man nun die Hiilfsgrosse
= g;(l—eQ)...(IX)

ein, so wird die Richtung der Knotenlinie V' der Bahn
auf der Projectionsebene gefunden durch:

csin2 G +sinz2 A

tang2 N — —— - L= " °°

&2 ccos2 G+-cos2 H )

und weiter die Neigung ¥ gegen die gewihlte Ebene:
cos*¥ — — tang (G— N) tang (H—N) ... (XD

Es ist nun leicht zu sehen, dass die der Richtung
N entsprechende vom Mittelpunkt des Saturn aus ge-
sehene Linge in der Bahn stets bekannt ist. Da
ndmlich die Knotenlinic & der Bahn auf der Projec-
tionsebene senkrecht zum Visionsradius auf Saturn steht,
so ist die Lidnge desselben in der Bahn offenbar gleich
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der Restascension ¢, des Saturn, zur Zeit, fiir welche
die gewiahlte Lage der mittleren Projectionsebene gilt,
weniger goY, indem man die Winkel in der Bahn im
Sinne der Bewegung der Satelliten, also umgekehrt
wie bisher ziahlt. s folgt dann hieraus leicht die Relation,
durch welche die Iinge des FPerisaturniums gefunden
wird, namlich:
tang (eg—a —go%) == tang (G— V) sccF .. .(XI])
Lndlich wird die halbe grosse Axe der Bahn
a, = a cos(G — N)seclay — x—9o%. .. (XIII)
Um & und ¥ auf den Aequator als Fundamental-
ebene zu beziehen, hat man nun, wenn d, die Declination
des Saturn zur Zeit bezeichnet, fiir welchedielLage der mitt-
leren Projectionsebene gilt, die Restascention A4 und
Declination D des Pols der Bahnebene durch die Formeln:
sin D sind, cos¥ -+ cosd, sin ¥ cos V
sin 7

sin V - (XIV)

sin(e,— A) =

Knoten und Neigung in Bezug auf den Aequator sind
dann £ A4 9o’ und z G0t — D,

Um nun zuar Bestimmung einer mittleren Linge
des Satelliten in seiner Bahn und seiner Umlaufszeit die den
cinzelnen Beobachtungen entsprechenden mittleren Ano-
malien abzuleiten, bin ich folgendermassen verfahren.
Zunichst berechnete ich fur bestimmte grossere Zeit-
intervalle eine Ephemeride fiir die Knotenlinie und die
Neigung der Bahn gegen die jedesmalige Projections-

ebene nach den Formeln:
sind sin D -} cosd cos D cos(e— A)

cos ¥ ==
o cosD L CL(XV)
sin V== ~- Ty sin{e — A)

wo « und ¢ die jedesmalige geocentrische Restascension
und Declination des Saturn zu den gewdhlten Zeiten
sind. Aus dieser Ephemeride interpolirte ich dann die
zu den einzelnen Beobachtungszeiten gehdrigen betreffen-
den Werthe. Dann berechnete ich mit diesen
tang /' == tang (P— V) sec ¥ 1 (XVI)

F = ¢—v—x — 9o° !
und v die wahre Anomalie des Satelliten
erhilt man die excentrischen und mittleren Anomalien
auf bekannte Weise durch:

WO

ist.  Dann

/1=

,,,,, ¢ tang 1/, v — tang 1/, £
/ 14-¢ 5 /2 S /2 . (XVID
M — E—esnkE

Ist nun 3, eine gesuchte mittlere Anomalie fiir
die Zeit £, M die fiir diese Zeit beobachtete von dem
Fehler 437 behaftete, weiter g eine angenommene mittiere
tagliche Bewegung des Satelliten, 4y die gesuchte
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Correction derselben und endlich 47, eine fiir die Zeit
#; beobachtete mittlere Anomalie, so kann man nach der
Formel

du(ty—ty)+d MM — M +u(ty,—2) = o.. (XVII)
die mittlere Anomalie fiir die gewiahlte Epoche und die
mittlere Bewegung aus allen Beobachtungen zugleich
nach der Methode der kleinsten Quadrate aufsuchen.
Es ist selbstverstindlich dass die Beobachtungszeiten,
welche an dieser Stelle zuerst in die Bahnrechnung ein-
gefihrt werden, zuvor von dem Einflusse der Licht-
geschwindigkeit befreit werden miissen. Ist 7 die beob-
achtete, # die corrigirte Zeit, so hat man

fo= 14407778 (A, —4). . (XIX)
Um mit diesem nunmehr vollstindigen Elementen-
systeme die Beobachtungen wieder darzustellen, braucht
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man, wenn man die von Bessel hierfiir in seiner Unter-
suchung tber die Bewegung des Titan gegebenen etwas
weitlduftigen Formeln nicht anwenden will, nur den soeben
beschriebenen Weg riickwirts zu verfolgen. Die Formeln
(XVII) dienen zundchst zur Bestimmung der wahren
Dann hat man weiter durch (XVI) den
Die Distanz ¢ findet sich dann ein-

Anomalien.

Positionswinkel 2.
fach durch;

7 =z ay(1-—e cos kY)

Ay

R

Die Anzahl der auf diese Weise behandelten Beob-

achtungen belduft sich fir Enceladus nur auf acht; fir

Thetis habe ich 23, fiir Dione 22 und fiir Rhea 21

Messungen benutzen konnen. Ich erhielt aus diesen die

cos /' sec(P—N) (XX

Elliptischen Elemente der Satelliten des Saturn:

Enceladus Thetis Dione Rhea
77 = |1880 Oct. §.0 (1880 Oct. 27.0 [188c Oct. 27.0 1880 Qct. 27.0
My = 1830176 95°3373" 334" 48 23" 70016 527
U —- 1(18]15211139'57 1112111]71115851 2(11711401115431 4d12]125m_2534
a = 34”33 4254 54”580 75°068
V— 0.066235 0.006847 0.016388 0.014657
x = 1819453 204" 67 45* 1800 167 487 239V 26" o
g = 127 5.9 T3 57 33 124 17 2 127 4 31
; = 4 38.0 7 0 40 6 41 30 6 36 10

Fir die Epoche
und A7, fir den Augenblick, in welchem das Licht die
Entfernung 9.53890 vom Saturn zuriickgelegt hat. Aus
Das

gilt der Meridian von Greenwich

dieser selben mittleren Entternung ist @, gesehen.
Aequinoctium ist das der Epoche.

Der mittlere Beobachtungsfehler bleibt fiir den
stets unter erschwerenden Umstinden gemessenen Ence-
ladus + o”gos. Fir Thetis ist derselbe gleich 0724,
fir Dione 0684 und fiir Rhea 0“651. Zur richtigen
Beurtheilung dieser Fehler bemerke ich, dass die » und
2 in Bezug auf eine mit der Ringaxe coincidirende Co-
ordinatenaxe immer so gemessen wurden, dass zwei Ein-
jedem Rande des
Ich musste mich auf
diese kleine Zahl beschrinken, weil die Beobachtungen,
namentlich in der ersten Zeit des regelmissigen Gebrauchs

stellungen des Micrometers von

Planeten aus gemacht wurden.

unseres neuen Instrumentes, ziemlich viel Zeit in An-

und deshalb des
mittleren Beobachtungsmomentes, fiir die schnell laufen-
Satelliten, Unsicherheit behaftet
gewesen wire, wenn ich dic Einstellungen anjedem Abende
betridchtlich vervielfiltigt hitte. Die angewandten Ver-
grosserungen waren 150 und 250, Alle weiteren wiinsch-
baren Details iiber diese Arbeit werden in den Memoiren
der hiesigen physikalischen Gesellschaft mit denen iiber

spruch nahmen, dic Bestimmung

den von zu grosser

meine micrometrischen Messungen des Saturn selbst im
Laufe des Sommers gegeben werden.

Dic reciproke Masse des Saturn, aus den Bewegungen
aller vier Satelliten geschlossen, erhalte ich gleich 3511.6

mit einer Unsicherheit von ctwa

Genf, den 2. April 1881,
Dr. M. Wilhelmn Meyer.




