Das Problem der Collineation.
Voo

Ruporr Stury in Darmstadt,

Nachdem ich in fritheren Aufsitzen (Math. Annalen Bd. I und VI)
dic Probleme der ebenen und riumlichen Projectivitit behandélt, gehe
ich nun zu dem der Collineation (Collinearitit oder Homographie) iiber,
unter welchem ich Jas folgende verstehe:

Wenn im Raume zwes Gruppen von gleich vielen und zugeordnelen
PBunkten gegeben sind, solche entsprechende Punkie zu finden, aus denen
die zugeordneten Punkte durch homologe Strallen collinearer Bindel pro-
Jicirt werden.

L

1. Es scien einerseits finf Straklen a,, - -, ag cines Bindels 4
gegeben; anderseits vier Punlte By, - - -, B,; em Punkt B bewegt sich
durch den ganzen Raum, B B: werde mit b; bezcichnet; wie bewegt
sch b, wenn

. B {By, - -+, b) coll. (a;, -+~ as)
san soll?

Auf a,, - - -, a, seien ebenfalls feste Punkte 4, .-, Ay gelegt;
wei rdumliche Systeme mogen dadurch collinear bezogen sein, dass
den finf Punkten 4, ,---, 4,, 4 dic festen Punkte B,,- - -, B, und
der bewegliche B entsprechen; ist jedesmal B, der Pankt, welcher dem
4, correspondirt, so ist BB, der gesuchte Strahl 3,. Nun durchlaofen
ersichtlich B und B, collineare riumliche Systeme, denen B, - - -, B,
entsprechend gemein sind; die Verbindungsgeraden b, erzeugen dem-
sach einen tetracdralen Complex 2. Grades®). Derselbe ist mit dem-
Jenigen identisch, welcher der Geraden a, beziiglich der Gruppen 4,,
*re 45 By, .-, B, correspondirt ®); denn by (Byy - -, by) oder

*} Beye, Geometrie der Lage, 11, 15, Vortrag.
**) Starm, Riuml, Project., Math. Ann. Bd. VI, §. 514
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b, (By, - -+, B,) ist stets mit a, (a,, - -+, a,) oder a, (4,, -+, 4,
projectiv®). )

2. Bewegt sich B blos in einer Ebene, so beschreibt B, ein col-
lineares ebenes System (Feld); die Geraden b, erzeugen die Congruenz
(3, 1) der Schnittlinien der Osculationsebenen einer cubischen Raum-
curve; zu diesen Schmiegungsebenen gehdren auch die Tréiger der
beiden collinearen Felder.

Durchiguft B eine Gerade b, so beschreibt B; eine projective
Punktreihe und b, erzeugt ein Hyperboloid [b]2. Geht b durch einen
der gegebenen Punkte B,, ..., B,, so thut dies auch der Triger der
Reihe Bg; also werden die beiden Reihen perspectiv und das Erzeug-
niss von b, ist ein Strahlbiischel,

Bewegt sich B auf einer Curve n'r Ordnung, welche durch jeden
der 4 Punkte B; A;,-mal geht, so thut dies auch B;, und b, erzeugt

eine Fliche vom Grade # = 2x — 2'}. Ist z. B. die Curve eine

ubxsche Raumecurve, die durch Jeden der vier B; geht, so ist diese
Fliche vom 2. Grade.

3. Werden die Punkte 4, - -, 4; auf a,, -+ -, @, verschoben,
so &ndert sich der Complex, die Congruenz, das Hyperboloid, die dem
Raume, einer Ebene, einer Geraden zugehoren, nicht; das von B, er-
zeugte riumliche System wird ein anderes; d. h. denselben B entsprechen
andere B;, die jedoch auf derselben Complexgeraden liegen. Das
raumliche System B, hat sich mithin so verschoben, dass jeder Punkt
auf der ilm mit seinem entsprechenden B verbindenden Complexgeraden
bleibt. Die Punkte, welche den Punkten B einer Ebene entsprechen,
bleiben stets in einer Ebene und alle diese Ebenen, die derselben Ebene
des Systems B correspondiren, sind die Schmiegungsebenen der dieser
Ebene zugehorigen cubischen Raumcurve. Die homologen Punkte der
Punkte einer Geraden bleiben stets auf einer Geraden und diese Ge-
raden sind die Leitgeraden von [b]%.

4. Fs sei o eine Ebene des festen Biindels A; o, o zwei in ihr
liegende Btrahlen dieses Biindels; die entsprechenden Strahlen ¥’ 3"
beschreiben, wenn der bewegliche Scheitel B sich auf einer Curve
n'*" Ordnung bewegt, zwei Flichen #'t» Grades. Um den Torsus (die
abwickelbare Fliiche) der Ebenen g, zu erhalten, welche je durch &', b”

*) Ich schreibe mit Absicht , projectiv’ und ,,perspectiv* nach Analogie von
projettivo und projectif, weil ich nicht einsehe, warum wir Deutschen an die
Endung ,iv* noch die zweita Endung ,isch" hangen sollen. Diese Hiufung von

Endungen hat tbrigens nur wenige Analoga, die meistens auch nicht gliickliche
Bildungen sind.
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geben und demnach der Ebene &, correspondiren, durchschneidet man
besde Flichen mit einer Ebene; die Schunittcurven siud eindeutig auf
einander bezogen und die Verbindungslinien entsprechender Punkte
umbillen die Spur des gesuchten Torsus. Da 2-mal zwei entsprechende
Puukte sich vereinigen, nimlich in den Spuren der Carve »** Ordnuny,
so ist die Classe dieser Einhiillungsourve uad folglich auch des Torsus

4
IN —n=3n—2X4.

1

Wenn also die Curve, auf der B sich bewegt, eine Gerade b ist,
die durch keinen der B, geht, so ist der Torsus der Ebenen §, 3. Classe;
er ist den beiden von b und ¥’ erzeugten Hyperboloiden gleichzeitig
umschrieben und hat mit dem Ebenenbiischel &, den sie sonst noch
gemein haben, zwei Ebenen gemein. Geht aber b durch einen der
Punkte B,, so beschreibt B, einen Ebenenbiischel, dessen Lbenen die
homologen Strablen zweier mit derselben Punktreihe perspectiven
Strablbiischel, der ausgearteien Hyperboloide, verbinden.

Ist die von B beschriebene Curve ¢ine durch alle vier Punkte B,
gehende cubische Ruumeurve, so ist der Torsus eon Ebenenbiischel, dessen
Aze ¢ine Sekne der Raumcurve ist: in der That, wenn e¢in Ponkt B
auf einer durch B,, - - -, B, gehenden cubischen Raumcurve sich he-
wegt und b, b,, by, by, B, stets cullinear bleibt, so dreht sich g, um
eine Sehne der Curve.

5. Nehomen wir nun u, beweglich und By fest an, so gelen von den
Ebewen, welche einer Ebene « von 4 in den Biindeln B entsprechen, deren
Scheitel die Gerade b durchliuft, drei durch B, (Nr. 4.); woraus her-
vorgeht, dass die drei a,, welche b, = BB, correspondirea, in « liegen.
Folglich beschredben alle a, cinen Kegel 3. Ordnung. Seine Kanten
sind eindeutig auf die Punkie B von b bezogen; also muss er vom
Geschlechte O sein und eine Doppelkante haben, welche sich bald er-
geben wird. .

6. Sei I ein beliebiger Punkt, so liegen die Scheitel aller Bundel,
welche mit dem Riindel B so collinear sind, dass die nach By, ---, B,
gehenden Straklen sich entsprechen, auf der durch B,, ---, By, B
gehenden cubischen Raumcurve. Denn ist B’ der Scheitel eines solchen
Bindels, so begegnen sich einfach uvuendlich viele Strablen von B mit
den homologen von B’ und diese Begegnungspunkte, unter denen sich
hier auch die Punkte B, ---, B befinden, erzeugen bekanntlich eine
cubische Raumcurve, auf der auch die beiden Scheitel B und B liegen;
i h F llegt auf der durch B, - - -, B, und B gehenden cubischen
Raumeurve.

7. Liegt B auf b, so begegnet die zu B geborige (adjungirte)
mecurve 3. Ordnung im Allgemeinen der Geraden b picht noch
einmal. Unter den cubischen Raumcurven dureh By, - -, B, giebt
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es aber eine, welche b zweimal trifft; jhre beiden Begegnungspunkte
mit b senden nach B, -- ., B, collineare Biindel; folglich entspricht
ihnen auch im Biindel A4 derselbe Strahl ay, und wir haben s¢ die
Dopypelkante des Kegels 3. Ordnung.

8. Der Punkt B komme nun wihrend seiner Bewegung auf b in
die Ebene fy = B, B, By; es liegen dann die drei Strablen b,, b,, b,
in derselben Ebene, wihrend ¢,, a,, a, dies nicht thun: wir baben
eine exceptionelle Collineation®) zwischen den Biindeln 4 und B; die
Ebene B,y ist die singulire Ebene in B, der Strahl g, der singulire
Strahl in 4; jedem weiteren Strahle ' von B in §8,,, correspondiren
einfach unendlich viele Strahlen von 4, alle in der Ebene o' gelegen,
die durch a, geht, und fiir welchea, (a,, a,, a;, &) N B(B,, B,, By, V');
hingegen allen Strahlen von B, die nicht in die Ebene f,, fallen,
entspricht der eine singuliire Strahl a,. Folglich fillt bei dieser Lage
des Scheitels B der dem b; entsprechende Strahl ¢, nach a; a, und
ebenso a,, a,, a; sind also Kanten des Kegels 3. Ordnung.

9. Sei B, nun wieder beweglich und « eine Ebene im Biindel A4;
50 gehen von den Ebenen 8, welche ihr in dem verinderlichen Biin-
del B (auf b) entsprechen, zwei durch b (Nr. 4), folglich fillt zwei-
mal der Strahl in A, welcher b entspricht, in die Ebene «; die Strahlen
also in A4, die dem festen Strahl b der veriinderlichen Biindel, deren
Scheitel sich auf & bewegt, entsprechen, erzeugen einen Kegel 2. Gra-
des, der durch a,, a,, a;, a, geht (Nr. 8).

10. Sei § eine durch & gelegte Ebene; untersuchen wir, indem
sie zu den verschiedenen Biindeln gerechnet wird, die Bewegung der
entsprechenden Ebene in 4. Sei 4, und g, wieder eingefiibrt; von
den entsprechenden b,, die cin Hyperboloid [6]? bilden, liegt also eine
in B; folglich geht die der 8 entsprechenden Ebene und nur diese durch
A; (oder a,); also bilden diese Ebenen einen Ebenenbiischel. - Derselbe
ist der Punktreibe b projectiv; sei seine Axe ¢ und die eines andern
Biischels, welcher der Ebene 8 dnrch b zugehért, a'; die Schnittlinien
der entsprechenden Ebenen von @ und a’ erzeugen mithin einen Kegel
2. Grades, der auch durch @ und o geht; aber diese Schnittlinien sind
die entsprechenden Strahlen von b= g, also ist unser Kegel der
obige in Nr. 9. Mithin:

Die entsprechenden Strahlen in A zu dem festen Strahle b der
Biindel, deren Scheifel sich auf b bewegt, erseugen denselben Kegel 2.
Grades, wic dic Awen der Diischel, welche je von. den Ebenen gebildet
werden, die jeder Ebene durch b in A enlsprechen. Jede Kante ist

*) Hirst, on the correlation of two planes (Proceed. Lond. Math. Society V,
p- 40; Annali di matem. ser. Il, . VI, p. 260 Nr, 11—14).



Das Problem der Collineation. 121

also gleichzeitig die homologe Gerade von b fiir eine gewisse Lage von
B auf b und die Ase des Biischels der Ebenen, die einer gewissen
g durch b correspondiren.

11. Sei nun A, fest und bewege sich auch der Scheitel A auf einer
Geraden a; welches Flichensystem erzeugen die Hyperboloide (b}, bez.,
was dasselbe ist, welches Liniensystem ihre Erzeugenden b,?

Wenn § eine beliebige Ebene ist, so wird dieselbe von so vielen
Hyperboloiden tangirt, als Erzeugende &; durch den Punkt bf gehen
und in B liegen; weil aber alle &, die durch diesen Pupkt gehen,
wegen Nr. 5. einen Kegel 3. Ordnung erzeugen, so ist die Zahl der 8
wngirenden Hyperboloide 3.

Suchen wir ferner die Zah! der &4, , die durch einen Punkt B, gehen;
dieselben liegen alie in der Ebene b und wir haben die Classe der
Curve zu erwitteln, die von den b, in einer Ebene 8 durch & umhallt
wird. Durch jeden Punkt von & gehen in g, wie ebeu gezeigt, drei;
ausserdem aber ist noch b selbst eine Doppeltangente dieser Curve,

12, Seten nimlick B, B" irgend zwei Punkte auf b; so be-
schreiben nack Nr. 5. die beiden Strahlen b, 4., welche dem mit 4
beweglichen Strable a, entsprechen, zwei Kegel 3. Ordnung, welche
beide eindeutig auf die Punktrethe «, also auch auf einander bezogen
sind. Jede Ebene durch 1 schneidet 3 Strahlen aus dem Kegel (B')
aus, deren drei correspondirende auf (B”) mit b die drei entsprechen-
den Ebenen geben, ebenso umgekehrt. Also giebt es sechs Coincidenz-
Ebenen, zu denen aber auch die vier Ebenen nach B, - .-, B, ge-
boren (entsprechend den Spuren von a in den vier Kbenen des Tetra-
eders 4, 4,4, 4,).

In den beiden ibrigen Ebenen f*% und §** (durch &) liegen also
uwei demselben Punkte A*, bez. A** von a entsprechende b, &,”. Die
andern ‘b, fiar A4* z. B. (d. h. die den andern Punkten B von b zu-
gehbrigen) liegen dann auch in dieser Ebene §*. Denn weil b uud &.”
beide in §* liegen, so gehen die der f*in A4* entsprechenden Ebenen «
{wenn $* zu Bindel B oder B” gerechnet wird) beide durch a, == A%*4,;
also ist @, die Axe des Biischels aller Ebenen « in 4%, welche g% ent-
sprechen, jenachdem sie zu den verschiedenen Biindeln mit auf & be-
fiodlichen Scheiteln gerechnet wird, woraus folgt, dass auch die &, in
allen diesen Biindeln, welche a, entsprechen, in §* liegen. Das Hyper-
boloid dieser b, bat sich also fiir 4* und ebenso fir A** in einen in §%,
bez. g* gelegenen Kegelschnitt verwandelt.

13. Weun A*A, die Axe eines Biischels von Ebenen ist, die der
Ebene g* entsprechen, so ist sie auch die entsprechende Gerade von b
fir eine gewisse Lage von B, d. b. in die b fallt, weil dasselbe auch
fir 4%% ilt, & zweimal. Mithin ist einerseits gefunden, dass die beiden
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Kegelschnitte in f* und #**, welche entartete Hyperboloide sind, die
Gerade b berithren; andererseits, dass fiir die in Nr. 11. betrachtete
Einbiillungscurve b ¢ine doppelte Tangente ist, diese Curve also von
der 5 Classe ist. Folglich gehen durch jeden Punkt B, fiinf Gerade
B, und fiinf Hyperboloide [5]2; das Limiensystem der b, ist demnach
5, 3); in dem Hyperboloidsysteme gehen je fiinf Flichen durch einen
Punkt, beriihren je drei eine Lbene und zwei sind z2u Kegelschnitten
ausgeartet.

In der Ebene jedes dieser Kegelschnitte zerfillt also die Curve
5. Classe in den Kegelschnitt und eine Curve 3. Classe.

14, Kommt der Scheitel 4 bei der Bewegung auf a in eine der
vier Ebenen ag = 4;A4;4;, so degenerirt das Hyperboloid ebenfalls
und zwar in ein System von zwei ebenen Strahlbiischeln, deren Scheitel
auf der Schnittlinie der Triiger liegen. Hs liege z. B. 4 in a,,,, so
muss nach Nr. 8. den beiden Strahlen @, und @, die nicht in der
Ebene a,a,a, liegen, dieselbe Gerade b, entsprechen, d. h. wo auch
B auf b sich befindet, b, geht stets durch B, und beschreibt also den
Strahlbitschel (B,, b). Gelangt jedoch auch B in die Ebene f,,,, so
ist durch das Entsprechen von a,, @,, a,, @, und &, b,, b, b, die
Collineation nicht bestimmt; ist a’ der Schnittstrahl (e,,,, a,a;) und
B° s0 in @y, construirt, dass b,b,b,8° A\ @,a,3,0°, so kann jeder Strahl
der Ebene 6", im Biindel B der dem @, entsprechende Strahl sein;
denn sei b, ein solcher Strahl, so sind dann in der durch das Ent-
sprechen von @,a,a,a, und b,b,b b, bestimmien Collineation auch «!
und 8% a, und b; homolog. Also der eine Punkt B = b8,,, liefert
den ganzen zweiten Biischel. Das Hyperboloidsysiem enthill mithin
vier Ebenenpaare.

15, Jedem Punkte von a entspricht demgemiss ein Hyperboloid
[6]* und im Allgemeinen auch umgekehrt jedem Hyperboloid ein Punkt
von a. Aber den beiden Begegnungspunkten der a mit der sie zwei-
mal treffenden cubischen Raumecurve durch 4, ..., 4, entspricht das
nimliche Hyperboloid. Dasselbe ist also in unserem Flichensysteme
doppelt; d. h. es zihlt bei jedem seiner Punkte fiir zwei von den fiinf
durchgehenden Systemflichen; ebenso zihlt die durch ibhn gehende Er-
zeugende b, fiir zwei Gerade im Liniensysteme (5, 3). Die Erzeugenden
dieses Hyperboloids sind die Doppelkanten der den verschiedenen
Punkten B von b zugehtrigen Kegel 3. Ordnung (Nr. 5.), und die-
jenige, welche je 'in einer Ebene § durch b liegt, ist eine zweile Doppel-
tangente der Curve 5. Classe in dieser Kbene (Nr. 11., 13.). Ausser
den beiden schon gefundenen Doppeltangenten muss diese Carve, weil
sie eindeutig auf die Punktreihe a bezogen ist, noch vier andere haben :
dies sind die Schnittlinien von # mit den vier Ebenen 8,55, 8124, Biasr Bosa-
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Denn jeder Strahl b, um B = ¥f,,, in B,y st far zwei Punkte 4 auf a
entsprechender Strahl von a3 in dem Bundel B ist namlich 8,,, singulire
Ebene, in welcher &,, b,, &, b, liegen, jedem dieser Strahlen ent-
sprechen ganze Biischel von Strahlen, deren Ebenen durch den singuli-
ren Strabl von .4 gehen (Nr. 8.) und, da je einer von ihnen bez. durch
4,, 4., 4;, 4, gehen soll, je diese Punkte enthalten. Dem b,
welcher ausserbalb der singuldren Ebene §,,, liegt, muss der singulire
Strahl @’ in A correspondiren ; derselbe muss demnach durch 4, gehen, a in
4 treffen, und so beschaffen sein, dass a’(4, 4,4,4,) A B(B, B, Byb,).
Also sind die Punkte .4 die beiden Schnittpunkte der ¢ und des Kegels
2. Grades mit der Spitze A,, dessen Kauten mit den Punkten 4, 4,, 4, 4,
das Doppelverhiltviss B (B, B, B, B} umfassen.

16. TUnser Flichensystem bat die Charakteristiken p==5, p==3;
ferner ist ¢ = 4, und, wie wohl nicht schwer zu erkennen, die Zahl
g-der Kegel = 0; die Zahl der Kegelschuitte ist, wie oben gefunden, 2,
jedoch ist in der Formel: 2y = y -+ v jeder derseiben doppelt zu rechnen,
also y = 2. 2, wie mir Herr Zeuthen, dem ich gelegentlich tber dies
System schrieb, bemerkte: in der That, fassen wir in der Correspondenz
(8, 1), hier also (5, 3), auf einer beliebigen Geraden, aus der die obige
Formel folgt, den Schnittpunkt B’ mit einer der Kegelschoittebenen ins
Auge: von den 5 durch ihn gehenden Geraden des Liniensystems sind
zwei Tangenten des Kegelschnitts, die 3 andern gehbren allgemeinen
Hyperboloiden an; im Flachensysteme gehen also durch ihn die Kegel-
schnittebene als ausgeartete Fidche und drei Flichen; folglich ist jene
doppelt zu rechnen; und von den fiinf zweiten Schaitipunkten haben
sich zwel mit B’ vereinigt; also ist derselbe ein doppelter Coincidenz-
puokt. Nun fiihren die drei Formeln:

p=0=20—v=6—v,

7=2.2=2u—~v=10—12»
und

Vo=do=Qv—p—~p=2»—8
alle zu: » = &, #

IL

15, Wir geben nun auch dem Punkle B, eine feste Lage, s0 dass
wir die beiden Gruppen 4,, - - -, Ay3 By, - -+, B, haben. Lassen wir
d.xese einander entsprechen, so sind die beiden Riume (a) und () col-
linear bezogen. Jedem Punkte A correspondirt ein B. Alle Punite,
die dem A beziglich A,, ---, 4, adjungirt sind, d. h. welche nuch
diesen Punkten Biindel senden, die mit A (A;, - - -, A;) collinear sind,
erzeugen dic dwrch A, - - -, A,, A gehende cubische Raumcurce o® (dic
dc':l A adjungiric) pach Nr. 6.; alle Punkie B, dic ihm {(und semen
adjungirten) in Bezug auf beide Gruppen Ay, -+, 443 By, -+ B,
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correspondiren, d. k. nach By, - - <, B, Strahlenbiindel senden, die zu A
(dy, <+, A,) collinear sind, bilden offenbar die cubische Curve b3,
welche der & als zu (a) gebOrig in (b) entspricht; zwei derartige Curven
mbgen analoy heissen. Es ist nicht schwer, einzusehen, dass zwei
solche analoge Curven es auch im Probleme der riumlichen Projec-
tivitit (Abschaitt 1) sind; d. b, dass dic Ebenenbilschel, welche von
irgend einer Sehne der einen Curve nach 4,, - - -, 4,, und von irgend
ciner Sehne der andern nach B,, . .-, B, gehen, projectiv sind.

Die beiden Biinde! cabischer Raumcurven durch 4, - .-, 4, und
B, - -+, B, sind collinear, indem sich je die analogen entsprechen.
Die anuloge Curve in (4) zu einer in (1) erhialt man so: sei A ein
Punkt der letszteren, so coustruire man die beiden Kegel mit den
Spitzen B,, I, deren Kanwn ¥, bez. ¥ so sind, dass ¥ (B, B, B,B,)
AAA (A A, A, 4 und b (BB, B, B)A 4.4,(4, 4,4, 4,); ihr Schnitt
ausser U5 B, ist die gesuchte Curve.

18.  Bewegt sich A auf emer Geraden «, so beschreilt die adjungirte
Curce a* cine Fliche 5. Orduung, welche die finf Pudite A,, -, 4,
4 dredfachen Punkten, (e 10 Verbindungsgeraden zu cinfacken Ge-
raden hat und dic dic a zweimal treffende erzengende Curve doppelt ent-
hilt™). Die analoge Curve b® gleitet chenfalls an einer Geraden hin,
der eatsprecheuden in der riumlichen Collineation, erzeugt dic eni-
sprechende Flache 5. Ordnung, auf der dic enlsprechenden Gebilde der
chen genannten in derselben Weise licgen.

D diese Fliche von einer beliebigen Geraden fiinfmal getroffen
wird, o zeigt sich nochmals, dass finf Punkte von a einen correspon-
direnden antf” b haben, wie dies sich Ja schon daraus ergab, dass finf
der Hyperboloide (473, die deu Punkten von a zugehbren, durch B,
gehen.

19, Nur eiutach unendliek viele analoge Curven der beiden Biindel
(Nr. 170 treffen elnander; wir sucheu den Ort diescr Begegnungspunkte,
also derjenigen Pundite (', . die zugleich nack beiden Gruppen collineare
LBindel senden.

Sel 7 eine beide Riume durchzieheude Ebene; A ein Punkt der-
selben aus dem Raume (a); seine correspondirende Curve trifit 7 in
dret Punkten B; ebenso entsprechen jedem B drei 4. Bewegt sich
A iu g auf einer Geraden a, so schueidet die Flache der correspondi-
renden Curven in p eine Curve 5. Ordoung ein. Daraus ergiebt sich
nach dem Correspondenz-Princip der Ebene®), dass es 343+ 5=11

%) Reye, Schldmilch’s Zeitechrift Bd. 13, 8. 525, — Sturm, Borchardt's-
Joarnal Bd. 79, 8. 99,

**} Salmon, Geometry of three dimecsions, 2 dufl, S. 511 ,wie in Clebsch-
Lindemann’s Vorlesungrea dber Geometrie citirt wird), 3. Aufl, 3. 537; deutache
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Coincidenzen von A und B giebt. Alle 11 sind Begegnungspunkte
analoger Curven. Der Ort der Punkte (C); ist dempach eine Curve
11. Ordnung; dieselbe geht ersichtlich durch die 10 Gruppenpunkte
und die vier Punkte, die den beiden collinearen RAumen entsprechend
gemein sind.

20. Die acht weiteren Schrittpunkte dieser Curve, z. B. mit der
Ebepe «,.;, sind leicht zu ermitteln. Sei A ein Punkt dieser Ebene,
s0 besteht die thm adjungirte Curve aus der Geraden a,, == A, 4, und
dem Kegelschnitte in «,,, durch 4, A., 4;, 4 and die Spur von a,;, die
correspondirende aus &, und dem analogen Kegelschnitte in #,; darch
B,, B,, B;, und die Spur von &,; d. h. dem, von dessen Punkten nach
diesen vier Punkten Biischel gehen, die zu den von den Punkten jewes
Kegelschnitts nach den bomologen Punkten gehenden Biischelu pro-
jectiv siud. Da also die verinderlichen Theile der correspondirenden
Curven der Punkte von «,,, in §,, lLegen, so kann eine Coincidenz
nur anf der Geraden « ,;pB,,; statthaben: jedem A oder B dieser Ge-
raden entsprechen zwei bewegliche Schnittpunkte seiner correspondi-
rendea Curve mit dieser Geraden; also giebt es vier Coineidenzen.
Dies sind Punkte unserer Curve 11. Orduung. Die vier dbrigen in
ayy sind @ipibys, By @aBays, @B

1L

21. Es seien nun zwei Gruppen von je sechs Punkten gegeben:
Ay -+, 4 B, .-+, B,. Wir bilden aus ihpen zwei Gruppeunpaare
von je finf Punkten: d,,---, Ag; By, - -+, By, welche wir (A)® und
(B)® nennen wollen, und 4,, ---, 4,, 44; B, -+, B,, By, welche
(A'y* und (B')® heissen mdgen. Wenn nun ein Punkt 4 im Raume (a)
einen derartigen correspondirenden B in (b) hat, dass

A4, -, 4g) coll. B(B,, -, By),

der ibm also in Bezug auf die beiden sechspunktigen Gruppen (A)S,
(B)* entspricht, so muss B sowohl auf der A4 in Bezug auf (A} (B)*
correspondirenden Curve in (b), als auch auf der in Bezug auf (A")* (B')*
correspondirenden Legen. Ist A ein beliebiger Punkt, so baben diese
beiden correspondirenden Curven im Allgemeinen (ausser den Puankten
B,,..., B,) keinen Punkt gemein; also hat im Allgemeinen ein Punkt
kejgen correspondirenden in Bezug auf (A)%, (B)*. Wir haben mithin
die*Fliche %* der Punkte (A), anfzusuchen, welche correspondirende

Bearbeitang 2. Aufl., 2. Th., S. 556. — Zeathen hat dies Princip selbstindig
gefanden (Comptes rendus Juni 1874), rein geometrisch bewiesen und aaf den
Pal) eiger Coincidenzenrve, sowie auf den Baum ansgedebot.
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Punkte (B); haben. Diese correspondirenden erfiillen natiirlich eine
Fliche von derselben Art: $*

22. Sei a eine belichige Gerade, auf welcher ein Punkt bewegt
werde; seine entsprechende Curve in Bezug auf (A)® (B)® beschreibt
eine Fliche 5. Ordnung, uwnd ehenso die in Bezug auf (A')%, (B)®; diese
Flichen haben ausser den 6 Verbindungslinien der Punkte B, - . -, B,
noch éine Curve 19. Ordnung gemein. Jeder Punkt B auf dieser hat,
weil durch ihn je eine erzeugende Curve der beiden Flichen geht, einen
entsprechenden Punkt 4 und A’ auf a, deren Coincidenzen wir suchen,
Die dem Punkte A auf der ersten Flighe entsprechende Curve trifft
dic zweite Fliche und damit die Curve 19, Ordnung ausser in den vier
Punkten B; noch in 3 Punkten, denen also 3 Punkte A’ entsprechen;
ebenso umgekehrt. Folglich giebt es 6 Coincidenzen der 4 und 4"
Kommt nun 4 in die Ebene «,,,, 80 besteht die entsprechende Curve auf
der ersten Fliche aus der Geraden b,; und einem gewissen Kegelschnitte
durch B,, B,, B, zusnmmengesetzt; die drei Begegnungspunkte dieser
Curve mit der andern Fliche sind die beiden ferneren Schnittpunkte von
b,; ausser dem dreifachen Punkte B, und der einzige noch ibrige des
Kegelschnitts ausser den drei dreifachen Punkten B,, B,, B;. Die durch
den letzten Punkt gehende erzeugende Curve der zweiten Kliche besteht
aus b,, und einem gewissen Kegelschnitte in der Bbene f,,5; folglich
liegt sein entsprechendes Punkt A’ auf ¢ in ey, ist mithin unser
jetziger Punkt 4. Ks ist auf diese Weise eine Coincidenz von 4 und
A’ za Stande gekommen, ebenso geben die drei andern Ebenen «,,,,
5,5 0y5, Coincidenzen; und es bleiben nur noch zwei weitere.

23. Die vier Coincidenzpunkte , die in den Ebenen des Tetraeders
A, 4,4, 4, liegen, fithren, obgleich ihre correspondirenden Curven in
Bezug auf {A)® (B)® und auf (A)®(B)> sich begegnen, doeh nicht zu
Paaren von correspondirenden Punkten in Bezug auf (A)(B)¢, d. h.
zu solchen Punktepaaren, welche collineare Biindel nach den beiden
sechspunktigen Gruppen senden.

Denn es sei A ein beliebiger Punkt in nzI23 (wie ja @ in Nr. 22.
eine beliebige Gerade ist). Man lege durch ihn die beiden Kegel-
schnitte, welche durch 4,, 4,, 4, und bez. die Spuren 4,,, 4,, von a
und a@,, geben, und construire in #,; dureh B,, B,, B; und bez. die
Spuren B, , B,, von by und b, die analogen Kegelschnitte (Nr. 20.), die
Kegelschnitttheile der beiden dem Punkte A correspondirenden cubischen
Raumecurven; ist nun B deren vierter Schnittpunkt, so ist zwar, weil
A und B den einen analogen Kegelschnitten angehoren,

A(Au Ty As) coll. B(B], Ty Bﬁ))
und weil sie auch auf den andern liegen,
A(4,, ---, 4;, 4j) coll. B(By, .-, B,, By);
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daraus folgt aber noch nicht:
A4y, -y AG) coll. B(Bn -ee By

Denn dazu ist nothwendig, dass durch das Entsprechen von 4(4,, -+, 4,)
und B(B,, -, B,) eine einzige collinesre Bezichung festgesetat wird.
Hier aber, wo sowohl 4 (A, A, A,) als B(B, B, B)) in einer Ebeae
liegen, giebt es ein System von einfach upendfich vielen Collineatio-
nes, in depen sich jene Strahlen entsprechen: man kann nimlich
woch irgend einem Strable & von A irgend einen Strahl b in B zu-
ordnen, woferu nur Ad, (4,4, 4,4)Y A\ BB (B B,Bb)*); in der
Collineation, die durch das Entsprechen von A (4, 4. 4,d") und
B(B, B, B.,b) bestimmt ist, sind in Folge dieser Projectivitit 4.4,
uwnd BB, homolog, weil dies bei den Schuittstrablen («,,,;, «'4,) und
(By2, U’ B,) der Fall ist (vergl. Nr. 14.). Tm Allgemeinen werden nun
in eiper der unendlich vielen Collineationen A4, und BE;, in einer
andern 4 4, und BB, correspondiren.

24, Also die Punkte, in denen die Gerade ¢ den vier Kbenen
«,;:; begegnet, haben keine solchen correspondirenden, dass aus ihnen
collineare Biindel nach den beiden Gruppen (A)® und (B)® geben. Es
gilt dies mithin nur fir die beiden andern Coincidenzpunkte, die sich
ergeben haben.

Dicienigen Punkte (A); im Raume (a), welche in Bezuy auf die
beiden Gruppen (A (B)® correspondirende haben, erfillen cine Fliche
2, Grades W*, die entsprechenden (B), eine cbensolehe Fliche B2

25. Die Curven, in denen diese Flichen %* und 9? bez. von
&, und B,,. durchschnitten werden, lassen sich leicht als Kegelschnitte
erkennen. Denn wenn auch nicht alle Punkte von «,,, correspondi-
rende haben, so habea doch einfach unendlich viele von iknen und
awar nothwendig in B,,,. Solche correspondirende Pupkte 4 und K
missen dann, wenn die Spuren von @, in &5, by i Bz bez. Ay,
By, sind, der Bedingung geniigen:

44, 4,4, 4, 4,,4,,) A B(B,B, BB B B);
denn ist das der Fall und lisst man daon 4 (4,, 4,, 4,, 4,) vnd
B (B,, B,, B,, B,) entsprechen, wodurch eine einzige Collineation be-
stimmt wird, so entsprechen sich auch 4{4,, 4, 4. and B(B,, By, By).

Die Punkte aber 4 und B, welche der obigen Bedingung gendgen,
erfillen zwej cobische Curven, welche hez. durch die Punkte der Grup-

*} Man erhalt alle mdglichen Collineationen, wenn a’ festgehalten und b in
der darch die obige Projectivitut bestimmten Ebene gedrebt wird; eine Veriode-
rang von @’ wird nur diegelben Collineationen reproduciren.
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pen gehen, wofern die Lage dieser Punkte eine ganz beliebige®). Das
ist wun hier nicht der Fall, deon sowohl A, 4, 4,,, als auweh B,
B,,, B., liegen je in einer Geraden.

Es sei also A ein beliebiger Punkt auf der Geraden der drei ersten
Punkte and B der zweite Schnittpunkt des analogen Kegelschnitis
durch B, B, }}3, B,, mit der zweiten Geraden, so folgt, weil
Ad, _ A4, A4, " und ebenso BB,=FBB, = BE,,, dass

A4, 4,4, 4, A, 4,)N BB B,B;,B,B,B.,),
ohne dass dies zu: .
A, A, ---d) coll. B(B,B,---B)
fithrte.

Die beiden Geraden nehmen also an den Curven 3. Ordnung theil,
welche demnach je in sie und einen durch 4,, 4,, 4, bez. B, B,,
B, gehenden Kegelschnitt of zerfallen. Auf den Flichen %3,
‘“‘ liegen vur die letzteren.

123 “3

26.  Wie auf der Curve 3. Ordoung, so liegen auch auf &,, und
by, Punkte von folgender Art: allen Punkten des Kegelschnitts durch
4,4, 4, A, 4,, entspricht in Bezug aut die beiden Gruppen, von denen
die eine aus diesen Punkten, die andere aus den homologen Punkten
besteht, ein einziger Punkt; derselbe liegt auf b, **); ebenso solche

Punkte liefern die Kegelschnitte dureh 4, 4,4,4, .4, und 'durch

A A A, (die drei andern werden Geradenpaare); nennen wir
diese PuuLte bu, B‘J. 1)':._,3. Drei iboliche Punkte ergeben sich

aufn..

D 14

2. Mt den chen gefundenen Kegelschnitten a‘k o b, licgen na-
turlich wuch die Punkte 4., - -+, 4, By, - -+, B, bez. aup A3, B, wie
dies auch von anderer Seite zu erkennen ist.

Sei ndmhich a,% die cubische Raumcurve durch die 6 Punkte A, -+,
A,y ist b3 die ihr als Curve durch 4,, - . -, 4, analoge in Bezug auf
(A%, 8)*, so entsprechen allen Punkten von ¢, in Bezug auf diese
Gruppen alle Punkte von 1,%; weil bei dem Punkte A, der Strabl 4,4,
unbestimmt ist, also passend gewihli werden Lann, so entsprechen
dicsem Punkte A, alle Punkte von b auch in Bezug auf die beiden
sechspunktigen Gruppen.

A, liegt demnach auf A2, b3 auf 25 ebenso liegen auf R dic finf
Curven b, b, - .., b3, die den Punlten A, .- -, 4, correspondi-
ren, und dic Fliche W* besitst sechs ebensolche Curten g, - -+, 657,

*) Ebene Projectivitit Nr. 4.
% Ebene Projectavitit Nr. &, 6, 14.
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dic den Punkten B,, B,, - .-, Bg entsprechen. Es folgt daraus, dass
¥ gpd B* Flichen mit reelien Geraden sind.

28, Der Kegelschnitt (4, 4, 4, A, 4., ist die Projection der
Curve a,® aus 4, auf «,y; daraus geht hervor, dass der Punkt B,
anf der Sebue durch B, (aus welchem Punkte B, und B, auf §,,; in
B, und B, projicirt werden) an die Curve b3 liegt*), die zu a,® in
Bezag auf (A)*(B)* analog ist; diese Sehne liegt ja auch auf 32, weil
sie mit ihr 3 Punkte gemein hat.

Es lisst sich leicht nachweisen, dass je zwei Kegelschnitte o],

2
1237

&, 1, eine Fliche 2. Grades gelegt werden kann. Da nun die
Sehne aus A, an @ diese 3 Kegelschuitte trifft, so liegt sie auf dieser
Fliche, also auch 4,; womit dann sich zeigen ldsst, dass alle audern
Kegelschnitte a},, mit derselben mindestens 5 Punkte gemein haben,
also auf ihr Megen; dies fiihrt dazu, dass je die Sehne aus einem
Punkte A4, an die Curve a?® der Fliche angehbrt und also auch diese
Curve selbst, weil sie 7 Punkte mit ihr gemein hat. Damit ist ein
von Nr. 24. unabhingiger Beweis gegeben, dass die sechs Kegelschnitte
- 2',, und die 6 Curven a3 auf derselben Fliche 2. Grades liegen.

(oder b7 ) zwei Punkte gemein haben, so dass durch drei, wie a

29. Jede Curve a® durch D Punkte A, trifft N wur nock n eynem
Punlite; auf jeder solchen Curve a3 giebt es also nur einen Punkt (4),,
4@ cinen correspondirenden in Bezug auf (A)*(B)® hat.

Dies lisst sich auch chne Kenntniss der Flichen %* und 3? ein-
sehen. Die Curve a® gehe durch A4, ---, 4,. Die Curven 3. Ord-
sung durch die Punkte A, -, 4,, 4,, welche eine Gerade a trefen,
erzeugen eine biiche 5. Ordnung, fiir welche diese finf Punkte drei-
fach sind und die also von a® ausserin 4,, ---, 4, noch in drei Punk-
ten getroffen wird; geht ¢ durch einen der Punkte 4,, .-, 4,, so0
entartet die Fliche 5. Ordnung in einen Kegel 2, Ordnung, der diesen
Punkt zur Spitze hat: o hat mit demselben ausser den Punkten A,
-+, 4, noch einen Punkt gemein. Yolglich erzeugen die cubischen
Bsumeurven durch {A')’, welche a? treffen, eine cubische Flache, die
die vier Punkte A,, -+, A, za Doppelpunkten hat. Die analogen
pnrven durch (B')® erzeugen ebenfalls eine Flache 3. Ordnung, welche
@ B, ..., B, Doppelpunkte hat und die von der analogen Curve zu
@ durch (B)° ausser in diesen Doppelpunkten in einem Punkte ge-
troflen wird. Folglich wird jede Curve durch (A) nur von einer Curve
durch (A')* getroffen, in der Art, dass die analogen Curven durch (B)*
wad (B)* sich auch begegnen; womit der Beweis gefiihrt ist. Es ist

e ————

*; Baumliche Projectivitat Nr. 22.
Motbematiselie dvpelen X. 9
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dann zugleich erkannt, dass jeder Punkt, der {iberhaupt einen corre-
spondirenden in Bezug auf (A)® (B)® hat, nur einen hat.

80. Dass die Curve a,® (Nr. 27.) der Fliche A? ausser in den
Punkten 4; nicht begegnet, kann man auch ohne Kenntniss der Ord-
nung von Y? einsehen.

Wenn 4 ein Punkt auf « ist, B einer auf b3, welche jener in
Bezug auf die Gruppen (A)> (B)® analog ist, so sind 4 (4,, -« -, 4)
und B(B,, - -, By) collinear. Sucht man in B den entsprechenden
Strahl zu A4 A4y, so wird derselbe sich nicht &ndern, wenn A die Curve
ay® durchliuft, weil dabei der Biindel A(4,, - - -, 4¢) collinear bleibt;
nur die Bewegung von BB auf b;3 wird jenen Strahl verindern, sodass
er blos einfach unendlich viele Lagen einnehmen kann, von denen im
Allgemeinen keine B, enthilt. Diese ﬁagen erzeugen nach Nr. 4,
eine Fliche 2. Grades. Demnach hat von den Punkten auf a,® keiner
einen correspondirenden in Bezug auf (A)Y (B)®, ausgenommen die
sechs 4;. Hieraus, in Verbindung mit der vor. Nr., Iisst sich die
Ordnung der Fliche %2 ableiten. -

Daraus folgt weiter, dass keine zwei b, z. B. b;® und 4%, ausser
den Punkten B,, .- -, B, noch einen Punkt gemein haben; denn der-
selbe (B) wiirde dann, wenn A4 irgend ein Punkt von @3 ist, so be-
schaffen sein, dass

B(B,, -, By) coll. 4(4,, -, 4;),

weil er auf bg? liegt, und
B(B,, - -+, By, By) coll. 4(4,,.--, 4;, 45),

weil B auf b, liegt, so dass auch, weil 4 (4,, 4,, 4,, 4,) und
B(B,, B,, B,;, B,) durch ihr Entsprechen eine einzige Collineation
bewirken, )

B(Bla R | Bo‘) coll. A(.A,, RS AG);
also alle Punkte von a,® hitten einen (und zwar denselben) correspon-
direnden fiir (A)% (B)%, was im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Folglich verhalten sich alle 6 Curven b3 gegen die beiden Geraden-

schaaren auf B? gleichartig, d. h. alle treffen die Geraden der einen
Schaar (b”) zweimal und die andern (3') einmal. Aehnlich ist es auf
A2 mit den Curven aj.

31. Eine beliebige Ebene « schneidet A? in einem Kegelschnitt
a? (der stets reell ist); welches ist die Ordnung der Curve auf 8
deren Punkte denen von q? eorrespondiren?

Sei @ eine beliebige Ebene im Raume (b), B ein Punkt auf ihr;
durch ihn geht eine Curve des Biindels (B, « - -, B;); die analoge im
Biindel (4, - -, 4,) trifft « in drei Punkten. Durch jeden derselben
geht eine Curve des Biindels, (4, - - -, 4,, 4;); die analogen Curven
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m diesen 3 Curven im Biindel (B, - - -, B,, B,) treffen die Ebene g
in 9 Punkten B'; ebenso entsprechen jedem Punkte B” 9 Punkte B.

Bewegt sich B auf einer Geraden & in g, so beschreiben die Cur-
ven des Biindels (B, - - -, B;) und ihre analogen je eine Flache 5. Ord-
pung; durchliuft ebenso B’ eine Gerade ' in B, so erzengen die Cur-
ven des Bindels (B,, ---, B,, B} und ibre analogen eben solche
Flachen; da die beiden Curven 5. Ordnung, die von den (a)-Flichen
in « eingeschnitten werden, ausser den Spuren der § Verbindungs-
gersden der 4 Punkte 4, .-, 4, 19 Punkte gemein haben, so giebt
es 19 Punkte B auf 4, deren entsprechende B’ aunf I’ liegen. Folg-
lich ist die Zahl der Coincidenzpunkte nach dem Correspondenzprincip
der Ebene {Nr. 18.) 9 4 9+ 19 =37,

Betrachten wir aber die Gerade B8 3,,, und bewegen £ blos auf
ihr; die Curve des Biindels (B, - - -, B,) durch jeden D zerfillt in
b, und einen Kegelschnitt durch B, 5,, B, die analoge in @, und
einen Kegelschnitt durch 4,, 4,, 4,, welcher « in zwei beweglichen
Punkten triftt, die auf « «,,, liegen. Durch jeden derselben geht eine
Curve des Biindels (4,, - - -, A, 4;), welche in «,; und einen Kegel-
schnitt durch A4,, 4,, A4, zerfillt, deren analoge Curve &hnlich aus
b, und eipem Kegelschuitte durch B, B,, B, besteht und 8 in zwei
auf 38, liegenden beweglichen Punkten B’ trifit. Also jedem B auf
BB, entsprechen vier ebenfalls aunf dieser Geraden gelegene Punkte
B, ebenso umgekehrt; diese Correspondenz fithrt zu acht Coincidenzen,
welche sich unter den 37 befinden.

Gelangt B bei seiner Bewegung zuf 88,,, nach 8, so zerfillt
der Kegelschnitt, der mit b, die durch B gehende Curve des Biindels
(By, - - -, B,) bildet, in &,, und die Gerade von B, nach der Spur von
bs; der analoge Kegelschnitt besteht aus «,, und der Geraden von A,
nach der Spur von a,;*); einer der Punkte, in denen dieser « trifft,
ist mithin «a,,. Die Curve des Biindels (4, - - ., 4,, A,), welche
durch diesen gebt, zerfallt demnach in a4, @, und die Gerade von A,
nach der Spur von a,; in «,,,; ihalich ist ihre analoge Curve beschaf-
fen und geht dureh Bb,;, sodass, wenn B 1n diesen Punkt kommt, einer
der entsprechenden B’ dort mit ihm zusammenfallt. Unter den 8 Coinei-
denzpunkten auf BB,.; befinden sich folglich die 3 Punkte gib,,, ¥,;, '
Zu den 37 Coincidenzpunkten der Ebene § gehiren demnach die 6 Ecken
des vollstindigen Vierseits, in welchem B das Tetraeder B, B,B. I,
durchschneidet, und auf jeder Seite noch 5 Punkte.

Diese 26 Punkte sind nicht Punkte (B), auf f, welche ibre corre-
spondirenden auf « haben; deun wenn auch die in ibuen sich schneiden-

—

*) Probl, der ebenen Project. Nr. 3.
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den Curven der Biindel (B,, .- -, B,) und (B,, - .., B,, B;) zu ana-
logen Curven solche haben, die sich auf « treffen, so fithren doch diese
Curven, weil sie zerfallen, aus den friither schon auseinandergesetzten
Griinden nicht in ibren .bez -auf « und g gelegenen Schnittpunkten
zu solchen Punkten, welche collineare Biindel nach den sechspunktigen
Gruppen senden. Wohl aber ist dies der Fall fiir die 11 iibrigen
Punkte.

Es giebt also in « 11 Punkte (4),, deren entsprechende (B), auf
B liegen. Oder dic entsprechenden Puwkie (B), der Punkte (A), i a
- dze auf dem Kegelschnitte o* = (N2, o) liegen — erzeugen eine Curve

: Ordnung bV welche natiirlich auf B? sich befindet.

32, Auf dieser Curve b liegen die 6 Punkle I3,, - .., B, drei-
fack; denn z. B. von den Punkten (A4),, welche dem Punkte B ent-
sprechen und die Curve ¢,® erfiillen, liegen drei in der Ebene a.

83. Da nun ferner zwei Kegelschnitte a® zwei Punkte gemein
haben, so haben auch ihre entsprechenden B! zwei bewegliche Punkte
(ausser den 6 festen dreifachen) gemein. Darans lasst sich ermit-
teln, wie gross die Zahlen g und » der Begegnungspunkte einer
solchen Curve mit den Geraden der beiden Schaaren auf $B? sind.
Denn zuntechst ist g -} » = 11; legt wan ferner ein beliebiges Projec-
tionscentrom O auf die Fliche B? und projicirt zwei Curven B!, so
konnen nur die beiden in O sich schneidenden Geraden von B? die
beiden Curven in getrennten Punkten treffen; in der Projection be-
wirken sie einen u-fachen, bez. einen v-fachen Punkt, Die Projectionen
haben also gemein diese beiden Punkte, die dreifachen Punkte und
die beweglichen Schuittpunkte; also ist 112 =u?4 2t 6.3+ 2
dies filhrt zu: p =17, v = 4.

34. Die durch 4,, - -+, 4; auf A? gehende Curve a4* schneidet
die Geraden a” zweimal, die ¢’ einmal; es giebl noch eine cubische
Raumcurve (¢ °)* durch dieselben finf Punkte, welche umgekehrt die
@’ einmal, die ¢ zweimal trifft. Alle Punkte dieser Curve sind, weil
sie auf 2 liegt, Punkte (A4);; ihre analoge Curve in Bezug auf (A)?
(B)® geht nicht auch dureh By, also hat jeder Punkt von (a,%* einen
besonderen correspondirenden (B),; diese entsprechenden miissen aber
auf der analogen Curve (b;®)* liegen und fiillen diese aus; mithin liegt
dieselbe auf B2

Jedes Paar von homologen fiinfpunktigen Gruppen n (A)0 (B)S
liefert also ein Paar analoger Curven (a)*, (b2)*, welche auch in DBe-
2ug auf (A)"(B)* analog sind; jedoch so, dass jedem Punkt der einen
nur ein Punkt der andern entspricht, nicht alle, wie es bei der Ana-
logie in Bezug auf finfpunktige Gruppen der Fall ist.

85. Die Fliche der cubischen Raumecurven des Biindels (4,, ---, 4,),
welche eine Gerade a treffen, ist 5. Ordnung und begegnet demnach
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dem Kegelschnitte £* = («, %% in 10 Punkten. Die Fliche also der
Curven desselben Biindels, welche & schoeiden, ist 10. Ordnung und
enthalt die beiden Curven a,® und (ag*}*, welche beide zu den erzevgen-
den gehdren und a° dreimal treffen, dreifach, hingegen, weil durch ¢
Pupkie nur eine cubische Raumcurve geht, die Leitcurve a* nur einfach.
Der guuze Schuitt dieser Fliche 10. Ordnung mit A* besteht aus &7,
al 1a,%* Die analogen Curven der erzeugenden Curven dieser Fliche
(in Bezug auf (A} (B;%) erzeugen ebenfalls eine Fliche 10. Orduung,
die, welche jener in den durch das Entsprechen von A,, -+, 4, und
B,, - - -, B, collinear gemachten Riumen {(a) und (J) entspricht; sie
epthilt den in dieser Collineation dem Megelschnitte a* entsprechenden
Kegelschnitt cinfach (als Leiteurve shrer erceugenden Carven) und die
entsprechenden Curven von ¢, und (a5 dreifach.  Letztere ist (%)*
und liegt allein von diesen drei Curven auf B¢, so dass die beiden
Flachen noch einen Schnitt 11. Ordnung gemein haben: das ist die
Curve ", welche dem Kegelschuitte ot entspricht.  Da (b%)* von den
& und 4 beziehlich zweimal, etnwal getroffen wird, su schnetden diese
die Fliche 10. Ordnung ausserdem noch und damit die ' in 10—2.3,
bez. 10 — 3, also in 4, bez. 7 Punkten, womit der Satz in Nr. 33
voch mehr pricisirt ist.

36. Suchen wir dic Cwrren auf B% welche den Geruden o, o
entsprochen.  Da erstere den a,° zweimal, letetere einmal begeyuen, 0
werden die correspondirenden Curven von «”, bez. @ durch die B, ewer-
mal, bez. einmal yehen.

Dic Fliche 5. Ordnung der Curven des Bindels (4, -+, A4,
welche eine « treffen, enthilt a7 doppelt, (a,%)* einfack; die der ana-
logen Curven ist die entsprechende jener bei dex Collineation (4, --, 4,),
(B,, -, B,), folglick ist sie cbenfalls 5. Ordnung uud enthalt die
entsprechende Curve von @3 doppelt, die von (a7, d. 1. (b,55* emfach
und hat also ausser letzterer mit %2 noch eine Curve 7. Orduung #°
gemein, welche der a” correspondirt; dicselbe trifft jede &7 in & — Ye=d,
jede 1" in 5 — 2 = 3 Punkten.

Ebenso ergiebt sich, dass einer Geraden « cige Curve 4. Urduung
U entspricht, welche den U7 in 3, den ' in 1 Punkte hegegnet, also
die unicursale Curve 11. Species ist. Die Carven b und §'* sind chenso
unicursal, da sie ja auf unicursate Curven eindeutig bezogen siod.

3i. Fir 6 lisst sich dies auch auf folgende Art erkeunen: Sei
4, ein fester, .1 ein beweglicher Punkt auf a*; betrachten wir Jenen
als Spur einer festen ,”, diesen als Spur einer beweglicken a’, also deu
Biischel A, .4 als Spur des Ebenenbiischels a,"a’. Die Curven 4. Ord-
nang b4, welche den & correspondiren, haben mit der Curve 11. Ordpung,
welche dem 3* entspricht, ausser den 6 festen auf lstzterer dreifachen,
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auf ersteren eintachen Punkten B;noch4.11—4.1—-7.3—-6.3=1
Punkt gemein, wie auf dhnliche Weise als in Nr. 33, durch Projection.
aus einem Centrum O auf B? ermittelt werden kann, wobei zu beriick-
sichtigen ist, dass von den beiden Geraden durch O die §” die Curven
Tmal, bez. 3mal, die ' 4mal, bez. I mal trifft. Der Curvenbiischel der &*,
von dem jede Curve einem Punkte aul a? entspricht, schneidet also !
nur in einem beweglichen Punkte.

38. Wie die Gebilde, denen sie entsprechen, so begegnen sich
auch je zwei Curven b* und b'' (wie eben gefunden), ¥ und 8", B!
und &7 in einem, je zwei b' und je zwei b7 in keinem beweglichen
Punkte, wie dies auch dureh Projection leicht zu erschon ist.

39.  Es liege auf A irgend eine Curve C, (w--v)e Ordnung, die
den Geraden a” in u, den Geraden o in v Punkten begegne und durch
A, Aymal gehe. Es lisst sich durch dhnliche Schliisse wie in Nr. 35
finden, dass die Fliche der Curven des Bindels (4,, - - -, 4,), welche

h=>5

C, treffen, von der Ordnung 6 =5 (u4v) — 3 X1, ist; durch Pro-
hA=1

jection aus einem Centrum O auf A? ergiebt sich, dass €, den Curven

h=5
a3 und (a ) ausser in den 5 Punkte 4; in g =p 4 2v — X1, und
h=1

A=5
o= 2p 4+ v — Z‘l,, Punkten begegnet; so dass @ und p* auch die

Vielfachheit dleser Curven ag® und (a¢*)* auf der Fliche o' Ordnung
ist; C, und diese beiden Curvey bilden den vecllen Schnitt der Fliche
mlt A2 Ferner ist auch 4,2 weil C, in ihrem i;-fachen Punkte A4,
sie trifft, eine Ag-fache erzeugende Curve der Fl'ziche ¢ Ordnung,
Die analogen Curven in Bezug auf (A)*(B)® bilden ebenfalls eine Fliche
o' Qrdnung, welehe die e’ntsprechenden Curven von a4, (as*)* und
a,® ebenfalls bez. g-fach, ¢*-fach, A;-fach enthiilt, Letztere beiden
sind (b,®)* und bs® und liegen auf B2 Folglich ist der iibrige Schnitt,
das ist die Curve C, der Punkte, die denen von C correspondlren, von

der Ordnung 26 — 3(o*+4;) =4dpg + Tv — 3 2 A;, Diese Zahl ist

tibrigens, wie leicht zu erkennen, gerade dlejenlge der Begegnungs-
punkte von C, mit einer Curve a'! auf %2, die ausserhalb der 4, liegen;
und in der That, so oft O, eine solche Curve a!! trifft, s0 oft muss
die entsprechende U, dem ebenen Schnitte von H? begegnen, welcher
a'! correspondirt. Diese Curve C; geht durch jeden B; so oft, als C, die
a ausser in den 5 Punkten (A)* trifft,- durch welche u;? geht; mithin

ist die Vielfachheit von B, gleich @ + 2v — T4, + A, Ferner triff
A=t

jede 1", b die Curve C, so oft, als sie der Fliche ¢** Ordnung ausser
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A=
aaf (b,%)* und b, begeguet, dasist in 6 —g@*—21 =3u{4v—2 .‘_':1,,
- Az

h—g
bez. in 6 — 20* — 1, = u + 3v — X 1, Punkten.

A=}t
Jst z. B. C, eine Raumcurve 4. Ordnung I. Species, welcbe durch

4, -+, A5 geht, aber nicht dureh dy; so ist p=» =2
) =dy=-- =121 =1, 4, = 0; folglich entspricht ihr eine Curve C,

7. Ordnung, welche durch die Punkte B, - - -, B je zweimal, durch
B, einmal geht und die Geraden b” viermal, die b’ dreimal trifft,

40. Die Puskte (C),, welche gleichzeitig nach (A)® und (B)*
collineare Biindel senden, erzeugen eine Curve 11. Ordnung {Nr. 8.);
ebenso entsteht durch die Punkte, welche mit (A')* und (8"} collineare
Bindel geben, eine solche Curve. Bei der Beliebigkeit der den Gruppen
sicht gemeinsamen Punkte werden beide Curven ausser den 8 Punkten
4,,---, 4,, B, ---, B, keinen weiteren Punkt gemeinsam haben,
Es giebt also im Allgemeinen keinen Punkt im Raume, der gleichzeitig
pach {A}® und (B)* collineare Biindel schickt.

Iv.

41. Wir betrachten nun zwei Gruppen von je sieben Punkten:
4, -+, 43 B, ---, B,. Zu den sechspunktigen Gruppen A, -+, A
B,, - .-, B, gehoren zwei Flichen % 3*, welche die iu Bezug auf
die Grappen correspondirendeu Punkte (A), und (B), enthalten. Die
Pankte (4), und (B),, welche sich in Bezug auf dic Gruppen
4,,--, 4, A3 B,,---, B,, B; correspondiren, erfillen zwel Flichen
(%7, (3*). Die Punkte (4);, welche correspondirende (B); in Bezug
auf \A)* (B)" haben, kbnnen also nur auf der Curve 4. Ordnung 1. Species
@ liegen, in der sich %* und (Y?) durchschneiden; die entsprechenden
anf b4 = [%? (B2].  Aber da jeder Punkt von %* oder ()" nur einen
entsprechenden hat, so brauchen diejenigen Punkte, welche einem
Ponkte von a* in Bezug auf (A)*(B)® und auf (A)*(B'S entsprechen,
uicht identisch zu sein.

a* geht durch die finf Punkte 4,, - - -, 4., mitbin entspricht ibr
als Curve von ¥? eine Curve 7' Ordnung, wie sic in Nr. 39. am
Ende beschrieben ist, auf B?. Diese Curve begeguet der ebenfulls
af B2 gelegenen Curve 1%, welche durch B,, -- -, B, einfach geht
und alle Geraden 1", ¥ zweimal trifft, ausser in den Punkten B,, ---, B,
wie durch Projection au¥ eipem Centrum, das auf %? liegt, gefunden
werden kann, in 7-4—4-2—3-2 —5-2 =4 Punkten, offenbar
de{l vier weiteren Begegnungspunkten der Curve 7. Ordnung mit (B*)
Sei B einer von diesen Punkten, so liegt sein correspondirender in

auf (A)(B)S auf g* und damit auch acf (¥?)'; weil B auf
®y liegt, so hat er auch einen correspondirenden in Bezug auf
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(A28, der auch auf (%% liegt. Beide correspondirende kBnnen
aber micht verschieden sein; denn da sie pothwendig beide auf der
cubischen Haumeurve durch A,, - .-, 4, liegen missen, welche die
dem B in Bewug auf 4,, ---, A.; B. ---, B, correspondirenden
Punkte enthialt, so kbnpen sie nur in dem einzigen sechsten Punkte
sich vereinigen, den diese nicht auf (U?) gelegene Curve mit (33)
ausser 4,, ---, A, gemein hat, Ist dieser Punkt 4, so ist demnach
sowohl
A{d, -, A,veoll. B(B,, ---, B,
aly auch
A4, -+, 4, AH coll. BB, ---, B, By,
mithin auch
Ay, -, Ay, Ay, A4 el BB, .-, B, B, B,
A und b sind fulglich Punkte (A4). (4)..

Es gicht daker vier Punktenpaare (A, (1), welche bez. nack den
buden swhenpunktiyen Gruppen 4, - - -, 4.5 B, .-, B, collincare
Bundel senden.

Bildet man ein drittes Gruppenpaar A, -+, 4,, 4., 4., B,, ---,
B,, L, B, welches zu den Flichen (%), (8% fithrt; so siud die vier
Punkte (A, bez. \£). die vier, welche den Flichen 3% (A, (M%),
bez. B3, (R, (¥4 ausser A,, ---, A, bez. I, - .-, B, noch ge
meinsam sind.

Darmstadt, den 200 December 1875,



