
Das Problem der Colline~tion. 

Von 

Ru~o~v Sw~R~ in Darmstadt. 

Nachdem ich in frfiheren Aufs~tzen (Math. Annale~ Bd. I und VI) 
die Probleme der ebenen and r'~umlichen Projectivifiit behaudelt, gehe 
ich nun zu dcm der Collineatiou (Collinearit~it oder Homographie) iiber, 
unter welchem ich d~ folgende verstehe; 

Wenu im I~ume  zwei Gruppen yon gleich vielen und zugeord~eten 
P , t ~ ~  gex3cben siud, solche entsprechende PunMe zu finde~, au~ denen 
die zugeordneten Pu~dae durch homologe Stralden collinearer Bii~vdd Wo- 
jicirt werdeu. 

L 

1. F_z seien eim~rseits fii~( Strahl~n al,  . . ,  a~ eines .Bii~utel~ A 
9v~,ben; ander~eits vier 2unM~e BI ,  - ' ' ,  .Bl; ein 2unk t  ~B beweot sich 
dwtcJ~ den ga~ten Raum,  B B~ werde mit b~ bezeichnet; wie bewegt 
~.h b~, were, 

(b,, . . . ,  b~) colt. (a, ,  . . . ,  a~) 

Auf at,  . . . ,  a~ seien ebenfalls feste Punkte A t , - . . ,  An gelegt; 
zwei r~mliehe Sy~teme mSgen dadurch collinear bezogen sein, da~ 
den ffinf Punkten AI ,  �9 �9  A~, A die festen Punkte B~, - - - , / ~  mad 
tier bewegiiche B entsprechen; ist ~edesmal B~ der Ptmkt, welcher dem 
As correspondirt, so ist BB5 der gesachte Strahl bs. Nun durchlaufen 
erdchflich ~ mad B~ cotlineare r:Aumliche Systeme, denen B t , - - . ,  B~ 
en~prechend gemeiu ~ind; die Ferbinduagsgeraden b~ erzeugen dvm- 

eine~ tetraedralm, Comtffex 2. Gradea*). Derselbe i~t mit dem- 
ienigen identisch, welcher der Geradeu a~ bezfiglich der Gruppea At, 
�9 "-, A~; B t , . . . ,  ~ correspondirt**); dean bs(b~, ." ", b~) oder 

"j Reye, Creometrie der I.atge, I.I, 15. Vortr~g. 
�9 ~q Stt~rm, RAtm~ Project., Math. A~n. Bd. WI, S. 5t4k 
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b s (Bj,  �9 � 9  B4) ist stets mit a 5 (al, �9 � 9  a4) oder a.~ (At, �9 . . ,  A4) 
projectiv*). 

2. Bewegt sigh /3 blos in einer Ebene, so beschreibt B 5 ein col- 
lineares ebenes System (Feld); die Geraden b~ erzeugen die Congruenz 
(3, 1) der Schnittlinien der Osculationsebenen einer cubischen Raum- 
curve; zu diesen Schmiegungsebenea gehSren auch die Tfiiger der 
beiden collinearen Felder. 

1)urchltiuft t l  eine Gerade b, so beschreibt B 5 eine projective 
Punktreihe und b 5 erzeugt ein Hyperboloid [bJ 2. Geht b durch einen 
det gegebenen Punkte B t , . . .  , B4, so thur dies auch der Tr~iger der 
Reihe B~; also werden die beiden Reihen perspectiv und das Erzeug- 
niss yon b~ ist ein Strahlbiischel. 

Bewegt sich B auf einer Curve n ter 0rdnung, welche durch jeden 
der 4 Punkte Bi ),i-real geht~ so thut dies auch ~ und b~ erzeugt 

4 
eine Flgche yore Grade n ' - ~ - 2 n - - F , ~ i .  Ist z. B. die Curve eine 

1 

cubische Raumcurve, die dutch jeden der vier Bi geht, so ist diese 
Fliiche yore 2. Grade. 

8. Werden die Punkte At,  . . . ,  A 5 auf al,  . . . ,  a s verschoben, 
so ~ndert sigh der Complex~ die Congruenz, das Hyperboloid, die dem 
Raume~ einer Ebene, einer Geraden zugehSren~ nicht; das yon B~ er- 
zeugte r'~umliche System wird ein anderes; d. h. denselben B entsprechen 
andere / ~ ,  die jedoch auf derselben Complexgeraden liegen. Das 
r~iumliche System B 5 hat sich mithin so verschoben, dass jeder Punkt 
auf der Jim mit seinem entsprechenden ~ verbindenden Complexgeraden 
bleibt. Die Punkte~ welche den Punkten B einer Ebene entsprechen, 
bleiben stets in einer Ebene und alle diese Ebenen~ die derselben Ebene 
des Systems B correspondiren~ sind die Schmiegungsebenen der dieser 
Ebene zugehSrigen cubisehen Raumcurve. Die homologen Punkte der 
Ptmkte einer Geraden bleiben stets auf einer Geraden und diese Ge- 
raden sind die Leitgeraden yon [b] 2. 

4. ~s  sei a 5 eine Ebene des festen Biindels A; a', a" zwei in ihr 
liegende Strahlen dieses Biindels; die entsprechenden Strahlen b', b" 
beschreiben, wenn der bewcgliche Scheitel ~ sigh auf einer Curve 
~t~r 0rdnung bewegt ~ zwei Fl~ichen n 're" Grades. Um den Torsus (die 
abwickelbare Fl~iche) der Ebenen f15 zu erhalten, welcheje dutch b'~ b" 

*) Ich schreibe mi~ Absicht ,,project/v" und ,,perspectiv" nach Analogie yon 
projettivo und projectif, weil ich nicht einsehe, warum wir Deutsehen an die 
Endung .iv" noch die zweite Endung ,,isch" hRngen sollen. Diese HRufung yon 
Endungen hat fibrigens nur wenige Analoga, die meistens auch nicht gl6ckliche 
Bildungen sind. 
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g~hen uad demnach der Ebene a s correspondiren, durehschneidet man 
beide Fl-~ehen mit einer Ebene; die Schnittcurvea siud eindeutig auf 
einander bezogen uad die Verbindungslinien entspreehender Punkte 
umh~Uen die Spur des gesuchten Torsus. Da n-real zwei enUpreehende 
Puakte sich vereiaigen, n.~mlieh in den Spuren der Carve ~L,r Ordnuag, 
so ist die Cla.sse dieser Einhfillang~se~rve and folglieh aueh de~ Torsus 

t 
2~ ' - -  n ~--- 3 n - -  2XZ, .  

1 
Worn also die Curve, a u f  der t~ sich bewegt, eine Gerade b ist, 

die dutch k e i ~  tier ]3. 9rid, so ist der Torsus der Ebenen O~ 3. Clas~; 
er ist den beiden yon b' and b" erzeugten Hyperboloiden gleichzeitig 
am~hrieben and hat mit dem Ebenenb~lsehe[ b, den sie sonst noeh 
gemein haben, zwei Eheueu gemein. Geht aber b dutch einen der 
Paukte ~, ,  so be~chreibt fl~ einen EbeneJ~btischel, de.ssea Ebeaen die 
homologen Strahleu zweier mit derselben Punktxeihe pempectiven 
Strahlbfischel, der ausgearteten Hyperbotoide, verbiaden. 

1st die yon B be~chriebe~e Curve ei~e darch aUe vh*r Pun'k2e 1~, 
9dwnde cubisclw ~.ttmcurve, so ist der Tor,~ts e~n Ebo~enbii.vd~l, dessert 
Age e i~ Sehnc der ~aumcurre .L~t: ia der That,  wenn eiu Pank-t t ;  
auf einer durch /~ ,  �9 �9 -, 2r gehenden cubischen Raumcarve sich be- 
wegt and bl, b2, b:,, b a, fl~ stets e~liinear hleibt, so dreht zieh ~s um 
eine 8ehne der Curve. 

5. Nehme~ wit nun a, beweglich und 13.,/est an, so gehen von den 
Ebeaen, welehe eiaer Ebene a yon A in den Bfindeln/3 entsprechen, derea 
S~heitel die Gerade b durchl'~uft, drei durch J~ (Nr. 4.); woraus her- 
vorgeht, dass die drei a~, ~-elehe bs ~-- .B//~ correspondiren, in a liegea. 
Folglieh besehreiben alle a~ eleven i(.egel 3. Ordnung. Seine Kanten 
dud eindeutig auf die Punkte 33 you b bezogen; also muss er yore 
Ge~hlechte 0 seia und eine Doppelkante haben, welche sich bald er- 
geben wird. 

6. Sei E ein hdiebiger :Punt:t, so liegen die S(heild aller .Bii~ge.l, 
~eld~e mit don ]3iindel .B so eoIIinear sind, doss die nach B~, . - . ,  B~ 
~.~e~uten Stra~den sich o~tspreclwn, auf der durch 11~, . . - ,  B~, B 
9d*end~-a eubischen ~aunwurve. Dean ist /T der Scheitel eiaea aolchen 
Bfadel~, so begegnea sieh e~nfach anendlich viele 8trahlea yon / /  mit 
den homologen yon B" and diese Begegnangspunkte, unter denea sieh 
bier auch die Ptmkte B~, - - -, M~ befmdea, erzeugen bekanntlieh eine 
eubinehe Raumeurve, auf der anch die beiden Scheitel J~ und J~" liegen; 
d. h. B" liegt auf tier dutch B~, - - . ,  B~ and 2/gehendea cubiseheu 
R,alllllel,~l,..q.e. 

7. Liegt B auf b, so begegaet die zu /3 gehSrige (adjtmgirte) 
Ramaeurve 3. Ordnuug im Allgemeiuen der Geraden b aieht noch 
einma]. Enter den cuhisehen ]~aumcurven dutch B~, " ' ' ,  .B~ giebt 
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es aber eine, welche b zweimal trifffi; ihre beiden Begegnungspunkte 
mit b senden naeh El ,  . . . ,  B 5 collineare Btindel; fo]glich entspricht 
ihnen auch im Btindel A derselbe Strahl a~, und wit haben so die 
1)oppelkante des Kegels 3. Ordnung. 

8. JDer _Punkt B komme nun wiihrend seiner Bewegung auf b in 
die JEbene fll23 ---- Bl-B2B3; es liegen dann die drei Strahlen bl, b2, b a 
in derselben Ebene, wi~hrend al, a2, a 3 dies nicht thun: wir haben 
eine exceTtionelle Collineation*) zwischen den Biindeln .4 und 8 ;  die 
Ebene fit23 ist die singul~ire Ebene in B, .  der Strahl a 4 der singul~re 
Strahl in A; jedem weiteren Strahle b' yon B in fl123 correspondiren 
einfach unendlich viele Strahlen yon A, alle in der Ebene a' gelegen, 
die dutch a 4 geht, und fiir welchea 4 (al, a2, a3, a') A .B(B~, 1~, B3, b'); 
hingegen allen Strahlen. yon ]?~ die nicht in die Ebene fl1~3 fallen, 
entsprich~ der eine singul~ire Strahl a 4. Folglich f'~llt bei dieser Lage 
des Scheitels ~ der dem b 5 entsprechende Strahl a~ nach a4; a 4 und 
ebenso al~ a.~ a 3 sind also Kanten des Kegels 3. Ordnung. 

9. Sei B 5 nun wieder beweglich und a eine Ebene im Biindel A; 
so gehen yon den Ebenen fl, welche ihr in dem veriinderlichen Biin- 
del ~B (auf b) entspreehen, zwei durch b (Nr. 4), folglich f~llt zwei- 
real der Strahl in A~ welcher b entspricht, in die Ebene a; die Strahlen 
also in A,  die dem festen Strahl b der veriinderlichen Biindel, deren 
Scheitel sich auf b bewegt~ entsprechen, erzeugen einen Kegel 2. Gra- 
des, der durch al, a2, a3, a 4 geht (Nr. 8). 

10. Sei fl eine dutch b gelegte Ebene; untersuchen wir, "indem 
sie zu den verschiedenen Biindeln gereehnet wird~ die Bewegung der 
entsprechenden Ebene in A. Sei A 5 und a s wieder eingefiihrt; yon 
den entsprechenden bb, die ein Hyperboloid [b] 2 bilden, liegt also eine 
in fl; folglieh geh~ die der/~ entsprechenden Ebene und nur diese dutch 
A 5 (oder a~); also bilden diese Ebenen einen Ebenenbtischel. - Derselbe 
ist der Punktreihe b projeetiv; sei seine Axe a und die eines'andern 
Biischels, welcher der Ebene /]' dutch b zugehSrt, a'; die Schnittlinien 
der entspreche.nden Ebenen yon a und a" erzeugen mithin einen Kegel 
2. Grades~ der aueh dureh a und a' geht; abet diese Schnittlinien sind 
die entsprechenden Strahlen yon b---~ fl~', also ist unser Kegel der 
obige in Nr. 9. Mithin: 

.Die entswechenden Strahlen in A zu dem festen Strahle b der 
,Biindel, deren Scheitel sich auf b bewegt, erzeugen denselben Kegel 2. 
Grades, wie die Axen der .Biischel, welche je yon. den .Ebenen gebildet 
werden, die j.eder JEbene durch b in A entsprechen. Jede Kante ist 

*) Hirst ,  on the correlation of two planes (Proceed. Lend. Math. Society V, 
p. 40; Annali di matem, ser. tI, t. VI, p. 260 Nr. 11--14). 
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also gleichzeitig die homologe Gerade yon b ffir eiae gewisse Lage yon 
B auf b and die Axe des Biischels der Ebenea, die einer gewissen 
fl dutch b correspondiren. 

11. Sei nun As lest u~d bewege sich auch tier Schei~ A auf  ei~wr 
Geraden a; welches .F~'hen~'ystem erzeuge~ die Hyperboloide [b3:, bez., 
~as das~elbe ist, welches Linie~,system ihre Brzeuge~ulen b~'? 

Wenn ~ eine beliebige Ebene ist, so wird dieselbe yon so vielea 
Hyperboloiden taagirt,  als Erzeugende b~ durch den Ptmkt b~ gehea 
and in /] lieges; well abet alte b~, die durch diesen Punkt gehen, 
wegen St.  5. einen Kegel B. Ordnung erzeugen, so ist die Zahl der 
tangirendett Hyperbo/oide 3. 

Suchen wir ferner die Za~al der bs, die durch einell Punkt B~ gehea; 
dieselben liegen alie in der Ebeae / ~ b  und wir haben die Clazse tier 
Curve zu ermittelu, die voa den b~ in einer Ebene ~ dureh b umht~llt 
wird. Dureh jeden Punkt yon b gehen in ~, wie ebeu gezeigt, drei; 
ausserdem aber ist noeh b selbst eine Doppeltange~,te dieter Curve. 

12. Seiea n'~mlieh /3', I3" irgend zwei Punkte auf b; so be- 
sehreiben nacla Nr. 5. die be, iden Strahlen bs', bj', welelae dem rait A 
bewegliehea Strahle a s entsprechen, zwei Kegel S. Ordnung, welche 
beide eindeutig auf die Punktreihe a, also aueh auf einander bezogen 
shad. Jede Ebene durch b sehneidet 3 Strahlen aus dem KegeI (B') 
aas, derea drei eorrespondirende aaf (/3") mit b die drei entspreehen- 
den Ebenen geben, ebenso umgekehrt. Also giebt es seehs Coineidenz- 
Ebenen, zu denen aber auch die vier Ebenen n~ch Bt,  - . . ,  B,  ge- 
h5ren (entspreehend den Spuren yon a in den vier Ebenen des Tetra- 
eders A t A~A~A~). . 

In den beiden iibrigen Ebenen fl* und 3** (dureh b) liegen al~o 
zwei demselben Punkte A*, bez. A** yon a entspreehende b( b~". Die 
aadera b~ fiir A* z. B. (d. h. die den andern Pankten /~' yon b zu- 
gehSrigen) liegen dann auch in dieser Ebene fl*. Denn well b~' und b~" 
beide in fl* liegen, so gehen die der /~* in A* entsprechenden Ebenen . 
(wenn 3* zum B~ndel I3" oder I3" gereehnet wird) beide dureh a~ ,~ A*A~ ; 
also ist a~ die Axe des Bii~chels aller Ebenen ez in A*, welche fl* ent- 
~preehen, jenachdem sie zu den verschiedenen Bfindeln mit auf b be- 
fiudlichen Scheiteln gereehnet wird, woraus folgt, da~s auch die b:, in 
allen die_zen Bfindeln, welehe a~ entsprechen, in if* liegen, l)a~ Hyper- 
boioid dieser b~ hat sieh also Fttr A* und ebenso fiir A ~* in einen in 3", 
bez. if** gelegeneu Kegelsehnitt verwandelL 

18. Wenn A'A:,  die Axe elnes Bfisehels yon Ebenen ist, die der 
Ebene 3* enksprechen, so ist sie aueh die entspreeheade Gerade you b 
flit eine gewisse Lage yon // ,  d. h. in die b f~llt~ well dasselbe aueh 
flit A** gilt~ b~ zweimal, Mithin ist einerseits gefunden~ dass die beid~a 
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Kegelschnitte in fl* und fl**, welche entartete Hyperboloide sind, die 
Oerade b bertihren; andererseits, dass fiir die in Nr. 11. betrachtete 
Einhtillungscurve b eine doppelte Tangente ist, diese Curve also yon 
der 5 ~e" Classe ist. Folglich gehen durch jeden Punkt B 5 fiinf Gerade 
b 5 und fiinf HyperboIoide IbiS; das Liniensystem der b~ ist demnach 
(5, 3); in dem Hyperboloidsysteme gehen je fiinf Fliichen dutch einen 
_Punkt, beriihren je drei eine JEbene und zwei sind zu Kegelschnitten 
ausgeartet. 

In der Ebene jedes dieser Kegelschnitte zerf~illt also die Curve 
5. Classe in den Kegelschnitt und eine Curve 3. Classe. 

14. Kommt der Scheitel A bei der Bewegung auf a in eine der 
vier Ebenen a+k~ ~---AiAkA~, so degenerirt das Hyperboloid ebenfalls 
und zwar in ein System yon zwei ebenen Strahlbtischeln, deren Scheitel 
auf der Schnittlinie der Triiger liegen. Es liege z. B. A in a123, so 
muss nach Nr. 8. den beiden Strahlen a 4 und as, die nicht in der 
Ebene a la2a 3 liegen, dieselbe Gerade b 4 entsprechen, d. h. wo auch 
B auf b sich befindet, b 5 geht stets durch B 4 und beschreibt also den 
Strahlbitschel (B4, b). Gelangt jedoch auch B in die Ebene /~123, so 
ist durch das Entsprechen yon al, a.~, a3, a 4 und b 1, b2, b3, b 4 die 
Collineation nicht bestimmt; ist a ~ der Schnittstrahl (%2a, a4a~) und 
b ~ so in ~J2~ construirt, dass blb2b3b ~ /X ala2a3a ~ so kannjeder StrahI 
der Ebeue b"b 4 im Biindel B de r  dem a~ entsprechende Strahl sein; 
denn sei b5 ein soleher Strahl, so sind dann in der dureh das Ent- 
sprechen yon aja2a4a5 und btb2b4b 5 bestimmten Collineation aueh a ~ 
und b ~ a3 und b 3 homolog. Also der eine Punkt B ~  b$12 3 liefert 
den ganzen zweiten Biischel. Das Hyperboloidsystem enth~ilt mithin 
vier Ebenenpaare. 

15. Jedem Punkte yon a entspricht demgemKss ein Hyporboloid 
[b] 2 und im Allgemeinen auch umgekehrt jedem Hyperboloid ein Punkt 
yon a. Aber den beiden Begegnungspunkten der a mit der sie zwei- 
real treffenden cubischen Raumcurve dutch A1, �9 �9 A 5 entspricht das 
niimliche Hyperboloid. 1)asselbe ist also in unserem Fl~ichensysteme 
doppelt; d. h. es zlthlt bei jedem seiner Punkte fiir zwei yon den fiinf 
durchgehenden Systemfliichen; ebenso z~hlt die durch ihn gehende Er- 
zeugende b 5 fiir zwei Gerade im Liniensysteme (5, 3). Die Erzeugenden 
dieses Hyperboloids sind die Doppelkanten der den verschiedenen 
Punkten /~ yon b zugehSrigen Kegel 3. Ordnung (Nr. 5.), und die- 
jenige, welehe je in einer Ebene/3 dutch b liegt, ist eine zweite Doppel- 
tangente der Curve 5. Classe in dieser Ebene (Nr. 11., 13.). Ausser 
den beiden schon gefundenen Doppeltangenten muss diese Curve, well 
sic eindeutig auf die Puvktreihe a bezogeu ist, noch vier andere haben : 
dies sind die Sehnittlinien yon/~ mit den vier Ebenen/~12a,/~12+, ~13J, fizz4" 
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I)r jeder Strahl b~ um B ~ bf l~  in ~m ist f~r zwei Punkt~ A a u f a  
eutspreehender Strahl yon a~; in dem Bfindel/~ ist n~mlieh fl1~ ~ingulRre 
Ebeae, in welcher b2, b:, ha, b~ liegen~ jedem dieser Strahlen ent- 
~preehen gauze Bfischel yon Strahlen, deren Ebenetx dutch den singul~- 
ren StrahI yon A gehen (Nr. 8.) und, da je einer yon ihnen bez. durch 
A~, _4., A~, A~ gehen soil, je diese Puakte eathaltea. Dem b~, 
welcher ausserhalb der singul~iren Ebene flt.-a liegt, muss der -~iugul~re 
StraM a" inA co.rrespondireu ; derselbe muss demnaeh durch A, gehen, a in 
A treffea und so beschaffen sein, dass a'(AxA2A~.4~) A B(B~B.Bab~). 
Also sind die Punkte A die beiden Schnittpunkte der a und des Kegels 
2. Grades mit der Spitze A~, dessen Kanten mit den Punkten At, Ar=~Aa~ A s 
das Doppelverh~lt~iss B (B~ B..B~B~) umfassen. 

16. Uaser Fl~.chensystem hat die CharakterLstiken / ~ 5 ,  0 ~ 3 ;  
ferner ist ~p~ 4, und, wie wohl nicht schwer zu erkbranen, die Zah! 
~.der Kegel ~ 0; die Zahl der Kegelschnitte i~t, wie oben gefunden, 2, 
jedoeh ist in der Formel: 2 / ~  Z + v jeder derselben doppelt zu reehnen, 
also ~ -~- 2 �9 2, wie mir Herr Z e a t h e n ,  dem ich gelegentlieh ~lber diea 
System sehrieb, bemerkte: in der That, fassen wir tn der Oorrespoadeaz 
(/~, ~), hier also (5, 5), auf einer beliebigea Geradea, aus der die obige 
Formel folgt, den Sehnittpunkt B" mit einer der Kegelsehnittebenen ins 
huge: voa den 5 dureh ihn gehenden Geraden des Linieasystems sind 
zwei Tangenven des Kegelsehnitts, die 3 andern gehSren allgemeinen 
Hyperboloideu an; im Fi~ehensysteme gehen also dutch ihndie Kegd- 
aehnittebene als ausgeartete Ft~ebe und drei Fl'2ehen; folglieh iat jene 
doppelt zu reehaen; und yon den ftlnf zweitea ~ehnittpunkten haben 
sieh zwei mit /5' vereinigt; also ist derselbe ein doppelter Coineidenz- 
paakt. Nun i~ihren die drei Formela: 

r --~ O --~ 2 O ~ v ----- 6 -- v ,  

and 

alh zu: v = 6. 

II. 

1 ;. Wi t  9ebe,~ nun auch dem Punkt, I3~ eine fed,  Lace, ,o da,s 
teir die bcqdo~ Gru/~peu A l, �9 �9 -, A~; /3t, �9 �9  B~ haben. Lassen wir 
diese eiaander entspreehen, so sind die beidea l~ume (a) und (b) cot- 
|iaear bezogen. Jedem Punk~te A eorre~pondirt ein /3. ~ / e  PumiCe, 
die dem A beziiglich A t ,  . . . ,  A~ adju~lirt drM, d. h. tcdclw mw.h 

~u~d.~en J3iimlel senden, die mit A (A t, . . . ,  A~) call,near sind, 
erzeueen die dtr/d~ A , ,  . . ., A~, A get~ade eubisr Raumc~rve a a (die 
de~ A adju~lgirtc) naeh .Nr. 6.; aUe Pu~lae .B, die ihra (and ,einen 
ad:julagirte.a) in Bezufl auf  beide GruT~ot ;It,  "" "~ A~; ]31, "" ", B~ 
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cc.-reslxmdiren , d. h, naeh Bx,  . � 9  f:;~ Strahlenbiindd senden, die ~ .4 
( A , , . . . ,  .4~) colllu.ear siaM, bilden offenbar die cubische Curve b ~, 
welche der a J als za (a) gehSrig in [b) entsprieht- zwei derartige Carven 
mSgen anal~j hei~sen. ~Es i~t nicht sehwer, einzusehea~ dass zwei 
~Iche aaaloge Curven es aueh im Probleme der r'2umlichen Projee- 
tivitgt (.Abschnitt If.) sind; d. h. dass di~ Ebenenbfische|, welche yon 
irgend einer t';ehne der einen Curve nach A~, ..-, A~, und yon irgend 
einer Sehne der at~dern naeh Zct, - . - ,  B~ gehen, projeetiv sin& 

Die beiden Bfindel eabiseher Raumcurven dutch A1, - . - ,  A~ und 
Bt, .--, /3~ sind collJnear, indem sieh je die analogen entsprechen. 
Die analoge Curve in (b) zu einer in (a) erhalt man so: sei A' ein 
Punkt der letzteren t so cotastruire man die beiden Kegel mit den 
Spitzen B~, 23~, deren Kanten b', bez. b'" so sind, dass b'(231~?/~a//4) 
A A A~ (A, A~ A~ a,) u~d b"(B, B...B3 B~) S .iA, (.4~ A.--h&); ihr Selaaitt 
ausser 11~B a i~t die gesuchte Curve. 

18. Bewe3t sich A auf  einer Gera<icJ# a, so bea.d~re~Tat die adju~ir te  
~'urce a ~ ci,w Tlii('he 5. Ord~ung, w&'hc dt~ f i in f  Pu~dcte A~, . . . ,  A~ 
zu dreil'c.hct~ laal~'&'u, ihrc 10 Verbindungngcradcn zu einfa&en Ge- 
fade.  hat utul di,: die a zwcimal trr ~zeugtv~de Carve dotrPclt ent- 
hiiR'). Di~' a~udoge Curve b n 9h'itct cbenfalls an dner Geraden kin, 
der entspreeheuden in der r'aumlichen Collineation, erzeugt die erd- 
.~prcdJcndc Fldcl,' 5. Ordnun!G atq" der dic cM~prex'lwndc-n Gebilde der 
c/,~ yoututgr iu &'r$dbo~ Wei~  liegen. 

D-', die~e Fl~iehe yon einer beliebigen Geradeti ffinfmal getroffen 
wird, ~o zeigt sieh nochmals, d~s  f f fuf  Punt:&, co~ a eim-n correapo.n. 
d i r ~ h ~  auf  b haben, wie dies sich ja schon dar'~us ergab, dass ffin~ 
,ler ttyperb~Aoide ~b~.:, die deu Punkten yon a zugehSren, durch B~ 
gehe~. 

19. Nut eiut'ach unendlieh vide analoge Curven der beiderx Biindel 
(Nr. 17.) tretfi:a einander; wir suehea &'n Oft di~x~'r ]legegmoujspunkte, 
a l.~o deri~dycn P.~d'tr ~("~,.~. die :ugleich ~ : h  beideu Grupi~.n colli~are 
llii~ul~'l scndcn. 

8ei 7 eine beide Riiume durehzieheade Ebeae; A ein Punkt der- 
.~elbea aus dem IGmme (a); ~eine eorrespondirende Carve trifft 7r' in 
drei Punkten Bi ebenso etatnpreehen jedem 23 drei A. Bewegt sieh 
A is ~, auf einer Geradeu a,  ~ schaeidet die Fl-~ehe der eorrespondi- 
readea Curvea in 7 eine Cun-e 5. Ordnung eim Darius ergiebt sieh 
naeh dem Correspoudet~z-Priacip der Ebene~*), da.,s es 3 + 3 - t - 5 = 1 1  

~) Reye, ~,chl6milch', Zeitaehrift Bd. 13. S. 525. ~ $turm, Borchardt'a, 
Jom-aal lht. 79, 8~ 99. 

"~) Salmon. Geom~tr~ of three dJme~don~, ~- A4, ~. 51t ,wie in Clebseh-  
Llndem,~nn' ,  u ~tber Ocolnetrie citirt wird)~ & A~dt., $. 537i deutache 
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Coincidenzen yon A und B giebt. Alle 11 sind Begegaungspunkte 
~ualoger Curvea. Der Oft der Punkte (C)z ist demlaaeh ebw Curve 
I1. Ordnu~g; dieselbe geht ersiehtlieh dureh die 10 Gruppenpunkte 
mad die vier Punkte, die den beiden collinearen R~,umen ent.spreehend 
gemein sind. 

20. Die aeht weiteren Schnittpuakte dieser Curve, z. B. mit der 
Ebene al..z, sirtd leieht zu ermitteln. Sei -4 eiu Punkt dieser Ebene, 
so besteht die ihm adju2~girte Curve aus der Geraden a4. ' ~ .44 A~ und 
dem Kegelschnitte in at~ a dureh AI,  A~, A~, ,4 and die Spur yon a,~, die 
eorrezpondirende aus b~5 trod dem analogen Keffelschnitte in ~t'..~ dutch 
B~, B~, B~, and die Spur yon ba~; d. h. dem, yon dessen Punkten naeh 
diesen vier Punk'ten BLtsehel gehen, die zu den yon den Punkten jenes 
Kegelsehnitts naeh den homologen Punkten gehenden Biiseheln pro- 
jeetiv sind. Da also die verSnderliehen Theile der eorrespondireaden 
Curven der Ptmkte yon cq..,3 in fl,:z lJegen~ so kann eine Coineidenz 
nur auf der Geraxten a~/$~2 z statthaben: jedem A oder B d[eser Ge- 
raden entspreehen zwei bewegliche Schnittpunkte seiner corre~pondi- 
reuden Carve mit  dieser 'Geraden;  also giebt es vier Coineidenzen. 
Dies sind Punkte unserer Curve 11. Ordnung. Die vier fibrigen in 
a~:~ sind a~ab4s , a : . ~ ,  a t z t ~ ,  a~fl~a ~. 

Ill. 

21. Es seien nun zwei Gruppeu vGn je seelm Ptmkten gegeben: 
--It, - - .~ A~; BI ,  . . .~ .B~. Wi t  bilden aus ihnen zwei Gruppeupaare 
you je fanf Punkten: A~, �9 - -, ..I~; .Bt, �9 �9 -, 2~s, welche wit (A) * und 
(B) s nennen wollen, und Al ,  - --~ A~, At; B~, . . . ,  /3,~, /~6, welehe 
(A') 5 und (8') ~ heissen mSgeu. Wenn nan ein Pmlkt ./1 im Raume (a) 
einea derartigen eorrespondirenden 2~ in (b) hat,  dass 

a ( a , ,  �9 � 9  a d  eoU. ~(~, , . -- ,  ~o), 
der ibm also in Bezug auf die beiden seehspunktigen Gruppen (A) 6, 
(B) ~ entsprieht, so muss /~ sowohl auf der .4 in Bezug auf (A) ~ (B) ~ 
eorres~ndirenden Curve in (b), als aueh anf der in Bezug auf (A') ~ ([3");' 
eorrespondirendeu liegen. 1st A eia beliebiger Punkt, so baben diese 
beidea eorrespondirenden Curven im Ailgemeinen (au~ser den Puak~n  
B,,  �9 �9  B4) keinen Pank~ gemein; also hat im Allgemelnen ein Punkt 
keigen eorrespondirenden in Bezug auf (A) t, (B) 6. Wi t  haben mithin 
die~Fl3ehe ~* der Pmakte (.4)t aofzusuehen, welehe eorrespondirende 

Bearbeitu~g 2. Aufl., 2. Th., S. 556. -- Zeathen hat ~ P~cip  ~lb~41Qd~g 
gefuaden (Comptes rendw Juni 1874), rein geomeQ'isch ~ mad Imf den 
Fs~/e/net Coiucidenz~Irve, sowie w~f den E,sam a~uq~edehut. 
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Punkte (B)6 haben. Diese correspondirenden erffillen natfirlich eine 
FIRche yon derselben Art: ~*. 

22. Sei a eine beliebige Gerade, auf welcher ein Punkt bewegt 
werde; seine entsprechende Curve in Bezug auf (A) 5 (B) 5 beschreibt 
eine Fliiche 5. 0rdnung~ find ebenso die in Bezug auf (A') 5, (B')5; diese 
Fl~chen haben ausser den 6 Verbiadungslinien d~r Punkte B L , �9 �9 .~ B 4 
noch eine Curve 19. Ordnung gemein. Jeder Punkt 3~ auf dieser hats~ 
weft dureh ihn je eine erzeugende Curve der beiden Fl~chen geht, einen 
entsprechenden Punkt A und A'  auf a, deren Coincidenzen wit suchen. 
Die dem Punkte A auf der ersten Fliiche entsprechende Curve trifft 
die "zweite Fliiche und damit die Curve 19. Ordnung ausser in den vier 
Punkten 3~i noeh in 3 Punkten, deneu also 3 Punkte A" entsprechen; 
ebenso umgekehr~. Folglich giebt es 6 Coincidenzen der A und A'. 
Kommt nun A in die Ebene a12.a , so besteht die entsprechende Curve auf 
der ersten FliLche aus der Geraden b45 und einem gewissen Kegelschnitte 
durch .BI, B2, B:~ zusammengesetzt; die drei Begegnungspunkte dieser 
Curve mit der andern Fli~che sind die beiden ferneren Schnittpunkte yon 
ba5 ausser dem dreifachen Punkte B 4 und der einzige noch fibrige des 
Kegelschnitts ausser den drei dreifachen Punkten Bl~ B2~/3 a. Die dutch 
den letzten Punkt gehende erzeugende Curve der zweiten Fliiche besteht 
aus b4G und einem gewissen Kegelschnitte in der Ebene ~123; folglieh 
liegt sein entsprechender, Punkt A '  auf a in al23, ist mithin unser 
jetziger Punkt A. Es ist auf diese Weise eine Coincidenz yon A und 
A'  zu Stande gekommen; ebenso geben die drei andern Ebenen a124, 
a13~, a234 Coincidenzen; und es bleiben nur noeh zwei weitere. 

23. Die vier Coincidenzpunkie, die in den Ebenen des Tetraeders 
AIA2A~A 4 liegen, ffihren, 0bgleich ihre correspondirenden Curven in 
Bezug auf (A) ~ ([3) 5 und auf (A') s (B') ~ sich begegnen, doch nicht zu 
Paaren  voa correspondirenden Punkten in Bezug auf (A) ~ (B) 6, d. h. 
zu solchen Punktepaaren, welche collineare Btindel nach den beiden 
sechspunk~igen Gruppen senden. 

Denn es sei A ein beliebiger Punkt in ~12a (wie ja a in Nr~ 22. 
eine beliebige Gerade ist). Man lege durch ihn die beiden Kegel- 
schnitte, welche dutch A1, A2, A a und bez. die Spuren A4~ , A4G yon a45 
und a46 geben~ und.construire in /~12~ dutch ~ ,  /3~, J33 und bez. die 
Spuren Br yon b~a und b~ die analogen Kegelschnitte (Nr. 20.), die 
Kegelschnittthefle der beiden dem Punkte A correspondirenden cubischen 
Raumcurven i ist nun B deren vierter Schnittpunkt, so ist zwar~ tweil 
A und B den einen analogen Kegelschnitten angehSren, 

A (A~, �9 �9  As) toll. B(B~, �9 �9  Ba), 

und weil sie auch auf den andern liegen~ 

A(A~, . . . ,  A~, .4~) coll. B (B~, . . . ,  .B4, Bo) ; 
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&w~us fol~ aber noch nieht: 

(A,, . . . ,  &)  coll. B(B,, . . . ,  B~). 
Deam dazu ist aothwendig, dass dureh das Fmtsprechen yon A (Aj , . - . ,  A~) 
und B(Bt,  �9 " ,  Ba) eiae einzige eolliaeare Beziehung fe~tgesetzt wird. 
gier a6er, wo sowohl A (,A t A2A3) als B ( B ,  B2B~) in einer Ebeae 
linen , giebt e,~ ein System yon einfach unendlieh vielen Col!ineatio- 
ned, in denen sich jeae Strahlen entsprechen: man kann n~mlich 
noch irgend einem ,Strahle a' yon A irgead einen Strahl b' in 11 zlz- 

or&xen, wofera nur AA4(..IlA...4~a')AJIB~(BIJ32-tJ:~b')e); in der 
Collineation, die dureh das Eatspreehen yon A (At A= A~ a') uad 
B(B~B213~b' ) bestimmt ist, sind in Folge dieser Projectivit'~t A.,Lj 
u~d B)b'~ homolog, well dies bei den Sehnittstrahlen (er,~ , a'A~) und 
~s:a, b'/r der Fall ist (vergl. Nr. 14.). Im Allgemeinen werden nun 
in einer der unendlieh vielen Collineationen AA~ mad B.B,, in einer 
~dern A A  sund B B  6 eorrespoadiren. 

2t .  Also die Punkte, in denen die Gerade a den vier Ehenen 
e,~, begegnet, haben keine solehen eorrespondireaden, da~s au~ ihnen 
colliaeare Baadel nach den beiden f3ruppen (A) ~ und (8) ~ gehen. E~ 
~dlt dies mithin nut ffir die beiden andern Coincidenzpunkie, die sieh 
ergeben haben. 

1)ieje~igen l"u~d~te (A)~ im P, aume (a), wclc],c in B~ug auf die 
be/den G-rup./~en (A) r (13) ~ correslxnutire~ule ]~abe~, erfiillen eine Fldche 
2. ~rades '~.t', die cmt~arezhmulz~a (B)~ eine ebe~molelte Fliiche ~ .  

25. Die Curven, in denea diese Fl~hen ~ und ~ b~z. yon 
e~:~ und 3v.,:~ durchschnitten werden, lassen sleh ]eieht als Kegelselmitte 
erkenaen. Dean wenn auch nieht alle Pankte yon a ~  eorrespondi- 
reade haben, so haben doeh einfaeh unendlich viele yon ihnea and 
zw~r nothwendig in flte~- Solche eorrespondirende Punkte A und B 
mlissen dann, wenn die Spuren voa a~  in a ~ ,  b~ in ~,z~ bez. A~6 , 
B~t shad, der Bediagung genfigen: 

dean int das der Fall und 1Ksst man dann A ( A ~ , A ~ , A , ,  A,.) und 
B (B,, B~, B, ,  B~) eatsprechen~ wodurch eine einzige Collin~tion be- 
stimmt wird, so entspreehea sich aueh A(Az, A~, A~ and B(B~, B~, B~J. 

Die Ptmkte abet A und/~, welehe der obigen Bedingung genflgen, 
erfitUen zwei enbische Curven, welche i~ez. dareh die Punkte der Grup- 

*) Man erl~lt a21e mSgllchen CoLLineafioueu, wean a" t ' e ~ h a l t e ,  und b" in 
de~ dare~ die obige Projectivit~t bestimmten Ebene gedreht wird; e~v V ~ d s -  
r~g yon a' wird nut dieselbeu Collinea/./onen rep~odaeiren. 



128 Rc~,. ~re,~. 

pen gehen, wofern die Lage dieser Punkte eise ganz beliebige*). I ~  
i~t sun bier nieht der Fall, dens sowohl A+~, A+~, A ~ ,  als aueh 13+s, 
/34~ , 13;+ lieges je in einer Geraden. 

Es sei also A ein beliebiger Punkt auf der Geraden der drei ersten 
Punkte and B der zweite 8ehnittpurakt des analogen Kegel~ehnitta 
durch I~,, J~z, t ~ ,  L'r mit der zweiten Gerades~ so folgt, well 
AA+; . . . .  tA+~, _= AA~,~ und ebeuso 132~,~ _~7 B2~'+b ~ 2~'J[r dass 

a (a, A: a~ -4,~ :t,~ a,~) ;~ 13 (B, B+ 133 13,~ 13;~13,+), 
ohne dans dies zu: . 

A(AtA.:  �9 �9 - Ao) coll. B(B~B+ �9 - �9 g~) 
fiihrte. 

Die beiden Geraden nehmen also an den Curves 3. Ordnlmg theil, 
welehe demnaeh je in sic und einen durch At ,  A.,, A~ bez. /3t, B2, 
1l:, geh,.nden Kegelschnitt a~a, b~=~ zerfallen. Auf den Flitehen "~13, 
kW" liegen ~ur die letzteren. 

~6. t, Vie auf der Curve 3. Ordnung, so lieges such auf a ~  und 

I:~r z Punkte yon folgender Art: alle,, Punkten des Kegelsehsitts dareh 
A t A. .A 3.,I+~A~ est.sprieht in Bezug nut die beidea Gruppen, yon denea 
die eine au~ diesen Punkten, die andere ass den homologen Punkten 
besteht, ein einziger Punkt; derselbe liegt auf b~.o*~); ebenso solehe 
Punkte Hefern die Kegelschaitte dureh ..ItA:A.~A4~A;o und "dutch 
.-It.12.1~A+:A+~ (die drei andcrn wet'den Geradenpaare); nennen wit 

diese Puakte A~'~, B ' ~ ,  l~m. Drei ~hnliche Puakte ergeben sieh 
auf ,x~. 

~7. M,t  den ,!1~* yr/k)u/+'),cn ]x'et.qeL~chnittcn a~+, b ~  lieges na- 
t+irlieh ,ruth di<. .l'unMr A , ,  . . ., A6, J3t, . . . , 13, be..', aul" ~2 ~2. wie 
dies atteh you anderer Seite zu erkennen ist. 

Sei n-Xmlieh ~o a die eubisehe Raumeurve dutch die 6 Ptmkte A t , . . . ,  
:1,; ist bo ~ die ihr :ds Curve dutch A t , . . . ,  +~. analoge in Bezug auf 
(#.'>, ~8) ~, so enL~preehen alien Punkten yon a4 ~ is Bezug auf diese 
Grup}mn nile Punkte yon b,;~; weil bei dem Punk-toe A, der Strahl A~A,  
unbestimmt ist, also passend gew.~hlt werden kann, so entspreehen 
diesem Paakte A, alle Punkte yon b~ a such in Bezug auf die beiden 
sechspanktigen Gruppen. 

A~ liegt dem)~(eh au I" -K +- , b~ ~ aul"-)~+'; ebotso l iege))auf ~2 die [fin[ 
Curee)l bts , b: a , . . . ,  bz I , die dell Put~'~en A t ,  . . . ,  A 5 cor)'eo~potldi- 
,'ca, , n d  di," Fliielte "A +" lmsit~ s*chs ebe)w~olehe Curt'c;+ at :l , . .  ", a~:~; 

*) Etmae Proj~'tavit~ Nr. 14. 
*4) Ebene Projeetivitat St. 5, *, 14. 
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die. del~ ~'toalae~ B l ,  B.., . . . ,  .B 6 e~tspred~e~. Es folgt daraus, da.~s 
~: and '.3 ~" Fl~eheu mit reellen Geraden sin& 

28. Der Kegelseh~itt (A 1 Ak A~ A~ A~) ist die Projeetioa der 
Curve ao ~ aus A~ auf az~.3; daraus geht hervor, dass der Ptml.-t 2 ~  
~ff der Sehae dutch Be (aus welchem Punkte B~ und B~ auf ~l..s in 
B,, uad B~ projicirt werden) an die 'Curve b63 liegt*), die zu ~s  in 
Bevag auf (A) ~ ~8):' analog ist; diese Sehne liegt ja aueh auf '~:, weil 
sic mit ihr ~, Puukte gemein hat. 

Ks l;isst sieh leicht naehweisen, dass je zwei Kege]sehaitte ~.,., 

(0dex b~L~) zwei P-nkte gemein haben, so dass dureh drei, wie a ~ ,  

a~,  a ~ ,  eine Fl~ehe 2. Grades gelegt werden kann. Da ~un die 
Sehne aus Ao an a~ ~ diese :~. Kegelsehuitte trifft, so liegt sie auf dieser 
FLiehe, also aueh A~; womit dann sieh zeigea l'~sst, dass alle a-der-  
gegelsehnitte a ~  mit derselben mindestens 5 Punkte gemein haben, 
also auf ihr liegea; dies fiihrt dazu, class je die Sehae aus einem 
Puakte .4, an die Curve a?  der Fl'~che angehSrt und also auch diese 
Curve selbst, well sic 7 Punkte mit ihr gemein hat. Damit ist ein 
yon Yr. 24. unabh'~ngiger Beweis gegebea, dass die seehs Kegelsehnitte 
a~, und die 6 Curven a 3 auf derselbea Fl~ehe 2. Grades liegen. 

".~9. Jezle Curve a 3 dureh 5 t~unl:te A, lrifft '.~[~ nur noeh in einem 
Pu~kt~'; aufjeder solehen Curve a 3 giebt es al~o nat einen Punkt (A)~, 
d#einen eorrespondirenden in Bezug auf (A)" (B) n hat. 

Dies l~isst sieh aueh ohne Kenntniss der Fl~ehen ")~-~ und '.B -~ ein- 
~ e n .  Die Curve a :~ gehe dureh A ~ , . . . , A ~ .  Die Curven 3. Ord- 
ering durch die Punkte At,  � 9  A~, A~, welebe eine Gerade a treffen, 
erzeugen eine Fiiiehe 5. Ordnung~ ftir welehe diese filnf Punkte drei- 
f~h sind und die also yon a ~ ausser in A~ ~ �9 �9 A~ noeh in drei Punk- 
tea getroffen wird; geht a dutch einen tier Pankte A~, . . - ,  A~, so 
�9 atartet die Fl'~ehe 5. Ordnung in einen Kegel 2. Ordnang, tier diesen 
Pmakt zur Spitze hat: a ~ hat mit demselbez~ ausser den Punktea A~, 
- - . ,  A, noch einen Ptmkt gemein. Folglieh erzeugen die cubisehen 
lhtmaeurven dureh (K) s, welehe a '~ treffen, eine eubisehe Fl~ehe, die 
di~ vier Ptmkte A~, . . . ,  Aa zu Doppelpunktea hat. Die analogea 
Cur~em dureh (B') ~ erzeugen ebenfalls eine Fl~ehe 3. Ordatmg, welehe 
ia ~ t , . . . ,  B~ Doppelpunkte hat und die yon der aaalogea Curve zu 
a~ dutch (8)~ ausser in diesen Doppelpunkten in eiaem Pankte ge- 
troffea wird. Folglieh wird jede Curve dutch (A) ~ nut yon einer Curve 
dutch (K)" getroffe~, in der Art, dass die analogen Curven dutch (B) ~' 
�9 ad (W)~ sieh aueh begegnei~; womit der Beweis gef~hrt ist. Es i.~t 

�9 ~ l:~'umt~'a"e Projecti~'it'at Nr. "~2. 
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dann zugleich erkannt~ dass jeder Punkt, der /iberhaupg einen corre- 
spondirenden in Bezug auf (A) 6 (S) 6 hat, nur einen hat. 

30. Dass die Curve ao 3 (Nr. 27.) der l~liiche ~2 ausser in den 
Punkten At njcht begegnet~ kann man auch ohne Kenntniss der Ord- 
nung yon 22 einsehen. 

Wenn A ein Punkt auf a0 a ist, B einer auf b63, welche jener in 
Bezug auf die Gruppen (A) ~ (B) 5 analog ist, so sind A (A1, . . . ,  As) 
und B(B~,  . . . ~  Bs) collinear. Sucht man in B den entsprechenden 
Strahl zu A Ae, so wird derselbe sich nicht iindern, wenn A die Curve 
ao 3 durchli~uft, well dabei der B~indel A (A 1 ~ �9 �9  As) collinear bleibt ; 
nut die Bewegung yon/~ auf b6 a wird jenen Strahl ver~indern, sodass 
er blos einfach unendlich viele Lagen einnehmen kann, yon denen im 
Allgemeinen keine Bs enthKlt. Diese l~agen erzeugen nach Nr. 4. 
eine Fl~iche 2. Grades. Demnaeh hat yon den Punkten auf aa 3 keiner 
einen correspondirenden in Bezug auf (A) 6 (B) 6, ausgenommen die 
sechs Ai. Hieraus, i n  Verbindung mit der vor. Nr.p liisst sich die 
Ordnung der Ft~iche ~[2 ableiten._ 

Daraus folgt weiter, dass keine zwei b~ 3, z. B. ba 3 und b6 ~, ausser 
den Punkten B 1 , . . . ,  B a noch einen Punkt gemein haben; deun der- 
selbe (B) wiirde dann~ wenn A irgend ein Punkt yon ao a ist, so be- 
schaffen sein, dass 

B(B~, . . ., B~) coll. A(A~,  . . ., A~), 
weil er auf b63 liegt~ und 

B(BI ,  �9 �9  Ba~/36) coll. A ( A , ,  . . . ,  A4, A6), 

well B auf bfl liegt, so dass auch, weil z l (A j ,  A: ,  A3, A4) und 
B ( ~ ,  B~, B3, B~) durch ihr Entsprechen eine einzige Collineation 
bewirken, 

(B~, �9 �9  Be) coll. A (A~, �9 �9  A~) ; 

also alle Punkte yon a03 hi~t~en einen (und zwar denselben) eorrespon- 
direnden flit (A) ~ (B) ~, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

t;olglich verhalten sich alle 6 Curven b~ 3 gegen die beiden Geraden- 
schaaren auf  !3 ~ gleichartig, d. h. alle treffen die Geraden der einen 
Schaar (b") zweimal und die andern (b') einmal. Aehnlich ist es auf 
91 ~ mit den Curven ai 3. 

31. Eine beliebige Ebene a schneider 92 2 in einem Kegelschnitt 
a ~ (der stets reell ist); welches ist die Ordnung der Curve auf !3 2, 
deren Punkte denen yon a 2 correspondiren? 

Sei ~ eine beliebige Ebene im Raume (b), B ein Punkt auf ihr; 
durch ihn geht eine Curve des Biindels ( B t , . . . ,  B~); die analoge im 
Biindel (At, �9 � 9  A~) trifft a in drei Punkten. Durch jeden derselben 
geht eine Curve des B i t n d e l s . ( A ~ . . . ,  Ai ,  A,); die analogen Curven 
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za di~sen 3 Curven im Biindel (23L, " " ", 234,2/~) treffen die Ebene // 
ia 9 Puakten 23"; ebenso entzprechen jedem Punkte 23" 9 Punkte 23. 

Bewegt sieh 23 auf einer Geraden b in ~, so besehreiben die Cur- 
yen des Biindels (23~, - � 9  23~) und ihre amalogen je eine Pl~che 5. Ord- 
nmag; durchl~uft ebenso 23" eine Gerade b' in ~,  so erzengen die Cur- 
yen des Biindels (23t, " " ' ,  234, 23~) und ihre analogen eben solehe 
Flgchen; da die beiden Curven 5. Ordnung, die yon den (a)-Fl-Xchen 
ia c~ eingeschnitten werden~ ausser den Spuren der 6 Verbinduugs- 
geraclen der 4 Punkte .4_j, . . .~ eta 19 Pankte gemein hubert, so giebt 
es 19 Punkte 23 auf b, deren entspreehende 23' auf b' liegen. Folg- 
lieh ist die Zahl der Coincidenzpunkte naeh dean Correspondenzprincip 
der Ebene (St.  19.) 9 @ 9 -+- 19 = 37. 

Betrachten wir aber die Gerade /~/liz~ und bewegen / /  blos auf 
ihr; die Curve des Biindels (23,, - - - ,  23~) dutch jedeu /~ zcrt~llt in 
b a und einen Kegelsehnitt durch t / t ,  //~, B3, die analoge in a,~ und 
einen Kegelschnitt dureh At,  A~, A~, weleher cr in zwei bewegliehen 
Punk'ten trifft, die auf c~ aj~:~ liegen. Dureh jeden derselben geht eiue 
Curve des Btindels ( . d l , . . . ,  A~, .A~), welehe in a~  und einea Kegel- 
sehnitt durch Jlt~ A~.~ A~ zeri':illt, deren analoge Curve ghnlieh aus 
b~r und eiuem Kegelschaitte dutch 23t, Jh~, 13z besteht and /~ in zwei 
aaf//~l~.:, liegeaden bewegliehen Punkten B '  trifft. Also jedem 13 auf 
/i~t.. J entsprecheu vier ebenfalls auf dieser Geraden gelegene Punkte 
B'~ ebenso umgekehrt; diese Correspondenz ftlhrt za aeht Coineidenzen, 
welehe sieh unter den 37 befinden. 

Gelan~ B bei seiner Bewegung auf/~/~t23 nach /~blz , so zerf~llt 
der Kegelsehnitt, d e rmi t  b4~ die dutch t f  gehende Curve des B~indels 
( / /a , ' "  ", 23~) bildet, in bz2 and die Gerade v6n 23:~ naeh der Spur yon 
b~; der analoge Kegelschnitt besteht aus aj2 and der Geraden yon A z 
aaeh der Spur yon a4~*); einer der Punkte, in denen dieser cc trifft, 

mithin aa~z. Die Curve des Biindels (A~, �9 �9  A~, A,), welehe 
dutch diesen geht,  zerfgllt demuaeh in a~6 , at2 uud die Gerade yon A~ 
aaeh der Spur yon a~  in t~tz~; [ihnlieh ise ihre analoge Curve besehaf- 
fen und geht dureh/~bt~ , sodass, wenn 23 an diesen Punkt kommt, einer 
dex entspreehenden/3" dolt mit ihm zusammenFgllt. Unter den 8 Coiaci- 
denzpunkten auf/~flr.,~ befinden sieh ~blglieh die 3 Pu~kte fl ib~z, b~, b.~aL 
Za den 37 Coineidenzpunkten der Ebene fl gehhren demnaeh die 6 Ecken 
de~ vollstgndigen Vierseits, in welchem /~ das Tetraeder 23~23,t/~1~ 
durchsehneidet, und auf jeder Seite noeh 5 Punkte. 

Diese 26 Punkte sivd nieht Punkte (23)~ auf/J ,  wetche ihre eorre- 
tt~~ auf a habea; dean wenn aueh die in ihneu sich ~hneiden- 

5 ProbL tier ebenen Project. Nr. 3. 
9" 
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den Curven der Biindel (Bl ,  . . . ,  Bs) und (Bj, . . . ,  B4, Be) zu ana- 
logen Curven solche haben, die sieh au fa  treffen, so ffihren doch diese 
Curven, weil sie zerfallen, aus den friiher schon auseinandergesetzten 
Gritnden nicht in ihren bez. auf  a und fl gelegenen Schnittpunkten 
zu solchen Punkten, welche eollineare Biindel nach den sechspunktigen 
Gruppen senden. Wohl aber ist dies der Fall fiir die II iibrigen 
Punkte. 

Es giebt also in ~ 11 Punkte (A),, deren entspreehende (B)~ auf 
/~ liegen. Oder die entsprechenden t)unkte (B)~, der 1)unkte (A)~ in a 
- -  die auf  dem Kegelschnitte a ~ ~ (92 ~, ~) liegen --- erzeugen eine Curve 
11: Ordnung b I') welche natiirlich auf  ~2 sich befindet. 

32. A u f  dieser Curve I)" liegen die 6 Punkte BI ,  �9 �9  B~, drei- 
fach; denn z. B. yon den Punkten (A)~, welche dem Punkte B~ ent- 
sprechen und die Curve a~ a erfiillen, liegen drei in der Ebene a. 

33. Da nun ferner zwei Kegelschnitte a 2 zwei Punkte gemein 
haben, so haben auch ihre entsprechenden ~11 zwei bewegliche Punkte 
(ausser den 6 festen dreifaehen) gemein. Dara~s l~isst sich ermit- 
teln, wie gross die Zahlen 9 und v der Begegnungspunkte einer 
solchen Curve mit den Geraden der beiden Schaaren auf ~ sind. 
Denn zuniichst ist /~ -I- v ~ 11; legt man ferner ein beliebiges Projec- 
tionseentrum 0 auf die Flitche !~ ~ und projicirt zwei C urven lb I~, so 
kSnnen nur die beiden in 0 sich schneidenden Geraden yon ~2 die 
beiden Curven in getrennten Punkten treffen; in der Projection be- 
wirken sie einen/x-fachen, bez. einen v-fachen Punkt. Die Projectionen 
haben also gemein diese beiden Punkte, die dreifachen Punkte und 
die bewegliehen Schnittpunkte; also ist l l  ~ ~-/z 2 ~ ~ -a t- 6 �9 3 ~ q- 2; 
dies fiihrt zu: ~ = 7, v = 4. 

34. Die durch AI, . . . ,  A 5 auf 9/~ geheride Curve a03 schneider 
die Geraden a" zweimal, die a' einmal; es giebt noch eine eubische 
Raumcurve (a63) * dutch dieselben flinf Punkte, welche umgekehrt die 
a" einmal, die a' zweimal trifft. Alle Punkte dieser Curve sind, weil 
sie auf 2~ liege, Punkte (A)6; ihre analoge Curve in Bezug auf (A) 5 
(B) ~ geht nieht auch dureh /3G, also hat jeder Punkt yon (a6~) * einen 
besonderen correspondirenden (B)~; diese entsprechenden miissen abet 
auf der analogen Curve (b~) * liegen und fiillen diese aus; mithin liegt 
dieselbe auf ~ .  

Jedes Paar yon homologen fi~nfpunktigen Grup_~en in (A) ~ (B) ~ 
liefert also ein l~aar analoger Curven (a~3) *, (b,a) *, welehe auch in tle- 
zug auf  (A)~(Iq) ~ analog sind; jedoch so, dass jedem Punkt der einen 
nur eia Punkt tier andern entsprieht, nicht alle, wie es bei der Ana- 
logie in Bezug auf fiinfpunktige Gruppen der Fall ist. 

35. Die Flliche der eubischen Raumcurven des Btindels (A~, . . . ,  A~), 
welehe eine Gerade a treffen, is~ 5. Ordnung und begegne~ demnaeh 
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dem Kegelsehnitte a ~ ~--- (a, ~t "~) in lt) Punkah .  Die Fl~iche also der 
Carven desselben Bfindels, welche a ~' schneidea, ist 10. Ordmmg und 
enth'2h die beiden Curven a~ ~ und (a63) *, welehe beide zu den erzeugeaJ- 
den gehSren und a "~ dreimal treffen, dreifac~) hingegen, well durch 6 
Punkie nur eine eubische Raumcurve geht, die Leitcurve ,'t ~ -ur  einfaeh. 
Der gauze Sehnitt dieser Fl.ache 10. Ordnuug mit 31. * be~teht nu, a:, 
a~, qa~ *. Die analogen Curven der erzeugenden Curven dieter Fl~ehe 
(in Bezug auf {A]:'(B~ ~) erzeugen ebenfalls eiue Fl';iche l(). Ord,~ung, 
die, welehe jener in den durch das En(slareelaen yon : t ~  �9 - . ,  A~ und 
B), " . . ,  J3. eollinear gemachten R~umeu (a) und (bl) ent.~prieht; sic 
en~i t t  den in dieser Collineation dem K, egetsch,dtte a" e~tsprecheilden 
Kegclschliitt einfach (als Leiteurve ihrer erzeugenden Carven) und die 
elatsprecheJ~den Curven yon a, ~ trod (a,,~) * dreifach. Letztere ist ( b ~  * 
und liegt allein yon diesen dre[ Curven nut' :5 : ,  ~ da.~.s die be[den 
Fl~hen noch einen ~ehnitt 11. Ordnung gemein haben: da~ ist die 
CurYe b **, welehe dem Kvgelschnitte a': entapricht. Da (b~J) * yon den 
U uud b" beziehliel~ zweimal~ eiamal getroffen wird, ~o schneidea dienc 
die Fl~che 10. Ordt~ung ausserdem noeh und damit die b ~ in 1 0 - - 2 . 3 ,  
be~. 10 ~ 3 ,  also ha 4) bez. ~ Pu~kten, womit der S~tz in St .  3:;. 
noeh mehr pr~.cisirt ist. 

;~6. Suehen wit die C eo've~ o',~f ~", writhe tle~ Gcr,tlc.)~ ," ,  d 
~-~'proch(~. Da ersta:re den a, :~ zweimal, Ietztere einmal begegueta, ~o 
~'erden die eorrespondireuden Curvett vot~ a") bez. d dutch die I3, ~wei- 
mal~ bez. einmal gehen. 

Die Flaehe 5. Ordnung der Curven ties Biindels ('.1~, - . - )  .'~:,), 
~'elche eine u'" treffeu> e~th'TtIt a," doppelt~ (a~) * einf~ch; due des ana- 
Iogen Curve~x i~t die entsprec|xe~de jener bei der Collineatit, xx (A~ , . . .  ~ A ) ,  
(B~, . . . ,  /3~3, fotg[ich i~t ~ie eberffalln 5. Ord~ung und enth'~lt die 
ent~preehende Curve yon a~ z do|q)elt, die yon (a~~) *, d. i. (b~) * einfach 
und hat also au.~ser letzterer mit ~ noch elne Curve 7. Ord~xu~)g t~ ~ 
gemein, welche der a" eorresl,ondirt" die~elbe trifft jede//" lit b - -  ] -~-~.|, 
jede /,' in 5 ~ 2 ~ 3 Punkten. 

]~ben~o ergiebt sich, das~ eisner Geraden a' ein~ Curve 4. Orduung 
t, ~ ent~pricht~ welehe den b" in 3, den t," i~ 1 Punkte begegnet, al~o 
die ut~ieurzale Curve 11. Species int. Die ('urven b: und b ~ sind ebrn.~o 
tmieur~l, da ~ie ja  auf unicur~a;e Curven eindeut~g bezogen ~ind. 

;t~'. F i i r b  ~t l'~s~t sieh dies aueh auf folgeude Art erkeunen: ,Sei 
A, ein fester, .! ein beweglicher Punkt aufa'- ' ;  betra~ehten wir jenen 
als Spur einer festen ao", diesen ats 8put emer bewegliehen a', also den 
Bssehel Ao.4 als Spur des Ebenenbfisehels a,,"a'. Die Curven 4. Oral- 
hang b~, welehe den a' eorrespondiren) hsben mit der Curve I 1. Ordntmg~ 
weldae dem a: entaprieht, nurser den 6 festeu atff letzterer dreifaehen, 
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auf ersteren einfachen Punkten B~ noch 4 . 1 1  --= 4 . 1  -- 7 �9 3 - -  6 . 3  ~- 1 
Pankt  gemein, wie auf iihnliche Weise als in Nr. 33. durch Project ion 
aus einem Centrum 0 auf ~2 ermittelt werden kann, wobei zu bertick- 
sichtigen ist, dass yon den beiden Geraden durch 0 die b" die Curven 
7real, bez. 3real, die b' 4real, bez. lma l  trifft. Der Curvenbfischel der b ~, 
voa dem jede Curve einem Punkte a u f a  -~ entspricht, schneider also I) tl 
nut  in einem beweglichen Punkte. 

38. Wie die Gebilde, denen sie entsprechen, so begegnen sich 
auch je zwei Curven b 4 und l) 11 (wie eben gefunden), b 7 und b I1 , b 4 
und-b 7 in einem, je zwei b 4 ~nd je zwei b 7 in keinem beweglichen 
Punkte,  wie dies auch durch Projection leicht zu ersehen ist. 

39. Es liege au f  ~2 i~yend eine Curve C~ (~-{-v) ter Ordnung, die 
den Geraden a" in ~, den Geraden a" in v Punkten begegne und durch 
Ah )~h real gehe. Es liisst sich dutch. ~ihnliche Schliisse wie in Nr.  35. 
finden, dass die Fl~iche der Curven des Bfindels (Ai, . . . ,  A~)~ welche 

h : 5  
C~ treffen, yon der Ordnung a ~ 5 (~-{-v) - -  3 2 ; ~  ist; dutch Pro- 

h~---I 

jection aus einem Centrum O auf ~[~ ergiebt sich, dass C~ den Curven 
h~---5 

a~ a und (a~3) * uusser in den 5 Punkte Ai in p =~ ~ -{- 2 v  -- 2J ~tl, und 
h.':--I 

h ~ 5  

p*~--- 2~ -~- v - -  2~th Punkten begegnet; so dass p und O* auch die 
h ~ . l  

Vielfaehheit dieser Curven a~ 3 und (a63) * auf der Fl~che a te'. Ordnung 
ist; Ca und diese l~eiden Curve~ bilden den vcllen Schnitt der Fl~che 
mit 9~ 2. Ferner ist auch ao 8, weil C~ in ihrem ~tG-faehen Punkte A~ 
sie trifft, eine it~-fache erzeugende Curve der Fl~che a te.. Ordnung. 
Die analogen Curven in Bezug auf (A)5(B) 5 bilden ebenfalls eine Fl~iche 
a te~ Ordnung, welche die entspreehenden Curven yon a63, (a6"~) * und 
ao a ebenfalls bez. p- fach, p*- fach~ ~u" fach enth~ilt. Letztere beiden 
sind (b6S) * und b6 ~ und liegen auf !~ ~. Folglich ist der fibrige Schnitt, 
das is~ die Curve Ca der Punkte, die denen von C~ correspondiren, yon 

h : { i  

der Ordnung 2a  - -  3 (p*-~-~) ~--- 49  -~- 7 v - -  3 2~ ~t~. Diese Zahl ist 
h ~ l  

iibrigens, wie leicht zu erkennen, gerade diejenige der Begegnungs- 
punkte yon C~ mit einer Curve a ~ auf 2 ~, die ausserhalb der A~ liegen; 
und in der That ,  so oft Ca eine solehe Curve a ~ trifft, so oft muss 
die entsprechende C~ dem ebenen Sehnitte yon ~2 begegnen, welcher 
a "  correspondirt. Diese Curve C~ geht durch jeden B~ so bft~ als Ca die 
ai a ausser in den 5 Punkten (A) ~ trifle,-durch welche ui ~ geht; mithin 

h ~ 6  
ist die Vielfachheit yon B~ gleieh ~ ~ 2v ~ 27~ta ~ Jt~. Ferner trifft 

h-~-I 

jede b", b" die Curve Ca so oft, als sie der Fli~che a tot 0 rdnung ausser 
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~ f  (b,s)* trod b~ z begegaet, daz ist in a - -  #* - -  2 2~ = 3 ~ q- 4 v - -  2 v 2,, 
h ~ 8  

ill O ~ 20" - -  26 = ,~ "91- 3V' - -  --~ l~ Punkten. 
I,~.1 

]st z. B. C, eiae Raumeurve 4. Ordaung I. Species, welehe dutch 
l , ,  "" ", As geht ,  aber nicht dutch As;  so ist ~ ~ - u - ~ - 2 ,  

..~ ~.~ . . . .  ~.~---~ 1, ~'b-~-0; iblglieh entsprieht ihr eine Curve C~ 
7. Ordnung, welche dureh die Punkte /~,, . . - ,  B~ je zweimal, dutch 
B, ei~mal geht und die Geraden b" viermal, die b' dreimal trifft. 

t4). Die Punkte (C)~, welehe gleichzeitig naeh (A) s und (8) ~ 
eollineare Bfindel senden, erzeugen eine Curve 11. Ordnung (Nr. 8.); 
ebenzo entsteht durch die Puukte, welche mit (A') ~ und ([5") ~ eollineare 
B/lndel geben, eine solche Curve. Bei der Beliebigkeit der den Gruppen 
~ieht gemeinsamen Punkte werden beide Curven ausser den 8 Punkten 
A,, . . - ,  Ag, / ~ ,  . - . ,  J3~ keinen weiteren Punkt gemeins'am haben. 
F~ giebt also im Allgemeinen keinen Punkt im Raume, der gleichzeitig 
naeh (A) ~ und (8)" eollineare BiJndel sehickt. 

IV. 

M. Wir betraehten nun z,'ei Gruppen yon je sieben Punkten: 
AI, .--, A;~ J~j, -.-~ B 7. Zu den seehspunktigeu Gruppen A~, .-., Ac; 
Bl, . . . ,  15~ geh5ren zwei Fl'~chen ".~I ~, ~'-', welehe die i ,  Bezug auf 
die Gruppen correspondirendeu Punkte (A)~ trod (~),  enthalten. Die 
Punkte (A)~' und (B)6' , welehe sieh in Bezug auf die Gruppen 
A,, -- -, A~, A: ; /3~, �9 - - ~/3~, B;  eorrespondiren, erhillen zwei Fl~chen 
(2))', (~,:)'. Die Punkte (A): ,  welehe eorrespondirende (BJr in Bezug 
auf ~A): [B): haben, kSnneu Mso nur auf der Curve 4. Ordnung I. Species 
a' liegen, in der sieh ~z und ( '~) '  durehsehneiden; die ent~preehenden 
a~f b ~ __~ [.~-~ (~2']. Aber da jeder Punkt yon ~ oder (~:) '  nut  eiraen 
eatspreehenden hat,  so brauehen diejenigen Ptmkte, welche einem 
Pankte yon a ~ in Bezug auf (A) ~ (B) ~ und auf (A')~(B'~ 6 entspreehen, 
a~cht identi~eh zu sein. 

a ~ geht dutch die fiinf Punkte AI,  �9 �9  A; ,  mithia entsprieht ihr 
~ds Curve yon 2~ eine Curve 7 ' ' '  Ordnung, wie sic in Nr. 39. am 
Fade beschrieben ist, auf ~"-. Diese Curve begegnet tier ebenf.-41s 
saf .~2 gelegenen Curve b 4, welehe dutch .B,, - - . ,  / ~  ehtfach geht 
mad nile Geraden b", b" zweimal trifft, ausser in den Punkten/~j,  - . . ,  B~, 
wie dutch Projection au~" einem Centram, dss auf k~: liegt, gefunden 
werden kann, in 7 �9 4 - -  4 �9 2 ~ 3 - 2 - -  5 �9 2 = 4 Punk-ten, offenbar 
den vier weiteren Begegntmgspuakten der Curve 7. Ordnung mit ('~-)'. 
$ei B einer yon diesen Puakten,  so liegt sein eorrespondirender in 
BezQg auf (A)~ (8)6 auf a ~ und damit aueh auf ( ~ ) ' ;  well /~ auf 
(~a3" liegt, so hat er aueh einen eo~respondireadeu ia Bezug auf 
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(A')O~B') +, tier +ueh auf (~+)' liege. Beide eorrespondirende k~nae~ 
abet nicht verschieden seiu; de+an da sic nothwendig beide auf ~ r  
eubksehen Raumeurve durch A~, . . . ,  A~ liegen mfissea, welehe di~ 
dem 2~ in Bezug auf A I , - - .  , A~; B I . . . .  , B,+ r 
Punkte euth~t ,  +o kSnnen sic nut i ,  dem einzigen sechsten Punkte 
inch vereinigen, den diese nicht ~uf ('~A~)" geIegene Curve mit (~I:)' 
a u ~ r  A,,  . . . ,  A~ gemein hat. Ist dieser Punkt  A,  so ist demnae.h 
sowohl 

A ( A t ,  - . - ,  A~) coll. B ( B j ,  + . . ,  .B,,), 
als auch 

A ( A j , . . . ,  A~, A:~ coll. B ( B , ,  . - . ,  B:,, B~), 

mithin auch 

A kAz, .  � 9  A+, A+, A:) coll. B ( B + , . . . ,  B~, 1;~, BT,. 

A und 1; sind fulglieh Puukte (A): (t;  L. 
~E~ girbt dahcr ~ier 2anld~+nl~aarc (A'I: ~I;):, weldw baz. nae]+ den 

be+den sh+bvnln+nktbj~+ Grupl~e+u +41~ �9 �9  ,-|:; BI ,  �9 �9 .~ 13~ collinvare 
Ba~,&'I ~.'~ulcn. 

Bildet man ein drittes Gruppe,p,~ar zl l ,  . . . ,  A+, .t~, A: ~ B 1 ~ . .+, 
1~+, 1"~, 1;:, welches zu den Flaehea ( '~)",  (~':)" fiihrt; so siffd die vier 
Punkte (A ':, bez. ~B): die vier, welehe dea F~ehen "~d '~, (~':)', ('.~-)", 
bez. 2 ~:, (ka:;', i~'-')" au~ser .-1~, . . . ,  ..1~, bez. 1;~, . . . ,  B~ aoeh ge- 
meinsam sillt}. 

l)artu.~t,+dt, den ~.~I. December I~7.+. 


