
68 2. Siebecks über periodische Kettenbrücke.

z.
lieber periodische Kettenbriiehe.

(Von Herrn Dr. H. Siebeck zu Breslau.)

1. Ist der Kettenbruch «i + jL

an

gegeben, dessen entwickelter ganzer Zähler durch S? und der Nenner durch
S£ bezeichnet werden soll, so lässt sich bekanntlich S? nicht gut allgemein
darstellen. Es Hesse sich zwar leicht beweisen, dass 5 gleich der Summe der
ganzen Glieder in der Entwickelung von

ist: allein auch diese Art der Darstellung leistet schwerlich mehr, als die ge-
wöhnliche Methode.

Anders verhält es sich mit einem periodischen Kettenbruch, sobald der
\Verth der ersten Periode gegeben ist. Ist nämlich der periodische Ketten-
bruch «i Hl· 2i gegeben und man bezeichnet den Zähler des raten

_
<z2 + etc.

Näherungswerts durch S[n, den Nenner folglich durch S™, so dass K™
C<rn

= -^ die r ersten Perioden des Kettenbruchs umfasst, setzt darauf den
*>i

Werth des ganzen Kettenbruchs = x, so ist = a + j[_

«l

(wo an arn Ende der rten Periode stehen mag). Folglich ist

x
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2, Siebeck) ber periodische Kettenbr cke. 69

demnach
2 _

X

_

Orn OO — ^rrn '

Da hier (welche Grosse auch r haben mag) immer dieselbe Gleichung entsteht,
O'*" ___L__ Orn— l Om— l

so m ssen die Grossen - ̂  - und Cr^— , die wir durch α und 6· fae-
°i ^2

zeichnen wollen, f r jedes beliebige r denselben Werth haben.
O r/H-/»

Bezeichnet man den (ra+/?)ten N herungswerth durch K?*~p =

• * · i · k* T U ΙΤΠΗ-Ρso ist, wie leicht erweislich, Κλ^ν = -^m cp , — Cm_1 c„ -
O2 Of H" *>! 02

F hrt man hier die Constanten c und a ein, S;71"1 = c&?\ S?"1 = S;n

— aS™ setzend, so erh lt man

K-» - ^«g + cWΆΙ ~~ S?Sl + SfSS — S? S? '
ΓΤη Cp

Da nun K[n— ̂  , Κζ = ~ς~ρ ist, so ist, wenn Z hler und Nenner durch S^S^

dividirt wird :

Bezeichnet man nun Κι durch a?; ferner durch Nr das rte Glied einer
recurrenten Reihe, in welcher 7Vo=0, ̂  = 1, Νι=α, lYr—aN^ + cN^ ist,
so ist leicht zu beweisen, dass

__ __
^/ l — r r _ l r r _ l r — 2ΊΒ T- l * · * ̂ ^ -»· T· T- O / · / ^̂  -* » / ^̂  A -j. r rt T» 7-

rAio?^1— "iT "^«1^ H -- ΓΧΤ~ N*x —^FN»

Es erhellet dies durch den Schluss von r auf r-f-1. Setzt man n mlich in die
Gleichung (1.) χ statt "f, und f r K[n den Werth aus der Gleichung (2.), so
muss sich nothwendig die der Formel (2.) analoge Formel f r K^l}n finden.

2. Setzt man demnach K™=£>, so findet zwischen den Grossen 4
.r, a, c folgende Gleichung Statt:

3) af-K*^+^ii)^1+-

Man kann nun versuchen, diese Gleichung ih ihre Factoren zu zerlegen,
d. h. aus dem gegebenen TVerlhe von K™ auf die vTYerthe von K; za
schliessen, welche diese Grosse dann hohen kann.
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Es sei r nicht eine Primzahl, sondern =rnp9 so kann man £> = K™—Km'l'n

auch als bloss m Perioden umfassend betrachten, deren jede p einfache Perio-
den enth lt, und f r welche die Constanten a und c dieselben bleiben. Setzt
man daher Kln—X, so verwandelt sich die Gleichung (3.), vom /'ten, in fol-
gende vom nien Grade:

' + ̂ ^
Sind also £', 4", ξ'", ---- 4("° die m Wurzeln dieser Gleichung, so sind sie
zugleich die m Werthe, welche die p fache Periode K{n in Bezug auf Kmpn

haben kann. Sucht man daher die /? 'Werthe von K? in Bezug auf Κζη=έ>'·,
dann die p Werthe von K? in Bezug auf Κϊη=ζ"; dann die /? Werthe von
KI in Bezug auf jRTf" = 4///? etc«, so m ssen die so gefundenen mypVV^erthe zu-
gleich die Wurzeln der Gleichung (3.) sein. Nun sind aber die mp Werthe
von Kl in Bezug auf ΚΓ , nemlich £, 4", 4"', .... 4(m) nothwendig die Wur-
zeln der Gleichungen

N, 4'χ-1 -H ΟΉ+ Ai4') - ± (*ΛΤ_Ι+ Λ^') = o,
=! (W+ N£") - ± (cA-^ + Ap^) = 0,

"0 = 0,

Demnach muss das Product dieser m Gleichungen die Gleichung (3.) geben.
Hierdurch ist folgender Satz bewiesen:

Ist £ eine beliebige unbestimmte Grosse und r = mp (wo r, rn, p
ganze Zahlen sind), und bezeichnet man den Ausdruck

durch Pr(|), (w hrend 7V0, Λ^ — j?Kr eine recurrente Reihe bilden, deren
Beziehungsscale jVr=«7Vr_1 + c7Vr_2 ist und in welcher 7Vo=0, ^Vi = l
ist): sind ferner ^ |w, Γ', .... |(m) die m Wurzeln des Ausdrucks PTO(g)
(nach .r genommen), so findet folgende Gleichung Statt:

'
Eine Anwendung dieses Satzes ist in den folgenden Betrachtungen ber

recurrente Reihen gemacht.
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