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2,
Ueber periodische Kettenbriiche.

(Von Herrn Dr, H. Siebeck zu Breslau.)

1. Lt der Kettenbruch a+1
a+ 1
a3+....l
Qn
gegeben, dessen entwickelter ganzer Zihler durch S und der Nenner durch
S; bezeichnet werden soll, so lisst sich bekanntlich S nicht gut allgemein
darstellen. Es liesse sich zwar leicht beweisen, dass 87 gleich der Summe der
ganzen Glieder in der Entwickelung von

1

1 1
(110203 cese an(1+m’) (l+a_2"(;;) (l+a‘) evee (1+

Gp—1 Qn
ist: allein auch diese Art der Darstellung leistet schwerlich mehr, als die ge-
wohnliche Methode.

Anders verhilt es sich mit einem periodischen Kettenbruch, sobald der
Werth der ersten Periode gegeben ist. Ist namlich der periodische Ketten-

bruch a,+1 gegeben und man bezeichnet den Zihler des rnten
R
an+1
a+1
a, + etc.

Niherungswerths durch §;", den Nenner folglich durch $;", so dass K
S

=3 die r ersten Perioden des Kettenbruchs umfasst, setzt darauf den
1

Werth des ganzen Kettenbruchs = a, so ist a =a+ 1
G+ ... 1
am+_l_
a,
(wo a, am Ende der rten Periode stechen mag). Folglich ist

.’.USlm &+ 'lrn-—l )
X = "am . oOm_1°
xS;n I A 211 1
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demnach

. lm — Szm—l Szrn—l

X" — p xr =

Da hier (welche Grésse auch r haben mag) immer dieselbe Gleichung entsteht,

S;-n — Szrn—l Srn—

so miissen die Grissen TS und o die wir durch @ und ¢ be-
zeichnen wollen, fiir jedes beliebige r denselben VWerth haben.

rn--p

Bezeichnet man den (rn+p)ten Niherungswerth durch K"+ = g‘nnﬂ,,

Sy Sp -+ S Sy
SSE+ 878y

Fiihrt man hier die Constanten ¢ und a ein, $;" ' = cS;*; §;" ' = S

so ist, wie leicht erweislich, K;"*" =

— a8;" setzend, so erhilt man
S8 + ¢S, S8

I(l"" M = rm Qp m Qp rmn Qrn *
Sz Sl + Sl Sz - SZ S2
- ST St . : .
Da nun K"= S K = <p 1st, so 1st, wenn Zishler und Nenner durch §;" S5
2 2

dividirt wird:
K"K! + ¢
K"+ K — a
Bezeichnet man nun K7 durch «; ferner durch /&, das rte Glied einer
recurrenten Reihe, in welcher V,=0, N,=1, Ny=a, N,=alV,_,+cN,_, ist,
so ist leicht zu beweisen, dass

-1 —1.r=2
a"—relNya™™ + 172 clVyx™*— *—r1_2—3~ cNya 2 X eV,

2) K= rar—1 ra—1.r—2 3
123 M —FN

r]v‘lxr—-l_ I 2 Nzxr—2+
Es erhellet dies durch den Schluss von 7 auf r-41. Setzt man nimlich in die
Gleichung (1.) @ statt K7, und fiir K" den Werth aus der Gleichung (2.), so
muss sich nothwendig die der Formel (2.) analoge Formel fiir K™*"" finden.

] ) (’ ;'n+/l —

2. Setzt man demnach K"=£, so findet zwischen den Gréssen &,
x, a, ¢ folgende Gleichung Statt:

3) @ — (N NiE )i L2 (N AWy — +(—1) (el +N,£)=0.

Man kann nun versuchen, diese Gleichung i ihre Fuctoren zu zerlegen,
d. h. aus dem gegebenen WWerthe von Ky auf die v¥Verthe von K} zu
schliessen, welche diese Grisse dann haben kann.
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Es sei r nicht eine Primzahl, sondern =mp, so kann man {=K["= K™""
auch als bloss mPerioden umfassend betrachten, deren jede p emfache Perio-
den enthilt, und fiir welche die Constanten @ und ¢ dieselben bleiben. Setzt
man daher K7"=X, so verwandelt sich die Gleichung (3.), vom rten, in fol-
gende vom nten Grade:

Xl e N N E X ™ (cZV1+1V X2 — 4 (—=1)"(cV,+N,E)=0.
Sind also &, &Y, &, .... ﬁ("‘) die m Wurzeln dieser Gleichung, so sind sie
zugleich die 7 'Werthe, welche die pfache Periode K7" in Bezug auf K™
haben kann. Sucht man daher die p Werthe von K} in Bezug auf K{"=§&’;
dann die p Werthe von K} in Bezug auf K"=E&"; dann die p Werthe von
K} in Bezug auf K" =£&", etc., so miissen die so gefundenen mp Werthe zu-
gleich die Wurzeln der Gleichung (3.) sein. Nun sind aber die mp VWerthe
von K} in Bezug auf K7, nemlich & &N B L Em nothwendig die Wur-

zeln der Gleichungen

p—1
o —p(eNot N, &)= + ELo= eVt WE) — 2= (e, + 8 = 0,

rl’___p(c]‘fo_i_ Mgu)qu +P.P—1(CN +]V 5//) —i‘(c]V_1+]V,,£”) — 0,

a? —p(cNy+ N, E“)x r—1 4. L (CN+]VZ£‘”) = (N, + N, E4) = 0

...................

— (e Ny N E) 2=t 4 I ( eV VED) — 2 (eV,_ + N, E) = 0.

Demnach muss das Product dleser mGleichungen die Gleichung (3.) geben.
Hierdurch ist folgender Satz bewiesen:
Ist & eine beliebige unbestimmte Grisse und r=mp (wo r, m, p
ganze Zahlen sind), und bezeichnet man den Ausdruck
= (N N TS el M) ar? — = (el + M)
durch P,(&), (wihrend ¥,, V; .... IV, eine recurrente Reihe bilden, deren
Bezichungsscale V,=alV,_ +clV,_, ist und in welcher N,=0, &,=1
ist): sind ferner &, &, &, .... & die m Wurzeln des Ausdrucks P,,(£)
(nach a genommen), so findet folgende Gleichung Statt:
| 4)  P(E) =P, (8).P(&). P, (&) ... P,(E7).
Eine Anwendung dieses Satzes ist in den folgenden Betrachtungen iiber
recurrente Reithen gemacht.




