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D e  l i n e a r u m  t e r t i i  o r d i n i s  p r o p r i c t a t i l i n s .  
Von Herrn Observator c&7we?z in Dorpat. 

1. I n  c~pusculo: ,, Enumeratio lincarunr tcrtii ordinis V,, 

Q u e m  a dm o durn c i r c u I u s  11 m b r a nr p r o j  i c i  e n do, 
g e n e r a t  s e e t i o n e s  o r n n e s  c o n i c a s ,  s ic  p a r a -  
b o l a e  q u i n q u e  d i v c r g e n t e s  r c n i b r i s  s u i s  getre-  
r a n t  e t  e x h i h e n t  a l i a s  o n i n e s  s e c u n d i  g e n e r i s  
c u r  v a s. 

Hujus theorematis nulla fit in lihris usitatioribus mcntio. 
ChasCes in libro nupertime edito: Histoire de  Gkometrie, hoc 
theorema protulit , simulque professus est , demonstrationem 
sibi ignotani et frustra quaesitani. Egomet cuni huic rei in- 
cuniberem, post irrita quaedant teiitaiuiita demonstriitioncin in- 
veni generalern quidem, at haud satis, uti videri posset, ele- 
gantem. Nihilominus nullurn habui duhium , quin cam cum 
lectoribus ipsorum A. N. conimunicarein , praesertini cum per 
hoc occasio fit, novum theorema dcpromendi. 

2. Sequatio lineariim tertii ordinis generalis, si ad tan- 
genteni ceu axem ipsorum s, e t  punctnm tclctnm tamquani 
coordinataroni initium refertur , haec est  : 
a x 3 ~ b x 2 y + ~ ~ r ~ ” + ~ i y 3 f e ~ z f f ~ ~ - ~ g ~ 2 $ i y  = 0. 

Ncutonus illud profert theorema : 
Si  haec curva projicitur, coordinataeque puitcti projecti $, v 

I y = .-, ha- g ita a b  ipsis I, y pendeent, ut fit 5 = - 
U U 

betur aequatio curvae projectae: 

a , p + e ~ * U f I I p +  f f u + i u ” + C t : + g u + t r  = 0. 

Duo jani se efferunt cams:  p r i m  u s ,  in  quo e non evauescit 
s e c u n d u s ,  ubi e =  0. 

(I 

Quando c lion evanescit , sit u = u, - - g,, f = k,, 
e 

qua suhstitutione aequatio curvac in forniam abit: 

f,”v.+ b , & 2 t f , E u , +  i,yS+ .,E,+ g,v,+ cl, = 0 

s i  desupcr u, = uz- L,; g, = f 2 -  if, ponitur, aequatio pru- 
dit formae : 

E:v, + is.:+ e, i?,+ g2u,+ d, = 0. 

3. Scribanius brcvitatis gratia haric forniam : 

I L  = f Z v  + R V 2 +  b t  + c u  + d = 0 . .  . . . . . . (1) 

Jain s i  in hac arquatiorie ponitor E = z,+ U ,  2 = v,$ B, 
hahetur: 

Eligantur novae asiuni directiones, ut tiat: 

(2a,B-t-b)E,+ ( a ” + 2 a P + c ) u l  = c v ,  

quod semper fieri potest: siniulque deterniinentu; oc et 13 
ita u t  expressio ,8$,~+ 2ocg,u,+ au,’ quac generaliter fit fe+ g $ou)a + hu: per u, divisibilis evaclat, vel uti f = o 
fiat. Hoc efficitur, s i  /1$,’+ 2or&,u,+ uu,” siniul cum u, eva- 

-3~@-260~’-- 2caZ,Bf4~‘f13 -+- 30t~,P---2bc a+c”,B+ptb’ = 0. 

Si in aequationc tratisforinata pars constans evanesci statuatur, 
vel s i  punctum cujus coordinatae $, = O, v ,  = o sunt, in 

curva jacet , fieri debet : 

(Z)...ri*.~,= a ’ / 3 + a , B z + b u + c / 3 + d  = O 

e6 si baec aequatio per 3 2 -  3a,B - c rnultipiicatur e t  ncl 
Ilr  Bcl. 

aequationem nrodo inventatn additur , prodit: 
u , = b o ~ ~ f a ~ / 3 ~ + 3 ~ ~ ~ - - 3 a b , ~ P - 3 b c n  --3aJ~+ab’--cr?= 0...(3) 

Aequatiouihus (2)  e t  (3) satisfieri dehet, si aequationeni ( I )  
par traiisforntatiotiern coordinationum ita transforniare vis , ut  
partes in 5; et  E2 niultiplicatae, siniulque constans evanescant. 
Videamus an h isw aeqriationibus semper satisfieri possit per 
valores ipsorum a: et  ,B renles. Cirsum ubi b = o statim 
seponimus, CURI iri hoc msu acqlratio ( I )  projectii per 

transformationem 5 = -- , t, = - statitn in forniarn 

x”+ u y  + cf+ d,y3 = o abiret, quae ad  parabolas Neuto- 
nianas pertinet. 

Si t  a = 0 ,  erit aequatio (3) bc?+ 3&’+ 3bca - cd = 0, 
quae aequatio, cuni h w n  wanescat, unam salteni radicem realem 

habet. 

valor finitus est, nisi C L ~ =  - c ;  cum vero in hoc casu per 

.I- 1 

.Y Y 

Hac inventa, hahetur per (2) f3 = + sfc+ -- d qui, 
a”+ c 
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aeqiiationem dett:tiiiinafioi~i ipsius 5~ iiiscrvicnteni invrnitur etiam 

. igitur 

si.iiiper f s t  1init;i nisi i~ = 0 ,  c = 0 ,  turn vero alius valor 
3 r l  i p d u s  & habetur - --, (pi rioii evanescit. Si enini a, c, et rl 
6 

oi~iiies siinul eviitiescererit , fierct aequittio ( I )  g'v + h i  = 0, 
vrl ,"u -1- 6 .=: 0 ~ quw ad Bypcr1)olani coriicaoi pertinet. 

6 lo: + d z 0 ,  habet~r  per r(bg11Iihs notas f l  = - - 
2a 

4. CIISUS eIgo supemst quo neque a llrque 6 evancscunt. 
Yideainus nuni i n  Iioc c a ~ n  : i e t p t i ~ n c ~  (2) e t  (3) p r o  x et  f i  
radices reales .si.;tiiut. Facile pcrspicitur , hoc tieri, si lineae 
tertii ordinis ex iieipationibL1s hisce constructac, cuin a et  /3 
tanrc~riani coordinntae orthogonales sl)rctairtur , a se mutuo 
secantur. Hoc stiltcni in nno puncto lieri absque difticultatc 
sic prohatur. 

Iritcrsectiones C I I ~ V ~ I ' I I I U  U, ,= 0 ,  7~~ = 0 eaedeni surit, 
a c  quae duobus curvis ztp = 0 ,  U,+X"IL, = 0 ,  (designante x 
valoreni reiilein iinitum iton evanescenteln) conrniunia surit 
puncto. lllae vero cum singulas habeant asymptotas haud 
parallelas ~ et in  plagas contrarias continuo ductu in infinitum 
porriguntur, planuin it1 quo &ae suut in duas partes sic diri- 
munt, ut nulla alia linea in alteriiill parteni perduci quest, 
nisi quae curvnni secet. Jam cuni curvae niagis m a g i s i p  ad 
asyniptotas accedant, hae vero a se i n  infiniturn ntrimque in 
partcs contrarias reccdunt; parles lirieae altcrae in plagas di- 
vcrsas infirrihrnt protluctac alterain linearn a diversis rrgiotiilius 
reapiciunt , ideogue i t i  partibus iuterniediis secare debeuf-. 

Quodsi ergo d A t u t i o n e s  niodo non1iriat;is , et qoas 
reales evinsiiuus rite pe~ficiautur, aequatio (1) hanc iutluit 
forinam: 

u :c3+ 6 zz.y + c ~y"+ d y s +  c 5y  +fy"+ gy = O 

iii yua n noti eraiieacit, alias enin1 arquatio per y esset clivi- 

sibilis. Si harc  projieiatur, durn J: =z -, y = - ponitur, 

hahcnius 

z 1 
Y U 

a $3  + 6 Ez -t- e &u + g u"+ c + f u + rl = 0 

quae cuni casu secundo art. 2 prorsus convenit. 

5. ~',onsitlerenius j a m  huric casum, et poriainus b = x--- 3 9  1- 
0 

u = y ;  sic ad aequationem delabiinor: 

(4) ....... 2 3 + a z y + l y * + c s + d y $ s  = 0 

Quando b = 0 ,  ponanius x = x'+ u ,  y = y'+ ,B; et  Dan- 
cisciniur : 

O = z's+ 3a5'"+ z x y +  (30~~4- ap + c)x '+ (aa+d)y '  
+ a 9 +  a @ +  c a  4- d p  + c. 

vel 3 (1 p = -  n 2 a - - ,  a 
c 

e. 
a 

Cum 01 irifinita evadat, quando c( = O ?  neccsse cst hiinc cil- 

sun1 seorsini coiisitleriirc. Tom fit 5 3  -j- c 5 + dy + e :z 0;  
sit c x  + d y  + e = y'. 5 == .r', erit ~ ' 3  +y' =t 0 ,  quac A i  

pcr substitutioncs x' == - >  z ,y' = - ' p j e c t a  filerit, i n  

F 3 +  uz = 0 transit; quae parabaIa Neutoni eat. Si V E C O  n 
non evancscit, habentur DL et B quantitates iinitae, a tyuc si po- 
natur 3xxf+ i~y'= yY, aequatio noetia fit: 0 = x's+ dff+ a'y'". 

Quae si per substitutionis = -, y' = - projiciiltur, 

eniergit: O = $3+ g o  4- n'u'. CUIH a' rinn evariescit, sit 

U U 

E 1 
V 7J 

u + z = v', et halietur: 
n 

0 = g 3 - - - $ n ' d 2  $* 
U' 

quae e parabolis saepe inemoralis est. 

6. Regrediamur jnni ad casurn relirpum aequ. (4) , iri 

y'. l ioc  n quo b non evariescit , et supponiitw: y + - .?: 

niodo aequatio (4) h;mc fomani  capit : 
26 

6 ~ ' ~ +  'l.yr+ 7:3+ u , z ~ + c , x + E ,  = 0 
d 

qum prr substitutioiieni ,,y' -k - II y" in  paraboiaia Seuto- 
2 L  - 

riiauain transit. 

Ceteruni v i s  opus erit Inonere, permutat io~~es oiiincs, ( p i -  
h i s  usus SUIII, uinbris fieri posse. I-Iiric euiii projectio , quae 
repetitia projectiord~na oritur , singula projectione ex forma 
priniitiva seinper gigni possit, proliositiorris Neutoni;inae, omnes 
casus diversos lierlustrando, demonstrationern perfcei. 

7. Novuni ill peragenda demoristratiouc se obtulit thco- 
rema: I n  q u a v i s  c u r v a  t e r t i i  gradus u n u n i  d a t u r  
p u n c t u m  P t e x n s  c o n t r a r i i  v c l  t r i a  i n  endern  r e c t a  
s i t a .  

Cuni enini projieieridi pcr umbras, rccta in rectam, et 
curva in curvam aheant, idem de flexu coutrario valet, qui 
etiam in flexum contrarium projicitur. Quot igitur in curvis 
parabolicis genetricihus flexus contrarii dantur, tot In torvis 
ex ipsis genitis, neque plures inveniuntur. Id quod disquiai- 
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tionem de  istis punctis generalem in curvis tertii grailus ma- 
xime sublevat. Est eninr arquatio parabolica generalia: 
( 5 ) .  .. . . . . . . .. . .yy = 323 + 0 5 2 +  bz .  

In puncto flexus contrarii habetur: 
hinc cum differentiando fit: 

d x  : dy = dZx : d 2 y  ; 

2 y d y  = ( 3 x 2 + 2 a s +  b ) d s  erit 
2 y  d 2 y  = (3x2+ 2 a - z +  b) dz;y,  

e t  iterrini differentiando 
2y dzy + 2 d y 2  ( 3x3+ ~ U Z  + 6) d ' . ~  + ( b ~  + ZU) t . 2 ~ '  

unile deniquc sequitur: 
(G) ........ 0 = 3.24+4n.z3+GbsZ- b2 = Y. 

Quando b = 0 et n = n, erii n: 0 .  in quo puncto cuspis 
es t ,  ncyiie wro flexus in contmrium. Iioc cadi1 iritra firiitmr 
spatiuni ituilus datur flexus in cootrariuni. At  si CuTVil yro- 

jiciatur per suhstitutiones y == -, 2 = -, invenitur 

v = c3, quae curva flexuni habet in contrariuui in punch 

I E 
V 0 

= o , v = 0;  (pod ad y = 00, E = 03 pertirrct. 

Quando b = 0 et  a negativa? erit punctum .v s 0, ,-y = o 
punctum singulum curvae, a cetera curva sejunctum. In 

4cz 4 "v(-+>, flaxus in con- -7' y -  3 
punctis x = 
trariuni erunt, quod etiain de  yuocto in infirritum retitoto valet. 
Curvn ertim modo rnemorata projecta haec cst $ 3 + a $ ' u  = v, 
quae irr puncto = 0 ,  v = 0 ,  quod ad  ponctuni illud per- 
tinct, in contrariuni flectitur. Haec e g o  parabola, c p e  a 
Neutorio p u n c t a t a dicta es t  , tres flexus in contratiuni habet. 

In puncta TC = 0 ,  y = 0 

nodus est , flexus contrarius nullus. In putreto iiodato lineae 
tertii ordinis hoc omnino locuni habere iiequit. Agiitur eiiinr 
ad Eunc flexum tangena quae cum ranio, quem e t  sccat ct 
tangit tria puncta conlniunia haberet, cuni vero ranruiii idteIuni 
secat, rcctae cum curva tertii ordinis qmtuor  puncta camnluniit 
essent, id quod ahsurduni. In parabola nostra hoc cliirius 
elucet, s i  y - z ~ r n  = y', y -+ s\ /u = r' ponatur, CIUO 

S i  h = 0, et a positiva. 

aequatio nostra in hanc .z -' y - - transit, quae pro 

1 %  
E' +...., I 

y'= 8 i n  
x ' = o ,  y'=o, r'= --- y2+ ..., 

8alfn 
4 R  Alter ipsius x valor - - 
3 

pro partibus miiiimis ramorurn dat. 

valorem ipsius y imaginarium rcddit. Superest igitur tantuni- 
modo punctum in infinittim remotum, in quo flexus in contra- 
rium esse, facile ostenditur. 

Quando 6 non evanescit. atclue aequatio ( 5 )  53+nz"+ b r  
unam tantum radicem habet reatem, aequiitio (6 )  cuni fit 

dU - - x3+ nz"+ b.z doas tantuiriniodo radices habet, al- 
i 2 d x  - 
t e r m  positivam , altcram ncbgntivam , quarum haec rejicitur, 
cum valorem ipeius y iniaginarium redderit. llla ad dries 
ipsius Y valores reales pertinet, ideoquc ad duo ipsius ciirvae 
puncta , quae cum puiicto in  infinifuin reinoto, tres flexus in 
contrarium sistunt. 

Si G non evancscit, atque arquationis ( 5 )  trcs radices 0111- 

ncs renlca sunt: x = 0,  -+a &-(;a'-- b) ,  valores ip- 
skis v (6) pro hisce valoribas, ( p i  acquationi - =1 0 conye- 

niunt, erunt resp. -6', - f a z +  6 & Y ( ~ ( Z  - n'b). Corn 
in hisce quadratuni partis rationalis niajus sit quadrnto partis 
irrationalis, facile persplcitur, utriimyue horum ipsius Y valo- 
rum fnre au t  positivum a u t  ncgativuiri. 

ifV 

<I.%- 

I n  c a s u  p r i o r i  utraque radix (x-= 0 escepta) aeqna- 
tionis ( 5 )  I. aut positiva, au t  11. negativa, vel clcnique 111, 
alterutra positiva , a l t e r h a  negativa est. Designcntur r, I", rl' 

radices aequationis ( 5 )  secundum magnitudinem scriptas, majo- 
ribus sequentibus, habemus valorcs ipsius v (6) pro z = 2 
et pro x = r, r', P", cpi CUIU - = 0 simul lociini habent. dU 

dX 

x=-m x = r  x = r '  x=r t t  x = + m  

+ 
*---w-Pd- 

I . . . . .  + + + + + + + 11.. . . . + + 
111.. . + + 

- 
- 

- 
Aeqmtionem ( 6 )  duas tautummodo radices realcs habere, fa- 
cile ex hoc schemate dijudicatur. Ciinr vero pro valorc quo- 
cunque ipsius r inter -00 ct  r valor ipsius yy (5) prodiret 
negativa , radix inter 110s limites , aequntionis (6) rcjiciertda 
erif, quod etiain de radicihus inter r' et valet. Unica ergo 
tantum scmper adest radix, quae duo puncta sistit, qua" 
s i~i i l i ter  a c  antea cum puiicto in  infirritum renioto tres flexus 
in coiitrariuni daat. 

1 n c a s u  p o s t e r i o r i ,  quando c' (6) pro oninibus ipsius 
= o radicibus negativa evadit, duo tantnniniodo ipsius v 

dip 

dr. 
radices hahentur, aitera inter - 30 ct r si ta ,  (pile rejicencla, 
altera inter rl' e t  + Omni. 
bus ergo hisce piiraholis. qiiae a Reutoni c ~ i n  o v i i l i  dicuntur 
trcs flewis in contrarium sunt. 

- 

quae duos ipsius y valores dat. 

His omnibus collectis yatet: P a r a b o l a m  N e i l i a n a m  
e t  n o d a t a m ,  e t  q u a s  n n i b r i s  g i g n u n t ,  f l e x u m  t a n -  
t u i n m o d o  s o l u i n  i n  c o n t r a r i u m  h a b e r e ;  r e l i c j u a s  
o m  n e s  t e r  nos. 

8. Quo clarius, t p a m  es praecerleotibus sponte, sequitur, 
pateat, uti tres flexus in recta eadern jaceant: alio niodo reni 

14 * 
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scrvation at Paris on May 6 ,  one at Abo on June 5 and the 
Hamburg observation on July 5. I further corrected the 
elements thus obtained by applying the method of least 

a 16 

Paris observation on May 6 and the observation at  Haniburg 
on July20. The following are the elements of the correctcd 
orbit: 

aggredianiur. Sit aequatio tertii gradus, ad axein ip iue  x 

relata, qnne curvam in tribua punctis x = a, J: = a', s;= ail 

secat; t d i s  ergo forinae: 

Ponainus 
( 5 - K ) ( I L . - K ' ) ( x - E c c " ) + y  f(s,y) = 0. 

1, = x + h y - - a  
I ,  = :c + h'y -- a' 
1, c 5 +A')3'-dI 
1, = Y 

1, . l , .ZS+2,  f'(x,y) = 0 

designantibus h ,  A', j." quantitates constantes; irde deducitur 

1, = 0 aequatio est rectae q u w  cum aai ipsorum .2: coincidit 
1, = 0 ,  I ,  = 0 ,  1, = o aequationes linearum rectarum, quae 
axeni hanc in punctis 5 = z, .z = s', 5 = (z" respective 
secant. Sit I, = o aequatio lineae rectae, quae has tres lineas 
rectas in tribus aliis ipsius cirrvae punctis secat, wit, cu~n i n  
hisce trihus punctis valor aequatioois evanescit, nec nnn prinia 
pars ipaius aequationis, neque vero 1,,  cuiii aiia tria yuncta 
quain in quibus haec linea curvani secat, supposuintus; in 
hiscc trihus purictis f'(r,y) == 0. Cum vero f'(5,y) secun- 
dunr tantuni gradum attingit, producturn ipsius 1, in aliani 
primi gradus aequationem, vel in constantem erit, in  casu 
contrario eriim a recta 2, = 0 in duobus tantuniniodo punctis 
secari potuisset. Habemus ergo aequationem curvae : 

1,.1%.i3 3. 1,.z5.1, = 0. 

Jam supposuinius 1, = o et 2, = o cum siogula ex his 
I ,  = C, 1, = 0 ,  1, = o singula locum in curvae ambitu ha- 
bere, unde tandem sequitur tres re l ipas  intersectionis recta- 
run1 harum cum curva, si adsunt, in eadem recte I, = 0 
jacere. 

Hinc tanquani corollarium deducitur : tangentes ad tria 
pnncta, in eadem recta sita, curvam tertii ortlinis, in tribus 
punctis secant, quae similiter ipsac in recta linea jacent. 
Casuni hujus  corollarii specialem asymytotae tres praebent. 

Si duo illorum tangentium curvam in puncto contactus 
sinrul secant, vel si flexus in contrariuni adest, idem de tertio 

puncto curvao in eaderrr cuni duobus praecedentibus recta sita 
valet. lnde etiam patet, cum recta quaeviu curvam in uno vel 
tribuw punctis secat , si duo talia puncta adfuerint, tertiuin 
etiam adfnre. 

9. Aequatio niodo allata ciirvae tertii gradus propositionem 
sistit pro hisce curvis, ei sinrilem, quae iu sectiouibus conicis 
valet : 

D u c a t u r  l i nea  1, q u a e  c u r v a m  i n  p u n c t o  p , ,  p2, p ,  
s e c a t ,  s i m i l i t e r  I, q u a e  e a m  i n  a l i i v  t r i h u s  
p u n c t i s  pa,  p 5 ,  pti p e r s t r i n g i t ;  j a m  si agur i tu r  
r e c t a e  I, p e r  p u n c t a  p L  e t  p,, I, p e r  pp e t  pJ ,  
I, p e r  p ,  e t  p , ; ,  h a e  o m n e s  s i  c u r v a m  d e s u p e r  in 
t r i b u s  p u n c t i s  p 7 ,  p s ,  p 9  s e c a n t ,  i p s a  in  r e c t a  2, 
s i t a  e r u n t .  H i s  p r a e n i i s s i s  d i co :  P r o d u c t u n i  e x  
t r i h u s  a p u n c t o  i n  c u r v a e  c i r c u i t u  q u o c u m q u e  
a d  l i n e a s  I,, I , ,  !9 d u c t i s  p e r p e n d i c u l i s ,  a d  pro- 
d u c t u n i  e x  t r i b u s  a h  e o d e m  p u n c t o  a d  l i i i e a s  
r e c t a s  I d ,  1,, 1, d u c t i s ,  r a t i o n e m  t e n e t  c o w  
s t a n t en]. 

T h e o r e m :  D i e  A n z a h l  a l l e r  V e r b i n d u n g e n  z u  
v i e r ,  von e i n e r  u n g r a d e n  A n z a h l  P u n c t e ,  von  d e n e n  
k e i n e  d r e i  i n  e i n e r  graden  L i n i e  l i e g e n ,  i n  denen  
e i n  P u n c t  i n i ) e r h a l b  d e s  D r e i e c k s  l i e g t ,  d e s s e r i  
S y i t z e n  v o n  d e n  i i b r i g e n  d r e i e n  g e b i l d e t  werder r :  
i s t  i m m e r  g r a d e .  

Folgender Satz llfst sich geumetrisch beweisen. 

Die Figur ilibt sich nicht in drei continnir- 

lichen Ziigen beschreiheii , trhne einige Theile zmei oder mehr- 
ma1 zu ziehen. 

Dieses Thearem liifst sich sowohl geometrisch alu ana. 
lytisch beweisen. 

Th. Clauscir. 


