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UBER DIE LOSUNG DER ERSTEN RANDWERTAUFGABE
DER ELASTICITATSTHEORIE.

Von Arthur Korn (Berlin-Wilmersdorf).

Adunanza del 27 febbrajo 1910.

Das Problem des elastischen Gleichgewichts bei gegebenenen Verriickungen eines
elastischen Korpers an der Oberfliche oder die erste Randwertaufgabe der Elasticitits-
theorie fordert die Auffindung von drei in dem Gebiete = des elastischen Korpers mit
ihren ersten Ableitungen eindeutigen und stetigen Funktionen u, v, w der Stelle x, y, z,
welche den Differentialgleichungen:

59
Au+k§;:—X’
)
® sopES ==Y 0=F I
Aw-l—k‘;—::_z,

im Gebiete v und den Grenzbedingungen

"=,
(2) v =1,
w=w

an der Oberfliche » von t geniigen. Dabei sind X, ¥, Z drei in v gegebene Funk-
tionen der Stelle x, y, z; #, v, w drei gegebene Funktionen der Stelle an der Ober-

fliche » von 7 und k eine gegebene Zahl.
Ich habe die allgemeine Losung dieser Aufgabe *) fir den Fall gegeben, dass die

1y A. KorN, a) Abhandlungen zur Elasticititstheorie, 1: Allgemeine Losung des elastischen Gleich-
gewichtsproblems bei gegebenen Verrickungen an der Oberfliche [Sitzungsberichte der mathematisch-phy-
sikalischen Klasse der Akademie der Wissenschaften zu Minchen, B. XXXVI (1906), S. 37-80]1; b) Sur
les équations de Uélasticité [Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, Ser. III, Bd. XXIV (1907),
S. 9-751; ¢) Allgemeine Losung des biharmonischen Problemes im Raume [Anzeiger der Akademie der
Wissenschaften in Krakau, Mathematisch-Naturwissenschaftliche Klasse, Jahrgang 1907, S. 837-8961;
d) Ueber die CosSERAT schen Funktionentripel und ihre Anwendung in der Elasticititstheorie [Acta mathe-

matica, Bd. XXXII (1908), S. 81-96].
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Fliche o geschlossen und stetig gekrimmt ist,‘ dass die Funktionen X, ¥, Z mit ihren
ersten Ableitungen ?) in v eindeutig und stetig, die Funktionen #, v, w an der Ober-
fliche » mit ihren ersten und zweiten °) Ableitungen eindeutig und stetig sind, fiir
eine beliebige Zahl 2> — 1.

Bei diesen Losungsmethoden wurde das Problem zunichst auf das einfachere
Randwertproblem zuriickgefiihrt, bei dem die Grenzwerte von #, v, w an der Ober-
fliche verschwinden; es geschieht das in sehr einfacher Weise durch Abtrennung dreier
Potentialfunktionen mit den Randwerten u, v, w von den gesuchten Funktionen;
hierauf fithrt fiir die @brig bleibenden Teile von u, v, w eine Methode der successiven
Anniherungen zum Ziele.

Der Zweck der gegenwirtigen Untersuchung ist, die Zuriickfithrung auf das Problem
der verschwindenden Randwerte za vermeiden und eine direkte Losung mit Hilfe der
Methode der successiven Niherungen anzusetzen. Die Methode, welche wir im Fol-
genden beweisen werden, besteht darin, dass man zunichst die Funktionen » v’ w’
bestimmt, welche in = mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind und den
folgenden Bedingungen geniigen:

Au, = — 2tk
o 2(I+k)
, 24k
(3) Ay, = — 2(I+k)

, 2—|—k
A =
o 2(I+k)
u = u,
@) v, =7, a0

hierauf successive die Potentialfunktionen wviw; (=1, 2, 3, ...) mit den Rand-

?) An Stelle der Stetigkeit der ersten Ableitungen der Funktionen X, Y, Z kann die weniger
enge Bedingung treten, dass fir irgend zwei Punkte (x, y,z,) und (x,y,7,) des Gebietes © im
Abstande r,

1X(%, 5, 2) = XG0, 20l LoDy oo
wo ¢ eine endliche Konstante und @ eine positive Zahl > o vorstellt.

3) An Stelle der Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u, v, w kann dic etwas weniger enge
Bedingung treten, dass die ersten Ableitungen D, u D, v, D w fur irgend zwei Punkte (x, y,7,) und
(%, 5, %) der Oberfliche @ von t im Abstande r , die Bedingung erfiillen :

D, u(x,y,2) = Dyu(x,y, )| Ler?y, ..o,

wo ¢ eine endliche Konstante und @ eine positive Zahl > o vorstellt.
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2% 8(

werten *):
u;.: u’ ~+— !
, ks
(5) 'U,':—
w;: w' +
wobel wir
1
Ui =~
6 1
(6) v i
W= —

setzen und unter ¢; die Potentialfunktion des Gebietes + mit den normalen Ableitungen

@)

47

!

o
p
f d‘r X
ity T am a_x ’—

27 ay

27 ax

— 5 —
15 cos(v() )

o LOZ

dr 1 0
27? a,\ I"l

dr 1 9
/'r 2r8y

- ’ I
- ! : '

~ Y cos (vx)

O y

5;?’ cos(vy) — 5% cos (v x)

verstehen; dann sind die Reihen

®

w=u 4+Au 4 \u
vV=uv, 4-rv, 41
w=w, +rw 4 2w
U=U 42U 43U,
V=V 4V ¥V

W= W AW 3 W

mit ihren ersten Ableitungen fiir beliebige

(9)

<

COS V]
37 (y)

oY
— 35 s (v()ﬂ ,

+ Ui
+
.+.

an w, (j=i,2,3,

-

o

aaq)'—-u cos (vx) -+ b; cos (vy) - w; cos (¥g), an

F++

in v gleichmissig konvergent und erfillen die Bedingungen:

(G=o1,23,..

).

)

Anu' = 2 + k X,
T 2(F R
, 24k .
(10) Av = 2(1_:_ HD in =,
Aw' = — _Z_ﬂ_ Z
2(0F B
4) Wir gebrauchen stets die Abkiirzungen:
w33 dw 2
— 3y o’ T 37 d¥x’ T 3x dy

5) v ist stets die innere Normale von do.
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— , 1 0 ,dz 1 0 ,dT ,
=u—|—)\§—-u —l—;a—y Tm“;—“zﬁa—( Tb T+2UE,
, = , 1 0 ,dv 1 0 a7 )
(I]) 'U:'u—[—)\s—'v +;7;§Z Tu—r——'“é;'a& Tm7‘+2V$, an o,
M e L9 [pdr 10 [ dT §
v _w—f-l( w+2w8x Tb r 2m0y Tu r + 27
und die Funktionen
, 1 0 ,dx 1 0 ,
u—u(1+l)—l§§5}£m7 2737 — 4+ U%
, 1 0 [ ,dx 1 0 ,d ,
(12) (v=ou (I+x)_x§;t5{/Tu 7—58—&111)74-21/;,
— _afr 9 fydr 1 9 fdT E
w=w(1+2) l?2116): Tn r 2718}1,1“ r + 2w
gentigen den Bedingungen des Problems (1), (2), wenn man
k 2
(13) )
setzt, so dass die Methode fiir alle Werte
(14) E>—1

anwendbar ist. Fir verschwindende Randwerte geht die Methode in unsere frithere
Methode tber. Wie bei dieser ergiebt sich bei der gegenwirtigen Untersuchung die
Existenz einer abzihlbar unendlich grossen Menge von Zahlen 2 %, . . .

(15) T <A<

denen Potentialfunktionen it’, v!, w. entsprechen, welche den Grenzbedingungen

I dv 1 9 dv "
“—li 4+ way n’x?*‘;‘,;az Tnx7+2U,‘,
. d'r I O
(16) { v, = K% "+27ra( Zwax/ +2 ,)an o, (x=1,2,..)
T ., 1 0 d'r 1 9 , -
wu_)‘x—wx+;r&h/r1b%7_2—7ra_y Tuu7+2WxE

geniigen. Diejenigen unter diesen Funktionentripeln, fiir welche

(17) i, cos (v x) 4 0, cos (vy) + w, cos (vz) = o, an ®
ist, sind die frither von mir als biharmonische Funktionentripel oder genauer als bihar-
monische Funktionentripel erster Art bezeichneten Funktionen. Die Funktionen

4 — u __)\L _I___a_ i dT +2
O 1—}—1 2mdyJ. Py 27:8(,[
. -’ dT I [ ’
(18) . = 7, 27:8(/ —2wa_x x7+2V,‘§:
. -, Ay 0o ,d‘l’ 1 d dT i 1\
wx_w:;_»fv_f—_?)\;‘%;é.; 19677‘5;6y 7+2W;¢§
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welche den Bedingungen:

“ox = O
. ; . 22
R . — X
(19) A‘v;‘ % ay —_— 0, m T’ k;c 1 + l“,
: Rl
A k% =
wu+ ‘8(
1‘tx: 0,
(20) 1.})‘::0’ an w
w, =0

geniigen, bezeichnen wir (ev. nach Multiplikation mit gewissen Konstanten), wie friiher,
als CossEraT’sche Funktionentripel oder genauer als Cosseratr’sche Funktionentripel
erster Art. Wir werden aus der gegenwirtigen Untersuchung schliessen konnen, dass
die allgemeinen Funktionentripel (16) mit den friheren durch die Bedingung (17)
charakterisierten biharmonischen Funktionentripeln koincidieren, dass zu denselben nur
noch die Funktionentripel

I oy, oY, do

g—ﬁfm;ay ST

I oy, oY, do

G 1= far e on = Frencf

( I oY,
- _._/ ox
hinzugenommen werden miissen, in denen die ¢, Pomcart’sche Fundamentalfunk-
tionen ®) des Gebietes v mit den zugehorigen Zahlen X, sind. Die diesen Tripeln (21)
entsprechenden Cosserat’schen Funktionentripel, wie sie nach (18) zu konstruieren
wiren, sind identisch null, so dass wir keine neuen CosseraT’schen Funktionentripel

8_¢

3y cos (v x) dr_w

erster Art auf diesem Wege gewinnen.
Dieses Resultat ist nicht iberraschend; denn man kann ja von vornherein von den
zu konstruierenden Losungen des Problems (1), (2) Funktionentripel

U’:_Lf(%cos(v()_ﬂcos(vy)>@
(22) V'=—Efw(a¢cos(vx)—gicos(v())d)
W’:———f(gicos(vy)_a_q_’cos(vx))

abtrennen, in denen ¢ eine Potentialfunktion des Gebietes © darstellt, in solcher Weise,

6) Man vergleiche A. KorN, Abhandlungen gur Potentialtheorie (Berlin, Ferd. Dimmlers Verlag, 1902),
Abhandlung 5.
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dass fiir den tbrigbleibenden Teil der Losung die normale Wirbelkomponente an der
Oberfliche null ist; dann kann dieser iibrig bleibende Teil der Losung offenbar nach
der fritheren Methode konstruiert werden und wird nur zu biharmonischen Tripeln
der fritheren, durch die Bedingung (17) charakterisierten Art fihren. Andererseits
geniigen die Funktionen U'V'W/’, wenn fir ¢ e'ne PoincarE’sche Fundamentalfunktion
mit der zugehorigen Zahl %, gesetzt wird, den Gleichungen (16), sind also auch bihar-
monische Funktionentripel erster Art in dem hier erweiterten Sinne.

Fir die Reihenentwickelungen nach biharmonischen Funktionentripeln erster Art
erhalten wir durch die Hinzunahme der Tripel (21) zu den biharmonischen Funktionen-
tripeln erster Art den Vorteil, dass wir in den friheren Resultaten Gber solche Reihen-

'

entwickelungen nicht mehr tber dic zu entwickelnden Funktionen «', ', w' die

Voraussetzung
(23) u' cos (vx) 4 v cos(vy) 4 w'cos(vz) =0, an o

zu machen brauchen.

§ 1.

Der wesentliche Teil unserer Untersuchung wird der Beweis dreier Hilfssitze
sein; nachdem wir diese in dem ersten Paragraphen bewiesen haben werden, gelangen
wir in das Fahrwasser fritherer Untersuchungen und konnen dann sehr leicht (§ 2)
alle gewiinschten Schlussfolgerungen ziehen.

Hiessatz 1. — Es seien

v W (G=0,1,2 ..., )
p + 1 Tripel von Potentialfunktionen des Gebietes =, und wir setzen die Stetigkeit der
ersten Ableitungen dieser Funktionen

' t 4
D, u}, D, v, D, w;

derart voraus, das fiir irgend zwei Punkte (x,y,z,) und (x,y,z,) des Gebietes T in
dem Abstande r ,:

(24) le;’(xzyz Zz) - e; (xlyl (1)! é B; r(mz’
(25) 0 3,%,) — W (. ) L Birl, -

wo die B} Konstanten bedeuten und = einen echten Bruch vorstellt; wir setzen

G=0o0,1,2,..., )

w =au, o Fou, 4 o au,
(26) v =20 400 a0 4o a0,

W= - a W, A a,w, e e ws
7) B =uB +uB 4B - +aB,
wo e o o, ... a Konstanten sein mogen, welche der Gleichung
(28) R L Iy

geniigen; wir definieren die drei Potentialfunktionen #’v'w’ durch die Grenzbedin-
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gungen :
_'=—“'+2L.,,§a;_/; dT 216{/ —+ v,
(29) 5=—v'+%:%[u'drr 2Inax m—+ 2V, % an o,
a'=_w'+;—W%an'dT—;‘;a%”u'TJrzW'
wobel wir
v = 47:/ igﬁ'cos(vz)—%cos(vy) ;

(30) V=— fg%q; cos (vx) — do

4T
W’:——L/‘\al‘ COS(V}')—N;’COS (vx) ”;

)

lox
setzen und unter ¢’ die Potentialfunktion des Gebietes t mit den normalen Ableitungen
oY’ ,
(31) Sy = W= u’ cos (vx) - v cos(vy) + w' cos (vg), an @
verstehen. Wir behaupten, wir konnen stets die Konstanten
10 otl az2 P a?

so bestimmen, dass
G2) [T+ 45 s Lo, [107 0o wolds 4 6B

wo ¢, und ¢, positive Zahlen sind, welche man durch Vergrdsserung von p unter
jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabdriicken kann, und die in keiner Weise von der
Wahl der Funktionen #;v}w; abhingen, oder

(33) T_é spl—{—s;B",
wenn wir
T= [W" 43 45+ wydr,
(34) i
— /‘{elz + u'1 + b!z + mlz}d‘c
setzen. *

Zum Beweise teilen wir das Gebiet v in m Teile, wo m gleich % oder gleich

der nichsten ganzen Zahl unterhalb L ist, in solcher Weise, dass die grosste Entfer-
nung je zweier in ein und demselben Teilgebiet gelegener Punkte

-3

(35) Ty

12_._.3

Vp

wo « eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt der Fliche w
abhingt, und wir bestimmen die Konstanten

L
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derart, dass die Gleichungen stattfinden

f@dt:o,
\/‘E'd-r:o,

(36) ‘

ft—)_’drzo,
T

13

fi?)'d‘r:O

i

fir jedes der kleinen Teilgebiete t,; es sind dies in der Tat p oder weniger lineare
und homogene Gleichungen fiir die p 4 1 Konstanten

X% &y s 2y
welche noch der Bedingung

(37) R e
zu geniigen haben; diese Bestimmung ist also stets moglich.
Nach Voraussetzung und mit Ricksicht auf frithere bekannte Sitze 7) geniigen die

ersten Ableitungen von #'v'w’ in v der Stetigkeitsbedingung, dass fiir irgend zwei
Punkte (x,,7,) und (x,y5,2,) von 7 in dem Abstande r ,:

(38) Iﬁ, (.xz.)’z {2) - ?(xd’; {l)l é (Cx abS. MaX. (e') u') b” m’) + Cz B')r?:7
[u'(xzyzzz) - u'(xlyl z-x)' é (Cx abS. MaX. (6,’ u’7 b" m’) + Cz B,) r?z’ RS ]

wo ¢, und ¢, zwei endliche Konstanten vorstellen, welche lediglich von der Gestalt der
Fliche o abhingen.
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (36) ist fur jeden Punkt (£, w, {) des Ge-

bietes T,
I

67(57 N, C): Tf{O_I(E’ Ny :) —5’(9:, ¥ )44,

(39) B U _
? w' (€ n 0= %f%u'(i, n O —w'(x 5, DYd, ..o,

folglich nach (35) und (38):
7| | e
S (£ abs Max (9, w, v, ) o, B’>(s—) :
[u'], ... p

demnach :
(10) [T 435 o ds Z{C, % [abs. Ma. (8, ', v, )]+ C, B

szm

7) Man vgl. L. c. *) b), S. 15, 25, 29 und L c. 6), Abhandlung 3, S. 5-9.
8) C, und C, sind wieder zwei endliche, nur von der Gestalt der Fliche v abhingende Koastanten.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXX (29 sem. 1910). — Stampato il 31 maggio 1910. 19
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Nun ist, da 6, w’, v', ' allgemeine Potentialfunktionen des Gebietes v sind [man
vgl. die Berkung S. 847 meiner Anm. *), ¢) citierten Abhandlung]:

[’ |, ...

wo ¢’ eine lediglich von der Gestalt der Fliche w abhingende Konstante vorstellt,. p
eine positive Zahl, welche man beliebig klein wihlen kann.
Bei geeigneter Wahl von p kann man daher in der Ungleichung:

() [T P B Lo [t o Ll o

zunichst ¢ beliebig klein wihlen und dann, indem man p gross genug wihlt, auch ¢

so klein machen, wie man will.
Hirrssatz II. — Es seien #’' v’ w’ drei Potentialfunktionen des Gebietes 7; wir setzen

die Stetigkeit der ersten Ableitungen dieser Funktionen
D4, D=, Duw
derart voraus, dass fur irgend zwei Punkte des Gebietes v im Abstande r _:
(43) o o) dowe,
%,9:%) — W (5,2l .-
wo B' eine Konstante und = einen echten Bruch vorstellt; wir definieren die drei
Potentialfunktionen #' v’ w' des Gebietes = durch die Randwerte:

P ’ I i IdT 1 90 'dT '
w — —u +an~/r‘m—r——;;£/;b 7—+2U 9),
oy ' _I___Q_ rdT -I o rdT (
(44) v =—0 +2Wa( T“T—5;$£m7+2V7
- , L, 1 9 ,d= 1 0 ,dv )
w = w Zna—;[n T——;“T—U&—y Tu _1'—+2W,

dann ist stets fir irgend zwei Punkte (x,y,7) und (x,y,z,) des Gebietes T im
Abstande 7 ,:

0'(x —0'(x ¢ »
(45) | CA) )] }4(71]/ / (0"+u”+n'z-l-m")dr+eB')rl’,,

: la(xzyzz.z) _E, (xxyKu) ') -y

wo ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt der Fliche o
abhingt, ¢ eine positive Zahl, welche man beliebig klein wihlen kann.

9 UV W sind wieder die Funktionen :
. 1 oY Y dw
(44) v=—2 [ cson— Fesonf?2, ..,
wobei wir unter §/ die Potentialfunktion des Gebietes t verstehen, welche die normalen Ableitungen
(44,) aa—:l: =), =wcos(vx) 4 v cos (vy) 4 W' cos (v3), an

besitzt.
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Nach den Glexchungen (44) smd

W — 20U,
v v — 2V
ww —2 W

die Potentialfunktionen des Gebietes 7, welche die Randwerte
Lo ID'dT 19 b'dT an ¢
2ndy). " v 2mox. r Y

besitzen, und nach der Methode des arithmetischen Mittels gelten daher fiir die normalen
Ableitungen

a oy ' '
S v — 20,

[man vgl. die analoge Betrachtung S. §3 meiner Anm. ), b) citierten Abhandlung]
die folgenden Relationen :

3~ ., N1 o dx
LG L e S L

‘-4

o - N dr & [ dx

() N5, v =277 = ?_(azavf FR o) LA R R
9 ,—, , , d’r 9’ a7 .
a_v(w+w —W)=— 2—:(89«8\»/; ayav/ r a+L

wo E, 4, Z Funktionen darstellen, welche an der Oberfliche » von der Art

(!
(47) ™) IE(xzmz)—E(x,y.zx)légcndl- Konst, 222 Max (:, 000 4 ep §

(¢’ eine positive Zahl, welche man beliebig klein wihlen kann) stetig sind; es folgt
somit an der Oberfliche o:
I

w4 u — 2l = 2u +27c8\c d(B—I—Zcos(vy)—-—Hcos(v()
I o’ ,dT o’ dT 1x
o UG A ayav/ )

COS(V)% 3 ./ud'r J m,dT%
Yzt T Taxan )M L
1°) Mit Rucksicht darauf, dass die zweiten Ableitungen der Integrale j w _d_ri, ... den Unglei-

T
DZ‘/‘u’d~T
T r

(z eine positive Zahl, welche man beliebig klein wihlen kann).
1) Wir gebrauchen die Abkirzung :
S S WA S N
(x0Wiae — (3x0W; T (330},

chungen geniigen :

Z endl. Konst. ﬁl—)i'—{?}i +¢eB, ...
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oder:
- 1 0 i
=21 Zﬂax + + fu 7 )iva
8 y/ H : urdi
(48) { -+ Zcos(vy) — C°S(“<)“ZE[°°S(”) é—af 2
az 'd‘l' az de
+cos(vy)§m£” . x [m T;M],.
Da
1 d(l.)___ ‘-l* aq’ dw‘—
2% axf o §—+rax b OV T Co
0o dr 12
(49) u+2wga__f1u7—m._6 b

el [+

cos (v x)

o’ ,dz
axava“ T

i+ i+a

T
\ —|—cos(v7\)§a BVf . M:E,, .
wo wieder die Funktionen
E.nCEm L ENT
an der Oberfliche ® von der Art (47) stetig sind, so ergiebt sich:
(50) (33,2 — (5,3, )| £ el Kons, 22X Qo0 58D 4 oopple

und mit Riicksicht auf (41) ergiebt sich die Behauptung fir w', v', w', ( ":s":%):

)= TG0l (5 )/ [0 v v pwasdoB)
e’ ® T

[c eine endliche Konstante, welche lediglich von der Gestalt der Fliche o abhingt,
e(= 2¢') eine positive Zahl, die man beliebig klein wihlen kann].
Um den analogen Beweis fiir 0’ zu fithren, schreiben wir die Gleichungen (44)

in der Form:
1
- 27vaxf _+®

1

(s1) fu'—_-'u'+2_n_ay ————+X an w
w=w 420 [odT
A PYF- 7 ? r +v

12) Man vgl. die analoge Betrachtung S. 185 in meiner Abhandlung Solution générale du probléme
d'équilibre dans la théorie de Pélasticité, dans le cas oi les efforts sont domnés 4 la surface [Annales de la
Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, Ser. II, Bd. X (1908), S. 165-269].
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wo ® X W drei Potentialfunktionen des Gebietes t vorstellen, welche der Bedingung:

o®  oX , oW _
(52) st T5=°
geniigen.
Nach diesen Gleichungen sind
¥ —u — b,
v — v — X

die Potentialfunktionen des Gebietes 7, welche die Randwerte
1 0 d'r

... AN ©
270x T

besitzen, und nach der Methode des arlthmetischen Mittels gelten daher fiir die normalen
Ableitungen

0 ! ’
év(u —u —P), ...

[man vgl. die analoge Betrachtung S. 53 meiner Anm. "), b)] citierten Abhandlung die
folgenden Relationen:

o — , 1 0o At
(53) év(uf__.u—@):—Emfe—r+ﬂu,..-anw’

wo EWNZ Funktionen darstellen, welche an der Oberfliche » von der Art (47) stetig
sind; es folgt somit an der Oberfliche w:

@:_p+:42/WE
(54) 270V ). 7 )i

~+ Ecos (vx) + Hcos (vy) -+ Zcos (vg).
0’ dr
ov* / b r
wo wieder die Funktion § an der Oberfliche o von der Art (47) stetig ist, ergiebt
sich wieder mit Riicksicht auf (41) die Behauptung fiir §':

%v<[wu+wu+w4qur+sy)ﬁ

Hiwrssarz III. — Die durch die Gleichungen (), (6), (7) definierten, successiven

Funktionentripel #;v;w; geniigen den Relationen:

gﬁmp+w+m%+wwr

Da
(s5) o+ —

27

=E,

i+a

— — [
P )~ Pyl (=
]

(56)
= [0 s 0 Y L0 (=05
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In der Tat, setzen wir:

’ ’ I a 1 dT a ’ dT y

(57) “j-'-“j'l"“/_x—Ega_yﬁmi_,T—a[bi_,T —2U_,
so ist:

g Ay — gam;._‘ ov_, .
(58 % =2 3y Tt in v
(59) “,=v,=w; =0, an

6 — 3’ 4 uy q’;_
(60) o= —u, — 4, 257,
(61) Oi = 01'. + 6;_;

Aus (58) und (59) ergiebt sich:

@ [152) ++ (3 )+ A (50) 4 - dar= [ - 4de

und analog sowohl

l+| a I+l a a l+l 1
(63) e ATy p T dr:zﬁ{ujui+---}dr,
als auch
(64) f a;:-x axl+ + a;?l ax + + a;c+1 ax + Sd1=2‘/} j—1 ]+1+ }d‘l',
somit :

fr‘{uiu}+ ---}drz./;{uiﬂu;._l 4 . }dx,

und hieraus nach (60} *):

(65) ‘/‘{u’z+b’2+mu}d1_f{ul+x j-—- l+b[+l j—1 +m/+x j— x}d‘r

Wir konnen die Gleichungen (58) und (59) auch so schreiben:
66 90 i
(66) Ay =—2-5"=, ... In 75

(67) %, =v,=w;, =0, an o,

und wir erhalten nach denselben:

(68) f%(au)ﬂL +(5) +- +(52) +

13) Mit Ricksicht darauf, dass

ﬁ%”?(za%“——w;_,) : f@“;—x( 411’)+ ;dr.

Ade=a [0 a5
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und analog sowohl

}+1 1+l aw a‘Z'U]-%l Z e 0,
(¢9) ax B4 S 5200 toejde=2 [ 0,84,

/ dt_Zfel d:

(7O)f ox ox “+ P /+ o ax axl+

und hieraus nach (61):

(71) feud’r_"/erﬂ ; ldT.

Die Addition der beiden Formeln (65) und (70) ergiebt die Behauptung.

§ 2.

Durch diese drei Hilfssitze gelangen wir nun unmittelbar in das Fahrwasser der
frisheren Untersuchungen [man vg. die Anm. 1 ¢) d) citierten Abhandlungen]. Wir
konnen die Konvergenzbeweise fir die Reihen (8) und ihre ersten Ableitungen in aller
Strenge fiihren, solange A absolut genommen kleiner als eine bestimmte, endliche Zahl
A, ist, die streng genommen grosser als eins ist. In jedem Falle kénnen wir fiir irgend

ein |\|, das kleiner ist, als eine beliebig gegebene positive Zahl m, eine Zahl p und
p -+ 1 der Gleichung

(72) o S NP S

geniigende Konstanten

so finden, dass das Problem o !
o 2+Fk .
(73) Au 2(1 i k) a, X, in T

__cxu-—}-azu—[- +“puﬂ

1 0 dr 1 0 ”" " I4
2_7;5)7 TID T"“;Ea—( TU —-r——l'-ZU ),

(74) 3‘”“

durch die Methode der successiven Approximation in der auseinandergesetzten Weise
gelost wird, und es ergiebt sich somit, falls nicht grande X eine Losung der Gleichung

(75) D) = (—WPa, — (= e, + oo (— 1)fa, =0
ist, dass wir die Losungen des Problemes (10), (11) fiir jedes

M Lm

4) Die Bedeutung der Funktionen U” 7" /" ist der Bedeutung der Funktionen U’ U’ W' Anm. 9)
analog.
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in der Form

PQx %, 3 2)
—O=)0—1) . 0—=12)’
(76) vV = oM, % ) ) "Lb
O—=2)0—=2)...(x—1) A FENFE e FEN
wl — R()\’ x’ y’ Z.)
=20 —2)...(x»—2)
darstellen konnen, wo dje Funktionen P, Q, R mit ihren ersten Ableitungen in = fiir
jedes |%| £ m eindeutig und stetig sind und fur

A=}, =1, 2, ...n),
abgesehen von einer von null verschiedenen, multiplikativen Konstanten in die bihar-
monischen Funktionentripel #/v, w, erster Art iibergehen, welche nunmehr durch die
Gleichungen:

77 Aul = A0 =Aw,=o, inT,

o "y I a dT d‘l.'
u’x—)‘xi—ux +E"a_y mx r 2"'0(‘/‘ +2 .¢§

o f I a dT 1 a

(78) ’UK-——)\,‘;-—'U" ;az 27rax m_+2 “; an o,
L 19 A "
'w“_)\xg—-w Eax “_7’—_-2—7&'5—}' Tux "’—+2W"€

(79) fw+w+w+mw:x
definiert sein mogen. i

Nach der Losung des Problemes (10), (11) ergiebt sich unmittelbar die Losung
des Problemes (1), (2) mit Hilfe der Gleichungen (12), und die Diskussion aller
anschliessenden Fragen bedarf, da sie mit den fritheren Untersuchungen genau parallel
geht, keiner weiteren Ausfihrung.

Berlin-Wilmersdorf, den 14 Februar 1gro.

ArTHUR KognN.



