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9.
Sur les differents genres de multiplication.

(Par M. Grassmann, prof. des mathem. au College de Stettin.)

M. Cauchy a communique a l'Academie des Sciences, le 10, 17 et 24
janvier de Tannee passee, les principes d'un calcul fonde sur des quantites
qu'il nomme clefs algebriques. (Voyez Comptes rendus XXXVI pages 70,
129, 161.) II a fait voir qu'a l'aide de ce calcul, on peut resoudre avec
une grantle facilite des questions d'analyse et de mecanique, dans lesquelles
l'application des methodes ordinaires entrainerait de l ngs et penibles calculs.
Ce n'est que depuis quelques semaines que j'ai pu obtenir connaissance de ces
Communications; mais au premier coup d'oeil je reconnus que les principes qui y
sont etablis, et les resultats qui en ont ele tires, etaient absolument les meines
que ceux, que j'avais publies deja en 1844 (dans un ouvrage intitule ^
nungslehre oder Wissenschaft der extensiven Gr e. Leipzig
et dont j'avais donne en meine temps des applications nombreuses a Tanalyse
algebrique, a la geometrie, a la mecanique et a d'autres branches de la phy-
sique. Depuis la publication de cet ouvrage, je suis parvenu a simplifier et
a generaliser les principes du calcul qui y est expose, mais je m'etais pro-
pose d'en retarder la publication jusqu'au temps ou j'aurais le loisir de rema-
nier tout Fouvrage. Cependant, en raison des articles cites, je me trouve
force de publier ici quelques-uns des resultats obtenus, comme je vois que,
dans ses clefs algebriques, M. Cauchy a trouve en quelque sorte les clefs,
non seulement pour entrer dans la theorie que j'ai publiee jusqu'a present,
mais encore pour ouvrir la porte a plusieurs resultats non encore publies.
Ce qui en parait le plus important, c'est le developpement des divers genres
de multiplication, dont je me propose de donner ici un apercii.

Ltarithmetique ne connait qu'un seul genre de multiplication, dont la
propriete est que Γόη puisse intervertir Tordre des facleurs, et reunir en un
produit particulier autant de facteurs que Γόη voudra, sans que la valeur du
produit total en soit alteree; et qui de plus ne s'evanouit pas, a moins que
Tun de ses facteurs ne devienne egal a zero. C'est surtout dans la theorie
des quantites dans Fespace, que j'ai nommees extensives, et Irailees dans
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124 9. Grassmannj sur les differents genres de multiplication.

l'ouvrage cito, que se presentent des genres de multiplication entierement
differentes de celle de l'analyse ordinaire, dont Papplication neanmoins s'etend,

peu pres, a toutes les branches des mathematiques et de la physique.
Pour fixer l'idee generale de la tnultiplication "dont il s'agit, je com-

mencerai par etablir les principes sur lesquels il parait convenable de s'appuyer.
Je dis que deux ou plusieurs quantites A, B, C, ... ont entr'elles

une relation algebrique, quand l'une ou l'autre d'entre elles est egale a un
polyn me dont les termes sont proportionnels aux autres, en sorte que Γόη
ait, par exemple,

o β 9 γ> · · · designent de simples nombres, soit rationnels ou irrationnels, soit
reels ou imaginaires, soit egaux z^ro, ou non. Pour en donner une idee
palpable.» concevons que les lettres A, B designent des objets differents quel-
conques^ par exemple, difFerentes especes de plantes. Alors il est evident
que la chose represenlee par la lettre A ne saurait olre regardee comme le
produit de la chose B par aucun facteur algebrique; o , pour en choisir un
exemple qfui soit plus conforme aux mathematiques*, supposons que A et B
designent des lignes donnees en grandeur et en direction^ et supposons que
le produit d'une ligne par un facteur algebrique reel^ reprosente iine ligne de
la motne direction^ tnais dont la grandeur est celle de la ligne donnee comme
le facteur algebrique est a Tunite; supposons de plus que le produit d'une
ligne reelle par un fabteur imaginaire^ soit une ligne imaginaire. Alors la
ligne A ne pourra evidemment resulter d'une multiplication de Ift ligne B par un
facteur algebrique, a moins que les lignes ne soient paralelles entre elles* D'ou
il resulte que les lignes A et B n'ont aucune relation algebrique entre elles.

Considerons maintenant n quantites ay b, c ... qui n'ont aucune re-
lation algebrique entre elles: alors il est evident que Γόη peut en deduire une
infinite de quantites, en multipliant chacune d'elles par un facteur algebrique,
et en ajoutant les produits ait)si obtenus. Nous appellerons \tn\te reltitive
toute quantite que Γόη se pr pose d'employer, pour en deduire d'autres quan-
tites au moyen d'une multiplication par d«s facteurs algabriqa^s^ tandis que
nous reserverons a l'unito des nombres le Dom de unite absolut. De meme
notis ppellerons tytf n $unites relatives totit assemblage de plusieurs
tites, nort Κέοδ entre elles par de$ relatioiis algebriqutes, mais destinees
et) deriver par voie de mulliplic lion et d'addition , loutes les quantites que
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9. Grassmann, sur les differents genres de mullip cation. 125

Γόη veut considerer. Enfm, nous desrgnerons les quantites ainsi obtenttes par
le nom de quantites extensives, en sorte que, par exemple le polynoine

ου α, β, γ> . ,. designent de simples nombres, et a, b, c, . . , un Systeme
d'unites relatives, devra etre regarde comme une quantite extensive; et nous
dirons qu'elle est composee des unites a? b, c, ... au moyen des coefficients
a> > 7) · · · (Dans mon ouvrage cite, j'ai designe les unites relatives par
le nom „Grund nderungen" et un Systeme d'unites relatives par le nom de
„Von einander unabh ngige Grund nderungen" (Voir §. 16.) : denominations
qui resultent du point de vue particulier, sous lequel les quantites extensives
y sont envisagees.) II ne serait pas convenable d'employer Pepithete com-
pose pour designer les quantites extensives elles-momes, parcequ'il arrive
souvent que les quantites extensives sont des quaniites aussi simples que les
unites dont elles resultent. Par exemple, la diagonale d'un parallelogramme
peut etre regardee comme la somme des c tes qui partent du meme point,
pourvu que Γόη tienne compte de leur direction, aussi bien que de leur gran-
deur. Donc, si Γόη regarde ces c les comme des unites relatives, il est clair
que la diagonale est composee de ces unites, sans qu'elle ccsse pour cela
d'etre une simple ligne. Nous remarquons a cette occasion que Γόη peut
regarder trois lignes, ou quatre points quelconques dans Tespace, comme un
Systeme d'unites relatives, et qu'on peut en composer toutes les lignes ou tous
les points de l'espace, a moins que les lignes ne soient paralleles a un meme
plan et que les points ne soient situes dans un meme plan. (Voyez sur ce
sujet mon ouvrage precedemment cito, et ou je sois entre dans des details;
en suivant, quant aux points, les principes etablis par M. Moebius dans son
calcul barycentrique. Quant a la somme des lignes donnees en grandeur et
direction, H est remarquable que plusieurs geometres ont con9u cette idee
presque en m&ne tetnps et independamment les unes des autres.)

Considerons maintenant la wultiplication des quantites extensives.
La multiplication en general est caracterisee par la propriete, que Γόη peut
multiplier, chacun par chacun, les termes, dont les facteurs sont composes, ou
sont censes composes, sans que la valeur du produit total en soit alteree. II
faut cependant en general tenir compte de l'ordre, dans lequel les multiplications
sont effectuees successivement; en sorte que les termes, qui enlrent dans chaque
produit, y soient ratiges dans le m&ne ordne, dans lequel les facteurs qui les
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126 9. Grafsmann, sur les diffe'renfs genres de wuliiplication.

renfermaient, etaient ranges dans le produit donne. II est facile de voir que
Γόη pourrait deduire de cette idee generale toutetf les lois de la multiplication
des nombres, sans y ajouter aucune autre condition que celle que l. l soit
egal a l: condition qui servira a definir l'unite absolue. II restfite aussi de
Tidee generale, qu'ayant multiplier des quantites quelconques, affectees cha-
cune d'un facteur algebrique, il sera permis de multiplier le produit de ces
quantites par le produit des facteurs algebriques, a moins que Γόη n'inter-
vertisse Tordre des facteurs dans le premier des produits. II sera maintenant
facile de definir precisement la multiplication des quantites extensives.

Definition. Multiplier des quantites extensives, c'est multiplier
d'abord dans le mome ordre, chacune par chacune, les unites dont les
diverses quantites extensives sont composees: multiplier ensuite ces
produits chacun par le produit des coefficients dont les unites qui y en-
trent etaient afFectees, et ajouter finalement par voie d'addition les pro-
duits ainsi obtenus.

En d'autres termes:
On multipliera les quantites extensives en suivant les regles de la

multiplication algebrique, en ayant seulement soin que Tordre des facteurs
ne soit point altere. Par exemple, le produit des quantites extensives
aa~\- b et γα-^db; a, β, γ, S designant des nombres, a et b des unites
relatives, sera:

(aa-f/f Xye + JA) = ay.aa + ad.ab-\- βγΜ^ βό\ bb.
II n'y aura donc qu'a definir les produits des unites relatives. On

con9oit que, si Γόη n'admet aucune relation entre ces produits, il faudra re-
garder ces produits comme de nouvelles unites relatives, que Γόη pourrait
appeler unites d'un degre superieur, par exemple du wierae degre, /i etant
le nombre des facteurs. Mais rien n'emp che de supposer des relations al-
gebriques arbitrairement choisies, qui lient entre eux les produits des unites.
Quelles que soient d'ailleurs ces relations, on pourra toujours en representer
chacune par une equation, en egalant a zero la somme de ces produits, mul-
tiplies chacun par un facteur algebrique. Soient, pour fixer les idees,

a, β, γ, ...
des nombres quelconques, et

,B,C, ...
les produits des unites relatives: alors toute relation entre ces produils pourra
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9. Grassmann, sur les diffe'renfs genres de multiplication. 127

representee par une equation de la forme
αΑ-\~βΒ+γ€-\- ... = 0:

equation qu'on peut appeler equation de condition par rapport a la multi-
plication dont il s'agit. Etant donne le Systeme de toutes les equations de
condition relatives a une multiplication particuliere, celle-ci en sera deter-
minee precisement; et il est evident qu'a l'aide de ces equations, on pourra
eliminer autant des produits A, B, C, ... qu'il y en a d'equations. Ces elirai-
nations etant effectuees, le reste des produits A, B, C, ... formera un Systeme
d'unites relatives, qui serviront a en composer toutes les quantites fournies
par l multiplication dont il s'agit.

Voila Tidee la plus generale qu'on puisse concevoir de la multiplication
de quantites quelconques. C'est cette idee qui a servi de base aux develop-
pements dans mon ouvrage cite (Voyez „Ausdehnungslehre" §. 12.), et que
j'ai t che ensuite de perfectionner a plusieurs egards. C'est encore cette idee
que M. Cauchy parait avoir eue en vue dans ses memoires sur les clefs
algebriques. En efFet: les clefs algebriquev de M. CancAy ne sont au fond
que les unites relatives; et ses facteurs symboliques conviennent, du moins
dans un certain rapport, aux quantites extensives telles que je les ai definies.
La difference ne consiste qu'en ce que M. Cauchy regarde les clefs alge-
briques seulement comme un moyen pour resoudre divers problemes de Tana-
lyse et de la mecanique et qui, les problemes etant resolus, disparaissent,
tandis que d'apres les principes etablis par moi, on est en etat, a chaque pas
du procede, d'attribuer une signification independante aux unites relatives et aux
quantites qui en sont composees, qifelle que soit d'ailleurs la marcbe que
Γόη suive.

Pour considerer les produits de quantites quelconques, on pourra se
borner d'abord a des produils de deux facteurs. Car, quel que soit le nombre
des facteurs, il sera toujours possible de les reduire a deux facteurs; ce que
Γόη effectuera, en partageant tous les facteurs en deux groupes, et en reu-
nissant ensuite les uicteurs de Tun et de Tautre groupe a deux produils par-
ticuliers, lesquels multiplies, donneront le produit propose. Si donc les lettres
i*!, «/2i ··· un designent des unites relatives, on pourra presenter toute equation
de condition sous la forme

S(ar^urus) = 0, .
o * les «r?s designent des nombres quelconques et le signe sommatoire doit

tre etendu a toutes les valeurs entieres des indices r et .v entre les limites
Creile's Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 2. 18
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128 #· Grassmann, sur les differents genres de multiplication.

l et it. II est evident que Γόη peilt supposer plusieurs equations de cette
forme qui doivent subsister simultanement, et que d'ailleurs tous les coefficients,
tels que c?rjS, sont tout-a-fait arbitraires. On se trouverait ainsi conduit a
urte infinite de multiplica ons particulieres, qui ne setnbfent promettre aucune
utilite pour la science. Le plus grave inconvenient, qui s'y trouve, est surtout
que les equations de condition cesSent generalement de subsister lorsqu'on y
substitue aux unites les quantites qui en sont composees. Pour faire disparaitre
cet inconvenient, nous supposerons premierement que Γόη puisse ehanger le
signe de l'une quelconque des unifes relatives, ou bien, de deux quelconques
d'entre elles, et substituer chacune d'elles la place de l'autre, sans que les
equations de condition cesseut de subsister. En second Heu, nous supposerons
en outre que, pour deux unites quelconques, il y ait toujours deux quantites
extensives, qui ne soient ni multiples des unites, ni egales a elles, et qui
neanmoins, etant substituees a ces unites, satisfassent encore aux equations de
condition. En troisieme Heu enfin, nous supposerons qu'il soit mdme permis
de substituer a toutes les unites des quantites qui en sont composees a volonte,
sans que les equations de condition en soient alterees»

Nous designerons, dans la suite, les multipJieations qui resultent de ces
trois suppositions, respectivement par les noms des multipttcations symetriques,
circulatres et Kneales; ce qui nous servira, des a present, pour distinguer
entre elles les trois suppositions que nous venons d'exposer.

Dans la premiere supposition, soit Tequation
Α(αν«Γιιβ) = 0

Tune quelconque des equations de condition. Apres l'avoir mise sous la forme
S(«i,r««itir)4- (ar,itlrtO^ = 0,

o les indices r et s sont differents de l, aubstituons — U L a la place de -f ιι19.
et nous aurons: ^

— S(a1>ru1vr') — S(ariluru1)-}-a1}lulvl-\-S(ar>ettru,) = 0.
Ces equations, ajoutees et relranchees, donneront:

al,lv1«l-}-S(ar!Surus) = 0,
et

S(al>rit1ur)-{-S(arilurvl) = 0.
Puls, en substituant dans la premiere de ces equations, —u2 a la place de
Tunke «2, on en tirera, par voie d'addition:
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θ. Grassmann, sur Ics differents genres de multipUcation. 129

les indices r et s etant differents des indices l et 2. En poursuivant de cette
maniere, on obtiendra finalement l'equation

«l, l «1*1+ «2,2 «2*2 + · . · .«„,„«„*„.

De meine, en substituant, dans la seconde des equations ci-dessus trouvees,
— u2 a la place de -{"W2, et en retranchant l'equation ainsi obtenue de celle
d'o Γόη est parti, on trouvera l'equation

«l, 2 «l «2+ «2, l «2 «M

dans laquelle les indices l et 2 pourront etre remplaces par deux quelconques
des indices l . . . n. On est donc conduit a la proposition suivante.

Theoreme 1. „Si l'equation

«(«,,.ιι,ιΟ = 0
est l'une quelconque des equations de condition relatives a une multi-
plication, et qu'il soit d'ailleurs permis de chaiiger le signe de chacune
des unites relatives t/A, i/2^ ··· un, sans que les equations de condition
cessent de subsister, on aura les equations suivantes:

00 «M^l«l+«a,2tt2«2+ ·" +a«,n^n^» = 0
et

(2.) αι,2«ι«2 + «2,ι»2«ι = 0;
dont la derniere aura encore lieu^ quand on y remplace les indices l et 2
par deux,differents quelconques parmi les indices l ... ii."

Ajoutons maintenant a la supposition precedemment etablie, cette autre,
que Γόη puisse substituer reciproquement Tune quelconque des unites a I'autre,
sans lterer par la les equations de condition. Cette hypothese admise, en
substituant, dans l'equation (1.) du theoreme precodent, les unites ut et n2

l'une l'autre, on aura l'equation
«ι,ι^^+α^^^!-}- ... -j-ccM,nw„ti r t = 0;

donc, en la retranchant* de l'equation primitive

αΐ,1«1*1+«2,*«2*2+ ·" +««,η«η^η = 0,

on obtiendra celle-ci:
(«ι, ι ~ «2,2) («i MI —«2 t f 2) = 0.

De plus, en rempla^ant, dans la m me equation (1.), les unites

«i, W2, . . . ttn-n Wn ,
respectivement par

«2, W3, . . . Un, tli
18*
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130 9. Grassmannj sur les differents genres de multiplication.

on en tirera l'equation
(cc2j2 — «3i3)(w2ti2 — ti3tf3) =0.

Puis, en appliquant le mdme remplacement a l'equation obtenue, et ainsi de
suite, jusqu'a ce que chaque unite soit changee successivemcnl dans toutes
les autres, et en ajoutant fmalement toutes ces equations, on obtiendra pour
equa on resultante:

(«1,1 +«2,2 4 ---- «ι.,η)(«Ί«1+*2«2Η ---- *n «Ο = 0.

Considerons maintenant l'autre equation du theoreme precedent, savoir:

«1,2 «l «2 +«2, l ««2 »l = 0.

En y substituant l'une a l'autre les deux unites ut et tr2, nous aurons

«2, l «l «2 + «ΐ;2«2*1 = 0.

Ces equations, eombinees entre elles par voie d'addition et de souslfaction,
donneront les equations

(«l,2+«2,l)(««l«2+«2«l) = 0,

(«l,»— «2,ΐ)(«1^2— «2«!) = 0,

dans lesquelles on peut remplacer les indices l et 2 par deux quelconques
differents parmi les valeurs i ... n. Les resultats, auxquels on est arrive,
peuvent etre enonces par la proposition suivante.

Theoreme 2. „S'il est permis de changer le signe de l'une quelr-
conque des unites relatives, ainsi que d'en substituer reciproquenjent Γαηβ
quelconque a l'autre, sans que les equations de condition cessent de sub-
sister, on peut en tirer les systemes suivants d'equations:

(1.) («1,2 — «2,l)(«iW2~ «2«i) = 0,

(2.) («,$2+«2,l)(Wl«2+«2«l) = 0,

(«!,! — «2,2)(«Ί«1 — ̂ 2«2) = 0,

dont les trois premiers subsistent encore, quand on y substitue a la place
des indices deux quelconques differents parmi les valeurs l ... n."

Le premier membre de chacune des equations precedentes contient
deux facteurs ; par consequent, le second membre etant egal a zero, il faudra
que Tun ou l'autre de ces facteurs sevanomsse. On tirera donc de chacune
de ces equations deux nouvelles equations, dont l'une ou Fautre devra se
verifier, et dont l'une se rapporte aux coefficients, Tautre aux unites. Or il
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θ. Grassmann, sur les differents yenres de multiplicatton. 131

est clair que chacune des equations qui renferment les unites, entrainera avec
eile les autres qui en resultent par Pechange des indices, et qu'il en sera de
mome pour les equations des coefficients. II s'ensuit que chacun des quatre
systemes d'equations ci-dessus etablis, se partagera en deux systemes, dont
Tun ou l'antre devra subsister. En pla^ant ces systemes deux a deux en ligne
horizontale, on aura:

1°. ou a1)2 = a2)1 etc., ou tijt/2 = ft2nL etc.,

2°. ou alj2 -f~ ^2,1 = 0 etc., ou ti-^^-i u2Ui = 0 etc.,
3°. OU al}1 = CC2j2 = «3,3 · · M OU ?/!«*! = «J2«f2 = W3«J3 . . . ,

4°. OU «!,!-]-«2,2 H ««,n = 0, OU UtU^UzU^ Un Un = 0.

U y a donc #0126 cas differents, puisqu'on peut choisir Tun ou l'autre Systeme
de chaque colonne horizontale. Or il est evident que, recjproquement, toutes
les equations que nous venons d'etablir entre les unites, continueront encore
de subsister, quand on y fait les substitutions ci-dessus ,designees. On est
donc conduit a la proposilion suivante.

Theoreme 3. „Entre deux facteurs, composes des unites relatives
tin ti2, ... wn, il en existe setze especes de multiplication; de sorte que
les equations de condition subsistent encore, soit que Γόη echange arbi-
trairement les unites relatives, soit que Γόη change le signe de l'une
quelconque d'entre elles. On obtient les equations de eondition relatives
a chacune de ces especes, en choisissant, comme Γόη voudra parmi ces
quatre systemes d'equations suivants:

(1.) urtis = u^r)

(2.) firtc,-t-if . ifr = 0,
(3.) ιιλ Ui ̂  1/21/2 ==. · · = un un, r
(4.) «liti^ w2t/2-f ···-) tintin = 0;

les deux premiers devant subsister pour deux differentes valeurs entieres
quelconques r et s entre les limites l et ?i."

En second Heu, en poursuivant la marche proposee,j ajoutons aux sup-
positions precedemtnent etablies, cette autre, qu'aux unites η± et ti2 on puisse
substituer des quantites x^^x^u^ et yiWi-f·/»^? φΑ en son^ composees
au moyen des coefficients a?19 Λ·2, yA, y2, supposes distincts de zero, sans
que les equations de condition en soient alterees.
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132 9. Gras&mann, sur les diffe'rents genres de multiplication.

En posant, pour abreger.,

on aara:

d'o Γόη tirera les valeurs des produits bb et ba, en rempla^anl I'une par
l'autre, les lettres χ et y.

D'apres le theoreme precedent, on a pour equations de condition les
quatre systemes d'equations:

(1.) ulu2 = u2ul, ...
(2.) 11,1/2 4-112^ = 0, . . .
(3.) ι/χ ut =3 ti2 1/2 = ti3 ti3 = · · ·
(4.) Hj ff.-f |I2 I/o 4- - · · -f Wn f/n = 0,

qoi doivent subsister, ou separes, ou combines d'une maniere quelconque.
II est d'abord evident que le preraier de ces systemes ne sera pas altere par
des substilutions quelconques.

JPoar trouver les transformations des autres equations, supposons d'abord,
pour plus de simplicite, qu'il en existe plus de deux unites, Alors, en substituant
a et b a la place des unites Wi et w2, ce qui est permis par hypothese, on
aura, en partant des equations (2.), la suivanle:

0 = a6 + fte==2j?1y1ti1«1+2d?2y^^
d'o , puisque le dernier terme s'evanouit en vertu de l'equation supposee
fi1«i2-)-W2wi = 0, il vient:

^1X1^1^1 + ^2X2^2^2 = 0.

On en tirera, a l'aide du theoreme (2.):

^1X1(^1^1— %«3) = o,
d'o il suit (a?A et yi etant differents de zero):

Uluv «= n3ti3.

Donc, on obtiendra par l'echange des indices, permis par hypotbese:
tfj W2 s=s K^ =35 tf3H3 =s · - - ;

c'est a dire: les equations (2.) entraineront avec elles lee equations (3.).
Supposons rnmntenant que les equations (3.) aient Heu. En appliquant

a Pequalion
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Θ. Grassmann, sur les differents genres de multiplication. 133

la Substitution indiquee, on aura:

d'o , en rempla^ant les carres U2n2 et fi3«i3 par le carre equivalent «*i«*i,
on trouvera :

(Ο?? 4- #2— l )*!«*! +#1^2 («l «2+^2^1) = 0.

En y changeant le signe de l'unite w1:) ce qui est permis par hypothese, et
retranchant l'equation ainsi obtenue de l'equation precedente, on aura:

#i#2(ifiW2-j-fj2«/i) = 0;
d'o , x\ et x2 etant distinctes de zero, il resulte:

tfitfi-f-^Hi = 0;
c'est a dire: les equations (3.) entraineront avec elles les equations (2.)·

II est donc evident que, dans Thypothese admise, les equations (2. et 3.)
ne sauraient subsister separement, et que, par suite, au lieu de ces deux
systemes d'equations, on en aura un se l, resultant de leur combinaison.

Pour trouver les conditions auxquelles les coefficients arl9 y19 x^ y2

sont assujettis., transformons aussi Tequation (4.) par les substitutions ci-dessus
enoncees. On aura:
0= « + *6-)-fi3W3-f-··· ιιηυη

= (x\ + yD «Ι«!! -f (x\ + γ\} u2u2 -f (x&i -\- yjytXiitii* + 1 )̂ -f tf3ti3 + · · · «inti„ .
Par suite, en retranchant l'equation (4.), on obtiendra:

Q = (x\ -f y* — l ) Witii + (^2 + X2 — l ) t* 2*2 + (^1^2 + Xi y2)( «W* +
d'o Γόη tirera, a Paide du theorerae (2.)^ les equations suivantes:

"i-w3*>3) = o,
««2 — «3^3) = 0,
W2 + «2 «l) == 0.

Par consequent, si le Systeme combine des equations (2. et 3.) n'a pas li
on aura:

d'o Γόη tirera:

C'est a dire: pour que Γόη puisse substituer les quantites a et b a la place
des unites u± et u2^ il faudra que Γόη ait:
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xl-\- xl etant egal a έφΝ). Les memes equations auraient ete obtenues, si nous
avions suppose au Heu de l'equation (4.) le Systeme des equations (2. et 3.).

Supposons, pour en donner un exemple palpable, que les unites nt et w2

representent deux rayons d'un cercle, perpendiculaires Tun a Fautre; alors il
est elair, que les quantites a et b representeront pareillement deux rayons
perpendiculaires du m me cercle. Par cette raison nous appelons changement
circulaire ou Transformation circulaire, toute transformation, au moyen de
laquelle deux quantites quelconques a et b se changent respectivement en
xa-^yb et en +(xb — y#); et admettons que le changement soit appele ou
positif ou negatif, selon que, dans Pexpression derniere, on met le signe
positif ou le signe negatif. Je dirai de plus qu'un Systeme de quantites est
transforme par un changement circulaire, quand on a applique ce changement
a deux quelconques d'entre elles.

(Les changements circulaires s'appliquent convenablement surtout aux
theories des diametres conjugues, des points triples et quadruples, a la theorie
de la rotation et a d'autres theories de la geometrie et de la mecanique, οΐι
ils servent souvent a faciliter beaucoup les recherches.)

Nous avons trouve que, dans l'hypotliese admise, les equations de con-
dition se reduisent a trois systemes d'equations, dont Tun resulte de la com-
binaison des equations (2. et 3.) du theoreme (3.), et que de plus il faut que
les transformations des unites soient de la forme circulaire, pour que les trois
systemes d'equations n'en soient pas lteres. II nous reste a faire voir que,
reciproquement, ces transformations circulaires ne sauraient alterer aucun de
ces systemes.

Premierement, il est evident que les equations (1.) ne seront alterees
par aucune transformation des unites.

Secondement, supposons que les equations (2. et 3.) aient lieu simul-
tanement, et admettons qu'on y remplace les unites «/! et n2 par des quanlites
α et b, qui en sont derivees par un changement circulaire positif, de sorte
que Γόη ait:

a = x\ u i -j- tf2 1/2 1 b = XL 1/2 — #2 «! , x\ ~\- x'l == l .
L'expression ulu2-\-u2itl se changera par la en

ab 4- ba * = (x\ — x\] (w1 1/2 + "* tfi) + ̂ 2 («2 ̂  — ̂ i wi)·
Donc, puisque par hypothese:

Ui U2 -f U2 l/i = 0, Ut Ui = ||2 1!2 ,
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9. Grassmann, sur les differents genres de mnltiptication. 135

on aura:
ab-\-ba = 0.

De plus, l'expression w^-f uru^ (r etant different de 1. et 2.) se chan-
gera en

aur -\-ura = Χι (M! ur -}- ur ?Ο -f #2 (M2
 w/· + ur ̂ 2) = 0.

La meine chose ayant lieu pour l'expression U2ur-\^vrii2, il est clair
que les equations (2.) subsisteront encore dans l'hypothese admise.

De l'autre c te, le carre iiLuL se changera en

au = x\ «ΙΑ UL 4- x\ w2 w2 -f x^ x<i (1/1 u2 + -w2 MI),
d'ou, puisque u^u^u^u^ est egal a zero, et M1M1 = M 2M 2 9 il vient:

aa — (xl-^&DuiUii
donc, en verlu de requation x\-\-x\=\, on a:

na = ι/i M!.
II est donc evident que le Systeme des equations (2. et 3.) , ne sera altere
par aucun changement circulaire positif. Mais comme ces equations ne cessent
pas de subsister, quand on y change le signe d'une quantite quelconque y
contenue, il est clair que le resultat obtenu aura encore lieu par rapport a un
changement circulaire negalif\ et consequemment par rapport a un changement
circulaire yuelconque.

Troisiemement, supposons que Fequation (4.) ait lieu, et admettons
qu'on y applique le changement circulaire ci-dessus adople; alors l'expression
MI MX -J-M2M2 -{-··· w nM n se changera en:

Donc, dPi-j-^2 etant egale a l, il en resultera:

L'oquation (4.) ne sera donc alteree par aucune transformation circulaire.
Nous avons suppose jusqu'ici qu'il y ait plus de deux unites. Or il

est facile de s'assurer que pour le cas de deux unites, on pourrait deduire
les memes consequences , quoique la marche necessaire dans ce cas, s'ecarte
a quelques egards, de celle que nous venons de suivre.

Les resultats, auxquels on est arrive, peuvent 6tre enonces par les
propositions suivantes. * x

Theoreme 4. „Si d'abord il doit etre permis de changer le signe
de l'une quelconque des unites relatives, et de remplacer a volonte Tune

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLIX.,Heft2. 19
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136 9. Grassmann, sur les differents genres de multiplication.

par l'autre, et si ensuite il doit y avoir deux quantites, composees de
deux unites au moyen de coefficients differents de zero, et qui, etant
substituees a ces unites, satisfont encore aux equations de condition: il
est necessaire que ces equations, pourvu qu'il y en ait , forment un ou
plusieurs des trois systemes suivants:

(1.) urus~usur,
(2.) urus-\-u8ur = 0, UiUi = &2^2 = ··· nnun,

(3.) ULÜ!-} -1/2^2 H unun = 0,
oü les eignes UL, u2, . .. un representent les unites relatives, et oü r et s
designent deux quelconques differents des indices l, 2, ... n."

Theoreme 5. „Chacun des systemes d'equations, elablis dans le
theorerae precedent, continue de subsister, quand les unites sont trans-
forraees par des changements circulair^s quelconques; et reciproquement:
il n'y a en outre aucune transformation des unites qui laisse subsister
tous ces systemes."

Theoreme 6. ,3I1 existe huit especes de rnultiplication, dont les
equations de condition continuent de subsister, quand on assujettit les
unitos a des transformations circulaires quelconques. On obtient les
equations de condition relatives a chacune de ces multiplications, en choi-
sissant entre les trois systemes, assignes dans le theoreme (5.) autant
que en voudra."

Nous designons les multiplications obtenues ici sous le nom de multi-
plications circulaires, tandis que les multiplications etablies par les theoremes
(1. 2. 3.) pourraient etre appelees multiplications sytnetriques. Cependant il
faut faire observer que les hmt especes de la multiplication orculakre fönt
partie des seize especes de la multiplication symetrique, en 'sorte que parmi
celles-ci U n'y a que huit especes, qui ne sont pas en meine temps circulaires.

Eo troisietne Heu, supposons qu'il soit permis de substituer aux unites,
des quanütes qui en sont composees a volonte, sans que les equations de
cofldition ea soient alterees. II e^t d'abord evident que les ^supposilions eta-
blies jusqu'ici, auront encore lieu dans ce cas. Oü peut donc recourir aux
systemes d'equations obleuus ci-dessus. Reprenons les quatre systemes d'equa-
tions relatifs a la multiplication symetrique, savoir:

(1.)

(2.)

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/26/15 5:08 PM



Θ. Grassmann, sur les differents genres de multiplication. 137

(3.)

(4.) i a a - n n — ,

et substituons a la place de l'unite ιιχ, la quantite «, supposee egale au poly-
n me a?1w1-j-j?2w2-j- "*9 dont 'es coefficients arx, a?2, ... sont artyitraires.
Alors, en partant de l'equation (1.)? o« aura:

d'oiu en echangeant Tordre des unites dans^haque terme du second membre
(^ce qui est permis en vertu de l'equation (l·))* il resulie:

c'est a dire: Tequation (1.) ne cesse pas de subsisler, quand on y remplace
Tune quelconque des unites par une quantite composee arbitrairement de toutes
les unites. Puis, en partant de l'equation (2.), on obtiendra par la meme
Substitution:

et comme tous les lermes du second membre, excepte seulement le terme
2 ^2^2^29 doivent s'ovanouir en vertu des equations (2.), il faudra, que ce
terme 2 x^n^ s'evanouisse pareillement, pour que Tequation (2.) puisse sub-
sister encore apres la Substitution. Donc, puisque x^ peut otre suppose different
de zero, on aura ti2ti2==0; et par I'echange des indices:

0 = U±U* == W2^2 = = · · · ·

Or il est evident que ces equations resulteraient aussi de la combinaison des
equations (3. et 4.)· Par suite nous en conclurons que dans l'hypothese admise,
les equations (2.) entralneront avec elles les equations (3. et 4.). En partant
maintenant des equations (3.), on aura:

aa = x1
Lulu1-\-x]Lx2(ulU2'\- u2Ui)-}- ^^2^3+ ----

Or d'apres l'hypothese, le carre a a doit etre egal encore au carre n2w2. On
aura donc:

et puisque cette equation doit subsister, quelles que soient les valeurs des
coefficients #19 o?2, . . * , on aura separement:

UiUi — Q) fi2n2 = 0, «iii2-f »α^ιβ^Ο, etc.;
c'est a dire: les equations (3.) entraineront les ef»»tions (2. et 4,)·

19*
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138 #· Graasmann, sur les differents genres de multiplication.

En partant enfin de l'equation (4.) on aura:

o = e l t i 5 . . . iii

d'o Γόη tirera:
tlj = t̂  = ... = 0,

tfitfe -f ?/2^i = 0, etc.
En combinant les resnltatsi, trouves dans l'hypothese etablie, on peut

enoneer la proposition suivante,
Theoreme '7. „S'il est permis de remplacer chaque unite, renfermee

dans les equations de condition, par une quantite composee arbitrairement
d'unites, sans que ces equations cessent de subsister: il faudra, que
les equations de condition, pourvu qu'il y en ait, forraent un des deux
systemes :

(1.) urua = ueur,
(2.) ^^ = 1/21/2=^· . . = 0, «/i«/2= — u2u^ ...,

ou bien qu'elles en soient coinbinees."
Nous designons les tnultiplications etablies dans ce theoreme sous le

iiom de multiplica/iom lineales, parceque, etant appliquees la Geometrie,
elles s'effectuent par des constructions lineales, sans qu'il faudrait recourir
au cercle. II est evident qu'il y aura, pour parier exactement, quatre especes
de multiplication lineale, et qu'il y restera egalement quatre multiplications
circulaires, qui ne sont pas en mome temps lineales. Cependant parmi les
quatre multiplications lineales il y en a une que Γόη peut rejeter entierement,
parceque tous les produits en seraient egaux a zero. Ce serait celle o
les deux systemes d'equations, etablis ci-dessus, auraient Heu conjointement.
De meine, la multiplication qui n'est assujettie a aucune condition, peut etre
rejetee, parcequ'elle ne paralt pas fournir des applications remarquables. II
nous restera donc deux multiplications lineales, dont l'une est assujettie aux
equations (1.) et Tautre aux equations (2.)· L'une et Tautre est de la plus
grande iniportance, tant pour l'analyse que pour la geometrie, la mecanique
et la physique en general; Tune et Taulre peut d'ailleurs etre etendue sans
aucune difficulte a autant de facteurs que Γόη voudra. La premiere, qui jouit
de la propriete, que le produit est independant de Tordre dans lequel se
suivent les facteurs, est identique, quant aux operations, la piultiplicalion
employee dans l'analyse algebrique, et sera appelee pour cela multiplication
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algebrique; l'autre est celle que j'ai appelee multiplication exterieure, et
qui fait Pobjet principal de mon ouvrage eile plus haut. C'est par eile
qu'on est en etat d'effectuer avec la plus grande facilite Pelimination des in-
connues entre des equations, tant lineaires que non-lineaires, et de resoudre
tont a coup un grand nombre de problemes de geometrie, ainsi que de me-
canique, difficiles a resoudre autrement; comme je l'ai fait voir deja en 1844
et comme Mrs. Cauc/iy et de Saint-Venant Tont propose recemment, sans
y ajouter rien de nouveau. Cependant, ayant publie plusieurs applications de
cette multiplication non-seulement dans Touvrage cite, rnais aussi dans le Journal
de M. Crelle (Tomes 31, 36, 42, 44) je peux me dispenser d'entrer dans
plus de detail a ce sujet.

A Fegard de la multiplication algebrique, les regles d'operation en sont
connues; mais il iven est pas de nieme quant ä i'application de cette inulti-
plication a des quantites qui ne sont pas tout a fait algebriques; par exemple,
s'il s'agit de multiplier algebriquement, non les grandeurs des lignes, mais les
lignes elles-memes, donnees en grandeur et direction, ou bien des points
quelconques. Pour raettre en evidence Tavantage de cette multiplication, nous
remarquerons, par exemple que, les lettres a,b, c> d, e, f,ff, h, i designant
neuf points quelconques d'une courbe du troisieme ordre, et un dixieme
point de cette courbe, on obtiendra pour equation de cette courbe celle-ci:

a\b\c\d\e*t\S\h\i\x* = 0:
equation, dans laquelle chaque exposant se rapporte a la multiplication alge-
brique, en sorte que la puissance a3 = aaa designe un produit algebrique de
trois facteurs, dont chacun est egal au point a, et ainsi de suite, et dans
laquelle les diverses puissances sont multipliees Tune par Fautre au moyen de
la multiplication exterieure. Une proposition analogue aura lieu par rapport
a toute courbe algebrique. De plus, a Taide de la multiplication algebrique,
appliquee a des quantites extensives, on peut reduire toute fonctjon de plusieurs
variables a une fonction d'une seule variable, et appliquer directement la plupart
des theoremes demontres pour des foncfions d'une seule variable, a des fonctions
d'un nombre quelconque de variables. Enfin, par cette multiplication, on est
en etat d'appliquer immediatement tous les theoremes analytiques aux fonctions
de quantites purement geometriques; comme de points etc.

Parmi les quatre multiplications, proprement dites circuleires, il y en
a deux qui ,sont d'un grand usage dans l'analyse, dans la geometrie, et surtout
dans la mecanique. Ce sont celles, dont les produits sont indeperidants de
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l'ordre des faeteurs, et dont l'une d'ailleurs est assujettie aux equations (2.)
du theoreme (4.)^ et l'autre a l'equation (4) du meine theoreme. La premiere
est determinee par les equations *

w r f / = 0, pu l'index r est different de #,
et ff t ff t c= ||2 f{2 = · · ·

Je I'ai appelee mulfiplicafion interieure, (Voyez „Ausdehnungslehre"
pag. XI, et surtout „Geometrische Analyse, gekr nte Preisschrift, Leipz. 1847."
pag. 17 — 57, ou j'ai donne des applications la geometrie et a la mecanique.)
en voulant exprimer par ce mot la rapport particulier qui existe entre eile
et la multiplication exterieure. Pour trouver ce rapport, prenons pour unites
trois lignes perpendiculaires et egales en grarideur l'une a l'autre, et projetons
une ligne quelconque, designee par la lettre a sur deux autres lignes b et c,
supposees perpendiculaires l'une a Tautre; soient bt et cl ces projections:
alors il est facile de s'assurer que le produit interieur des deux lignes a et b
sera egal au produit abL^ tandis que le produit exterieur des meines lignes
sera egal au produit ac^ donc, parceque les lignes a et bl sont situees Tune
dam l'autre, et que les lignes a et ct sont situees l'une au dehors de l'autre,
il sera convenable de designer ces produits sous les noms que je leur
ai donnees.

L'autre multiplication circulaire est determinee par les equations

urus == u,ur .et ^1w1--^2«42 ··· 4-w„?/n = 0.

Cette multiplication remarquable est representee, si Γόη ne suppose que deux
unites relatives, par la multiplicatioB de deux quantites complexes, telles que

-f-6)/— l et c-\-dy—i. En efFet, il sera permis de regarder Tunite absolue
et l'unite imaginaire ·)/— l comme des unites relatives, pourvu que Γόη n'en
composa des quantites qu'au moyen de coefficienis reels. Alors, en designant
l'unife imaginaire }/— l par la lettre i > on aura

i-K = o,
et le produit sera en outre independant de l'ordre des facteurs. Donc les
equations

,*==: 0

auront lieu au eas OH ιιχ esl t» l et n2 = i/— 1. Pour ceWe paison, on
powrait desigaer cette multiplie lio sous le »om de m*Mplic(\twn omplexe.
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II est bon de remarquer que l'une o u Pautre de ces multiplications
circulaires s'appliquera ,en geometrie et en mecanique a tous les problemes
qui se rapportent d'une maniere queloonque au cercley ou a fangle, ou a la
gfandeur des lignes, separee de leur direction, et aux aires des surfaces
situees dans Pespace. Et il sera facile de voir que dans lous ces cas, Tem-
ploi des multiplications lineales ne suffira pas pour resoudre les problemes.

II nous resterait encore ä discuter les huit multiplications symetriques
qui ne sont pas en meme temps circulaires. Mais nous remarquons que ces
multiplications ne sont d'aucun usage, ni dans l'analyse, ni dans la geometrie,
et que nous n'en aurions fait aucune mention, s'il ne nous eüt pas paru conve-
nable, d'en partir, pour etablir les divers genres de la multiplication circulaire.

Stettin le 5 Fevrier 1854.
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