
Ueber symbolisches Rechnen mi t  geometr ischen Verwandt -  

schaften.  

Von 

TH. REYE in Strassburg i./E. 

In der synthetischen und der analytischen Geometrie werden zahl- 
reiche Transformationen and geometrische Verwandtschaften aufgestellt, 
and benutzt, um aus gegebenen riiumlichen Gebilclen andere abzuleiten 
und ihre Eigensehaften zu ermitteln. DaMn gehSren die linearen und 
sonstlgen Substitutionen, das Projiciren und Schneiden, die projective 
Verwandtschaft oder gomographie eindimensionaler Gebilde, die Affi- 
nitiit mit Einschluss der Aehnlichkeit und der Congruenz, die Colli- 
neation~ insbesondere die perspeegve, die geschaarte und die planare 
Collineation, die reciproke Verwandtschaft oder Correlation~ die geo- 
metrischen Verwandtsehaften zweiten und h5heren Grades, die Cre-  
m o n a' schen Transformationen, iiberhaupt nile eindeutigen Abbildungen. 
Diese geometrischen Verwandtschaften enthalten die involutorischen als 
wichtige Specialf'dlle, und zwar u. a. die Involution oder involutorische 
Homographie, die involutorischen Collineationen und unter ihnen die 
Spiegelungen an Ebenen, Geraden oder Funkten, die polare und die 
Null-Correlation, durch welche jeder Punkt in seine Polarebene be- 
zfiglieh einer Fl~iche zweiter Ordnung bezw. in eine dutch ihn gehende 
Ebene transformirt wird~ endlich die Inversion bez~iglich einer Kugel 
oder eines Kreises. 

Werden derartige Verwandtschaften oder Transformationen nach 
einander angewandt, so resultiren aus ihnen wiederum Verwandt- 
schaften. Man kann nun mit geometrischen Verwandtschaften und 
ihren Resultirenden oder Producten geradezu rechnen, indem man sie 
symbolisch mit Buchstaben bezeichnet. Diese symbolische Rechnung 
erSffnet der reinen Geometrie ein neues Forschungsgebiet und stellt 
ihr alsbald interessante Aufgaben, indem sie ihr zugleich wirksame 
analytische HCilfsmittel zu deren LSsung darbietet. Sie macht u. a. 
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die Gruppentheorie*) ohne Weiteres anwendbar auf die geometrischen 
Verwandtschaften. 

In der kiirzlieh erschienenen dritten Auflage meiner ,Geometrie 
der Lage" II und HI sind mehrere Abschnitte**) dem symbolischen 
Rechnen mit geometrisehen Verwand~chaften gewidme~. Fiir gewisse 
Hauptf'~lle der Homographie, Collineation oder Correlation werden 
daselbst die Fragen nach den ttomographien, Coilineationen und 
Correlationen~ welehe mit einer gegebenen vertausehbar sind, welche 
sie umkehren oder yon ihr umgekehrt werden, volls~4ndig erledigt. 
In anderen wichtigen F~llen aber werden diese niichstliegenden Fragen 
nur theilweise beantwortet; iiberhaup~ bleib~ auf diesem Gebiete noch 
sehr viel zu thun tibrig. Ieh komme deshalb noehmals darauf zuriick, 
beschriinke mieh aber ausdrticklich auf eindeutige, umkehrbare~ nieht 
ausgeartete Verwandtschaften. Ausgeschlossen sind damit u. h. die 
linearen Substi~u~ionen mi~ verschwindender Determinante, well sie 
ausgeartete Homographien, Collinea~ionen oder Correlationen dar- 
s~ellen. 

Um das Verstiindniss zu erleichtern~ wiederhole ieh zun~chs~ yon 
meinen f'riiheren Untersuchungen die einleitenden Bemerkungen und 
die wichtigeren l~eehnungen mi~ einigen huslassungen und Zus~tzen. 

w  

Rectmungsregeln. 

1. Zwei r~iumliche Gebilde ~ ,  Z~ yon gleieher S~ufe, z .B.  zwei 
R~ume, Fl~ehen oder Linien, heissen geometrisch verwandt, wenn 
jedem Elemente (d. h jedem Punkte, jeder Geraden und jeder Ebene) 
A ,  B ,  C, g,  h, ~ . . . .  yon 2~ ein Element A1, B j ,  C,,,gl, hl, ~ t , . . .  
yon 271 als entsprecheades zugewiesen ist, Wir stellen diese geo- 
metrische Verwand~schaf~ dar dutch 2? ~ 2~f***) oder ausfiihrlicher 
durch: 

A B C g h ~  �9 . .  ~ A1B  lC~glh le I �9 �9 

bezeiehnen sie mit q~l und sagen: 
,,Das r~iumliche Gebilde 2~ wird durch die geome~rische Verwand~- 

schaft (die Substitution, Collineation, Correlation~ quadratische Ver- 
wandtschaft etc.) ~1 in das Geb~lde 271 transformirt oder verwandelt~ 

�9 ) Vorzugs~eise kommen bier die coatinuirlichen Gruppen in Betra~h~, 
deren Theorie Herr Sophus Lie bekanntlieh seit 1873 ausgebftdet hat. VgL 
dar(iber Lie's Theorie der Substit.~tionsgruppen, Leipzig 1888/90. Continuimliche 
Gruppen yon Bewegungen untersuchte Herr C. Jordan schon ]868 in den Annali 
di Matematica 8erie II A, ~. IL 

�9 ") Theft II S, $0--117, Theft IH S. 219~224. 
�9 ***) Bekanntlich hat v o n S t a u d ~ dieBes Zeiehen -~ ffir ,,projec~iv" eingef~hrt. 
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oder 2: 9eht dutch sie//bet in 2:1- Durch die umgekehrte oder inverse 
Verwandtschaft: 

A l ~ l Q g l h l e  I . . .  ~ A B C g h ~ . . .  oder r  

geht ebenso 2~j fiber in Z . "  

2. Ans et und der geometrischen Verwaudtschaft 2~ i ~ 2:2 oder: 

A l l ~ I  C j g l h j  ~1" " " 7~ A2:B.,C2g2h.~e2 " " " oder ~2, 

welche das Gebilde 2: t in 2:2 transfomirt,  , , resul t i r t"  eine dritte Ver- 
wandtschaft p, nEmlich 2J ~ 2:~ oder: 

A : B C g h e  �9 . .  )~ A ~ B : C 2 g 2 h 2 ~  ~ . .  �9 oder ~vl~ 2 ~ Q, 

yon welcher cp I u n d  q~ die ,,Componenten 'c oder , , F a c t o r e n "  sind. 
Aus den zu cp.~ und ~ inversen Verwandtsehaften ~2 -I und r resultirt 
ebenso die zu ~ inverse Verwandtschai~ %2-1~1-1 ~ - ~ - i .  In der 
anderea Reihenfolge ~2, ~1 haben die beiden Verwandtschaften nut 
dana eine Resultirende r  ~---a, wenn das Gebilde 2:: mit 2: zu- 
sammenfs Durch r ~ - ~  wird in diesem Falle das Gebilde 2: 
in sich selbst transformirt, dagegen geht dutch r ~ ~ das Gebilde 
2:~ in sich selbst fiber. 

Sind die Componenten ~ ,  r entweder beide Collineationen oder 
beide Correlationen, so ist ihre [~esultirende 0 eine Collineation. 
Demnach bilden in der Ebene oder im Raume die Collineationen eine 
Gruppe; mit ihnen zusammen abet bilden die Corre]ationen eine um- 
fassendere Gruppe. 

3. Ffir die Resultirende yon drei oder mehr Ver~andtschaften gilt 
das associative Gesetz, n~mlich die Gleichung: 

d.h. sie bleibt unge~ndert, wenn zwei oder mehrere aufeinander 
folgende Componenten durch ihre Resultirende erse~zt werden. D e n u  

die Verwandtschaft ~ ~:cpa oder Z ~ 2:a resultirt nicht nur aus den 
Verwandt~chaften ~ ,  ~ und ~pa ode.r: 

sondern auch aus ( ~  ~ )  und ~Pa oder ~ ~ 2~ und 2~: ~ 2:~, ebenso 
abet aus ~ und (~q~a)- In einem symbolischen Producte yon Ver- 
wandtschaften kSnnen und diirfen die Factoren i. A. nicht vertausch~ 
werden (2). 

4. Aus einer beliebigen Verwandtschaft cp und ihrer Umkehrung 
cp-~ resultirt die , , I d e n t i ~ t " ,  d. h. die Verwaudtschaf~, dureh welehe 
jedes Element des zu transformirenden Gebildes in sich selbst fiber- 
gehL In dem symbolisehen Producte suecess:~ver Verwaadtschaften 
kann die Identit~ beliebig eingeschaltet oder fortgelassen werden, well 
sie auf die resultirenfle Verwandtschaft ohne Einfluss ist. :Wit be- 

�9 10" 
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zeiehnen deshalb die Ident i~t  symboliseh dutch Eins und setzen 
q)q~-l_~_ 1 und q~-lq~ ~__ ]. Wenn aus zwei Verwand~sehaften die 
Identit~t resultirt~ so ist jede yon ihnen die Umkehmng der anderen; 
dean aus ~Z ~ l folg~ r ~ Z -1 oder r ~ ~-*. 

5. Die einfachen Regeln fiir das Rechnen mit Verwandtschaften 
ergeben sich hiernach leich~, sind fibrigens aus der Substitutionen- 
theorie l~ngst bekannt*). Eine Gleichung zwischen geometrischen 
Verwandtsehaften : 

bedeutet, dass die aufeinander folgenden Verwandtschaften ihrer einen 
Seite dieselbe Resultirende Q haben, wie die der anderen Seite. Mit 
ihr zugleich gilt die Gleichung: 

. . . . . .  2 1 j 

deren beide Seiten die zu {~ inverse Verwandtsehaf~ @-~ darstellen. 
Man leiteg aus einer Gleiehung andere ab, indem man den Verwandt- 
schaften ihrer beiden Seiten geeignete Verwandtsehaften vorangehen 
oder naehfolgen l~sst, sie also vorne oder hinten mit passenden Ver- 
wandtschaften multiplicirt. Wird die obige Gleichung vorne mit Z~ -~ 
oder hinten mit 0~-~ multiplieirt, so ergeben sieh wegen 

die Gleiehungen: 

Z~Z~ �9 - �9 Z~ ~ Z~-lr �9 �9 �9 ~ und Z~Z~ �9 �9 �9 ~P~-~ ~ r �9 �9 �9 r 

welehe lehren, wie Verwandtschaften yon einer Seite tier Gleiehung 
auf die andere gebraeht werden. Jede Gleiehung zwisehen Verwandt- 
schaften l~sst sieh hiernaeh leicht umformen in Gleiehungen: 

�9 ~ ~ ~3 �9 �9 �9 r ~ 1 und ~ - I  ~ [ ~ . . .  ~-~ ~- 1, 

deren eine Seite die 1dentiSt ist. Die Verwandtschaften auf der anderen 
Seite einer solehen Gleiehung diirfen cyklisch permutir~ werden 
(H. Wiene r ) ;  multiplicirt man n~imlieh die erstere Gleiehung vorne 
mit ~ - ~  und hinten mit ~ ,  so ergiebt sieh: 

�9 2~3 �9 �9 �9 ~ t  - ~ -  ~i-~J ~ 1 .  

w  

Ueberffihrung und Vertauschbarkeit geometriseher Verwandtschaften. 

6. Wit  beschr~nken uns nunmehr auf Verwandtschaft~n, die ein 
beliebiges Gebflde 2:, z .B. den Raum~ ein ebenes Feld oder eine Curve t 
in sich selbst ~ransformiren. Dutch eine solche Verwandtschaft 

*) VgL Camille Jordan,  Th4orie des subs~utdons, Paris 187~; Ne~o,  
Substitutionentheorie, Leipzig 1882. 
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werden die Elemente des Gebildes ~ paarweise einander zugewiesen; 
und zwar wird das ,ers~e" Element jedes Paares dureh ~ in das 
homo|oge ,,zweite" Element transformirt, durch die umgekehrte Ver- 
wandtschaft ~ - i  aber geht das zweite Element jedes Paares in das 
erste fiber. Werden dutch q~ die Elemente eines jeden Paares mit 
einander vertauscht, so ist 9~-1~ ~; die Verwandtsehaft ist in diesem 
Falle yon ihrer Umkehrung nicht verschieden und heisst ,,involutoriscb." 

Die Elemente gewisser Paare kSnnen, wenn sie gleichartig sind, 
in je einem ,,Doppelelemente" der Verwandtschaft zusammenfallen; sie 
kSnnen, wenn ungleichartig, incident sein. So hat eine r~iumliche 
Collineation bekanntlieh i. A. vier Doppelpunk~e, sechs Doppelgerade 
und vier Doppelebenen, welche die Eckpunkte, Kanten und Fl~ichen 
des reellen oder ima~n~xen ,Haupttetraeders" der Col|ineation bilden. 
In einer r'~umliehen Correlation aber umhfilten die Ebenen, welche 
dutch ihre homologen Punkte gehen, i. A. eine F1Kche @2 zweiter 
Classe, and diese Punkte liegen i. A. auf einer Fl~iche ~"~ zweiter 
Ordnung; die beiden ,,KernflKchen" _~'~ und r gehen sowohl durch 
die Correlation als auch dutch ihre Umkehrung in einander fiber und 
haben vier reelle oder imagin~ire Doppelgerade der Correlation, die 
vier Kanten des windschiefen ~,Hauptvierseits" gemein. ~) Die beiden 
Diagonalen des Hauptvierseits werden dutch die Correlation mi~ eia- 
under vertauscht. - -  Eine Verwandtschaft ~ hat dieselben Doppel- 
elemente wie ihre Umkehrung 9 ~-~. 

7. Sei 2~ X~ 2~1 eine beliebige Verwandtschaft ~ zwischen zwei 
zusammenfallenden Gebilden. Dutch eine andere Verwand~sehaft ~p 
werde das Gebilde 2~ in ~ '  und zugleich 2~ 1 in 2~ l" transfonnirt. Dann 
resultirt aus den drei Verwand~sehaf~en: 

2 7 ~ 2 ~ ,  2 : ~ 2 ~  und X a ~  2~ 1' oder ~p-1, ~ und g; 

die Verwandtschaft 2 ~ ' ~  ~1' oder ~ - ~ 9 ~  ~ ~'. Wit sagen in 
diesem Falle mit C. J o r d a n  und S t e p h a n o s * * ) :  Die Verwandtschaft 

-wird durch die andere ~ ,,f]bergef~hrt" in die Verwand~schaf~ 
~b-19~ ~ ~'. Jedes Elementepaar und jedes Doppelelement yon r 
wird dureh die Verwandtschaft ~P in ein Elementepaar resp. in ein 
Doppelelemen~ yon ~" verwandelt. 

Die Gleichung ~-~e~p-~-r lisst sich umformen in jede der 
folgenden Gleichungen : 

~ - i ~ - ~  ~_ ~ , ~ p _ _ _ ~ ' ~  ~___ ~9~'~-I  

auch folgt aus ihr ~ - l ~ - l ~  ~ r oder ~p-19~p ~ ~'~, und 
ebenso ~p-~9~,~-~-~ '~. Wenn also ~0 durch ~ in ~ '  fibergeftthr~ 

*) Schr~er ,  Journal fiir d. r. u. a. Math. 7~, S. 140; vgl. Reye. Geom. 
d. Lage, 3. Aufl. III ,  S. 222. 

**) C. J o r d a n  a. a. 0.~ S t e p h a n o s  in den Math. Anualon 2"2, S. 310 u. flgde. 
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wird, so werden r und ~-+~ durch r in ~ ' -1  und ~ ' •  iibergeffihrt; 
zugleich werden ~ '  and (p'• dutch ~h -1 in resp. (p und ~+~ iiber- 
gef'dhrt. 

8. Eine Gleichung zwischen Verwaadtschaften: 

bleibt gfiltig, wean alle darin vorkommenden Verwandtschaften ~, 
ersetzt werden durch diejenigen ~', Z', in welche sie durch irgend 
eine Verwandtschaft ~ iibergef~ihrt werden. Dean zuniichst gilt auch 
die Gleiehung: 

r �9 �9 �9 r ~--- ~P-~ZtZ2 �9 �9 �9 Z+r 

wird aber hieria zwisehea je zwei suceessiven Verwandtschaften 
oder X die Identit:4t ~p~p-t eingesehaltet (4), so ergiebt sich sofort: 

I p I �9 

ePl  r �9 �9 �9 r " - ~  ;~i  Z 2  �9 �9 �9 ~ [ ,  
weil 

~b-lcP~P ~ r und r  p ~- ~/. 

Jede Gleichung zwisehen geometrischea Verwandtschaften oder 
Traasformationen stellt demnach eine invariante Eigenschaft derselben 
dar. Eine involutorische Verwandtschaft r ~ (p-t insbesondere kann 
nur in involutorische Verwandtsehaften iibergefiihrt werden. 

9. Zwei Verwandtschaftea ~ ,  ~p heissen ,,vertauschbar", wean 
~ P  ~ ~pcp ist, wean also ihre Resultirende nicht abh~ingt yon ihrer 
Reihenfolge. Von zwei vertauschbaren Verwandtschaften wird jede 
dureh die andere in sich selbst iibergeffihrt; und wean eiae Verwandt- 
sehaft r durch eine andere r in sich selbst iibergef~ihrt wird, so sind 

und ~p vertauschbar. Denn jede der beiden Gieichungen: 

~p~p -~- ~ p  and r  ~-- ep 

folgt aus der anderen. 
Die mit einer Verwandtschaft r vertauschbaren Verwandtschaften 

~,  ~pt , . . .  bilden eine Grappe, d. h. ihre Resultirendea sind ebenfalls 
mi~ (p vertausehbar; aus q~p ~ ~ und ~p~pl ~--~p~r folgt nfimlich: 

.Die Gruppe enthiil~ aueh die Umkehrungen und die Potenzen ibrer 
Verwandtsehaften (7). Sie wird dutch jede ihrer Verwandtsehaften ~p 
in sieh selbst iibergeffihrt; dean die Verwandtschaft ~p-l~p~ ~p ~ ~p~' ist 
zagleich mit ihrea drei Componenten in der Gruppe enthalten. 

Spiegelungen an aormalenEbenen sind vertauschbar; eine Schiebang 
oder Translation and eine Splegelung sind nur dann vertausehba b wenn 
die Sehiebungsrichtang zu der spiegelnden Ebene oder Geraden parallel 
ist; zwei Schiebungen sind allemal vertauschbar. Die gaazen Potenzen 
einer Verwandtsehaft ~ and ihrer Umkehrung ~-~ stellen vertauschbare 
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u dar; wegen ~tp -1--- 1 gelten fiir sie die algebraisci~en 
Rechnungsregeln : 

Die VerwandtschaFten 1, ep +1, ~• ~p• . . .  bilden eine endliche 
oder unendliche Gruppe, jenachdem ~0 eine ,cyklische" Verwandtschaft 
ist oder niche. Im ersteren Falle enth~lt die Gruppe nur eine endliche 
Anzahl ~ verschiedener Verwaodtschaf'ten, und zwar ist ~ die Iden~ig4t~ 
also r ~ 1, r ~ r r177 ~_. r Eine involutorische Verwandt- 
schaft eo ist bin~ir cykliseh, und jede blair cyklische Verwandtschaft 
ist involutorisch~ denn aus ca ~- ~-~ fol~ e o ~  1, und umgekehrt. 

10. Ueber vertauschbare ttomographien, Collineationen und Cor- 
relationen wird in meiner ,,Geome~rie der Lage" a. a. O. Folgendes 
bewiesen. Zwei Homographien in einer Punt~reihe sind vertauschbar, 
wenn sie dieselben zwei reellen Doppelpunkte haben. Zwei ebene oder 
r~umliehe Collineafionen ~,  ~p sind vertausehbar, wenn sie die Ecko 
punkte eines Dreieeks A B C  resp. eines Tetraeders A B C D  zu ge- 
meinsamen Doppelpunkten haben. Die beiden Punkt~uppen P P~ P2..- 
und QQ~ Q2. - . ,  iu welche z~wei beliebige Punkte P und Q durch die 
Collineationen 1, q~, cp~, . . .  iibergehen~ sind collinear, und eine der 
mit ~ vertausehbaren Collineationen ~P wird dargeste]lt dureh: 

A B C P P ,  P2 �9 �9 " ~ A - B C Q Q t  Q,- " " " 

resp. 
A B C D P P ~ P ~  . . .  7~ A B C D Q Q ,  Q~ . . . .  

Mit Corretationen ist eine Collineation i. A. nicht vertauschbar. - -  
Wenn eine r~iumliche Correlation Z die vier Kanten eines reellen 
windschiefen Vierseits zu Dopl~elgeraden hat, so ist sie vertausehbar 
mit den 0r e Collineafionen und Correlationen, welche dieselben vier 
Doppelgeraden haben und die Orte /~2 und (~2 incidenter homologer 
P~nkte und Ebenen yon g in sich selbst resp. in einander transfor- 
miren (vgl. 6); insbesondere ist sie mit zwei Nullcorrelationen ver- 
tausehbar. 

Nun kSnnen aber die vier Doppelgeraden einer r~umlichen Cor- 
relation und die Doppelpunkte einer Collineation oder Homographie 
paarweise imagin~r sein, auch kSnnen sie alle oder theilweise zu- 
sammenfallen. Die Fragen, mit welchen Correlationen, Collineationen 
und Itomographien in diesen F~llen eine gegebene Correlation, Colli- 
neation oder Homographie vertausehbar ist, bleiben a. a. O. unerledigt. 

w  

Umkehrung geometrischer VerwandtschMten. 

1I. Als zwei der wichtigsten Aufgaben fiber geometrische Ver- 
wandtschaften habe ich a. a~ O. die folgenden bezeichnet: Die Vet- 



152 Tm lt~,~. 

wandtschaften ~ zu bestimmen, welehe eine gegebene Verwandtschait 
~p umkehren, d.h. in ihre Umkehrung ~-~ ~iberffihren; und die Ver- 
wandtschaften ~ zu bestimmen~ welche darch eine gegebene Ver- 
wand~schaft ~ umgekehr~ werden. Die zu bestimmenden Verwand~sehaften 
genfigen der Gleiehung Z --1 r ~ m_ r und deren Umformungen: 

~ f - ~ - ~ ,  X - I ~ I ,  (Z~)2-----Z ~, (~Z)~---~Z ~, X ~ - 1 ~ - - ~ - 1 ;  
auch folgt aus jener Gleichung: 

X - ~  ~- r (vgl. 7). 
Wenn also eine Verwandtsehaft ~p dareh eine andere % umgekehrg 

wird, so wird sie auch dureh %-a umgekehrt; und mit ihr werden ihre 
Po~enzen oF', die zu ihr inverse Verwandtsehaf~ r und deren Po~enzen 
durch Z und ~-~ umgekehrt. Aus je zwei der u 
~, ~ ,  Z2, . . . ,  welche r umkehren, resultir~ folglieh eine mit r ver- 
tauschbare Verwandtsehaft Z~j ~ @. 

12. Ueberhaupt bilden die mit r vertauschbaren Verwandtsehaften 
~p und die Verwandtschaften %, welche q~ umkebren, zusammen eine 
Gruppe. Aus @r ~---q~p und Z - l ~ - ~  - i  folgt nimlieh, wenn 
~' ~ ~ Z~ gesetzt wird : 

Jede mit q~ vertauschbare Verwandbehaf~ ~p ist sonaeh darstellbar als 
Resultirende yon zwei der Verwandtsehaften Z, ~6, . . . .  welche ~o 
und qo-~ umkehren, wenn solehe existiren. Die eine ~ dieser beiden 
Componenbn kann unter jenen Verwandbehaften sogar beliebig an- 
genommen werden; aus ihr und den iibrigen Verwandtsehaften, welche 
r umkehren, resultiren alle mi~ ~ vertausehbaren Verwandtschaften 

Kehrt eine Verwandtsehaft ~ zwei vertauschbare Verwandbchaften 
tp, ~2 urn, so kehr~ sie aueh deren Resultirende urn. Denn aus: 

folgt: 
Z-i~;( ~ ~-~k -i oder ;~-~Z ~ ~-i. 

13. Wenn die Verwandtsehafg ~ eine andere q~ umkehrt, so trans- 
formirt sie jedes Elemen~epaar PP~ yon ~o in ein Elemenbpaar P' P[  
yon qg-~ und folglieh jedes Doppelelement yon ~0 und r in ein 
anderes oder tmbr Ums~nden in sieh selbs~; aus dem Elementepaar 
P P" yon ~ abet ergiebt sieh mittels~ der Verwandtsehaft r eia anderes 
Elementepaar P~P~' yon Z, indem P dutch ~0 in P~, -und P' dureh 
~)-~ in P~' fibergeht. 

Ist ~ nebs~ einem Elemenbpaare P P~ yon qo gegeben, und ver- 
wandelt sieh dieses Paar dureh die Verwandtsehaften g, ~ ,  7~ ~, . . .  
in die resp. Elementepaare: 

p" p1'~ P " P " ,  P "  p, , , ,  . . . ,  
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so gehen die Elemente PPt'P"PI'... dutch q) in resp. P1P'P('P'.... 
~iber. Die Yerwandtschaft 9) wird also dargestellt dutch: 

PPI'P"P("... ~ PIP'Pt"P"'..., 
wenn diese Elemente zu ihrer Bestimmung ausreichen; sie ist in diesem 
Falle durch ihr Elementepaar P PI und die sie umkehrende Yerwandt- 

schaft % bestimmf~ 
Ist 9) nebst einem Elementepaare P P" yon % gegeben, und wird das 

erste Element P dieses Paares durch die Verwandtschaften 9), 9)~ 9)3 ... 
in PI, P2, P3,-.. transformirt~ das zweite Element P' aber durch 
~-I, 9)-.2, 9)-s ... in resp. PLI, PLy, P_~ . .., so gehen die Elemente 
P PI P~ P3 �9 �9 �9 durch X in resp. P' P-'I P-'2 PL3 �9 �9 �9 ~iber. Falls diese 
Elemente zu der Bestimmung yon ~ ausreichen, so wird die Verwandt- 
schaft % dargestellt durch: 

PPIP2P3 " �9 �9 7~ P'PLIP'~2PLs...; 
sie kehrt die Verwandtschaft 9) um und ist durch 9) und das Elemente- 
paar P P' bestimmt. 

14. Eine nicht specielle r~umliche oder ebene Collineation (Cor- 
relation) 9) ist hiernach durch hSehstens oo 3 resp. oo 2 Collineationen 
and Correlationen Z umkehrbar, eine nicht involutorische Homographie 
abet dutch hSchstens oc 1 ttomographien. Denn der Raum resp. die 
Ebene enthRlt nur cx) 3 resp. oo 2 Elemente P', in welche ein gegebener 
Punkt~ P dutch eine Colliaeation oder Correlation Z transformirt werden 
kann; aus einem Elementepaare PP'  yon ~ aber ergeben sich (13) mit 
E[filfe der Verwandtschaft 9) unendlich viele andere Elementepaare yon 
Z, yon denen abet bekanntlich eine kleine Anzahl zur Bestimmung 
yon Z ausreicht. ~ Ebenso wird bewiesen, dass elne nicht specielle 
r~umliche oder ebene ColIineation (Correlation) mit hSehstens vo s resp. 
cc 2 Collineationen und Correlationen vertauschbar ist, und eine nicht 
involutorische Homographie mit hSchstens 001 Homographien. 

15. Ueber die Collineationen und Correlationen~ welche eine ge- 
gebene Collineation oder Correlation umkehren, habe ich a. a. O. 
Folgendes bewiesen. Eine r~umliche Collineation 9) mit reellem Haupt- 
tetraeder (6) wird umgekehrt durch die ~o 3 polaren Correlationen, 
welehe das Tetraeder zum Poltetraeder haben. Die 002 mit 9) ver- 
tauschbaren Collineationen (10) bilden mit diesen polaren Correlationen 
zusammen eine Gruppe. Analoges gilt yon einer ebenen Collineation 
mit drei reellen Doppelpunkten. Darch Collineationen kann eine Colli- 
neation i. A. nicht umgekehrt w e r d e n . -  Eine r~umliche Correlation Z 
mit reellem Hauptvierseit (vgl. 6) wird umgekehrt durch ~ polare 
Cor~elationen ~ and dutch c~ 2 geschaart involutorische Collineationen 9). 
Dieselben vertausehen die Gegenkanten des Hauptwierseits mit einander; 
die beiden KerntEchen ~w und r der Correlation Z (6) gehen dutch 
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die oo ~ Correlationen ~1 in einander und dureh die oo 2 Collineationen 
in sich se|bst fiber. Die oo ~ miC Z vertauschbaren Collineationen 

und Correlationen (10) bilden mit diesen co 2 involutorischen Colli- 
neationen ~ und Correlationen ~i zusammen eine Gruppe. Analoges 
gil~ yon den oO ~nvolutorischen Cotlineationen und Correlationen, 
welche eine ebene Correlation Z' umkehren; doeh wird deren Existenz 
a. a. O. nur flit den einen Bauptfall nachgewiesen, dass die beiden 
Kernkegelschnit~% welehe die Orte ineidenter homologer Elemente yon 
Z' sind, in zwei reellen Punkten sich ber~hren. 

16. Nut  die involutorisehen Verwandtsehaften co sind mit den sie 
umkehrenden Verwandtsehaften Z vertausehbar; denn aus: 

~ - t f o ~ - e  -~ und a~ Z ~ Z t o  
folgt co ~ co -I. 

Die Resultirende yon zwei involutorischen Verwandtsehaften co, coj 
wird dutch jede derselben umgekehrt; aus 9~ ~ co% und eol~--~-eo2~ 1 
f o l ~  nRmlich: 

encp ~ co 1 und ( e q 0 ) ~  co 2 oder co-l~co ~ ep -1, 

ebenso aber (q~ol)~-~-fnt 2 oder eol-lq~eo 1 ~ - ~ .  Wird eine Ver- 
wandtschaft ~ darch eine involatorisehe Verwandtschaft co umgekehrt.~ 
so resultirt sie aus to und einer anderen involutorischen Verwandtschaft 
r denn aus: 

(otp) z -~ c o  ~ l  und ~ e o e o ~  oder e o c ~ e ~  

folgt eo,~ -~ 1. 
Diese 8~tze brlngen die Umkehrungsprobleme in Verbindunff mit 

der Lehre yon den harmonischen Verwandtschaften, denen wir zu- 
nRchst uns zuwenden. 

w  

Harmonische Verwandtsckaften angewendet auf die Umkehrungsprobleme. 

]7. Zwei Verwandtschaften ~0, O heisseu harmonisch, wenn die 
eine und damit jede yon ihnen aus der anderen und einer involutorischen 
Verwandtschaf~ o resulilr~*), wenn also: 

~ Of~ ~ ~eo -~ und folglich ~ -~- ~po ~ 9~-' 

ist. Beispielsweise resu]tirt aus einer Co]li~eation oder Correlation 
und einer Spiegelung eine mit ~ harmonische Co]lineation resp. Cor- 
relation. Mit einer Homographic in einem Elementargebilde sind c~ ~ 
Homog-raphien harmonisch, well in dem Gebilde oo e Involutionen 

*) VgL Stephanos in diesen Annalen 22, S. 320, welchem Segre im 
Journal ffir d. r. u. a. Math. 10% S. 318 den Beg'rift clef ,harmonischen t~omo- 
graphien" entlehn~e. Vg}. auch die Abhandlungen yon Hermann Wiener  in 
den Berichten der S~chs. Gesellsch. do Wiss, 1890 S. 961, 1891 S. 424 und 644. 
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existiren. Mit einer ebenen oe]er r~umlichen Coltine~tion (Correlation) 
~ind 004 resp. oo s andere Colliaeationen (bezw. Correlationen) und oo ~ 
resp. 009 Correlationen (bezw. Collineationen) harmonisch; denn in der 
Ebene resp. im Raume giebt es 004 resp. m s involutorische Collineationen 
und 005 resp. oo 9 polare Correlationen. 

18. Die beiden Verwandtsehaften qo, @ sind harmonisch, wean 
aus der einen und der Umkehrung der anderen eine involutorische 
Verwand~schaft resuttirt, wean also eine und damit jede der Ver- 
wandtschaften: 

involutorisch ist; zugleich mit cp und ~ sind demnaeh ihre Umkehrungen 
q0 -1 und ~-1 harmonisch. Ist n~mlich O-lip eine involutorische Ver- 
wandtschaft co, so wird: 

zugleich ~ird # - 1 q ~ - 1 ~  ~2__~.1, und folglich ist auch ~ 0 - 1 ~  $ q~-i 
eine involutorische Verwandtschaft. 

Die Gleieh~ng ~-*~o ~ ~ - ~  l~isst sich, wenn ~ ~ #-* ist, um- 
formen in O-~q~O ~ q>-L Wean also yon zwei harmonlschen u 
wandtschaften q0~ die eine O involutorisch ist, so kehrt sie die andere 
um (Segre).  Zugleich wird diese andere Verwandtschaft ~0 ~--#to 
die Resultirende yon ~ und einer zweiten involutorischen Verwandt- 
schaft co. 

Zwei Verwandtschaften haben zu einander eine invariante Be- 
ziehung, wenn sie harmonisch oder vertauschbar sind, oder wenn die 
eine durch die andere umgekehrt wird (8). 

19. Zwei Homographien ~0, ~ in einer Punktreihe sind harmoniseb, 
wenn zwei beliebige Punkte P~ Q der Reihe dutch q~ in die resp. 
Punkte P1, {2~, d,gegen durch @ in die resp. Punkte Q~, P~ ~lbergehea 
(Segre). Denn die Homographie cp-~O ist involutorisch, weil sie die 
Punkte P~, Q~ mit einander vertauseht. Ist die Homographie r ge- 
geben, yon O aber nur ein Punktepaar PQ~ bekaant, so bilden die 
beiden Punkte Q, P~, in welehe Q~ and P dutch resp. ep-~ und 
tibergehen, ein zweites Paar homologer Punkte yon O. Eine mit ~p 
harmonische Homographie ~ ist demaach i. A. eindeutig bestimmt, 
wenn yon ihr zwei Paare homologer Punkte PQ~ und 1t$~ beliebig 
in der Punktreihe angenommen werden. 

20. Mit der Homographie: 

ABC. . .PQ. . . 7~A~B~Ci . . .P~Q1 . . .  oder q0 

sind harmonisch die ool Involutionen oder involutorischen Homo- 
graphien: 

.aB,. e.a,, <OP,,...; 
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denn die Punkte 2, Q gehen durch ~0 tiber in PI, Q1, dagegen durch 
die Involution 

i~ @P, oder 2QQ,  ~ Q129, P 
in die resp. Punkte Q1, P1 (vgl. 19). Die Homographie q9 wird dutch 
jede dieser 001 Involutionen nmgekehrt (18); aus den InvolatJonen 
resultiren fo]glieh ~1 mit rp vertausehbare Homographien r (vgl. 11~ 
14). Jede dieser Homographien ~ resultirt aus zwei jener Involutionea, 
yon denen die eine sonst beliebig ist (12); sie wird folglieh ebenso wie 

dutch jede der 00~ Involutionen umgekehrt (16). Die 001 Homo- 
graphien 7p sind deshalb ebensowohl mit einander wie mit q0 vertauschbar. 
Sie bilden mit einander und aueh mit den sie umkehrenden Involutionen 
eine Gruppe. 

Hat die Homographie q9 zwei reelle Doppelpunkte M, _N, so ist 
sie darstellbar dureh: 

hieraus abet folg~ bekanntlieh M ~  r 2 Q ~ ~rM Q1P1, und M_h f. ~P Q1. Q/~I 
ist demnach eine Involution. Die Doppelpunkte 21/, 2~ r yon r bilden 
also ein gemeinsames Punktepaar der co a mit ~0 harmonisehen Involu- 
tionen (Segre).  Eine Punktinvolution ca ist, wie man hiernaeh ]eieht 
beweist, mit den oo 2 Homographien harmoniseh, deren Doppelpunkto 
je ein Punktepaar yon eo bilden; sie kehrt alle diese Homographien urn. 

Die obigen S'~tze lassen sich ohne Weiteres auf alle Elementar- 
gebilde ansdehnen and werden hernaeh insbesondere auf Regelschaaren 
angewendet werden. 

21. Eine r~umliehe Collineation q~ und eine Correlation # sind 
harmonisch, wean durch ~ die Eckpunkte A s .B, C, 1) and dutch 
die ihnen gegen/iber liegenden Fl~ehen a,/~, ~, d eines Tetraeders in 
die resp. Eckpunkte A1, ~1, C1,-D1 eines anderen Tetraeders iiber- 
gehen. Denn die Correlation ~ - l _ . ~  ~ transformirt jeden Eekpunk~ 
des Tetraeders ABC1)  in die gegentiberliegende Fl~iche und ist des- 
halb bekanntlich eine polare, involutorische. Wenn die Tetraeder 
ABC.D und A1.B~C1D I perspective Lage haben~ so wird auch # eine 
polare Correlation*); die Collineation qo---~ #co abet wird in diesem 
Falle yon jeder der beiden involutorischen Correlationen a ,  e~ umge- 
kehrt, weil sie deren Resultirende ist (16). 

22. Wir nehmen an, die Collinea~ion q9 babe nicht unendlieh viele 
Doppelelemente und sei insbesondere weder perspectiv noch geschaart. 
Dana l~st  sich eine sie umkehrende polare Correlation @ so bestimmen, 
dass sie einer gegebenen Ebene a einen beliebigen Punkt A t als Pol 

*) VgL yon Staud~, Geometrie der Lage, S. 135 and Reye, Geometrie der 
Lage II, 3. Aufl., Seite 135, wo der aualoge Satz fiber perspective Dreieeke be- 
w~esen ist, 
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zuweist. Dutch ~ mSge n~nlich a in ai~ und dutch ~-~ mSge A l 
in ,4 fibergehen. Die durch ep collinearen Ebenen ~ al erzeugen dann 
durch ihre homologen Punkte i. A. eine Strahlencongruenz drifter Ord- 
nung~ n~mlich die Axencongruenz eihes cubischen EbenenbiJschels. 
Seien nun .B.B1, CC 1 und / ) D  1 drei paar homologe Punk~e yon ~z 
und a I , deren Verbindungslinien in einem Punkte der Geraden A A  s 
sich schneiden; dann liegen die beiden Tetraeder A.B C D  und A 1/~1 CI DI 
perspectiv und bestimmen (21) eine polare Correlation @, welche die 
Collineation ~ umkehrt. Well der Pol A I der Ebene a ~ . B C D  
dreifach unendlich viele Lagen annehmen kann~ so ergiebt sich hieraus 
und aus friiheren SEtzen (13, 14): 

23. Eine r.~umliche Collineation cp, die weder perspectiv noch 
geschaart is~, noch unendlich viele Doppetpunkte haL, wird dutch er s 
polare Correlationen & umgekehr~, auch wenn sie keine oder nur zwei 
reelle Doppelpunkte hat. Wenn elne Ebene r durch die Co]lineationen 
cp, ~ ,  ~ ,  �9 �9 �9 iibergeht in resp. ~1, %, ~3, �9 " -, ein beliebiger Punkt  Aj 
aber dutch ~ p - i  r ep-~, . . . in resp. A ,  .J.-1, A-2~ . . . ,  so trans- 
formirt (13) eine dieser polaren Correlationen die Ebenen a~ al, %, a3, ... 
in die resp. Punk~e Aj ,  A ,  A - I ,  A_~,  ... und ist durch die Beziehung: 

a a l ~ . ~ % . ' .  ]~ A t A A - 1 A - - ~  . . .  

i. A. eindeutig bestinimt*). Hat  die Collineation r vier and nur  vier 
reelle Doppelpunkte, so bilden diese ein gemeinsames Poltetraeder der 
c~ ~ poiaren Correlationen ~ ,  welche ~ umkehren (15). 

Die Collineation ~ ist vertauschbar mi~ ~ a  Collineationen ~p, 
welche aus den o~ 3 polaren Correlationen ~ resultiren und mit ihnen 
eine Gruppe bilden (12). Diese ~ Collineationen ~p werden ebenso 
wie cp dutch jede der c~ a polaren Correlatiouen ~ umgekehrt (16), 
well sie aus je ~ a  Paaren derselben resultiren (12); sie sind deshalb 
ebensowohl mi~ einander wie mit q~ ver~auschbar. Wird ein beliebiges 
Punktepaar AA" durch die Collineation ~,  ~ ,  ~p3, . . .  txansformir~ in 
die resp. Punktepaare A~A~'~ A~A~', A a A a ' , . . . ,  so bestimmt die pro- 
jective Beziehung: 

AA~A~A3 . "  �9 7~ A ' A , ' A ~ ' A a ' . . .  

i. h .  eine dieser ~ a  m i t r  vertauschbaren Collineationen ~. Zwei 
beliebige Punkte A,  A" gehen also i. A. dutch die Cotlineation ~ und 
deren Potenzen in zwei collineare Punktsysteme iiber~ und zwar ist 
die Collineation dieser Systeme mit ~ vertauschbar. 

*) Diese projective Beziehung reicht zur Bestimmung tier Correlation nur 
dann nir aus, wenn die Collineation.ep perspectiv oder geschaart oder planar 
ist, oder aber, wenn die Ebenen ~, a~, a2, ~ ,  �9 �9 �9 abwechselnd durch zwei 
Geraden gehen. Der letzte dieser F~tle tritt ein, wean ~ eine halbgeschaarte 
Collineation ist (vgl. 29). 
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w  

Umkehrang specieller Co111~eatione~. 

24. Ueber die vorhin ausgesehlossenen Speciaif'glle der r~umlichea 
Collineation sei Folgendes bemerkt. 

Eine perspective Co]llneation oder ,~HomoZog[e" mit dem Centr.um S 
und der Homologieebene ~ ist vertauschbar mit den ~o 9 Collineationen, 
welehe S und ~ zu Doppelelementen haben, und wird umgekehr~ 
dutch die ~0  Correlationen, welche Sund ~ in einander transformiren. 
Denn jedes der ~6  Tetraeder, welche 5' zum Eckpunkte und ~ zur 
gegeniiberliegenden Fl~che haben, ist Haupttetraeder yon c~ 3 jener 
ColIineationen (10) und Poltetraeder yon ~3  dieser Correlationen (15). 
Uebrigens sind nut ~ s  dieser Correlationen polar; alle fibrigen resultiren 
aus einer yon ihnen und den o~ ~ mit der Homologie vertauschbarea 
Collineationen, yon welchen ~4  iavolutorisch sind. 

Eine geschaarte Collineation cp mit reellea Doppelpunktgeraden 
(Axen) u, u" ist vertauschbax mit den cQ 7 Collineationen and den o~ ~ 
Correlationea, welche die beiden windschiefen Geraden ~, u '  in sich 
selbst tmnsformiren; sie wird umgekehrt durch die c~ ~ Co]lineationen 
und die ~7  Correlationen,. welche u and u' mit einander vertausehen, 
insbesondere dutch r 4 involutorische Col]ineationen and oo 5 polare 
Correla~ionen. Dean jedes der ~4  Tetraeder~ welehe u and u" zu 
Gegenkanten baben, ist das Flaapt~e~raeder yon ~ mit r vertausch- 
baren Collineafionen (10) und ein Poltetraeder yon or 3 polaren Corre- 
lationen, welehe (p umkehren (15); ausserdem wird q~ umgekehrt dutch 
~4  involutorische Collineationen, welche u mit u" verCauschen (vg]. 20). 
Aus je  einer dieser in~olatorisehea Colliaear und polaren Corre- 
lationen und den ~ mit r vertauschbaren Collineationen resaltiren 
die fibrigen o J  Collineationen und Correlationen, weIche q> umkehren. 
Die ~ mit q~ vertauschbaren Collinea~ionea and Correlationen bilden 
mit ihnen und ebenso mit einander eine Gruppe. 

Wenn eine Collineation die Punkte einer Geraden u za Doppel- 
punkten hat, so hat sie zugleich eine Gerade v und deren Ebenen 
za Doppelelementen*), auf v aber i. A. noch zwei Doppelpunkte ~ ,  L. 
Sie ist in diesem F~lle mi~ ~5  Collineationen vertausehbar and wird 
dutch ~ 5  Correlationen ~gekehr t .  Sind die Doppelpunkte JK, L 
reell, so ist jedes der ~2  Tetraeder, welche K ,  L trod irgend zwei 
PankCe der Geraden u zu Eckpuakten haben, das Haup~etxaeder yon 
~3  mit r ver~aqschbaren Collineationen and ein Poltetraeder yon ~3  
polaxen Correlationen, welc!le q~ umkehren. Aas einer dieser Corre- 

*) Reye, Geometrie der Lage "ff~ 3. Aufl., S. 7"2. 
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lationen und den o05 mit r vertauschbaren Collineationen aber resultiren 
die fibrigen o05 Correlationen, welche ~ umkehren; sie vertauschea 
die Punkte K, L mit den resp. Ebenen Lu ,  Xu.  

25. Ffir ebene Collineationen gelten analoge SRtze wie ffir die 
rRumliehen. Eine nicht perspective ebene Collineation ist mit o02 
Collineationen vertauschbar und wird durch 002 polare ebene Corre- 
lationen umgekehrt, die Rhnlich wie oben (23) bestimmt werden. Jene 
c~ 2 Collineationen sind aueh mit einander vertausehbar und bildea 
sowohl ftir sich a[s auch mit den o0~ polaren Correlationen eine Grappe. 
Eine perspective Collineation oder Homulogie in der Ebene ist mit 
oo 4 Collineationen vertausehbar und wird dutch 004 ebene Correlationen 
umgekehr~ yon denen aber nur o0z polar sind. 

26. Ausser den gesehaarten giebt es noeh andere riiumliche 
CollineatAonen, die nieht nur dureh Correlationen sondern aueh dutch 
Collineationen umkehrbar und sowohl mit Correlationea als aueh mit 
Collineationen vertausehbar sind. Wean eine Collineation ~0 eine all- 
gemeine Fl~ehe /~2 zweiter Ordaung in sieh selbst transformirt, so ist 
sie mit o03 Correlationen Z vertauschbar und wird dutch o03 Collinea- 
tionen r umgekehrt. Sie fiihrt niimlieh zugleieh mit ffz die polare 
Correlation Z' in sieh selbst fiber, welehe 2 '2 zur Kernfliiehe hat, ist. 
also mit %' vert~uschbar (9). Aus Z" abet und den o0s mit r ver- 
tausehbaren Collineationeu ~p resultiren die o0s mit r vertausehbaren 
Correlationen ;~ die iibrigens mit den ~p trod mit einander nieht ver- 
tausehbar sind. Und aus %' und den o03 polaren Correlationen ~ 
welehe r umkehren (23), resultiren die o03 Collineationen ~', welehe 
~o umkehren. Die Co]lineation ~0 transformirt ausser 2 ,2 noeh unend- 
lieh viele andere Fl~ehen zweiter Ordnung und zweiter Classe in sieh 
selbs~; in diese Fl~iehen wird F 2 dureh die o03 mit q0 vertausehbaren 
und ebenso dutch die (p umkehrenden Collineationen und Correlationen 
verwandelt. 

27. Die Collinea~ion (p heisst eine [eigenfliehe] Hermite 'sehe~ 
wenn sie jede der beiden l~egelsehaaren eines einsehaligen Hyper- 
boloides oder hyperbolisehen Paraboloides in sieh selbst transformirt. 
Sie hat dann in jeder dieser l~egelsehaaren zwei reelle oder imagin~re 
Doppelstrahlen, welche Gegenkanten ihres Haupttetaueders shad. Sie 
ist bestimm~*) dureh die beiden in ihr en~haltenen Homographien: 

a b c . . .  7~ a lb l c l . . ,  und I~qr . . .  7~ p i q ~ r j . . . ,  

welehe je eine der beiden Regelsehaaren in sieh selbst txanaformiren, 
und wird dargestell~ dutch: 

") yon Staud~, Beitrage zur Geometrie cler Lage, ~ S. 6; vgl. Reye, Geometrie 
der Lage II, 3. Aufl., S. 30. 
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a b c p q r  ~ a l b j c l p ~ q l r  1. 

Die nean Puak~e a p ,  a q , . . . ,  c r  gehen durch sie tiber in die resp, 
Punkte a t p l  , al fll , . . . ,  ct r t .  

Die Hermite'sche Collineation ~ wird zugleich mit jenen beideD 
HomogTaphiea umgekehr~ dutch ~ e  involutorisehe Collineationen uad 
dutch r ~ polare Correlationen~ welche die beiden Regelschaaren in 
sieh selbst und ihre Doppelstrahlen in einander transformiren (20), und 
yon denen je eiae dargestellt wird dureh: 

abb ly~ lq l  ~ b~a~a~lPlP.  

Und weil die Collineatioa cp vertauschbar ist mit c~3 Collineationen 
~/, mad Correlationen ~ (26), welche diese vier Doppelstrahlen in sich 
selbst transformiren, so wird sie umgekehrt dutch die w a Collinea- 
tionen ~" und polaren Correlationen ~, we|che die reellen oder imagi- 
n~ren Doppelstrahlen yon jeder der beiden Regelschaaren mit einander 
vertausehen. Sie verwandelt die ov 1 Fl~ichen zweiter Ordnung in sich 
selbst, welche durch diese vier Doppelstrahlen gehen*). 

Wean eine Collineation ~ eine cubische Raumcurve in sich seIbst 
transtbrmirt, so ist sie eine Hermite'sehe. Die Raumcurve enth~lt 
n~mlich i. A. zwei Doppelpunkte yon cp und liegt mit deren Tangenten 
auf einer Fl~iche zweiter Ordnung, deren Regelsehaaren durch r in 
sieh selbst fibergehen. Diese I~ermite'sche CoIlineation r transformirt 
c~ 2 cubische Raumcurven in sich selbst**), welche die beidea Doppel- 
punkte und deren Tangenten und Schmiegungsebenen mit einander 
gemein haben und durch die c~ 3 mit q~ ver~ausehbaren Collineationen 
und Corre]ationen in einander tibergehen. 

28. Zu den Hermite'schen Collineationen gehSren die geschaarten; 
denn eine geschaarte Collineation hat ~2 Doppelstrahlen und trans- 
formirt co 3 yon ihnen gebildete Regelsehaaren und deren ~c~ Leit- 
sehaaren in sich selbst. Eine geschaart involutorisehe Collineation eo 
ist vSllig bestimmt dutch ihre beiden windschiefen Involutionsaxen 
u,  u ' ,  wean diese reell sind; denn sie vertauscht je zwei dutch u und 
u" harmonisch getrennte Punkte, Ebenen oder Strahlen mit einander. 
Sie wird folglich in sich selbst iibergefiihrt durch die c~ 7 Collineationen 
nnd Correlationen, welche die Involutionsaxen u, u" theils in sieh selbst, 
theils in einander transformiren. Diese oe 7 Gollineationen und Corre- 
lafionen sind daher mit der geschaart involutorischen CoI}ineation co 

vertauschbar (9); mit einander sind sie i. A. nieht vertauschbar. Wenn 
eine Collineation die beiden Geraden u ,  u" in sieh selbst transformirt, 
so hat sie auf jeder yon ihnen zwei reelle oder imagin~re Doppelpunkte 

") VgL Rosanes im Journal ffir d. r. u. a. Math. 80, S. 67; Voss in den 
Math. Annalen 13, S. 353; Sturm in den Math. Annalen 26, S. 470. 

**) Das bewies schon Herr Sturm in diesen Annalen 28, S, 490. 
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mit eo gemein; vertauscht sie dagegen u ]nit u', so hat sie keine 
DoppelpunlrLe mi~ co gemein; ist aber dennoeh mit dieser involutorischen 
Collineation vertausehbar. 

29. Wenn eine Collineation ~ zwei windschiefe Gerade u, ~' mi~ 
einander vertauscht, d. h. jede yon ihnen in die andere transformir~, 
so vertauseht sie die ~o ~ Strahlen einer linearen Congruenz paarweise 
mit einander. Die Panktreihe u niimlieh wird dutch die Collineation r 
und ihre Umkehrung r in zwei auf u" liegende projective Punkt- 
reihen verwandelt, und diese haben zwei reelle oder imagin~re Punkte 
A', B" entsprechend gemein, in welche gewisse zwei Pankte A, 
yon u dutch cp und zugleieh dutch ~0 -~ iibergehen. Die Punk~ yon 
jeder der beiden Geraden AA" und :B~'  werden folglich dureh 
paarweise mit einander vertauscht, mi~ ihnen zugleich aber die oo 2 
Geraden, welche .AA" und B~B' schneiden. Da ein beliebiger Punkt 
auf einem dieser Strahlen liegt, so geht er dureh go und ~ - i  in zwei 
Punkte des zugeordneten Strahles fiber. Die lineare Congruenz dieser 
paarweise einander zugeordneten Strahlen ist hiernaeh Ieieht zu con- 
struiren~ auch wenn ihre Axen AA" und ~ '  imagin~ sind. Sie 
existir~ auch in diesem Falle, weil die Geraden ~, u' dutch die mit 

vertausehbaren Collinea~ionen und durch die Collineationen, welehe 
~p umkehren, in je zwei Gerade fibergehen, die gleiehfalls dur~h ~ mi~ 
einander vertausch~ werden. 

Die Collineation ~2 ist eine geschaarte; die Collineation ~ mSge 
deshalb ,,halbgeschaart" heissen. Die zwei paar Doppelpunkte der 
Punktinvolutionen auf AA'  und JBB' bilden das Hauptetraeder yon ~; 
sie trennen, wenn sie reell sind, je zwei Gerade harmonisch, welche 
wie u und u'  durch ~ mit einander vertauseht werden. 

30. Eine halbgeschaarte Collinea~ion ~ is~ ver~usehbar mit den 
~2  gesehaar~ invo]utoriscben Collineationen e~ deren Involutionsaxen 
durch ~ mit einander vertauscht werden (28). Jede dieser Collinea- 
tionen eo vertauseh~ die vier Doppelpunkte yon ~ paarweise mit 
einander (29). Aus je zweien der Collineationen eo resultiren die ~ 
mit r vertausehbaren Collineationen ~, welche mi~ r die vier Doppel- 
punkte ~gemein haben; die Resultirenden aus diesen c~ s Collineationen 
~p und einer beliebigen der Collineationen eo abet sind ~ mit c~ ver- 
tauschbare Collineationen ~' ,  welehe wie ~o die Doppelpunkte yon 
paarweise mit einander vertausehen. Die Collineatione~ r bilden eine 
Gruppe ffir sich und eine umfassendere Gruppe mit den Collinea~ionen 
~'. Sie sind mi$ einander vertausehbar (23); dagegen siad die 
Collineationen ~" weder mit jenen ~p noch mi~ einander vertauschbar. 

31. Die halbgeschaarte Collineation ~ ist, wie leicht zu beweisen, 
eiue Hermite'sche, wenn ihre vier Doppelpunkte alle reell oder .alle 
imagin~ir sind; sie wird (27) in diesen beiden Haupff~llen dutch o~ s 

~ t h e m a t i r ~ h o  ~.a~alem ~T,rFr, I I  
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Collineatiouen und Correlationen umgekehrt. Fiir den Fall reeller 
Doppelpunkte werde 9 ~ dargestellt dutch: 

A A ' ~ B ' t )  7~ A ' A B ' B P , ,  

und ~s seien M~1/7' und Ns die zwei paar Doploelpunkte yon 9~, 
welche A yon A" resp. ~ yon B" harmonisch trennen. Dann liegen 
die Kanten der beiden windschiefen Vierecke ~IM'~VN" und MM'~['17 
auf zwei dutch die Punkte ~ und -PI gehenden Fl~ichen zweiter Oral- 
hung, deren Regelschaaren dutch ~ in sieh selbst iibergehen. Die 
halbgesehaarte Collineation cp wird demnach (27) umgekehrt dureh die 
oo 3 halbgeschaarten Collineationen und polaren Correlationen, welche 
yon je einem der beiden Vierecke die Gegenkanten mit einander ver- 
tausehen. Sie ist, wie hieraus folgt, vertauschbar mit den co 3 Corre- 
lationen und Collineationen, welche die vier Kanten yon je einem der 
beiden Vierecke zu Doppelstrahlen haben, sowie mit den c~ 3 halb- 
geschaarten Collineationen ~p', welche M mit M '  und 7~ mit _h r' ver- 
tauschen (vgL 30). In der Gruppe dieser mit 9~ vertausehbaren und 
jener ep umkehrenden Collineationen und Correlationen sind eine 
Anzahl yon Untergrappen leicht zu unterscheiden. 

w  

Umkehr~g r~nm]ither Correlationen. 

32. Wir erSrtern in Kiirze die Frage nach den Colli~eationen 
und Correla~ionen, welche eine r~umliche CorreZatio~ ~ umkehren oder 
aber mit ihr vertauschbar sind. Die 0) I Fl~chen zweiter Ordnung 
und zweiter Classe, welche durch die vier reellen oder imaginiiren 
Hauptstrahlen yon ~ gehen~ werden durch :g in einander transformirt, 
und zwar paarweise involutorisch, well die Correlation zwei yon ihnen, 
n~imlich ihre beiden Kernfl~ichen 2 '2 und (~2, mii einander vertaascht 
(6). Die c~ 1 Fl~ichea bildea also einen involutorischen Fl'~chenbilschel. 
Die beiden Doppelfl~ichen dieses Blischels gehen durch X in sich selbst 
tiber*), und jede yon ihnen ist folglich die Kernfl~che einer mit 
vertausehbaren polaren Correlation. Wir beschriinken uns auf den 
Hauptfall, in welchem wenigstens eine dieser beiden Fl~chen eine 
Regelflfiche//~ isi. Weil die Doppelstrahlen yon :~ auf/~2 liegen und 
ein windschiefes Hauptvierseit bilden, so wird jede der beiden Regel- 
schaaren yon /~  dutch die Correlation Z in sich selbst transformir~, 
und die Collineafion ig ~ ist eine Hermite'sehe. 

33. Die Correlation g ist bestjmmt (lurch die beiden in ihr ent- 
ha|tenen Homographien, welehe je eine der beiden Regelschaaren der 

*) Voss in den Math. Annalen 13, S. 370. 
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Fl~iche /~2 in sich selbst verwandeln*). Die Doppelstrahlen dieser 
Homographien bilden die zwei paar Gegenkanten des Hauptviersei~s 
yon Z, kSnnea ~ibrigens paarweise imagin~r seia oder zusammenfallen. 
Die Correlation Z wird zugleich mit den beiden Homographien um- 
gekehrt dutch c~ 2 involutorische Collineationen nnd polare Corre- 
]ationen, welche die beiden Regelschaaren in sich selbst transformiren 
und die Doppelstrahlen paarweise mit einander vertauschen (vgl. 27). 
Auch wenn die vier Doppelstrahlen paarweise imagin~r sind oder 
zusammenfallen, existiren diese oo ~- Gollineationen und Correlationen. 
Aus ihnen resultiren c~ 2 mit Z vertauschbare Collineationen und Corre- 
lationen; diese aber werden durch dieselben o~ ~ involutorischen Colli- 
nea~ioneu und Correlationen umgekehrt wie Z, well sie aus je c~ ~ Paaren 
derselben resultiren (12, 16), und sie sind deshalb ebensowohl mit 
einander wie mi~ ~ vertauschbar. Sie haben mi~ Z die vier Doppel- 
strah|en gemein und bilden sowohl mi~ einandex als auch mit jeneu, 
welche ~ umkehren, eine Gruppe. Die frfiheren S~tze (10 und 15) 
sind hiedurch vervollst~ndigt und verallgemeinert. 

w  

Resultirende involutorischer Collineationen und Correlationen. 

34. Wir wenden uns jetzt zu der noch kaum bertihrten Frage 
naeh den Verwandtschaften, welche dureh eine gegebene Verwandt- 
schaft umgekehrt werden. 

Eine involutorische Verwandt~ehaft kehrt nut die Verwand~schaften 
urn, welche aus ihr und je einer anderen involutorischen Verwandt- 
schaft resul~iren (16). Eine Punktinvolution kehr~ demgem~ss ~ 
Homographien urn, und zwar alle die, deren Doppelpunkte je ein 
Punktepaar der Involution bilden (20). Dutch eine involutorische 
rKumliche Collineation (oder Correlation) abet werden die oo 8 Collinea- 
tionen und die ~9  Correlationen (bezw. die 008 Correlationen und die 
c~ 9 Collineationen) umgekehrt, welche aus ihr und je einer der c~ s 
involutorischen Collineationen und der c~ ~ involutorischen Correlationen 
resultiren (vgl. 17). Um sie n~iher zu bestimmen, brauehen wir nut 
die Resultirenden yon je zwei involu~orischen 0ollineationen und Corre- 
]~ationen zu untersuchen. 

35. Zwei polare Correlationen Z~ ~t haben bekauntlich i. A. ein 
einziges Poltetraeder gemein, dessen Gegenelemente sie mi~ einander 
vertauschen. Sie sind bestimmt durch das Poltetraeder und darch die 
beiden Punkte ~ ,  P1, in welche sie eine gegebene Ebene z trans- 

*) yon Staudt, Beita-~ige zur Geometrie tier Lage, S. 6; vgl. Reye, Geo- 
mettle der Lage If, 3. Aufl., S. 30, 

II* 
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formiren. Aus ihnen resultirt die Collineation ~Zt, welehe das Pol- 
tetraeder zum Haapttetraeder hat und xP in Pt verwandelt; diese nicht 
speeielle Collineation aber wird dutch jede der beiden polaren Corre- 
lationen umgekehrt. Eine polaxe Correlation kehrt demnach die oo 9 
Collineationen um~ welche je eines ihrer c~ s Poltetraeder zum Haupt- 
tetraeder haben (vgl. 15). 

36. Eine po]are Correlation Z wird dutch eine geschaart involu- 
torisehe Colhneation q~ in eine andere polare Correlation fibergeffihr~ 
welche mit ihr i. A. ein einziges Poltetraeder gemein hat. Dieses 
Tetraeder wird dutch ~ in sich selbst transformirt, seine Eckpunkte 
bilden zwei Punktepaare A A '  und • B '  yon q) und liegen auf zwei 
Doppelstrahlen der involutorischen Collineation; seine ~ibrigen zwei 
paar Gegenkanten werden dureh ~ und ebenso dutch ~ mit einander 
vertauscht und bilden daher das Hauptvierseit .A .B A'.B" der Corre- 
lation ~Z. Diese nicht specielle Correlation wird sowohl dutch cpals 
auch dutch Z umgekehrt (34). Die oo 3 Correlationen, welche A . B A ' ~  
zum Hauptvierseit baben, resultiren alle aus der involutorischen Co|Iinea- 
tion ~ und den cx~ 3 polaren Correlationen, welehe die Gegenkanten 
yon A.BA'.B" mit einander ver~uschen. 

Eine geschaart involutorisehe Collineation ~ kehrt demnach die 
cc 9 Correlationen am, deren Hauptvierseite je zwei Punktepaare yon 
~p zu Gegenpunkten haben. Eine polare Correlation Z abet kehrt die 
oc s Correlationen urn, deren Hauptvierseite in je einem der cos Pol- 
tetraeder yon Z enthalten siad, und deren Kernfl~chen durch Z in 
einander fibergehen (15)*). 

37. Alle noch fibrigen Producte yon je zwei involutorisehen 
Collineationen und Correlationen stellen spedelle Collineationen oder 
CorrelatJonen dar, wie wir gleieh nachweisen werden. 

Aus einer polaren Correlation Z und einer eenirisch involutodschen 
Collineation 9~' resultirt eine specielle Correlation ~ ~'~ welehe die Ebenen 
einer gewissen Geraden g mit den Punkten einer anderen Geraden y~ 
ebenso, wie die Corre]ation ~, involutorisch vertauseht. Die beiden 
Geraden g, gl sind reeiproke Polaren in Bezug auf Z, und g geht 
durch das Centrtlm, yj abet liegt in der Involutionsebene der Collinea- 
tion ~'. Eine eentriseh involntorische Collineation kehrt oo9~ eine 
polaro Correlation abet oo s derartige specielle Correlationen am. 

38. Aus einer polaren Correlation Z und einer Nulleorrelation Z' 
resultirt eine halbgesehaarte Col]Jneation ~ ' ,  sodass (ZZ') 2 eine ge- 
sehaarte Col]Jneation ist. Denn der lineare Complex der Doppelstrahlen 

*) In meiner ,,Geometrie der Lage" VII, S. 224, Nr. 120 wurde diese letztere 
Bedingung iibersehen, und irrthfimlJch angegeben, dass eine polare Correlation 
ao~ (start oos) andere Correlationen umkehre. 
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yon ~" wird dureh ~ in einen anderen linearen Complex transformirt, 
und die ~2  gerneinsamen Strahlen dieser beiden Complexe werden 
darch ~ und ebenso durch ~%' paarweise rnit einander vertauscht. Die 
beiden Axen der linearen Congruenz dieser S~rahlen sind reeiproke 
Polaren beziiglieh beider Correlationen und die Tr~ger zweier Punkt- 
invotutionen der Co]lineation Z~'- Sie sehneidea die Kernfl~ehe der 
polaren Correlation o z in den Gegenpunkten eines Vierseits, dessen 
Kanten vier gemeinsarne Doppelstrahlen yon ~, Z' und ~ '  s i n & -  
Eine Nullcorrelation kehrt ~9, eine polare Correlation kehrt c~ ~ halb- 
gesehaarte Collineation urn. 

39. Aus zwei geschaar~ involutorisehen Collineationen r q~l 
resultirt eine [Herrnite'sche] Collineation epq01, welche ~ t  Fl~chen 
zweiter Ordnang in sieh selbst transformirt. Die zwei paar Involutions- 
axen yon ~ and ~01 sind n~rnlich zwei paar reciproke Polaren in Bezug 
auf r F1Kehen zweiter Ordnung*), die einen Bfischel bilden. Eine 
beliebige dieser Fl~ichen aber wird dutch jede der Collineationen qo, q~l 
und folglich auch dutch deren Resultirende ~ q01 in sich selbst trans- 
forrnirt; und wenn sie eine Regelfi~che ist, so gehen ihre beiden 
Regelschaaren durch ep und ebenso dutch r in einander, dutch r 
also in sich selbst iiber. Will man deu Beweis aueh f~ir den Fall 
imagin~rer Axen lighten, so ist leicht zu zeigen, dass jede tier beiden 
involutorisehen Collineationen c~ ~ Fl~ehen zweiter Ordnung in sich 
selbst transforrnirt, die eine lineare Mannigfaltigkeit bilden. Diese 
beiden Mannigfaltigkeiten baben einen Fl~iehenbfischel gemein, well 
sie ffinffach unendlich und in tier neunfach unendliehen linearen 
Mannigfaltigkeit aller Fl~chen zweiter Ordnung enthalten sind. 

Eine gesehaart involutorische Collineation q0 kehr~ hiernaeh ~8  
Hermite'sche Collineationen urn, deren Doppelpunkte paarweise dutch 
r rnit einander vertauseht werden (vgl. 27). 

40. Aus einer gesehaart involutorischen Collineation r und einer 
eentriseh involutorischen ~p' resultirt eine speeielle Colliaeation ~pcp'~ 
welehe die Punkte einer Geraden g und die Ebenen einer Geraden gt 
involutorisch paart. Die Geraden g, g, sind die gemeinsamen Doppel- 
strahlen yon ep und q0', und zwar liegt g in der Involationsebene yon 
ql, wr~hrend gl dutch das Involutionscentrum yon qf geht. ~ Eine 
eentriseh involutorische Collineation kehrt ~ s  eine gesehaart involu- 
torische aber c~ 6 solehe specielle Collineationen urn. 

Aus einer gesehaart invo]utorisehen Collineation ~o and einer 
Nulleorrelation Z' resultirt eine speeielle Correlation q0Z" , welehe nieht 
bloss vier sondern ~1 .Doppelstrahlen hat. Denn die gemeinsarnen 
Doppelstrahlen yon ~o und Z" sind ztagleieh solche yon q0g' and bilden 

*) VgL meine Geomet~e der Lage, 3. Aufl., II, S. 274. 
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eine Regelsehaar. Die Correla~on r hat ausser ihnen noeh zwei 
Doppelstrahlen, welehe Leitstrahlen der Regelsehaar sind and dureh 
~p and Z' in einander fibergehen. Die Collineation (q~Z')z ist eine 
gesehaarte. - -  Eine Nulleorrelation kehrt ~ s  eine geschaart invola- 
torische Collineation kehrt er 5 solehe speeielle Correlationen urn. 

41. Aus zwei eentrisch involutorischen Collineationen ~', epl' 
resultirt eine speeiel/e Collineation ~ ~ ;  welche alle Punkte einer 
Geraden u und alle Ebenen einer Geraden v zu Doppelelementen hat. 
]n ~ sehneiden sieh die Involutionsebenen and auf v liegen die beiden 
Centren yon r and q0~'. Auf v liegen noeh zwei reelle oder imaginKre 
Doppelpunkte yon ~0'~t', welehe tin gemeinsames Punktepaar yon ~o' 
und %' bilden. ~ Eine eentriseh involutorizehe CoIlineation kehrt ~ 6  
solehe speeielle Collineationen Urn. 

Aus einer eentriseh involutorisehen Collineation q~' und einer 
Nulleorrelation Z' resultirt eine sehr specielle Correlation, welehe zwei 
Bfisehel yon Doppelstrahlen hat. Der eine dieser B/isehel lieg~ in der 
Involutionsebene yon ep' and hat deren Nullpunkt in Bezug auf 9~' zum 
Mittelpunkt; der andere hat das Centrum yon ~p' zum Mittelpunkte 
and liegt in dessea Nullebene. Beide Bfischel bestehen aus gemein- 
samen Doppelstrahlen yon ~' und ~'. ~ Eine eentrisch involutorische 
Collineation kehr~ oo~ eine Nulleorrelation aber oo 6 solehe specielle 
Correlationen urn. 

Aus zwei Nulleorrelationen Z', Zl' resultir~ eine geschaarte Collinea- 
tion Z" ~(; denn die ov 2 gemeinsamen Doppelstrahlen yon Z" und Z( 
sind zugleieh solehe yon Z'Z~: Eine Nullcorrelation kehrt die cr ~ 
geschaarten Collineationen urn, deren Doppelpunktsgeraden sie mit 
einander vertauseht (vgl. 24). 

w  

Associirte Verwandtschaften. 

42. Die Verwand~schaften ~p, welche dutch r eine gegebene Ver- 
wandtsehaft Z umgekehrt werden, lassen sieh aus den LSsungen der 
symbolisehen Gleichung ~p2 _~_ ~2 ohne Weiteres ableiten. Wird nam- 
lich ~---~ Z~ gese~t~ so ergiebt sieh: 

(ZcP)2 ~ X~ und folglich X- 1 r Z = ~ -1 .  
Die Verwandt~ehaft ~--1r = ~ wird demnaeh dutch Z umgekehrt; aus 

and jeder dureh ;t umkehrbaren Verwandtsehaft q~ aber resul~irt eine 
Verwandtsehaft Z~0 ~--r welche der Gleiehung ~p2~_. X: genfigt. 

Zwei Verwandtsehaften ~p, X nenne ieh ,,assoeiirt"~ wenn sie der 
Gleiehung ~ 2 =  ~2 geniigen, wenn also ihre zweiten Poten.zen eine 
und dieselbe Verwandtsehaft darstellen. Wenn zwei Verwandtsehaften 
mit einer dri~-ten asaoeiirt sind, so sind sie aueh mit einander assoeiirt. 
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Die involutorischen Verwandtschaften sind mi~ der I d e n t i ~  und mit 
einander associirt. 

Die mit ~ associirten Verwandtschaften ~ sind mit der Verwandt- 
schaft ~2 vertauschbar; denn: 

Die Gleichung ~ Z 2 ]~sst sich umformen in: 

die Seiten dieser beiden Gleichungen aber stellen zwei inverse Ver- 
wsndtschaften ~p und 9~ -~ dar, welche durch Z und ebesso dutch 
umgekehrt werden. 

43. Zwei associirte Verwandtschaften sind nur dann vertauschbar, 
wenn sie harmonisch sind, wenn also aus der einen und der Um- 
kehrung der anderen eine involutorische Verwandtschaft resultir~. 
Denn aus: 

T - I ~ Z ~  -1 und ~ - ~ ' Z 0  oder Z--l~p~---r - i  
folgt 

Z~ -I-~- ~pz -1 oder (Zf~-l) 2 ~ 1. 

Diese invohtofische Verwandtschaft ist mit Z und ~ vertauschbar, 
well aus 

Z - I ~  ~ Z~ -~ -~ ~Z -~ ~- o 
sich ergiebt: 

Ist eine Verwandtschaft ~ mit einer involutorischen Verwandtschaft co 
vertauschbar, so ist sie mit ~p-~-Zoo ~ co~ harmonisch, associirt und 
vertauschbar; denn es ist: 

(~pZ-~) ~ - . e ~  ~ r  ~ und ~ge~ Z ~ - - ~ p .  

44. Zwei associirte Collineationen ~,,, cp, deren zweite Potenzen 
r eine nicht specie]le Co]]ineafion darstellen, sind vertauschbar 
(23), well sie beide mit ~ vertauschbar sin& Sie sind deshalb zugldch 
harmonisch (43)~ und die Collineation ~p-1 ~ e ist involutorisch und 
mit r und ~p vert~uschbar. Mit einer nicht speciellen r~umlichen 
Collineation e~ abet sind hSchstens undi. A. sieben involutofische 
Colline~/5onen vert~uschbar. Drei yon ihnen sind geschaart~ und ihre 
Involutionsaxen bilden die drei paar Gegenkanten des Haupttetraeders 
yon ~p; die fibrigen vier stud centrisch involatorisch und haben je 
einen Eckpunkt des IIaupttetraeders zum Centrum und die gegenfiber- 
liegende Fl~che zur Involutionsebene. Die Collineation ~ ist demnach 
J. A. mit nur sieben anderen rRum]Jchen CoUineationen ~ assocHrt~ 
welche aus 9) und jenen sieben involutorischen Collineationen resultiren; 
sie kehrt, abgesehen yon diesen involutorischen, keine Colline~ 
~Ollell Sill. 
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Die allgemeine r~um]iche Co|]ineation ~ ist mit keiner Correla- 
~on Z associirt~ kehrt also aueh keine Correlation urn. Denn wRre 
~ 9 ~, so w~rde die Co]lineation ~2 oder Z~ die beiden Kernfl~ichen 
yon Z und unendlieh viele audere Fl~chen zweiter Ordnung in sieh 
selbst transformiren (vgl. 26), also eine specielle CoHineation sein. 

Eine ebene Collineation ist i. A. mit nur drei anderen Collinea- 
tionen associirt und kehrt i. A. weder Collineationen noch CorrelaiJonen 
urn, ausgenommen drei mit ihr vertauschbare involutorische Collinea- 
tionen. Eine Homographie ist i. A. mi~ nur einer anderen Homographie 
associirt mad mit nur einer Involution vertausehbar. Der Beweis ist 
analog wie oben zu f~ihren. 

45. Wenn eine Collineation q~ a|Igemeine Fl~chen zweiter Ord- 
hung in sich selbst transformirt (vgl. 26), so ist sie mit unendlich 
vielen Correlationen ~ associir~. Denn sie ist vertauschbar mit iden 
unendlich vielen polaren Correlationen co, welche je eine dieser Fliichen 
zur Kernfl~che haben; die Correlationen ~ ~ ~ ~ - - ~  aber~ welche 
aus ~ und je einer der Correlationen t~ resultiren, gentigen der Glei- 
chung Z 2 ~  r und sind mit der Collineation 9 associirt, vertauscbbar 
und harmonisch (43). In diesem Falle hat also die Gleichung ff~-cp -~ 
unendlick viele LSsungen; insbesondere hat sie oo 1 LSsungen~ wenn cp 
eine Hermitdsche~ mad o~ 3 LSsungen, wenn ~ eine geschaarte Collinea- 
tion is~ (27, 28). Mit einer geschaarten Collineation sind ~ibrigens 
auch die oo~ Co]lineationen associirt~ welche aus ihr und den oo 4 mit 
ihr vertausehbaren involutorischen Collineationen resultiren. 

46. Eine halbgeschaar~e Collineation ~1 vertauscht die cxa ~ Strahlen 
einer linearen Congruenz paarweise mit einander (29). Sie kehrt des- 
halb (24) die cx)a geschaarten CoIlineationen urn, deren Doppelpunkts- 
geraden je eines dieser ~2  Strahlenpaare yon cpl bilden. Zwei dieser 
geschaarten Collineationen sind vertauschbar, wenn sie die zwei paar 
Gegenkanten eines windschiefen Viereeks A BA'.B" zu Doppelpunkts- 
geraden haben (24); zugleich mit ihnen wird dann ihre Resultirende 
dureh ~t umgekehrt (12). Diese Resultirende transformirt die Regel- 
sehaaren aller durch die Viereckskanten gehenden Fliichen zweiter 
Ordnung in sieh selbst und ist eine Bermite'sche Collineation mit den 
vier Doppelpunkten A, ~ A', ~ ' .  Die halbgeschaarte Collineation ~ 
kehrt demnach cx) e Hermite'sche Collineationen urn, welehe A ,  .B, .,4" 
und B" zu Doppelpnnkten haben; sie vertauscht nicht bloss die 
Gegenkanten sondern auch die Gegenpunkte des Vierecks A.BA'.B" 
mit einander. 

Nun kann abet jedes tier beiden Pun~epaare AA'  und 232~" mit 
oo ~ anderen Punk~paaren yon r vertauseht werden, die mit ibm in 
einer Geraden liegen und eine Involution- bilden (29). Die halb- 
gesehaarte Collineation ~ kehrt demnaeh o~ Hermite'sche Collinea- 
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ffonen ~ tun, deren Doppelpnnt:te sie paarweise mit einander ver~auscht, 
und ist mit 004 Collineationen ~ ~ ~ associirt. Sie transformirt 
i. A. ~ Fl~chen zweiter Ordimng in sich selbst (31), ist also mit 
oc 1 polaren Correlationen Z' vertauschbar und folglich mit c~ 1 Corre- 
lationen X ~ ~0~' ~ ~'~l associirt, vertauschbar und harmonisch. 

47. Eine r~umliche Correlation ~ vertauscht die beiden Diagonalen 
u, u" ihres Haup~vierseits mit einander (vgl. 6) und kehrt deshalb (24) 
die oo' gesehaarten Collineationen r urn, welche diese Diagonalen zu 
Doppelpunkfsgeraden haben. Sie ist mit den co' Correlationen ~t ~ Z ~0" 
associir~, welche aus ihr und je einer dieser c~ 1 Collineationen resultiren 
und gleich ihr die Geraden g, ~' mi~ einander vertausehen. Die cot 
Correlationen Zt trod Collineationen ~' sind mit der Collineation ;t ~ 
vertausehbar (42), nieht aber alle mit tier Correlation ~ (vgl. 16). Mi~ 
Z sind i. A. zwei polare und zwei Nulleorrelationen vertausehbar 
(32, 10). Die Correlation ~t ist daher mit den vier Collineationen 
associirt, welche aus ihr mad je einer dieser involut~rischen Correla- 
tionen resulfiren (42). Andere mit Z assoeiirte Collineationen und 
andere dureh ~ umkehrbare Correlationen, als die vier, ~eb~ es i. A. 
nieht. 

48. Wenn eine specielle Correlation :t die S~rahlen einer Regel- 
sehaar p q r paarweise mi~ einander vertauscht und deren Leitsehaar 
abc beliebig in sich seibst transformirt, so kehrt sie oo~ gesehaarte 
Collineationen ~' und oo 2 specielle Correlationen ~' urn, trod ist folg- 
lich mit oo~ Correlationen Z~0' und Collineationen ~:t' associirt. Sie 
kehr~ nKmlieh zun~ichst die oo 2 gesehaar~en Collineationen ~" urn, 
welche je zwei durch Z vertauschbare Strahlen yon lo~r zu Axen 
haben (24). Diese cr Collineationen sind vertauschbar mit der polaren 
Correla$ion ~,, auf deren Kernfl~che die Regelsehaaren io~r und abe 
liegen. Weil aber Zt aueh mi~ der Correlation ;~ vertauschbar ist und 
daher dureh ;t umgekehrt wird, so resultiren c~ ~ dutch ;t umkehrbare 
Correlationen Z ' ~  Z~q0' aus Z, und je einer der o ~  geschaarten 
Colliueationen ~' (12). Diese Correlationen ~' haben alle Strahlen der 
Regelschaar abcund je zwei dureh :~ vertauschbare Strahlen der Sehaar 
p ~ r zu Doppelstrahlen, sind also speeiell. Ihre zweiten Potenzen und 
die yon Z sind geschaarte Collineationen. 

Unsere Untersuchung ist hiermit beendet; die Fragen nach den 
Homographien, Collineationen und Correlationen, welche mit einer 
gegebenen Homographie, Collinez~tion odor Correlation vertauschbar 
sind, dieselbe umkehren odor dutch sie umgekehrt werden, sind 
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erledig~. Ihre Beantwortung ffihrte uns zu eingehenden Erbrterungen 
fiber die CoUineationen und Correla~ionen~ die mi~ einer gegebenen 
harmonisch oder abet associir~ sind. Hervorragende Bedeutung batten 
in allen diesen Fragen und Erbrterungen die involu~orischen Verwandt- 
schaften und fiberhaup~ diejenigen~ we]che gewisse E|emente paarweise 
mit einander ver~ausehen. 

S t r a s s b u r g ,  den 21. Febraar 1893. 


