
Ueber  eine E igenscha f t  der  cubiscben F o r m e n  m i t  beliebig 

vielen Ver~nder l ichen.  

Von 

A. Voss in ]~iinchen. 

Ist f cine Form s ten Grades yon p homogenen Variabelen, H ihre 
Hesse ' s che  Form, HH die Hesse ' sche  Form der letzteren, so ist 
bekanntlich im bin~ren Gebiete, sobald s > 3, 

(1) HH---~ s  QH*). 
Fiir terniire Formen finder ein "~hnlicher Satz allgemein nur start, 

wenn f veto dritten Grade ist; man hat dann 

HH ~ A f  -r BH,  
we A und B die beiden Invarianten yon f sind. Neuerdings hat Herr 
B a u e r  gezeigt, dass ein ahnliches Theorem fiir cubische Formen auch 
im quaterniiren Gebiete besteht, indem er ,  yon der canonischen Form 
yon f ausgehend, direct die Existenz einer Relation yon der Form 
(1) erwies**). Ich beabsichtige in dieser Note zu zeigen, class der 
Satz (1) fi2r cubische _~ormom n~it beliebig viel Variabelen Giiltig- 
"~t hat. 

Man kann sich dazu zuniiehst einer geometrischen Ueberlegung 
bedienet,. Eine Form f m i t  p homogenen Variabelen x stellt, gleich 
Null gesetzt: eine Manni2qaltigkeit yon 10 - - 2  Dimensionen, eine 
M~_~, im projectiven Raume yon p - -  1 Dimensionen vor, welche als 
Fltiche f bezeiehnet werden mfge. Die Tangentenebene derselben im 
Punkte x hat die Gleiehung 

(2) , ~  ~, t; ---- 0; ***) 

*) Salmon-Fiedler ,  Algebra d. linearen Tramsformatioaen, S. 273. 
**) G. Bauer. Von tier Hesse'schen De6erminaate tier Hesse'schen 

Fliimhe einer Fl-~che dritter Ordnuug. Mfinch. Acad. XIV..1883. 
***) Da die Summa~ionen sieh immer yon 1 bis 10 erstxeckea, so genOg4 es, 

die Indices anzugebeu, fiber welohe summixt wird. UaMr den fik~."" stud im 
fblgendea immer die entsprechenden Differentdalquoidentm.m yon f naeh ~ zu 
verstehen. 
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sie wird station~ir, d.h., es fallen zwei unendlich benachbarten Punkten 
entsprechende Tangentialebenen zusammen, wenn es mSglich ist, den 
Differentialen dx solche Werthe beizulegen, dass die p Gleichtmgen 

(3) ~ f,~ dx~ = ~5, 
k 

far 
i ~ -  1, 2, . . . ,  io 

bestehen, w~hrend zwischen den dx noch die Relation 

(4) ~ a~ dx~ ~ 0 
- 7 "  

mit willkiirlichen Coeffieientea a stattfindet. Die Bedingungen (3) 
und (4) fiihren, wie man leieht sieht, auf 

H ~ - 0 .  
Nennt man einen Punkt yon f ,  ffir den eine station~re Tangenten- 

ebene exisf, irt, einen parabolischen Punkt, so hat man: 
Die parabolischen Punkte yon f bilden eine M~_~, welc~ dutch die 

Hesse'sche 2Tiche H yon f aus f ausgeschnitte~ wird. 
VermSge der p Gleiehungen 

(5) ~ y,f,~ = o, k = 1 , 2 , . . . , p  
i 

sind zwei Fl~chen H and S~ gebildet aus den correspondirenden Punkben 
x und y, eindeutig auf einander bezogen; S kann die zu H gehSrige 
S te ine r ' s che  Fl~che genannt werden*). Bezeichnet man die ersten 
Unterdeterminanten der Hesse'~chen Form durch H~, so ergiebt sich 
aus (5) f ~  H = 0 
(6) ~ty iy~ - ~  Hi~.  

Aus (5) folgt ferner durch Differentiation 

und hieraus 

(7) ~ f~ dy, = O, 

d. h. die Steiner'sche _~liiche ist die Envelope der l~olarebenen der 
Funk2e yon H in Bezug auf f. Soll nun die Tangentenebene yon S 
in einem Punkte y stationer sein, so mfissen nach (7) die p Bedingungen 

~ f~ dx~ ~-- ofi, 1 , 2 ~ . . . , p ,  i =  
h 

nebst den Gleichungen 

�9 ) Vgl. meine Arbei~ ,,Zar Theorie der r Kernfl~i~hen", die~e 
An.n~en Bd. ~Y~.V~.. 



Ueber cubisqhe Formen. 517 

• ai dx~ 0 
i 

fiir beliebige Werthe der a erffi]lt-sein. Diese Gleichungen erfordern, 
dass f~ir beliebige Werthe de.r. GrSssen a,  c die De~erminante 

fil fl~. " "  f ~  f, c, I 

t 
z~=  f~ h,  "'" f~  f~ c~[' 

H, H 2 . . .  Hp 0 0 I a~ a~ . . . .  a~ 0 0 

~H in welcher lit ffir - ~  gesetzt is~, verschwindet. Durch eine einfache 

Reduction erhiilt man aber~ falls s den Grad yon f bedeutet, mit 
Hfilfe yon (6) 

( s - -  1) A ~ --~a,c u ~  Hr 

Die Bedingung ~ ~ 0 sagt aus, dass alle ersten Unterdetermi- 
nanten yon H verschwinden. Dies finder start ffir eine Mp-4 auf H, 
welche aus Knotenpunkten yon H gebildet ist; sie heisse ~. Jedem 
dieser Knotenl0un'kte yon H entspricht eine Gerade, d. h. ein lineares 
Gebilde einer Dimension, mit station~rer Ta~gentenebene; auf einer 
solchen Gemden befinden sich p -  1 singul~re Punkte, die im all- 
gemeinen einer Cuspidalm~nnigfaltigkeit Mp_~ yon S angehSren, Die 
My__.4 kann wieder Theile enthalten, fiir die auch noeh al]e zweiten 
Unterdeterminanten yon H versehwlnden~ den Peukten derselben ent- 
sl~rechen dann lineare S~rahibiischel, l~ngs deren die Tangentenebene 
yon S stationiix bleibt, u. s. w. 19as Gebiet p ~ 3 t~ Dim2nsion 
auf S, welclx~s ~ entsprich~, bildet eine singutgre pavabolische M~_~ 
auf S. Die eigentliche parabolische M~_~ yon S ist daher charakterisirt 
dutch die Gleiehung 

i i, Ic,~ 

Das hdsst: Die Tangentenebene eines _Punktes x der ltesse'schen 
El~che geht nut dann durch den ~ugeordneten _Punier y ~ r  S te iner ' -  
schen _Vltiche, wenn der letztere der eigentlichen parabolischen Mv_s yon 
S angehSrt, und die _Punkte x bilden auf H eine ~f~_~, ltings dere~ 
sich d i e . ~  
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H ~- 0 und ~_j  Hiz. H~ Hk = 0 

beriihren. 
Ist insbesondere f eine vub/sehe Form, so fallen ~ und H zu- 

sammen*), und man hat den Satz: 
Die eigentliche parabolische Mp_~ der cubischen Fliiche f i s t  zu- 

gleich eigentliche parabolische Mp_.~ yon H. 
F ~  eine cubische Form f ,  die selbst  keine  K no te npunk t e  ent- 

hiilt  - -  we]che Vorausse tzung  i ibr igens unwesent l ich  is t  - -  kann zu- 
gle~'ch H "~ne a~uleren Knoten~vunk:e, als die in der g~nannten M~_4 
auftretenden, besitzen. Denn aus den Gle ichungen  

Ox L -~- ~ / ~  Yi Y~ ~ O, 
i ,k  

. l ~ 1 ~ 2 ,  - . . , p  

fo lg t  en tweder  ~ ~ O~ oder 

= o  

fiir x = y ;  d. h. es miisste y e in  K n o t e n p u n k t  yon f sein. Bei den 
cubischen F o r m e n  enthElt also die M~--4 alle s lngulSren P u n k t e  von H. 
E inem jeden  derselben eatsprich?: im a l lgemeinen  eine Gerade  mi t  
cons tan te r  Tangent ia lebene  auf  H. Da die De te rminan te  

(Y~ f ~ )  ~ 

~ 0 

bei be l iebigem a ,  l~ fiir  H ~ 0  den Fac to r  a ~  enth~il~, so folgt  
wel te r :  

Auf jeder solchen Geraden yon H liegen ~ - -  1 Knoten~vunkte yon H, 
und umgekehrt gehen dutch jeden Knoten yon H p - -  l dieser Geraden.**) 
Sie b i lden  die s ingul~re M~_.~ der  parabo l i schen  Punk te  auf  H, welche 
m i t  ~P bezeichnet  werden mSge. 

*) Dabei mag man bemerken, dass, so lango f keinen Knotenpunkt hat, 
correspondirende Punkte x und y hie zusammenf'~lleu kSnnen. 

**) Man vergleiche die bekalmten Eigensehaf~en yon H bei der Fl'~ehe drifter 
Ordnung. Bei einer Form s t~r Ordnung mit 1o Variabelen geht dutch jeden ihrer 
Punkte eine ~l~p_~_~ yon Geraden, wenn s ~ 1 0  - -  2. Ist aber s ~10 - -  2 Jr y, so 
wird es eine ~r~p._~_ 5 yon Geraden auf derselben geben, so lange noch s~_~210- 5. 
Eino cubische Form enth~lt daher eine M:2~__ s yon Geraden. Ffir p = 5 gehen 
durch jeden Punkt der cubischen Form 6 Gerade, welche eine M 2 auf der Form 
bilden. Eine solche Gerade ist abet im allgemeinen nicht mehr Tangente yon H 
in denjenigen Punkten~ wo sie yon H getroffen wird; dies ist vielmehr nut bei 

p ~ 4 der Fa l l  
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Aus den eben angefiihrten Betraehtungen kann man bereits 
folgern (vgl. die Betraehtung gegen den Sehluss dieser Note), dass 
fiir eine cubische Form mit beliebig vielen Variabelen der Satz 1) 
gilt. Die wirkliche Darstellung yon HH in dieser Form ist eine Auf- 
gabe der Formentheorie. Nun l~st  sigh allerdings, was ich bier nicht 
ausfiihren kann, fiir quatern~e Formen eiae solche Darstellung mit 
Hfilfe der symbolischen Methoden ganz allgemein geben. Aber bei 
einer beliebigen Anzahl yon Variabe]en erscheint eine direc~e Unter- 
suchung yon HH auf diesem Wege so weifl~iufig, dass ich vorzog, ein 
anderes Veffahren einzuschlagen, durch welches auf rein algebraischem 
Wege der in Rede stehende Satz bewiesen wird. Dasselbe stiitzt sich 
auf eine eigenthiimliche Identitgt, welche fiir alle cubischen Formen 
~ l t ,  mad die man auf folgende Ar~ erhalten kann. 

Bezeichnet man der Kiirze halber die Unterdeterminanten Hik dutch 
1 Yi~ so bestehen fiir das System yon zweimal ~-~(p- [ -1)  GrSssen 

fi~, yi, die Ident, i~ten 

H 

(8) " 
0 -~ ~ '  y,, f,,k, 

fiir ein beliebiges 

i ~ 1 , 2 ~  . - . , / ) ;  k ~ l , 2 ,  . . . ,  i - - 1 ,  i -~-1,  . - . , p .  

Aus ihnen folgt dareh Differentiation 

~ f"' + y,. 

(9) " 

Multiplieirt man die erste dieser Gleichungen mit x~, die iibrigen 
mit den x, mad addir% so entsteht 

OH -~ (S--  1 ) ~  Oy,. f,, .) x,-~,~7 - -  - ~ ,  + '~'' H (s - -  2), 

wo s der Grad yon f is~, und d., das K r o n e e k e r ' s c h e  Symbol be- 
zeichnet; also wenn man mit den willktirlichen Gr5ssen ai multiplicirt 
und addirt 

OH ~ Or/~, /" 
(10) a .  ~ -~  (S --  1 ) 4 '  - ~ -  , .  + H a, (s - -  2 ) ,  

*) Diese Gleichungen sind schon yon Jacobi, Crelle's Journal, Bd. XL D 
angegeben. 
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falls 

(11) ~ -~ . ~  ul y~  
i 

gese~z~ wiM. Wird nunmehr eine eubische Form s ~ 3 vorausgesetz~ 
so erh~lt man 

O~H ~y,,, ," 0~, f,,,,, ~y.~ f , , , ) ,  

Multilolicir~ man die erste dieser Gleichungen mit Y~i, die tibrigen 
1o - -  1 mit 

Y,I, Y , 2 , ' .  ", Y,,~-l~ Y,,q-l,  , ' . ,  y~p, 
und addir~, so finder man 

]r "~ 

oder, wenn man mit den willkiirlichen GrSssen a~ a. multiplicirt und 
summirt 

0'2) 

falls man mit /~= die Form 

(13) Z y~a,a~--~Z a,, ,,, , 
L k  n 

d. h. die mlt dem nega~iTen Zeichen genommene mit dell a ger.~nderte 
Determinante der ~ 

R.=--[/% a~ f a ~  0 
bezeichnet. 

Man schreibe nun die Gleichungen (9) in der Gestal~ 

OH - -~ ' -~ -  Z --~ Z f~ay~, 

0 = Z  Oy,,, 
n h 

und multiplieire die erste mit - ~ - ~  die le~zten p -  1 mit 

und addire wieder, so entsteht 
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n,k h,k 

oder, wenn man wieder mit aia, multiplicir~ and addirt 

(14) OH OR 0~ 0~ .~f~.~ ~, ,  ~),~ f,~ -I-" ~, .  

Demnaeh wird aus (12) 

.t~x O~H : H ~'R OH 0t~ bH ~R 

521 

so wird 
W : D ~A. 

Fiir A erh~lt man weiter 
Mathemati~che A~ualen, X.XVII, 

und wenn man noch mit a~ multiplicirt und die Gleichungen (10) zur 
Anwendung bringr erh~ilt man 

(15) ~ / r  0xz~xm~'H ----- a~ H ~t~~ \ ~--~-~( ~i~ ~i% ,~ + H + 

wo 

m~ k 

Bildet man nun die Hes se ' s che  Form auf beiden Seiten der 
identischen Relation (15), so entsteht linker Hand 

Rechter Hand tritt nur e/n Glied auf, welches den Factor H nicht 
en~h~lt; es ist die mit 2~ multiplicirte Determinan~ W der W~,~ 

W =  

Aber diese Deierminante erkennt mma leicht als das Product zweier 
Factoren. Setzt man n~mlieh 

(16) D :  �9 . . . . . .  , 

9X t 9Xa" ~Xy 
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A = ( - -  1), /~ 1 0 

a~ 0 1 

und, wean man die letzte Horizontal- und Verticalreihe mit 2 a~ multi- 
plieir~, und dann die ersten p F~eihen, mit den x 1 . . -  xj0 multiplicirt, 
yon dieser subtrahir~ 

zx = ( -  1)~ (2~.)~ {~+~H - 6 f ~ , } .  

Hiermit ist zuntichst die identische t~elation 

(17) ~/ t~=Hu ~--- AH - -  ( - -  1)Pw~'= -=-  3.2v-~J92~=/"  

erwiesen, welche fiir alle cubischen ~'ormen gilt. Man kann dieselbe 
dutch eine etwas andere Bildung der Determinante der auf der rechten 
Seite stehenden Gr5ssen nicht unerheblieh vereinfaehen. Setzt man 
zur Abkiirzung 

a,.H q- 2s., = q.~, 
so wird 

oder wegen 

P 

- -  q, 0 1 I 

a/c= 
2 ~z~ x,, = (p -- 1) H 

r~., x =  ---- ( p  - -  2 )  

(is) 
pa= H ] at H -I-- 2s~ 0 J ' 

so dass der Factor ~= rechks ausgesondert ist. Der dabei eingef'fihrte 
Nenner  H l~.sst sich wieder enffernen. Entwickelt man ni~mlich die 
Determinante nach Potenzen yon H, so erh~ilt man fiir das you H 
freie Glied 

(19) 2v+*(-- i)W-*a:-*l~'~s' l-~'(--  O 

Multiplieirt man ferner die Determinante 
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mit 1) 2, und setzt 

so erh~t man 

i/% h~!= 1 h=H, 
f~ 0 2 

t pz,. ks[ /)~ (20) s., O = 2 h= H,  

und kann zug]eich rechter Hand .Dh= als ganze Function yon x und 
den v511ig willkiirlichen GrSssen k ausdriicken. Multiplicirt man endlich 
die Determinante 

flk f~ hi 
I (h=2 H -}- 3f/b,),  f ~ 0 0  4 

hi O 0  

mit /)~, so ergiebt die fiir die vSllig willkiirhchen GrSssen k gtiltige 
Formel 

_Pro st ks t D" 
s.. 0 0 l = 4 ( h = ~ H - l - 3 f / t ~ ) ,  
k~ O 0  

dass auch alle ersten Unterdeterminanten der in (19) links auftretenden 
Determinunte noch yon der Form 

flH -{-yf 
sin& Aus diesen und aus Determinaa~ten yon der Form (20) ist aber dex 
Coefficient yon H in der Entwicklung der Determinante rechf~r Hand 
in (18) zusammengesetzt. Man kama daher die Identi~t (17) auch in 
der folgenden Form geben 

a=]z~= HH --~ A ' f  + .B" H.* )  (17a) 2 ~-~ 

Man kann endlich die Functionaldeterminante (16) noeh umformen. 
Aus den Gleichungen 

~H ~ { ~Y"~ f . i  -{" Y.d. . )  , 

[ ~Y.1, .e y.kf~,iz) 
J 

erh~It man 

*) Dass diese Ident i~ t  bei beliebigem ~0 nicht weiter reducirt werden kann~ 
geht aus dem unten erw~hnten FaUo p ---- 2 hervor. 

35* 
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Bereehnet man hieraus D, so ergiebt sieh leleh~ 

~---~ (~.f.,~) ,~, 
D H  = ( - -  1)P " 

OH i 

Beaehtet man, dass 

wird, so ergiebt sieh hieraus 

=a~H 

(21) HD--~(--1)v (p- -1)  l ~(~l.f.r l , 

wo also reehter Hand die Hesse 'sehe Form yon f. gebildet in Bezug 
auf die GrSssen ~, steht. Da die Benutzung der letzteren Gleiehung 
den hTenner H wieder einfiihren wfirde~ ist es zweckm~siger, statt 
derselben die Gleichung 

H 

Ox~ 1 pH 

ak 0 0 

zu bilden, aus weleher unmittelbar 

(22) ~ . D  = ( - -  1)~ (p - -  1) ~ 
entsteht. 

Aus tier Identit'~t (17) oder (17 a) ergeben sich einige allgemeine 
Bemerkungen. Verschwinden H und H~, d. h. betrachtet man die 
parabolisehen Punkte yon H, so muss entweder [ oder .D~Rx ver- 
schwinden. Im ersten Falle hat man die eigentliche parabolische Curve 
yon H. /Tx dagegen kann nur versehwinden, wenn H mit allen ersten 
Unterdeterminanten verschwindet, d. h. fiir die )l/p_, der Knotenpunkte 
yon H. Zugleich wird fiir H = O, wegen 

~k ~ ~ aiylk --~- ttyk ay, 

(~3) ,~.z~ = ( -  i y  (p - i )  t~ ~--~ ( ~ u ) ~ - , ~ ,  

so dass dann auch D verschwindet. Und soil amgekehrt fiir H : 0 
D verschwinden, ohne dass /t~ Null wird, so muss der Punk~ y ein 
Knotenpankt yon H sein. Vertauscht man andererseit~ in der Iden~i~t 
(17) x mit y, was wegen der Reeiproeit~ der Form H geschehen darf~ 
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und versteht alsdann unter y irgend einen P u ~  der singul~ren para- 
bolischen M~_~, we]che oben mit • beze~ehuet warcle~ so verschwindet 
~u nicht~ dagegen verschwindet jetzt wegen Rx ~ - 0  nach (23) die 
Functiona]determinante D. Man hat also nach (17) de~ Satz: 

Die Mannig/altigkeit t ) gehSrt der Fliiche H~t ~ 0 doppeltz~ihlend 
an, was fibrigens auch daraus geschlossen werden kann, class sie aus 
linearen Punkla'eihen mit constauter Tangentenebene gebildet wird. 

~tn der Identit~it (17a) ka'~n man nicht alIgemein den links auf- 
tretenden Factor yon HH enffernen, obgleieh derselbe die v511ig will- 
kfirlichen Gr'6ssen a enthiilt, ohne dass die rechte Seite aufhSrt~ yon 
der Form A f q - / ~ H  zu sein. Fiir eine biniire cubische tZorm wird 
n~mlich / ~  linear, und man finder aus (17a) 

I g'maz ! __ 6D2,. 
x~ 0 

Hier erh~lt man abet, fiir f~-(ax) 3, 
D = 18 (a a) (b a) (a b) ~- , 

/ ~ - -  6(aa) ~ a~, 

w'~hrend die Fac~oren yon H und 2DH in der eben angegebenea 
IdentitSt werden 

6-  36.  (ab) (eb) (aa) 2 (ca) 2 b~ und 6(aa) ~ a~. 

Nach einigen einfachen Umformungen entsteht demnaeh, wenn 
az ~ - -  z2, a2 = -}- ~1 gesetzt wird 

i * OXl 

WO 

welche Gleichung nut zeig~, wie aus dem rechter Hand eingeklammerten, 
fiir z-~-x verschwindenden, Terme der Factor (zx) entfernt werden 
kann; H~ ist fibrigens die Discriminante der bini~ren cabischen Form. 

Fiir eine Form f m i t  mehr als zwei homogenen Variabelen muss 
dagegen der Factor a~ ~2~--~ entfernt werden kgnnen. Verschwinden 
n'~mlich f u n d  H, so muss auch H~ verschwinden. Denn / ~  kann 
nut verschwinden, wenn alle ersten Unterdeterminan~en yon H Null 
stud; dann verschwindet aber auch H~. Demnach verschwindet H~ 
iiberall, wo f u n d  H verschwinden. Nun hat abet Herr N5 ther*)  
untersucht, unter welchen Bedingungen hieraus eine Darstellung yon 
der Form (1) folgt. Setzt man voraus, dass f iiberhaupt keine singu- 

*) Diese  Annalen Bd. V I ,  S. 3 5 1 - - 3 5 9 .  
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Bren Elemente enth~ilt~ was~ ohne die Allgemeinheit zu beein~r~chtigen~ 
geschehen daft ,  so is~, da eine specieUe Beziehang yon f und H auch 
in den singul~ren Punkten yon H im allgemeinen nich~ stattfindet, 
hierzu efforderlich, dass H~ mindestens q- la th  verschwinde~ wenn H 
l~ngs einer f u n d  H gemeinsamen Mannigfaltigkeit q-faeh Null ist. 
Nun gilt aber der allgemeine, leicht zu beweisende Satz: 

Wenn eine Form yon p homogenen Variabelen einen q-fachen 
Knotev4~nkt hat, so hat ihre Hesse'sche Form im allgemeinen einen 
ya~ - -  2(lo - -  1)-fachen JKnoterqrunkt, dessert ~Knotenkegel" aus ~wei 
The~Ten besteht, yon denen der erstere mit dem Knotenkegd yon f zu- 
sammenf'dl~, wiiIvrend der zweitc aus dem ,,Hesse'schen Kegd" des 
letzteren gebildet wird*). 

Fiir p ~ 5 trit$ iibrigens nur eine einfache Mannigfaltigkeit yon 
Knotenpankten yon H auf, so dass auf [ se]bst nut  eine endliche An- 
zahl singtfliirer Punkte van H liegt. 

M t i n c h e n ,  8. M~rz 1886. 

*) Ffir p --~ 4 finder man diesen Satz in der Arbeit des Herrn Rohn, diese 
hm~alen Bd. XXUI, bereit~ ausge~provhen. 


