Ueber eine Eigenschaft der cubischen Formen mit beliebig
vielen Verinderlichen.

Von

A. Voss in Miinchen.

Ist f eine Form st** Grades von p homogenen Variabelen, H ihre
Hesse’sche Form, Hy die Hesse’sche Form der letzteren, so ist
bekanntlich im biniren Gebiete, sobald s > 3,

(1) Hy = Pf - QH*).

Fiir ternire Formen findet ein ihnlicher Satz allgemein nur statt,

wenn [ vom dritten Grade ist; man hat dann

Hg = Af -+ BH,

wo A und B die beiden Invarianten von f sind. Neuerdings hat Herr
Bauer gezeigt, dass ein dhnliches Theorem fiir cubische Formen auch
Im quaterniren Gebiete besteht, indem ‘er, von der canonischen Form
von [ ausgehend, direct die Existenz einer RHelation von der Form
(1) erwies**). Ich beabsichtige in dieser Note zu zeigen, dass der
Satz (1) fiir cubische Formen mit beliebig viel Variabelen Grillig-
keit hat.

Man kann sich dazu zunichst einer geometrischen Ueberlegung
bedienen. Eine Form f mit p homogenen Variabelen z stellt, gleich
Null gesetzt, eine Mannigfaltigkeit von p — 2 Dimensionen, eine
M, s, im projectiven Raume von p — 1 Dimensionen vor, welche als
Fliche f bezeichnet werden moge. Die Tangentenebene derselben im
Punkte » hat die Gleichung

@) > afi =05

*) Salmon-Fiedler, Algebra d. linearen Transformationen, 8. 273,
¥y G, Bauer. Von der Hesse’schen Determinante der Hesse’schen
Fliche einer Fliche dritter Ordnung. Miinch, Acad. X1V, .1883.
#%%) Da die Summationen sich immer von 1 bis p erstrecken, so geniigt es,
die Indices anzugeben, liber welche summirt wird, Unter den f;;,... sind im
folgenden immer die entsprechenden Differentialquotienten voen f nach z zn
verstehen.
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sie wird stafiondr, d. b., es fallen zwei unendlich benachbarten Punkten
entsprechende Tangentialebenen zusammen, wenn es méglich ist, den
Differentialen dz solche Werthe beizulegen, dass die p Gleichungen

(3) 2 fidz = ofi,
&
fiir
t=1,2,...,p
bestehen, wahrend zwischen den dz noch die Relation

4) D adzn—=0

mit willkiirlichen Coefficienten ¢ stattfindet. Die Bedingungen (3)
und (4) fithren, wie man leicht sieht, auf
H=0.

Nennt man einen Punkt von £, fiir den eine stationéire Tangenten-
ebene existirt, einen parabolischen Punkt, so hat man:

Die parabolischen Punkte von [ bilden eine M,_s, welche durch die
Hesse'sche Fliche H von f aus [ ausgeschnitien wird.

Vermége der p Gleichungen

(5) Z’yiﬂk=0; k=])29"')1)

sind zwei Flichen H und S, gebildet aus den correspondirenden Punkten
z und y, eindeutig auf einander bezogen; S kann die zu H gehdrige
Steiner’sche Flache genannt werden*®). Bezeichuet man die ersten
Unterdeterminanten der Hesse’schen Form durch H;;, so ergiebt sich
aus (B) fir H==0
(6) £Y Y = Hix.

Aus (5) folgt ferner durch Differentiation

2 dy:fix + 2 Yifiuda, =0,
ond hieraus ‘ b

(7 2 fidy. =0,

d. h. die Steiner’sche Fliche ist die Enveloppe der Polarebenen der
Punlite von H in Bezug auf f. Soll nun die Tangentenébene von 8
in einem Punkte y stationdr sein, so miissen nach (7) die p Bedingungen

Zﬁkdzk-_—"@ﬁ, 7:=1127""pa
P
nebst den Gleichungen

. %) Vgl. meine Arbeit ,,Zor Theorie der conjugirten Kernflichen®, diese
Annalen Bd, XXVIIL
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dxl = 2 Hit fir day = PZ Y firiday = 0,

l 4, k4
2 aqdz, =0
fir beliebige Werthe der ¢ erfiillt sein. Diese Gleichungen erfordern,
dass fir belicbige Werthe der. Grossen @, ¢ die Determinante

fis fia = fio i ¢
foo Foo o o 1 &

A= ﬁ?lfp?"'./;sp fo o
H H, -+ H, 60
a a, --- @ 0 0

in welcher H; fiir 832 gesetzt ist, verschwindet. Durch eine einfache
1

Reduction erhilt man aber, falls s den Grad von f bedeutet, mit
Hiilfe von (6)

(s—l)A==-—y.axey2H,-y.'.

Die Bedingung g = O sagt aus, dass alle ersten Unterdetermi-
nanten von H verschwinden, Dies findet statt fir eine M, _, auf H,
welche aus Knotenpunkten von H gebxldet ist; sie heisse x. Jedem
dieser Knotenpunkte von H entspticht eine Gerade, d. h. ein lineares
Gebilde einer Dimension, mit stationdrer Tangentenebene; auf einer
solchen Geraden befinden sich p — 1 singulire Punkte, die im all-
gemeinen einer Cuspidalmannigfaltigkeit M,_s von S angehdren. Die
M, , kann wieder Theile enthalten, fiir die auch noch alle zweiten
Unterdeterminanten von H. verschwinden, den Penkten derselben - ent-
sprechen dann lineare Strablbiischel, lings deren die Tangentenebene
von S stationdr bleibt, w. s. w. Das Gebiet p — 3% Dimension ¢
auf S, welches x enispricht, bildet eine singuldre parabolische M, s
auf S. Die eigentliche parabolische M, ; von § ist daher charakterisirt
durch die Gletchung

ZH% Z?/s?/k;?/zfu-—-o

XY
Das heisst: Die Tangentenchene eines Punkies x der Hesse' schen
Fliche geht nur dann durch den zugeordneten Punkit y der Steiner-
schen Fliche, wenn der letztere der eigentlichen parabolischen M, s von
S angehirt, und die Punkte x bilden auf H eine M,_s, limgs deren
sich die. Flichen
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H=0 und Z'HikHin=O
berithren. *

Ist insbesondere [ eine cubische Form, so fallen S und H zu-
sammen®), und man hat den Satz:

Die eigentliche parabolische M,_s der cubischen Fliche [ ist zu-
gleich eigendliche parabolische M, 5 von H.

Fir eine cubische Korm f, die selbst keine Knotenpunkte ent-
hiilt — welche Voraussetzung iibrigens unwesentlich ist — kann zu-
gleich H keine anderen Knotenpunklc, als die in der genannten M,_,
auftretenden, besitzen. Denn aus den Gleichungen

oH
7%, =M2ﬁkl?/i?/k=0;
5k
d=1,2,..,p

folgt entweder yw = 0, oder
SN o
oz, |

fiir # = y; d. h. es miisste ¥ ein Knotenpunkt von f sein. Bei den
cubischen Formen enthilt also die M, 4 alle singuliren Punkte von H.
Einem jeden derselben entspricht im allgemeinen eine Gerade mit
constanter Tangentialebene anf H. Da die Determinante

2 W fair) o

B 0

bei beliebigem &, g fir H=0 den Factor «,f, enthilt, so folgt
weiter:

Auf jeder solchen Geraden von H liegen p — 1 Knotenpunkte von H,
und wmgekehrt gehen durch jeden Knoten von H p—1 dieser Geraden.**)
Sie bilden die singulire M, 3 der parabolischen Punkte auf H, welche
mit P bezeichnet werden moge.

*) Dabei mag man bemerken, dass, so lange f keinen Knotenpunkt hat,
correspondirende Punkte 2 und y nie zusammenfallen konnen.

**) Man vergleiche die bekaunten Eigenschaften von H bei der Fliche dritter
Ordnung. Bei einer Form st¢r Ordnung mit p Variabelen geht durch jeden ihrer
Punkte eine -Mp_.,__2 von Geraden, wenn s <<p — 2. Ist aber s=p — 24 g, so0

wird es eine M, , . von Geraden auf derselben geben, so lange noch s<(2p—5.
Eine cubische Form enthilt daher eine M, p—g YOI Geraden, Fir p =25 gehen

durch jeden Punkt der cubischen Form 6 Gerade, welche eine M, auf der Form
bilden. Eine solche Gerade ist aber im allgemeinen nicht mehr Tangente von H
in denjenigen Punkten, wo sie von H getroffen wird; dies ist vielmehr nur bei
p =4 der Fall,



Ueber cubische Formen, 519

Aus den eben angefiihrien Betrachtungen kann man bereits
folgern (vgl. die Befrachtung gegen den Schluss dieser Note), dass
fir eine cubische Form mit beliebig vielen Variabelen der Satz 1)
gilt. Die wirkliche Darstellung von Hy in dieser Form ist eine Auf-
gabe der Formentheorie. Nun lisst sich allerdings, was ich hier nicht
ausfithren kann, fiir quaternire Formen eine solche Darstellung mit
Hiilfe der symbolischen Methoden ganz allgemein geben. Aber bei
einer beliebigen Anzahl von Variabelen erscheint eine directe Unter-
suchung von Hy auf diesem Wege so weitliufig, dass ich vorzog, ein
anderes Verfahren einzuschlagen, durch welches auf rein algebradschem
Wege der in Rede stehende Satz bewiesen wird, Dasselbe stiitzt sich
auf eine eigenthiimliche Identitit, welche fiir alle cubischen Formen
gilt, und die man auf folgende Art erhalten kann.

Bezeichnet man der Kiirze halber die Unterdeterminanten H;z durch

Yz, so besteben fiir das System von zweimal p(p—l— 1) Grbssen

fix, yir die Identititen
H = 2 yzu' fn i

0 = 2 Yni fnk;
fiir ein beliebiges "

i=1)21 T Py k=1)21 "'7i_1ri+11 MR
Aus ihnen folgt durch Differentiation

o8 (3?/,,, fai =+ Yni fmz)

ox;
—2 ( O¥ns fart Yns fnkz) .

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit z;, die iibrigen
mit den x; und addirt, so entsteht

ab =6~ 3% Fefak a MG —2),%)

®)

C)

wo s der Grad von f ist, und d;; das Kronecker’sche Symbol be-
zeichnet; also wenn man mit den willkiirlichen Grossen @; multiplicirt
und addirt

(10) o 1)2 e fu+ Hals — 2),

*) Diese Gleichungen sind schon von Jacobi, Crelle’s Journal, Bd. XL,
angegeben.
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falls

(11 Nn == 2 O Yui

i
gesetzt wird. Wird nunmehr eine cubische Form s = 3 vorausgesetzt,
so erbilt man

aZH . azynz‘ aym aynz
oz, 0w, “ow 0%, fri +- 2 faim + oz, f"“)
n
32?/115 ayfu ayiu
0= ErEXrN far+ 2 fnlm"" fnkl)
n

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit y,;, die iibrigen
p— 1 mit
Ys1s Ys2y * = o Ys,i—1, ya,i-{—l; vy Ysps
und addirt, so findet man

#H PYis 0Yni
Yis ax ax == H axlam +2( fnkm./xk + ax fnkl ?fsl)

oder, wenn man mit den lelkurhchen Grissen ; a, multiplicirt und
summirt

§ E, o9,
(12) R, 3.1: bx = H Bmlax -[—2( N farm + ax ﬂkfnk:)
falls man mit B, die Form

(13) 2 Yix € &1 =2 &y Nn
i,k n

d. h. die mit dem negativen Zeichen genommene mit den « gerinderte
Determinante der fix

fir e
Rz = (/43 O
bezeichnet.
Man schreibe nun die Gleichungen (9) in der Gestalt
oH 33/7;3

‘5}?“’= fn:‘,"‘ 2 ﬁnsl Yrss

2 8ym far+ Z [rei¥ns,
h

e e o . Oy,
und multiplicire die erste mit a?; die letzten p — 1 mit
0¥y . 9Y;s1 % 411 . 0Yip
3.,5"‘ [ IR} axm ’ aa,m y T axu)

und addire wieder, so entsteht
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H 9Y; Yns 8‘% o,
ga:, Py = axl AL fﬂl: +2fhkl A ylxs y
m ﬂ,k
oder, wenn man wieder mit «; e, multiplicirt und addirt

oH OR oy dnn Bnn
(14) oz, ox, o, f”’°+ Zﬁ"z

7,k

Demnach wird aus (12)

R #H . ®E | 9H 3B | 9H IR
* dm 0%, | 0%,0%, ' ox, 0%, ' 0=, Om,

o 371“
*22k Fry f"k’

und wenn man noch mit e, multiplicirt und die Gleichungen (10) zur
Anwendung bringt, erhilt man

) #H oR, 5R, 3R,
(10) az.RxW:axH axzazm +H(axm al"*" awl [ +2W-lm’

wo

oR, o7, oRB, on, on on
mm=2 )fﬁ_Z’—'IE‘—-’Lfnkas-
n , &

ox, oz, + ox, oz, oz, 0z,

Bildet man nun die Hesse’seche Form auf beiden Seiten der
identischen Relation (15), so entsteht linker Hand
of B Hy
Rechter Hand tritt nor ein Glied anf, welches den Factor H niché
enthilt; es ist die mit 27 multiplicirte Determinante W der W3,

aR, By, R, 317,,) O 3:7,,
Z(?&; o, +3 éx, fr— - oz, f"k &z

n =,

W =—=

Aber diese Deferminante erkennt man leicht als das Produet zweier
Factoren. Setzt man nimlich

omy_ omy .. Om
oy 02 ax
(16) D= . . . - . ,
on, 0ny ) anp
dz 0% o=,

=]+ afi — fuds|,
so wird
W = D2A.
Kiir A erhilt man weiter
Mathematische Annalep, XXVII, 35
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‘xzft'k aiﬁ
A=(—17| i 10,
747 01

und, wenn man die letzte Horizontal - und Verticalreihe mit 2 &, multi-
plicirt, und dann die ersten p Eeihen, mit den z, - .- z, multiplicirt,
von dieser subtrahirt

A= (— 1Y o {&2t?H — 6f 2 R, }-

(2“;;)2
Hiermit ist zundchst die identische Relation
a7 ERHg — AH — (— 1)?e2™%. 3. 2 DR, f

erwiesen, welche fir alle cubischen Formen gilt. Man kann dieselbe
durch eine etwas andere Bildung der Determinante der auf der rechten
Seite stehenden Grossen nicht unerheblich vereinfachen. Setzt man
zur Abkiirzung

on 0n, R, on,

Pim == - ”a*a?-a'z,;n_fnk; Yim = oz, ' oz, In = Sm,
e 4 28, = g,
so wird
R
(H7ia— 2p1m) 4 %‘: — qm
lxﬁRﬁHH= 6B . 1 0 ?
S ‘
— 4 0 1 l

oder wegen
9B,

Zplmxﬂl.= (p - 1) H oz, °
m

R
Zrlmxm=(1’_‘2) o,

m

(H7im—20im) 02y tmH -+ 25,

o H + 2 S 0 ?
so dass der Factor R, rechts ausgesondert ist. Der dabei eingefiihrte
Nenner H lasst sich wieder entfernen. Entwickelt man nimlich die

Determinante nach Potenzen von H, so erhidlt man fiir das von H
frete Glied

(19) 2R (— Lpptap

(p—1E,

(18) EBIHg=— =

PimS) (—1p3.20 a2t D*fH.

4

Multiplicirt man ferner die Determinante
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(fir b 1

f J=—;mm
mit D?, und setzt

on, by, .
oz, =k,

so erhilt man

P By Do
(20) smO’=—Th’H’

und kann zugleich rechter Hand Dh, als ganze Function von z und
den vollig willkiirlichen Grossen k ausdriicken. Multiplicirt man endlich
die Determinante

for i b
fr 00
ki 00

—— T (BH+3fR,

mit D2, so ergiebt die fiir die vollig willkiirlichen Grossen k giiltige
Formel

Dim Si By
sn 00
E 0O
dass auch alle ersten Unterdeterminanten der in (19) links auftretenden
Determinante noch von der Form

BH + »f
sind. Aus diesen und aus Determinanten von der Form (20) ist aber der
Coefficient von H in der Entwicklung der Determinante rechter Hand
in (18) zusammengesetzt. Man kann daher die Identitit (17) auch in
der folgenden Form geben

(17a) 3 R 'Hy = A'f + B'H.%)

Man kann endlich die Functionaldeterminante (16) noch umformen.
Aus den Gleichungen

5x—l ’—2( O fai -+ ?/mfmz)

0 =2 ayﬂk fm + yﬂffml)

D" hiH+ 3
"'_4"(.2: +*f~Rh);

erhilt man

*) Dass diese Identitit bei beliebigem p nicht weiter reducirt werden kann,
geht ans dem unten erwihnten Falle p = 2 hervor,
35%
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oH 01y,
Fra o; = 2( o, fai -+ "Ynfm'l) .
Berechnet man hieraus D, so ergiebt sich leicht

2(’21- faiz) @ J
!

DH = (— 1) o .

| ox,
Beachtet man, dass

Z"h fn.ilxl =o; H
%

wird, so ergiebt sich hieraus
2 (777; f m‘k)

(21) HD = (— 1) (p— 1)

wo also rechter Hand die Hesse’sche Form von f, gebildet in Bezug
auf die Grossen 4, steht. Da die Benutzung der letzteren Gleichung
den Nenner H wieder einfithren wiirde, ist es zweckmissiger, statt
derselben die Gleichung

?

2 (nn fnik) o o;H

— ez DH = (— 1)5 _gg; 1 pH
o 0 0
zu bilden, aus welcher unmittelbar
(22) D= (—1¢(»—1)E,
entsteht.

Aus der Identitit (17) oder (17a) ergeben sich einige allgemeine
Bemerkungen. Verschwinden H und Hg, d. h. betrachtet man die
parabolischen Punkte von H, so muss entweder / oder DR, ver-
schwinden. Im ersten Falle hat man die eigentliche parabolische Curve
von H. R, dagegen kann nur verschwinden, wenn H mit allen ersten
Unterdeterminanten verschwindet, d. h. fiir die M,_, der Knotenpunkte
von H. Zugleich wird fiir H = 0, wegen

N = 2 O Yir = UYr &y,

(23) @D = (—1F (p — ) (eyy— Ry,

so dass dann auch D verschwindet. Und soll umgekehrt fiir H =0
D verschwinden, ohne dass R, Null wird, so muss der Punkt y ein
Knotenpunkt von H sein. Vertauscht man andererseits in der Identitit
(17) z mit y, was wegen der Reciprocitit der Form H geschehen darf,
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und versteht alsdann unter y irgend einen Punkt der singulirem para-
bolischen M, ;, welche oben mit P bezeichuet warde, so verschwindet
R, nicht, dagegen verschwindet jetzt wegen R, — 0 nach (23) die
Functionaldeterminante D. Man hat also nach (17) den Satz:

Die Mannigfaltigheit P gehirt der Fliche Hg = 0 doppellzihlend
an, was lbrigens auch daraus geschlossen werden kann, dass sie aus
linearen Punkireithen mit constanter Tangentenebene gebildet wird.

_~Tu der Identitat (17a) kann man nicht allgemein den links auf-
tretenden Factor von Hg entfernen, obgleich derselbe die véllig will-
kirlichen Grissen « enthilt, ohne dass die rechte Seite aufhdrt, von
der Form Af -+ BH zu sein. Fiir eine bindre cubische Form wird
nimlich R, linear, und man findet aus (17a)

317,- '
« Py m !

e:B . Hg=H Jim & l—!— 2DH | 6% el B 6 .D2f,
tn 0] z 0 ‘k

Hier erhilt man aber, fir /= (a.),
D = 18(ae) (ba) (ab)?,
R,=6(aw) a,,

wiihrend die Factoren von H und 2DH in der eben angegebenen
Identitit werden

6-36- (ad) (cb) (ae)? (ca)*b, und 6(ac)’a..

Nach einigen einfachen Umformungen entsteht demmnach, wenn
€ = — 7,, 0, = -+ 2 gesetzt wird

. 1 oH )
a0} (22 Hp=| 5 Hm oy D #i 55~ — Hifiw| — 54(22) He Qu,
2 “BE

wo
Qo = (ad)? (cb) a, &%
welche Gleichung nur zeigt, wie aus dem rechter Hand eingeklammerten,
fiir # =z verschwindenden, Terme der Factor (¢x) entfernt werden
kann; Hy ist tbrigens die Discriminante der biniren cubischen Form.
Fiir eine Form [ mit mehr als zwei homogenen Variabelen muss
dagegen der Factor oy RS entfernt werden kimmen. Verschwinden
nimlich f und H, so muss auch Hy verschwinden. Denn R, kann
nur verschwinden, wenn alle ersten Unterdeterminanten von H Null
sind; dann verschwindet aber auch Hy. Demnach verschwindet Hu
diberall, wo f und H wverschwinden. Nun hat aber Herr Nother¥)
untersucht, unter welchen Bedingungen hieraus eine Darstellung von
der Form (1) folgt. Setzt man voraus, dass f liberhaupt keine singu-

*) Diese Anmalen Bd. VI, S. 351 —359,
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liren Elemente enthilt, was, ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen,
geschehen darf, so ist, da eine specielle Beziehung von 7 und H auch
in den singuliren Punkten von H im aligemeinen nicht stattfindet,
hierzu erforderlich, dass Hy mindestens ¢-fach verschwindet, wenn H
lings einer f und H gemeinsamen Mannigfaltigkeit g-fach Null ist.
Nun gilt aber der allgemeine, leicht zu beweisende Satz:

Wenn eine Form von p homogenen Variabelen einen q-fachen
Knotenpunkt hat, so hat ihre Hesse’sche Form im allgemeinen eimen
pq — 2(p — 1)-fachen Knotewpunkt, dessen ,Knotenkegel* aus zwei
Theilen besteht, von demen der erstere mit dem Knotenkegel von f zu-
sammenfdllt, wihrend der zweite aus dem ,, Hesse schen Kegel® des
letzteren gebildet wird™®).

Fir p == 5 tritt dibrigens nur eine einfache Mannigfaltigkeit von
Knotenpunkten von H auf, so dass auf f selbst nur eine endliche An-
zahl singulirer Punkte von H liegt.

Miinechen, 8 Mirz 1886.

*) Fiir p = 4 findet man diesen Satz in der Arbeit des Herrn Rohn, diese
Annalen Bd. XXIII, bereits ausgesprochen,



