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1. Ueber die Le%tzcmgsfc%%gMt des E%sems f i i r  
d%e W a m e ;  urn G. Kirchhof f  zcnd 

G. H a f i s e m a r m .  
(Der Akademie der Wissensch. ni Berlin vorgelegt am 20. Nov. 1879.) 

E s  soll im Folgenden eine neue Methode auseinander 
gesetzt werden, die wir angewandt haben, um die Leitungs- 
fahigkeit des Eisens fur die Wiirme, oder vielmehr das 
Verhiiltniss dieser Leitnngsfahigkeit zu dem Producte aus 
specifischer Warme und Dichtigkeit zu bestimmen. Die 
Resultate der Messungen dieser GrSsse, die bisher aus- 
gefuhrt sind, zeigen grosse Unterschiede ; der Grund hier- 
von kann unserer Meinung nach darin liegen, dass bei 
den meisten derselben die Warmemengen, die der dem 
Versuche unterworfene Korper nach aussen hin abgab oder 
von aussen anfnahm, nicht in genugender Weise in Rech- 
nung gezogen sincl; mit Hulfe des Begriffs der a u s s e r n  
W a r m e l e i t u n g s f a h i g k e i t ,  der zu diesem Zwecke ein- 
gefiihrt worden ist, kann derselbe nur unvollkommen er- 
reicht werden. Die Ueberlegenheit der neueren, namentlich 
der von F. N e u m a n n  angegebenen Methoden uber die 
alteren beruht vorzugsweise darauf, dass bei ihnen die Ab- 
leitung der Warme nach aussen von geringerem Einfluss 
auf den Werth ist, der sich fur die zu bestimmende Grijsse 
ergibt. Immerhin findet aber auch bei ihnen ein solcher 
Einfluss in erheblichem Maasse statt. Bei der Methode, 
die wir angewandt haben, glauben wir diesen Einfluss noch 
weiter herabgedruckt zu haben, und dadurch zu einem 
zuverlissigern Werthe gefuhrt zu sein, als die bisher ge- 
wonnenen sind. 

Ann. d. Phys. ti. Chem. N. F. IX. 1 



2 G. Kirchhqf u. G. Hansemann. 

Der ideale Fall, den wir bei unseren Versuchen nslhe- 
rungsweise zu verwirklichen gesucht haben, ist dieser: Dns 
leitende Medium ist nur durch e i n e  Ebene begrenzt und 
hat bis zu einem gewissen Augenblick uberall dieselbe 
Temperatur; in diesem Augenblick wird in der Grenzflache 
eine andere constante Temperatur erzeugt. Kennt man 
die Aenderung, welche die Temperatur in einem bestimmten 
Abstande von der Grenzflache nach einem bestimmten 
Zeitraume erfahren hat, so kann man aus dem Verhaltniss 
dieser zur Temperaturanderung in der Grenzflache den 
Quotienten aus dem Producte der specifischen Warme und 
der Dichtigkeit in die Leitungsfahigkeit des Mediums nach 
einer bekannten einfwhen Formel berechnen. 

Wir benutzten eine Eisenmasse von der Gestalt eines 
Wurfels von 140 mm Seite; eine Kante war vertical ge- 
stellt, und gegen eine Seitenflache wurde, nachdem der 
Wiirfel lgngere Zeit sich selbst iiberlassen worden war. 
aus einer Brause ein kraftiger Wasserstrom geleitet, der 
um einige Grade warmer oder kdter  war als der Beobach- 
tungsraum. E s  war dafiir gesorgt, dass die Temperatur 
in einigen Punkten der geraden Linie, die in der Mitte 
der bespritzten Seitenflache senkrecht auf diescr steht, ge- 
messen werden konnte; zu jedem dieser Punkte fiihrt nam- 
lich ein verticaler, enger Canal, dam bestimmt, die eine 
Lijthstelle einer aus diinnen Drahten von Neusilber und 
Eupfer gebildeten Thermokette aufzunehmen, deren andere 
Lothstelle in einer constanten Temperatur sich befand, 
und die mit einem Spiegelgalvanometer verbunden werden 
konnte. Es war nothig, an der Scala des Galvanometers 
Ablesungen zu machen, wiihrend der Magnet desselben in 
lebhafter Bewegung war; das wurde ermoglicht durch einen 
Chronographen, mit dessen Hiilfe der Beobachter die Zeit- 
punkte markirte, in denen der Verticalfaden des Fernrohrs 
durch gewisse Theilstriche ging, deren Zahlen er gleich- 
zeitig einem Gehiilfen dictirte. 

Mannichfaltige Betrachtungen waren nothig, urn die 
Verschiedenheiten zwischen der hergestellten Anordnung 
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und dem vorher bezeichneten idealen Falle zu bertick- 
sichtigen. 

Es wa'r zunachst der Einfluss zu untersuchen, den die 
Seitenflachen und die Hinterflache des Wiirfels auf die 
Bewegung der Wiirme in ihm ausubt. Dieser nur unbe- 
deutende Einfluss l b s t  sich mit der nothigen Genauigkeit 
berechnen, wenn man auch nur rohe Niiherungswerthe f i r  
die innere und die aussere I~eitungsfahigkeit des Eisen- 
wurfels zu Hiilfe zieht. 

Naherungsweise wird die Temperatur der bespritzten 
Vorderflache des Wurfels eine constante sein; doch hielten 
wir es fur geboten, uns von der Voraussetzung dieser 
Constanz unabhangig zu machen. Wi r  erreichten das, 
indem wir bei jedem Versuch eine fortlaufende Beobach- 
tungsreihe uber die Teinperatur in einem Punkte anstell- 
ten, der nur 5,46 mm von der Vorderflache entfernt ist. 
eine Beobachtungsreihe, die fast his zu dem Zeitpunkte 
fortgesetzt wurde, in dem die Temperatur in einem ent- 
ferntern Punkte beobachtet werden musste. Es dienten 
hierbei zwei ganz gleiche Thermoketten, von denen zuerst 
die eine, dann die andere mit dem Galvanometer in Ver- 
bindung gesetzt war. Diese Methode gewahrt noch einen 
andern Sutzen. Durch die Galvanometerbeobachtungen 
kann nur ermittelt werden die Temperatur der in den 
Canal des Wiirfels eingesenkten Lothstelle der Thermo- 
kette, walirend in den aus der Theorie der Warmeleitung 
entwickelten Gleichungen die Temperatur vorkommt, welche 
am Orte der Mitte des Bodens des Canals zur selben Zeit 
stattfinden wiirde, wenn der Canal und die Thermokette 
gar nicht vorhanden waren. Diese beiden Temperaturen 
sind, genau genommen, nicht dieselben. Der Fehler, den 
man begeht, indem man die eine fur die andere setzt, ver- 
liert. wie zu zeigen versucht werden soll, seinen Einfluss 
bei der genannten Versuchsmethode. 

Bus  den Qalvanometerbeobachtungen ist zunachst auf 
die electromotorische Kraft der benutzten Thermokette 
und aus dieser auf die Temperatur der eingesenkten Loth- 
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stelle zu schliessen. Misst man die Ablenkung der Gleich- 
gewichtslage der Galvanometernadel durch Strome von 
verschiedener Intensitat, so ist bei unserm lkhrumente 
diese Intensitat, also bei gleichbleibendem Widerstande 
auch die electromotorische Kraft , proportional mit der 
der Ablenkung entsprechenden Zahl von Scalentheilen; 
eine Abweichung von dieser Proportionalitat haban wir 
bei unserm Galvanometer nicht auffinden konnen. Will 
man die electromotorische Kraft aus Beobachtungen be- 
stimmen, bei denen die Galvanorneternadel in Bewegung 
ist, so muss man zur Differentialgleichung der Bewegung 
der Nadel zuruckgehen und es mussen die in dieser vor- 
kommenden Constanten durch vorgangige Qersuche be- 
stimmt sein. Zu  diesen Constanten gehort die Schwin- 
gungsdauer und die Dampfung. Wir fanden es nothig, 
noch eine Constante einzufuhren und zu bestimmen. Die 
Nadel unseres Galvanometers bestand aus einem nahe 
astatischen System, und ein nicht unerheblicher Theil der 
Richtkraft ruhrte von dem Aufhangungsfaden her; die 
elastische Nachwirkung dieses machte sich bei den Beob- 
achtungen in sehr deutlicber Weise geltend. Mit befrie- 
digendem Erfolge haben wir versucht, den Einfiuss der 
elastischen Nachwirkung zu berucksichtigen und unschad- 
lich zu machen mit Hulfe der von Hrn. B o l t z m a n n  auf- 
gestellten Theorie derselben. E s  fuhrt diese e i n e  neue 
Constante ein, die durch vorlaufige Versuche bestimmt 
werden musste. 

Die electromotorische X r a f t  einer Thermokette bei 
einer Temperaturdifferenz der Lothstellen von wenigen 
Graden pflegt als proportional niit dieser Temperaturdiffe- 
renz angenommen zu werden. Die Beziehungen, welche 
Hr. A v e n a r i u s  bei einigen Thermoketten zwischen der 
electromotorischen Kraft und den Temperaturen ihrer Loth- 
stellen gefunden hat, zeigten uns aber, dass die Annahme 
jener Proportionalitat bei unseren Messungen einen nicht 
zu vernachlassigenden Fehler herbeifuhren konnte. Wir 
haben daher die Form des Avenarius’schen Gesetzes fur 
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unsere Thermoketten als giiltig angenommen und die darin 
vorkommenden Constanten durch besondere Versuche be- 
stimmt, bei denen die Temperaturen mit Hulfe eines Jolly’- 
schen Luftthermometers gemessen wurden. Nach der so 
hergeleiteten Gleichung haben wir dann bei den Warme- 
leitungsrersuchen die Temperaturdifferenz der Lothstellen 
der Thermoketten aus ihrer electromotorischen Kraft be- 
rechnet. 

Bei diesem kurzen Bericht iiber den Gang unserer 
Untersuchung ist ein Punkt noch zu erwahnen. W i r  haben 
bei derselben, wie es bei ahnlichen Untersuchungen zu 
geschehen pflegt, zunachst angenommen, dass die Leitungs- 
fahigkeit und das Product aus specifischer Warme und 
Dichtigkeit von der Temperatiir unabhiingig sind, wahrend 
thatsiichlich diese beiden Grossen mit der Temperatur sich 
andern. Bei Rucksicht hierauf muss man die Frage stellen, 
f ii r w e 1 c h e T e m p  e r a  t u r der Werth der Leitungsfahig- 
keit (und der Werth des Verhaltnisses dieser zu dem Pro- 
duct aus specifischer Warme und Dichtigkeit) gilt, der ohne 
diese Rucksicht aus den Beobachtungen berechnet ist. Bei 
der von nns gewahlten Methode lasst sich diese Frage be- 
antworten, wenn man annimmt, dass jene beiden Grossen 
innerhalb des in Betracht koinmenden Temperaturintervalls 
lineare Eunctionen der Temperatur sind und sich nur 
wenig andern. Mit Hulfe der Gleichung, die sich hierbei 
ergibt, und bei Benutzung einer Angabe von BBde uber 
die specifische Warme des Eisens bei verschiedenen Tem- 
peraturen haben wir aus unseren Beobachtungen abgeleitet. 
dass die Leitungsfahigkeit des Eisens, dividirt durch das 
Product aus seiner specifischen Warme und seiner Dichtig- 
keit, Fei der Temperatur t’t. 

= 16,94 - 0.034 (I? - 15) 

ist, wenn die Temperatur nach Celsius’schen Graden ge- 
messen wird, und die Einheiten der Zeit und der Lange 
Secunde und Alillimeter sind. Dabei muss aber bemerkt 
werden, dass dem Coefficienten von 9 nur eine geringe 
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Sicherheit zukommt, da bei unseren Versuchen die Tem- 
peratur nur in engen Grenzen sicli bewegte. 

Von den Ergebnissen fruherer Messungen stimmt mit 
dem unsrigen am besten das von H. W e b e r  l) gefundene 
uberein, nach dem jene Grosse bei der Temperatur von 
39O C. = 16,97 ist. Grossere Abweichungen zeigen die Re- 
sultate von F. K e u m a n n ,  A n g s t r o m  und F o r b e s ,  so- 
weit sie mit dem unsrigen verglichen werden konnen. Ob 
verschiedene Eisensorten bedeutende Unterschiede der in 
Rede stehenden Grosse darbieten, mussen spatere Unter- 
suchungen zeigen. Urn das von uns benutzte Eisen einiger- 
massen zu charakterisiren , moge angefiihrt werden, daes 
es aus den Eisenwerken der Dortmunder Union herruhren- 
der Puddelstahl ist, und dass die chemische Analyse in 
ihm ergeben hat: 

0,129 Procent Kohle 

G. Kirchhqf u. G. Hansemamn. 

und 0,080 ,, Silicium. 

1st u die Temperatur cines Karyei-s im Punkte 
(a, y, z) zur Zeit t ,  c das Product aus der specifischen 
Warme in die Dichtigkeit, k die Leitungsfiahigkeit, so ist: 

setzt und c und k als constant annirnmt: 

- ( a z ~  asU a2 . )  

(2) at - a ax' + ayi + a;? * 

Es bilde der Kiirper einen Wiirfel, dessen Kanten 
die Lange 1 haben, und die Gleichungen seiner Seiten- 
flachen seien: 

x = O  y - 0  z = o  r = l  y = 1  ? = I .  
. 

1) Weber,  Pogg. Ann. 146. p. 257. 1872. 
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Es sei ferner bis zum Augenblick t = 0 uberall u = 0, 
und von diesem Augenblick an u = 1 in der Fllche z= 0, 
wbhrend die fiinf anderen Seitenfliichen ihre Wilrme gegen 
eine Umgebung von der Temperatur Null ausstrahlen. 
Neben der partiellen Differentialgleichung (2) hat dann u 
die Bedingungen zu erfiillen, class: 

fiir t = 0 )I = 0 
au - ex - - hu,  fiir x = 1 a 1L I a x  fur x = 0 - = h t i ,  

au 
aY 

(3) { ,, y = 0 - = h u ,  - -- hu, au .) y = l  6- 
.. z = 0  u = 1 :  I " 

hu 

ist, wo h eine Constante, namlich das Verhiiltniss der 
a u s s e r n  zur i n n e r n  Leitungsfahigkeit bedeutet. Die 
Aufgabe ) diesen Forderungen gemass u zu bestimmen, 
lasst nur e i n e  Lasung zu; man kann diese finden, indem 
man u gleich einer Reihe sebzt, die nach aufsteigenden 
Potenzen von h fortschreitet. Fu r  den vorliegenden Zweck 
ist es ausreichend, die beiden ersten Glieder dieser Reihe 
zu ermitteln. Demnach setze man: 

(4) 
Die Forderungen, die dann fur U, sich ergeben, erfiillt 
man, indem man U, als eine Function der beiden Varia- 
beln z und t annimmt, die der partiellen Differentialglei- 
chum : 

7L = Uo + h v, . 

und den Bedingungen geniigt, dass: 
fdr t = O ,  U ,=O 

f i r  2 - 0  u , = I ,  f i i r z = l  a % = ~  az 
ist. Man setze: 
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Diese Function spielt bei den hier auszufuhrenden Bech- 
nungen eine grosse Rolle; wir haben bei diesen die von 
K r a m p  fur sie berechnete Tabelle benutzt. 

Es hat U(') die Eigenschaft, dass: 
2 vat 

fiir t = O  U = O ?  ao- a = u  und at- a 7  aZ 
fur z=O U = l ?  f i i r z = m  u=o 

ist. Daraus folgt: 

oder, wie wir schreibm wollen : 

Es war nothig, das hierdurch definirte R fur gewisse 
Werthe der darin vorkommenden Argumente zu berech- 
nen. Indem wir Millimeter und Secunde zu Einheiten 
der Lange und der Zeit nahmen, konnten wir als Nkhe- 
rungswerth von a 16,5 wiihlen; 1 hatten wir = 140 zu 
setzen. Der kleinste Werth von z ,  der in Betracht kam, 
war 5,46; fur ihn und alle Werthe von t ,  die ins Auge 
zu fassen waren, ergab sich R verschwindend klein; ferner 
fand sich: 

fiir z = 44,65 t = 145 R = 0,00067 
,, = 44,65 = I75 = 0,00192 
,) = 71,26 = 145 = 0,00254 

Zur  Bestiminung von U, hat man die Gleichungen: 

fiir t = O  l5; = o ,  
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Um ihnen zu genugen, setze man: 

wo U, eine Function von x, z ,  t ,  U,, eine Function ron 
y, z ,  t und U, eine Function yon z ,  t sein soll; jede dieser 
Functionen soll die fiir U, aufgestellte partielle Difleren- 
tialgleichung erfiillen und sowohl fiir t = 0 als fur z = 0 
verschwiqden. Ueberdies muss dann sein: 

u,= u,+ Uy+ u,, 

Um U, zu finden, muss man zunachst eine Function von 
x, z ,  t ,  die V genannt werden moge, ermitteln, fur welche: 

8 1  - a (8.P + "'! , 
a t  - a x 2  a z? 

fur 5 = 0 -- = f (2, t ) ,  fur x = 00 V =  0, 

>, % = O  Y = 0 ,  ,, z = m  v = o  

fur t = O  V = O ,  
d P  

ist, wo f (z ,  t )  eine gegebene Function von z und t be- 
deutet, die fur z = m verschwindet. Die folgende Erwa- 
gung lehrt dieses V kennen. Es ist: 

ZZfZ '  

1 -~ 4at  
t 

eine Losung der in Rede stehenden partiellen Differential- 
gleichung; eine allgemeinere erhalt man, wenn man hier 
t-t' fur t ,  z-z' oder z f z '  fur z setzt, den Ausdruck, der 
dadurch entsteht , mit einer willkiirlichen Function Jon z' 
und t' ma1 dz' dt' multiplicirt und zwischen constanten 
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Grenzen nach z' und t' integrirt. Der Differentialgleichung 
wird daher auch genugt durch: 

av da der Theil von der infolge davon auftritt, dass die 
obere Grenze der Integration nach t' nicht constant, son- 
dern t ist, verschwindet. Dieses V erfullt zugleich die Be- 
dingungen, die fur t = 0, z = 0, z = rn und z = 03 auf- 
gestellt sind; es genugt auch der fur z = 0 geltenden Be- 
dingung, wie die folgende Betrachtung zeigt. Es ist: 

Wenn x verschwindet, so wird der unter den Integral- 
zeichen st.ehende Ausdruck gleich Null, es sei denn, dass 
zugleich t - t' und z - z' verschwinden; fur ein unendlich 
kleines x ist daher: 

oder 
man 

ist: 

Z2+Z -- m +m 

a ~ - S ( z 7 ~ ~  J . ~ d l d y ,  4at  
a x -  4an t *  

0 --a0 

wenn man die Integration nach z ausfuhrt, indem 
benutzt, dass 

Fuhrt  man hier an Stelle der Integrationsvariabeln 
eine neue durch die Gleichung: 

- = s  1 

1, 1 
ein, so erhalt man: 

t 

2= - _  01 

z d s e  4 a  = f ( z ,  t ) ,  wie zu beweisen war. 
az v a n  

0 
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Nun setze man: 

fuhre statt des Zeichens V das Zeichen V(z)  ein, sodass: 
5 2  + (Z-2')' - 5?+ (2 +#?' 

4 a (t - t') - e  4 a ( t - V )  I 

und mache: 

+ V(Z+o) + V(2Z+a) + V(31+ z)+ . (7) 

Dieses W geniigt dann der Differentialgleichung, der U, 
geniigen soll, und es ist: 

fur t = O  W=O 

W = W ( z ) = V ( ; c ) + V ( Z - 2 )  +V(2Z--2!)+V(3Z-z)+.  

,, z = o  W=O , 1, %=a, w=o. 
Bei Rucksicht 'auf die Gleichung (5 )  folgt hieraus, dam 
alle Forderungen, die U, erfullen soll, erfullt werden durch: 

u, = W(z)  + W ( 2  z - 2) - W(4Z- 2) + . 
- W(2Z-t-2) + W ( 4 Z + z ) - .  

Aus V, erhhlt man U,, indem man y an die Stelle 
von x setzt. 

Um Uz zu erhalten, muss man zunachst eine Func- 
tion von t und t ,  die Z oder auch Z ( z )  genannt werden 
miige, aufsuchen, die die Bedingungen erfullt : 

az a2z 

az* 7 
- -  a t  - a -  fur t - 0  Z = O ,  

wo f ( t )  eine gegebene Function von t bedentet. Es ge- 
schieht das, wenn : 

2' -~ 
z= - V g k ' f ( ( )  - e  1 

4 a (t- t') 

Vm 
0 
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gesetzt wird. 
niigt, da: 

G. Kirchhqf U. G. Hunsemunn. 

Der Differentialgleichung wird niimlich ge- 

59 

eine Losung derselben ist; es verschwindet Z fiir t = 0 
und fur z = 00; endlich ist: 

der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck ver- 
schwindet fur z = 0 ,  wenn nicht zugleich t - t‘= 0 ist; 
daher ist fur ein unendlich kleines z: 

Nun bezeichne man den in der Gleichung (5 )  gleich 
U, gesetzten Ausdruck durch: 

mmhe : 
uo (2, 4 ,  

f ( 4  = Uo (1, 4 7 sodass : 

wird; es ist d a m :  
U, = Z(Z- Z) - Z ( 3 1 -  Z) + Z(5Z-  Z) - .  
- Z(Z+ t) + 2 ( 3 z +  z) - z(51+ t) + .  

Numerische Rechnungen waren nur auszufuhren fur 
1 I 
2 2 x = - und y = -; fur diese Werthe von x und y ist: 

U, = U,, also: U, = 2 U, + U, , 
und es vereinfacht sich die Gleichung (7) in:  

Bei den Werthsystemen von z und t, die in Betracht 
zu ziehen waren, war U, ganz zu vernachlassigen, und es 



G. Kirchhofl u. G. Hansemann. 13 

reichte in jeder der fur U, und W(z)  aufgestellten Reihen 
die Berucksichtigung des ersten Gliedes aus, sodass: 

gesetzt werden konnte, wo V - aus (6)  zu ermitteln war. 
Fuhrt man hier an Stelle von z‘ die neue Integrations- 
variable s‘ durch die Gleichnng: 

ein uncl setzt zugleich: 

so hat mail also: 

(:I 
- 

%‘ = 2VUt’SI 

z = 2 +  a t ’ s ,  
- 

t 

Dieses Doppelintegral ist fur die Werthe von z und t, 
fur die seine Kenntniss nothig war, durch mechanische 
Quadratur mit Hulfe graphischer Darstellung berechnet. 
F u r  z = 5,46 mm und alle Werthe von t, die in Betracht 
kamen, konnte es gleich Null gesetzt werden, und es er- 
gab sich: 

fiir z = 44,65 t = 145 U, = - 5,21 
=44,65 = 175 = - 7,77 
= 71,26 = 1-15 = - 5,62. 

Um hiernach der Gleichung (4) gembs u berechnen 
zu  konnen, mussten wir noch die Grosse h bestimmen. Es 
moge hier die Beschreibung der Versuche, durch welche 
das geschehen ist, angeschlossen werden. 

Es war der Wurfel in seiner ganzen Masse nahezu 
gleichmassig uber die Temperatur seiner Umgebung er- 
wkmt. Die eine Lothstelle einer mit dem Galvanometer 
verbundenen Thermokette war in der Nahe deaselben, vor 
seiner Strahlung geschutzt, aufgestellt, die andere in einen 



14 G. Kirchhofl u. G. Hansemann. 

Canal des Wurfels, der in seinem Mittelpunkte endigte, 
eingef~hrt. 1st v der Ueberschuss der Temperatur im 
Punkte (z, y, z) zur Zeit t uber die Temperatur der Um- 
gebung, so ist: 

a v  a V  
a x  8 X  

und fur x = O  -= h v ,  fur x =  1 -= - h v  

11 z = O  _ -  a v  - r l v ,  
d z  

aff z = 1 - = - h v ,  
a z  

1st t so gross, dass von der Reihe, durch welche v 
sich darstellen lasst, wenn noch der Anfangszustand ale 
gegeben betrachtet wird, nur das erste Glied berucksich- 
tigt zu werden braucht, so ist hiernach: 

= const. e-3’2at 

wo I die keinste positive Wurzel der Gleichung: 
t g - = -  21  w 

2 1  

bedeutet. Fu r  beliebige feste Werthe yon x, y, z ist daher: 
(9) v = c0nst.e ? 

fur den Mittelpunkt des Wurfels, d. h. fur den Punkt 
x = y = z = - , gilt diese GleicEung schon bei kleineren 
Werthen von 8, als fur mdere Punkte, da fur ihn die Coef- 
ficienten der drei Glieder, welche in jener Reihe auf 
das erste folgen, verschwinden. 

Da bei der Bestimmung von h eine geringe Genauig- 
keit ausreicht , so konnte die Galvanometerablenkung in 
einem Augenblick unmittelbar als Maass fiir den ent- 
sprechenden Werth von v dienen. War  beobachtet, wie 
die Ablenkung mit der Zeit abnahm, so konnte mit Hulfe 
des schon benutzten Naherungswerthes yon a aus (9) ill und 
d a m  aus (8) h gefunden werden. 

-3Pat .  

1 
2 
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Bei einem Versuche dieser Art sank die Galvanometer- 
ablenkung in der Zeit von 165 Minuten von 361,3 Scalen- 
theilen auf 187,O; udd zwar so, dass in gleichen Zeitinter- 
vallen der Logarithmus der Ablenkung sehr nahe um gleich 
vie1 abnahm; setzt man wieder a = 16,5, so folgt hieraus 
A =  0,001 16, und weiter, da I = 140, h = 0,000 094 3. 

2 = 145, 
Daraus ergibt sich: 
fur z = 44,65, R + h U, = 0,00018 

= 44,65 , = 175? = 0,00118 
= 71,26, = 145: = 0,00201 

Die im vorigen Abschnitt untersuchte, durch 
Gleichungen (2) und (3) definirte Funktion u von 
Argumenten 2, y, z, t moge nun durch u(t)  bezeichnet wer- 

die 
den 

den. Setzt man: 
t 

d u (t-t‘) 
‘U = J f ( t ’ )  dt‘ 1 

0 

wo f ( t )  eine beliebige Function von t bedeutet, so ist dann 
a v  

fur t = O  2: = 0 ,  

d V  ,, z = O  v - f ( t ) ,  ., % = I  - = - J ~ v .  aZ  
Um einzusehen, dass der partiellen Differentialgleichung 

fiir t = 0 ver- azc geniigt wird, hat man zu beachten, dass 
schwindet, da fur diesen Werth von t:  

atU a=u a z z c  
ax a g  a z * -  u = 0 ,  also auch -% + - + - - 0 

ist; und urn zu beweisen, dass v = f ( t )  fur z = 0 ist, ist 
zu benutzen, dass das Integral: 
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genommen von t = 0 bis zu irgend einem positiven Werthe 
von t, fur einen unendlich kleinen Werth von z gleich 1 ist. 

Nun soll in Beziehung auf f ( t )  die Annahme gemacht 
werden, dass : 

ist, wo C eine Constante bedeutet und y ( t )  als unendlich 
klein betrachtet werden darf. Nach der im vorigen Ab- 
schnitt eingefuhrten Bezeichnung hat man: 

f ( 4  = c+ 9(4 

u(t) = u (A) + R + h q ; 
2 pat 

auch das Glied R + h U, soll als unendlich klein ange- 
sehen werden. Substituirt man diese Werthe von f ( t )  und 
u(t)  in die Gleichung (lo), so erhalt man bei Vernach- 
lassigung einer kleinen Grosse hoherer Ordnung: 

au( 2 I/a -”-) (t- t‘) 

a t  
(11) v = c u -- + R + h u, + q( t ’ )d t ’  ( ( 2 ; J  i !  

Es moge der Werth von z fur den vordersten Canal, 
also 5,46 mm, durch zo, und der Werth von v fur x = -, 

1 y = - , z = z,, durch vo bezeichnet werden. F u r  diese Werthe 2 
von x, y, z ist, wie erwahnt, R + h U, nls verschwindend zu 
betrachten; man hat daher: 

I 
2 

Diese Gleichung schreibe man: 

0 

setzt. Bei der hierdurch gegebenen Definition von ~ ( t )  
ist aber: 
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0 0 

denn, bezeichnet man die eine oder die andere Seite dieser 
Gleichung durch V,  so ist: 

fur z =  zo V =  ~ ( t ) ,  fiir z = 00 V =  0, 

und diese Gleichungen bestimmen V eindeutig, da aus 
ihnen folgt, dass, wenn W der Unterschied zweier Func- 
tiooen ist, die ihnen geniigen: 

20 0 20 

sein muss, welche Bedingung nur durch W =  0 erfiillt 
wird. Die Gleichung (11) wird dadurch: 

2 Va(t - t ' )  
(13) . = C ( U (  2 v a t  "-)+R+hLTl at 

0 

Ware es moglich, Temperaturen im Innern des unver- 
letzten Wiirfels zu beobachten, so wiirden die Gleichungen 
(12) und (13) dazu dienen k h n e n ,  um mit Hiilfe eines 
Ngherungswerthes von n den genauern Wertb dieser Grosse 
zu berechnen. Es miisste die Temperatur vo als Function 
der Zeit beobachtet sein; die Gleichung (12) gabe dann 
~ ( t ) ,  nachdem C willkiirlich, aber so gewahlt ware, dass 
y (t) klein bleibt ; aus der Gleichung (13) ware dann, nach- 
dem das Integral durch mechanische Quadratur bestimmt 
wiire, LT ---= zu berechnen und hieraus der genauere Werth 

von a zu ermitteln. Nun sind in den Wiirfel aber Cande 
gebohrt, in diese Bind die Enden von Thermoketten ein- 
gefuhrt, und auf die Temperaturen der Lothstellen dieser 
konnen allein die Beobachtungen sich beziehen. Es SOU zu 
zeigen versucht werden, dass die Gleichungen (12) und (13) 

(2 ;ad 

A m  d. PhJa n. Chem. N. P. IX. 2 



18 G. Kirchhof u. G. Hanseniann. 

in der angegebenen Weise Iienutzt werden durfen, auch, 
wenn man durch v die Temperaturen dieser Lothstellen 
bezeichnet, gerechnet von der urspriinglichen Temperatur 
des’ Wiirfels. Dabei sol1 aber nur der Fall ins Auge ge- 
fasst werden, dass die Seitenflachen und die Hinterflache 
des Wurfels keinen merkbnren Einfluss auf die Verbrei- 
tung der Warme in ihm haben, das sehr kleine Glied 
R + h V, in der Gleichung (13) also vernachlassigt wer- 
den darf. 

Der Durchmesser eines jcden der Canale so11 als un- 
endlich klein angenommen werden; der Einfluss desselben 
auf die Temperaturvcrtheilung in dem Wurfel wird sich 
dann nur auf unendlich kleine Entfernungen von seiner 
Wand hin erstrecken. Man denke sich eine Flache s, die 
die Umgebung des Canals in einer Weite von dem iibrigen 
Theile des Wurfels sbgrenzt, die klein, aber gross genug 
ist, um einen Einfluss des Canals auf die Temperaturen 
jenseits derselben auszuschliessen.. Diese Flache s, deren 
grosster Theil a19 eine cylindrische Flache von kreisfor- 
migem Querschnitt gedacht werden moge, erganze man zu 
einer geschlossenen, indem man die Cylinderflache in die 
Luft hin verlkngert und eincn Querschnitt (der durch die 
Drahte der Thermokette hindurchgeht) hinzufiigt. Man 
stelle sich die Aufgabe, die Warmebewegung in dem 
Systeme zu ermitteln, das durch die so gebildete Flache 
vollstandig begrenzt ist. Die Umgebung des Wurfels hat 
die Temperatur Null; dieselbe Temperatur haben die Quer- 
schnitte der Drahte der Thermokette, die zu der begren- 
zenden Flache gehiiren, und man wird annehmen diirfen, 
dass die ausserhalb des Wiirfels befindlichen Stiicke dieser 
Drahte ihre Warme gegen eine Umgebung von derselben 
Temperatur ausstrahlen. Die Elemente der Ylache s haben 
diejenigen Temperaturen, die sie zur selbep Zeit haben 
wurden, wenn der Canal nicht vorhanden ware, Tempera- 
turen, die, wie bisher, durch v bezeichnet werden sollen 
Bedeutet V die Temperatur irgend eines Punktes des be- 
trachteten Systemes zur Zeit t, so ist V durch v eindeutig 
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bestimmt, wenn man noch berucksichtigt, dass zur Zeit 
t = 0 das ganze System die Temperatur Null besass; und 
zwar stellt sich V dar als ein iiber die Fltiche s und das 
Zeitintervall t zu nehmendes Integral, das sich bezeichnen 
lasst als eine homogene, lineare Fuqction der Werthe, 
welche v in der Flache s und in dem Zeitintervall t an- 
nimmt. Jeder dieser Werthe nun lasst sich nach der 
Taylor'schen Reihe so entwickeln, dass das erste Glied der 
Werth von v ist, der dem Zeitpunkte t und dem Werthe 
von z entspricht, cler fur die Spitze gilt, in die der Canal 
auslauft! und die folgenden Glieder die Differentialquo- 
tienten dieses Werthes nach t und z enthalten. Es folgt 
dmaus fur 17 eine Reihe, die bezeichnet werden kann als 
eine homogene, lineare Function von v und seiner Differen- 
tialquotienten nach t und z, Das gilt auch, wenn V auf 
einen Punkt der Loth0ache bezogen wird; also auch, wenn. 
wie es nun geschehen soll, durch J' die aus den Galvano- 
meterbeobachtungen abzuleitende Temperatur der Lothstelle 
bezeichnet wird, die ein gewisses Mittel aus den Tempera- 
turen der einzelnen Punkte der Lothflache ist. Die Coeffi- 
cienten der einzelnen Glieder dieses V sind ausschliesslich 
von der Gestalt des Canals und der Gestalt, Lage uiid 
Natur des eingesenkten Theiles der Thermokette abhangig ; 
sie sollen als gleich fur die verschiedenen benutzten Ther- 
moketten angenommen werden. Fasst man den bezeich- 
neten Ausdruck yon Tr als eine Function der beiden Ver- 
anderlichen t und z auf, so hat man: 

aFr 827' fur t = O  TT=O und fur z = m  V = O ,  _-  
at  - a  a 9  ' 
da: 

ist und v ,  d. 11. bei der in der Gleichung (10) benutzten 
Bezeichnungsweise : 



20 

mit allen seinen Differentialquotienten nach t und z fur 
t = 0 und fur z = 00 verschwinden. Bus diesen Eigen- 
schaften von V folgt aber durch Schliisse, die mit denen 
ganz ubereinstimmen, durch welche die Gleichungen (12) und 
(13) abgeleitet sind, dass, wenn man den Werth von Vfiir 
z = zo durch V, bezeichnet und: . 

G. Kirchhqf u. G. Hansemann. 

setzt, indem man dem Zeichen y (t)  eine von seiner fruhe- 
ren verschiedene Bedeutung gibt: 

wird. Diese Gleichungen unterscheiden sich aber von den 
Gleichungen (12) und (13), abgesehen von dem Fehlen des 
Gliedes R + h U,, das wir hier als zu vernachlassigen an- 
genommen hatten, nur dadurch, dass V und Vo an die 
Stelle von v und vo getreten sind. 

Es werde nun durch v die von der urspriinglichen 
Temperatur des Wurfels an gerechnete Temperatur der .in 
einen der Canale eingesenkten Lothstelle einer Thermo- 
kette bezeichnet ; die Temperatur der zweiten Lothstelle 
sei die ursprungliche des Wurfels und E' die electromoto- 
rische Kraft der Thermokette. Die Galvanometerbeobach- 
tungen lehren zuniichst dieses E kennen, aus ihm ist auf 
u zu schliessen. Naherungsweise sind v und E einander 
proportional; wir fanden es aber nothig, die Abweichungen 
von dieser Proportionalitat z u  beriicksichtigen und haben : 

gesetzt, wo p und p von v unabhangige Grossen bedeuten. 
Bezeichnet man den Werth von E fur v = vo durch F,, 
oder, urn seine Abhangigkeit von t anzudeuten, durch E, (t) ,  
so ist ebenso: 

Diese Ausdrucke sind fur vo und v in die Gleichungen (12) 
und (13) zu substituiren. Aus der ersteren dann ip( t )  fur 

(14) v = p ( E - , u E 2 )  

vo = P (E" (4 - P Eo2 (4) - 
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alle in Betracht kommenden Werthe von t zu berechnen, 
wiire listig; man kann die Miihe verringern, i d e m  man 
benutzt, dass p und ~ ( t )  nur klein sind. Infolge dieses 
Umstandes kann man in dem Gliede p p E O 2 ( t )  der Glei- 
chung (12): 

seteen und erhalt dann aus ihr: 

Diesen Werth setze man in die Gleichung (13) und 
schreibe C an Stelle von 2, indem man diesem Buchsta- 
ben eine neue Bedeutung gibt; man findet dann: 

P 

Auch das neue C kann iniierhalb gewisser Grenzen 
willkiirlich gewahlt werden; es muss nur so gewahlt wer- 
den, dass: 

klein ist. 
Die gefundene Gleichung wird zur numerischen Rech- 

nung bequemer, wenn man an Stelle von t‘ eine neue 
Integrationsvariable: die U genannt werden moge, durch 
die Gleichung : n _  

2 1 a ( t  - 2’) 
einfuhrt ; sie wird dann : 
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Bei den bisher gemachten Auseinandersetzungen ist 
angenommen, dass die Leitungsfahigkeit k und das Product 
aus der specifischen Warme in die Dichtigkeit c, also auch 
das Verhaltniss dieser beiden Grossen a constant sind. 
Thatsachlich sind diesclben von der Temperatur abhiingig, 
nnd der auf die angegebene Weise berechnete Werth von 
a wird nur fur eine gewisse Temperatur richtig sein. Diese 
Temperatur soll nun ermittelt werden. Dsbei kann statt  
des Falles, der bei den Versuchen verwirklicht war, der 
einfachere und mit diesem sehr nalie ubereinstimmende 
ins Auge gefasst werden, dass fur die Temperatur u die 
Bedingungen gelten, dass: 

fiir t = O  21=0,  

f i i r r = O  x = 1 .  f i i rz=cx ,  z i=0  
ist. Es ist d a m  u eine Function der beiden Variabeln t 
und z, und die Differentialgleichung (1) vereinfacht sich in: 

a u  
a I a 2  cz=-  a z  - - *  

ak -' 

c und k sind hier aber Functionen von u ;  von diesen soll 
angenommen werden, dass : 

ist, wo A,, 4 ,  co, c1 Constanten sind, und zwar k, und c1 
Constanten, die nls unendlich klein angesehen werden 
konnen. Dann is t :  

(1 = (lo + i l l  11 , 

k = ko + k ,  $ 1 ,  c = co + c1 I1 

(16) 

WO : 

Unter diesen Voraussetzuiigen hat es keine Schwierigkeiten, 
die Function ?i mit Rucksicht auf  die unendlich kleinen 
Glieder niedrigster Ordnung 211 bestimmen. Die Differential- 
gleichung fiir dieselbe ist d a m :  
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Ihr sowohl, als den fiir u angegebenen Grenzbedingungen 
kann man durch eine Function des e i n e n  Arguments -' 

V t  
geniigen. Man setze: 

z x =  --;. 
2 1/a,t' 

dann ist. wenn fi eine Function von x bedeutet: 

Macht man hier, unter der Voraussetzung, dass u eine 
Function yon z ist, einmal $2 = u, dann J2 = u2, so wird 
die Differentialgleichung fur i t :  

und die beiden willkiirlichen Constanten, welche das allge- 
meine Integral derselben enthiilt, sind gerade ausreichend, 
die beiden Grenzbedingungen : 

fur R: = 0 u = 1 ,  tiir x = rn 71 = 0 
Z U  erfullen. 

Vernachliissigt man die mit c1 und 4 behafteten Glie- 
der, so wird u = U(x),  oder, wie der Riirze wegen ge- 
schrieben werden 8011, = U ;  mit der erforderlichen Ge- 
nauigkeit ist daher die Differentialgleichung fur u : 

d u  d 2 u  d (  0') kl d 2 (  U2)  2 2  - + - - - 5 x-. - _ _ ~ .  
d r  d x 9 -  c, ax Zk, a x =  

Das allgemeine Integral derselben ist : 

wo A und B als Functionen von x aus den Gleichungen: 
u = A + B U ,  

%+u-=o d B  
d x  ax 

d U d B  - -=-  5 x - - - 2 - - -  d ( U 2 )  k d 2 ( U 2 )  
d x  d x  c,, a x  2k, d x 2  

zu bestimmen sind. Aus diesen folgt bei Rucksicht anf 
Gleichung (1 6) : 
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Benutzt man, dass: 
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Z 

ist und bestimmt die additiven, willkurlichen Constanten, 
die A und B enthalten, so dass u = 1 fur x = O  und u = O  
fur x = 00 wird, so ergibt sich: 

Berechnet man aus einem beobachteten Werthe von 
u die Griisse a ,  ohne Rucksicht auf ihre Abhilngigkeit 
von der Temperatur zu nehmen, so thut man das nach der 
Gleichung : 

Dieselbe 1a.sst sich schreiben: 

oder, wenn man urn die ,,mittlere" Temperatur nennt, fur 
welche der fur a gefundene Werth bei Riicksicht auf die 
Abhangigkeit dieser Grosse von der Temperatur gilt: 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks von u mit dem vorher 
abgeleiteten ergibt : 

oder, wenn man cl- an Stelle von durch die Gleichung: 
CO ko 

einfuhrt : 
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u*= U s  I 
(17) I 

Da in dieser Gleichung nur das Verhaltniss von c1 
und 4 vorkommt, so lasst sich unbeschadet ihrer Giiltig- 
keit die Definition dieser Grossen so verallgemeinern, dass 
man darunter die Aenderungen versteht, die c und a in 
i rgend  einem Temperaturintervall, z. B. bei der Erwar- 
mung um lo C. erleiden. 

Es sol1 nun auseinandergesetzt werden, wie wir die 
am Galvanometer gemachten Beobachtungen berechnet 
haben. 

Es sei eine Schliessung atis dem Galvanometer unit 
einer Thermokette gebildet; W sei der Widerstand der- 
selben, E die electromotorische Eraft zur Zeit t, s die zur 
selben Zeit gemachte Scalenablesung. Nimmt man den 
Ablenkungswinkel des Spiegels als unendlich klein an und 
sieht ab von den Aenderungen des magnetischen Meridians 
und von der elastischen Nachwirkung des Aufhiingefadens. 
so hat man: 

wo a, p, y Constanten sind und so die Scalenablesung be- 
zeichnet, die der Gleichgewichtslage des Spiegels fur den 
Fall entspricht, dass kein Strom durch das Galvanometer 
fliesst. Schon wegen der fortwahrenden Aenderungen des 
magnetischen Meridians erfordert diese Gleichung eine 
Modification. Die Gleichgewichtslage des Spiegels fur den 
Fall, dass kein Strom vorhanden ist, ist nicht constant; 
aber sie andert sich der Regel nach sehr langsam und fiir 
ein hinreichend kleines Zeitintervall proportional mit der 
Zeit. 1st so die ihr entsprechende Sodenablesung zur 
Zeit t = 0, so ist sie zur Zeit 1, wenn t nicht zu gross ist, 
so + a t ,  wo E eine kleine Constante ist, die aber bei jedem 
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Beobachtungssatze von neuem bestimmt werden muss. 
Man hat d a m :  

d2S d s  E 
d t 2  W ’  u2 - + 2 p z  + s - so - E t  = 2 2  

Diese Gleichung verwandelt sich bei Rucksicht auf die 
elastische Nachwirkung nach der von Hrn. B ol t z m a n n  
aufgestellten Theorie l), wenn man annimmt, dass langere 
Zeit vor dem Augenblick t = 0 der Spiegel grossere Ab- 
lenkungen nicht erlitten hat, und wenn man nur miissige 
positive Werthe von t ins Auge fasst, in die folgende: 

wo 7 eine neue, kleine Constante bedeutet und s ( t )  fur s 
geschrieben, s also als Functionszeichen gebraucht ist. Das 
Gtlied e t  stellt dann nicht allein den Einfluss der Aende- 
rungen des magnetischen Meridians dar, sondern zugleich 
den Einfluss eines Theiles der elastischen Nachwirkung, 
niimlich desjenigen, der eine Folge von Ablenkungen des 
Spiegels ist, die lange Zeit vor dem Augenblicke t = 0 
stattgefunden haben. 

1st die Bewegung des Spiegels so langsam, dass die 
mit den Factoren u2 und p behafteten Glieder vernach- 
lassigt werden konnen, so ist einfacher: 

t 

1st in dem Intervall von t = 0 bis t = t, s = s1 
= s,. - = tl . - t2 .  

wo sl, s2 , .  . niiherungsweise constant sind, und liegt t in 
dem Interval1 von t = tn bis t = tn+ 1, so hat man : 

1) Boltzmann,  Wien. Ber. October 1874. 
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t 

= (s* Po) logt + (sz- sl) log@ t l )  + (b3--.S2) log@ t l )  + ’ + (S&-S*) l o g ( t - t , ) .  

Bei der endlichen Grosse, die die Ablenkungswinkel bei 
unseren Versuchen hatten, wird man von diesen Gleichungen 
auch Gebranch machen und die Grossen u, p, E ynd 97 

unbedenklich als constant betrachten diirfen, da die Ver- 
suche so angeordnet waren, dass die von ihnen abhangigen 
Glieder nur verhaltnissmassig kleine Werthe hatten; cla- 
gegen war z u  vermuthen, dass y sich als abhkngig von der 
Qrosae des Ablenkungswinkels zeigen wiirde. Versnche, 
die zur Bestimmung dieser Abhiingigkeit angestellt sincl, 
haben aber ergeben, dass auch y als constant betrachtet 
werden darf. 

Urn die Art, wie die elastische Nachwirkung in Rech- 
nung gebracht ist, zu priifen nnd den Werth von q zu be- 
stimmen, wurde auf folgende Weise verfahren. Der Strom 
einer aus Kupfer und Eisendrahten gebildeten Thermo- 
kette, deren Lothstellen einerseits durch siedendes Wasser, 
andererseits durch fliessendes Wasser der Wasserleitung 
auf constanten Temperaturen erhalten wurden, wurde wah- 
rend einer gewissen Zeit durch das Galvanometer geleitet, 
und zu gewissen Zeitpunkten, 1 or dem Beginn des Stromes, 
wahrend der Dauer und nach dem Aufhijren desselben die 
(falvanometerscala abgelesen. Es wurden acht solcher Be- 
obachtungssatze gernacht, die voqinander sich unterschie- 
den durch die Dauer und die Intensitat des Stromes, welche 
clurch Einschaltung von Wiclerstanden geiindert werden 
konnte. Zwischen je zwei dieser aufeinander folgenden 
Versuche liess man einen Zeitraum vergehen, der hinreichte, 
um zu bewirken, dass die elastische Nachwirkung, die eine 
Polge des friiheren war, wahrend des spiiteren als eine 
linenre Function der Zeit angesehen werden durfte. Bei 
den Reobachtungen, die nach Oeffnnng des Stromkreises 
ansgefiihrt waren, war die Bewegung so langsam, dass die 
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von den Constanten a und p abhangigen Glieder der 
Gleichung (1 8) vernachlassigt werden konnten ; sie durften 
daher nach der Gleichung (19) berechnet werden; es war 
ferner E = 0, und es konnte die fur die Gleichung (20) 
gemachte Voraussetzung als erfullt angenommen, n = l7 
tl = der Dauer des Stromes, s1 = der wahrend desselben 
gemachten Scalenablesung und s2 = so gesetzt werden. Hier- 
nach ,rgeben die Gleichnngen (19) und (20): 

t 
(21) s - so = E t + ?I (sl - so) log 2 - t, - 
Beispielsweise moge eineT der Beobachtungssatze angefuhrt 
werden: 

~_ 
1 

-_ 300 
- 60 

0 
60 
90 

150 
180 
210 
240 
270 
300 
360 
480 
600 

852,OO 

487,40 
487,15 
487,OO 
486,90 
486,80 
486,75 
486,65 
486,55 
486,45 

Strom unterbrochen 
1,05 I 1,07 
0,80 ~ 0,82 
0,65 0,65 
0,55 0,59 
0,45 1 0,49 
0,40 0,41 
0,30 0,33 
0,20 1 0,27 
0 , l O  0,13 

0,00735 m 
0,00753 m 
0,00764 m 
0,00789 m 
0,00760 rn 
0,00776 m 
0,00766 m 
0,00319 m 
- 

Die erste Columne enthalt die Zeit t ,  in Secunden 
ausgedriickt, die zweite die entsprechenden Ablesungen s, 
bei denen die Zehntel und halben Zehntel eines Scalen- 
theiles geschatzt sind. Ais derselben ist zu entnehmen, dass : 

Die dritte Columne enthalt die Werthe von s - so. Aus 
j e  zweien ihrer Zahlen konnen mit Hulfe der Gleichung (21) 
die beiden Unbekannten E und 11 berechnet werden. Bus  
der ersterl und letzten haben wir den Werth Ton E be- 
stimmt und die aus ihm sich ergebenden Werthe von 
s - so - ~t in der folgenden Columne aufgefuhrt. Die letzte 
Columne enthalt die dann ails der Gleichung (21) folgen- 

t1 = 90, so = 486,35, s1 - so = 366. 
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den Werthe von q ;  m bedeutet dabei den Modulus der 
Briggs'schen Logarithmen, d. h. die Zahl 0,4343; in dieser 
Form sind die Werthe von ri angegeben, weil bei den 
numerischen Rechnungen immer das Verhaltniss : m rtuf- 
tritt. Endlich ist ein Mittelwerth von q nach der Methode 
der kleinsten Quadrate unter der Voraussetzung abgeleitet, 
dass bei den einzelnen Werthen von s - so - E t  gleich 
grosse Fehler gleich wahrscheinlich sind, d. h. nach der 
Formel : 

y (.y- - &i)' 
~~ 

wo unter den Summenzeichen den atis dem entsprechen- 
den s - so - e t  berechneten Werth bedeutet. 80 ergab sich: 

11 = 0,00755 m . 
Die auf cliese Weise aus den acht Beobachtungssatzen 

abgeleiteten Werthe von 7 : nz sind in der folgenden kleinen 
Tafel zusammengestellt, deren Verticalreihen mit der in 
Secunden nusgedruckten Dauer des Stromes uberschrieben 
sind, wahrend den Horizontalreihen die durch diese hervor- 
gebrachte Ablenkung, also s, - so, vorgesetzt ist: 

- ' 90 180 
~~ - ~- ~~ 

I-- 

105 ~ 0,00550 1 0,00712 
207 597 651 
366 I 755 I 702 
464 , 749 ~ 727 

Indem wir nach der Gleichung (22) einen Mittelwerth 
von ?, aus allen acht Beobachtungssatzen berechneten, 
fanden wir: 

71 = 0,007 m. 
Die Uebereinstimmung der fiir 7 gefundenen Zahlen ist 
nicht gross; aber sie ist nicht geringer als sie erwartet wer- 
den durfte in Rucksicht auf die Kleinheit des Betrages, den 
die elastische Nachwirkung namentlich nach den kleineren 
Ablenkungen besass. Sie ist unseres Erachtens ausreichend, 
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um zu zeigen, dass mit Hiilfe der Boltzmann'achen Theprie 
bei Galvanometerbeobachtungen die Fehler zum grossten 
Theile sich vermeiden lassen, die aus der Nichtbeachtung 
der elastischen Nachwirkung hervorgehen konnen. 

Erwahnt werden mogen noch Versuche anderer Art, 
die wir zur Prufuiig der Theorie und des fur 11 gefundenen 
Zahlenwerthes angestellt haben. Zur Zeit t = 0 wnrde ein 
Magnet dem Galvanometer plotzlich genahert, in der Stel- 
lung, die er dadurch erhalten hatte, bis zur Zeit t = tl 
gelassen und dann wiecler an seinen urspriinglichen Ort  
gebracht. 1st M das in einer gewissen Einheit ausgedriickte, 
von dem Magoeten auf den bewegliclien Theil des Galva- 
nometers ausgeubte Drehungsmoment und s1 ein Naherungs- 
werth fur s wahrend der Wirknng des Magnets, so ist, 
wenn t zwischen 0 und t, liegt: 

und, wenn t grosser als tl ist: 

Retechnet man n i t  Hulfe der letzten Gleichung E ,  so gibt 
die erste fur jeden Werth von t einen von M. BUS der 
Uebereinstimmung der Werthe, die so fur M gefunden 
werden, ist die Richtigkeit der gemachten Annahmen zu 
beurtheilen. Bei einem Versuche dieser Ar t  ergaben sich 
folgende Zahlen : 

M = s - so - E t - 11 (SI - so) log t 

0 = s - S" - E t  - 1) (sl - so) log --• 2 
t - t ,  

. t  1 s 1 M I t I s / M  
1 ~ ~ _ _ ~  

-120 1 499,OO 1 - 
- 60 499,OO ' - 

0 I Magnet geniihert 
60 573'60 369,85 
90 1 874,lO 1 369,89 

-.-L---L-- 

120 874'40 369'85 
150 874'60. ~ 369,80 
180 I Magnet entfernt 
210 501'00 - 
270 500,20 1 - 

Bei mehrfacher Wiederholung des Versuches zeigten sich 
keine grijsseren Differenzen. 

I n  ahhnlicher Weise , wie hier das Drehungsmoment 
eines Magnets gemessen war, wurde bei den Versuchen, 
durch welche die Constanz der durch die Gleichung (18 
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eingefiihrten Grosse y gepriift werden sollte, das Drehungs- 
moment von Stromen verschiedener Intensitat im Galvano- 
meterdrahte gemessen. Zur Erzeugung dieser Strome diente 
die schon erwahnte Thermokette aus Kupfer und Eisen 
und ein System von bekannten Widerstanden. Der Wider- 
stand der Thermokette, des Galvanometergewindes und der 
nothwendigen Verbindungsdrahte war = 1,13 S.-E. gefunden 
worden; dieqem wurde bei den einzelnen Versuchen hinzu- 
gefiigt ein Widerstand von 30, 50, 100 und 200 S.-E. Auch 
hier wurden Ablesungen nur gemacht, wenn die Bewegung 
des Spiegels so langsam war, dass die mit den Factoren 
o2 und ,9 behafteten Glieder der Gleichung (18) vernach- 
hssigt werden konnten, und auch hier durfte die Gleichung 
(20) in Anwendung gebracht werden. Es war daher zu 
setzen : 

E 
W (23) ~ - = . s - - ~ - & E - ~ , ~ ( s ~ - s , , )  logt+(s,-S,) log(t-tt, +. I.  

Die Werthe der rechten Seite dieser Gleichung. die 
bei aufeinander folgenden Versuchen sich ergaben. waren 
diese : 
- ____ -~ 

W 31,13 51,13 ' 101,13 201,13 1 31,13S.-E. 
___._ _ _  -. ~~ 

341,34 , 207,64 105,O.j x,87 I 341,~n 
341,36 207.66 105.@4 52,86 1 341,60 
341,31 207,65 105,Ol 52,87 341,634 
341,28 207,58 105,OO 52,BO , 341,50 

Mittel 341,32 ~ 207,63 105,02 1 52,88 1 341,57 

Die Vergleichung der ersten und letzten der Mittel- 
zahlen zeigte, dass die electromotorische =aft der Thermo- 
kette E wahrend der Dnuer der Versuche ein wenig ge- 
wachsen war. Es wurde angenommen, dass ihre Veranderung 
proportional der Zeit vor sich gegangen ware. Unter dieser 
Annahme fanden sich die Verhaltnisse der Werthe der 
linken Seite der in Rede stehenden Gleichung fur die ein- 
zelnen Versuche: 

= 341,32 : 207,85 : 105,lO : 52,86 : 341,57. 
Eine Veranderlichkeit von 7 ist daher nicht zu bemerken. 
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Es war bei diesen Versuchen wunschenswerth er- 
schienen, sie in so kurzer Zeit als moglich auszufiihren, 
um Aenderungen der electromotorischen Kraft der Thermo- 
kette und der Temperatur der einzuschaltenden Wider- 
stiinde so weit als moglich zu vermeiden. Es konnte des- 
halb der Zeitraum -zwischen zwei aufeinander folgenden 
Versuchen nicht so gross gewahlt werden, dass die bei dem 
fruhern orzeugte elastische Nachwirkung bei dem spatern 
als eine lineare Function der Zeit hatte betrachtet werden 
durfen; es musste daher eine grossere Zahl von Gliedern 
bei dem Factor von 17 in der Gleichung (23) in Rechnung 
gezogen werden, als es bei den Versuchen uber die durch 
einen Magnet hervorgebrachten Ablenkungen nothig ge- 
wesen war. Die Grosse E musste fur jeden der Versuche 
von neuem bestimmt werden. Es hatte am nachsten ge- 
legen, zu diesem Zwecke zwischen den Ablenkungen zweier 
Strome von verschiedener Intensitat die Stellung des Spie- 
gels bei geoffnetem Galvanometerkreise zu beobachten. 
Statt dessen schlugen wir ein anderes Verfahren ein, urn 
zugleich eine andere Fehlerquelle, die sonst zu furchten 
gewesen ware, unschadlich zu machen. An dem Galvano- 
meter befand sich ein Umschalter, von dem ein Messing- 
stick von erheblicher Lange, das bei geschlossener Leitung 
vom Strome durchflossen wurde, einen Theil ausmachte. 
Hatten die Stellen desselben, die mit den kupfernen Zu- 
leitungsdrahten im Contact waren, eine Temperaturdifferenz, 
so entstand eine storende electromotorische Kraft. Um 
den Einfluss dieser zu eliminiren, schalteten wir, statt den 
Galvanometerkreis zu offnen, durch eine Wippe in ihr an 
Stelle der Thermokette einen Kupferdraht von demselben 
Widerstande ein und beobachteten dann die Stellung des 
Spiegels. Bei dieser Anordnung war die Veranderlichkeit 
der starenden electromotorischen Kraft nicht, mehr  zu 
furchten als die Veranderlichkeit des magnetischen Meri- 
dians und wurde mit dieser zusammen eliminirt. 

Es sol1 nun die Methode angegeben werden, deren 
wir uns bedient haben, um die in der Gleichung (18) vor- 
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kommenden Constanten u und p zu bestimmen. Es be- 
durfte diese Bestimmung nur einer massigen Genauigkeit, 
d s  die Werthe von u und nur dam diermen sollten, kleine 
Correctionen zn berechnen. Es wurde eine Schliessung 
gebildet aus dem Galvanometerdraht und einem zweiten 
Multiplicatorgewinde, innerhalb dessen ein kriiftiger, etwa 
200 g schwerer Magnetstab seine Schwingungen aus- 
fiihren konnte, die ebenfalls mit Spiegel, Scala und Fern- 
rohr zu beobachten waren. Einmal erregt, bestanden solche 
Schwingungen liingere Zeit mit langsam abnehmender 
Amplitude fort, und der Spiegel des Galvanometers fiihrte 
Schwingungen von derselben Dsuer aus. Diese Dauer 
konnte geandert werden clurch Aenderung der bifilaren 
Aufhangung, rnit der der Magnetstab versehen war. Bei 
einigen verschiedenen Werthen der Schwingungsdauer wur- 
den die Amplituden des Magnets und des Galvanometers 
abwechselnd in gleichen, kleinen Zwischenraumen beobachtet 
und das Verhaltniss der auf gleiche Zeitpuncte reducirten 
Amplituden berechnet. Die folgenden Ueberlegungen zeigen, 
wie aus den Werthen, die dieses Verhaltniss bei bekann- 
ten Schwingungsdauern besitzt , a und @ ermittelt werden 
konnten. 

Die in Scalentheilen ausgedriickte Ablenkung des Mag- 
netstabes aus seiner Gleichgewichtslage zur Zeit t kann: 

= c sinnt 
gesetzt werden, wo c die in Scalentheilen ausgedriickte 
Amplitude und : 

11 = ~ T 
ist, wenn T die Dauer einer einfachen Schwingung be- 
deutet. Die Gleichung der Bewegung des Galvanometer- 
spiegels ist dam,  wenn u die in Scalentheilen ausgedriickte 
Ablenkung aus der Gleichgewichtslage zur Zeit t bezeichnet, 
N eine von c und n unabhange Constante ist, und man ab- 
sieht von den inducirten Stromen hijherer Ordnung : 

d 2 w  d w  
at2 df aa- + 2 P - + + [ = c N n c o s n t .  

Ann. d. Phys. U. Chem. N. F. IX. 3 
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Andererseits ist : 
u = A cosn t+  B s innt ,  

wo A und B zwei unbekannte Constanten bedeuten. Die 
Differentialgleichung gibt fur diese die Bedingungen: 

cNn = A ( l -  d n Z )  + B2Pn 
0 = - A2 p n  + B(1-a2a2). 

Setzt man : 

bezeichnet also durch C das Verhaltniss der Amplituden 
beider Schwingungen, so folgt hieraus: 

A2 + B2 = C'C~,  

N 2 n 2  
(1-a2n2)2+ 4P2n2 

c2 = 

Hat  man drei Beobachtungen von C fur verschiedene 
Werthe von %, so kann man aus den hiernach geltenden 
Gleichungen N eliminiren und a und @ bestimmen. Wir 
hatten eine grossere Zahl von Reobachtungen und haben 
a 'und  P so berechnet, dass: 

ein Minimum wurde, wenn dC den sich ergebenden Fehler 
einer Beobachtung bezeichnet. Die fur Ca abgeleitete Glei- 
chung lasst sich schreiben: 

. z(dc)a 

1 a4 4 P 2 - 2 a 2  1 1 
NZ N N 2  n 

_ -  c2 - - n2 + ~ .- 2 - ~  - - -  + - 
oder, wenn man: 

a4 482 - 2ae  1 
N2 =y, -- N2 -' -- 

N2-x7 

setzt: 
1 _-  z n 2 + y + z z .  c2 - 

1 Der Fehler von cz bei einer Beabachtung ist also: 

betrachtet man ihn als unendlich klein, so ist er- anderer- 
seits aber auch: 

= -2F .  d C  
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Aus dieker Gleichung kann man den Werth von d C  
nehmen und findet d a m ,  dass die aufgestellte Bedingung 
ubereinstimmt mit der , dass : 

a 4 c c 3 n 3  + yc3 + z 11p CY - c) 
ein Minimum ist. Hieraus folgen die Gleichungen : 

z Z P n 4  + y x C 6 n z + z z P =  CC4n2 

x ~ ~ 6 n . a  + y ~ c 6  + .zz::= 2~ 

C "  

Sind diese Gleichungen nach c, y, z aufgerost, so hat man: 
w4 = z 4p2 - 2@3 = 2.  

2' 

Die Messungen ergaben die folgenden zusammengeho- 
rigen Werthe von T und C: 

~ 0,676 0,aw 1,034 ~ 1,044 0,841 
1 0,672 0,891 1,035 ' 1,040 , 0,828 

1 0,678 ! 0,887 1,033 , 1,037 ~ 0,820 
! 0,676 ' 0,887 1,034 1,033 ~ 0,830 

- ~ 0,886 , 1,031 , 1,039 , 0,827 
1 -  0,885 ~ 1,029 ~ 1,039 : 0,818 

- - ' 1,031 i - ! 0,815 
' 0,809 ' 0,823 

i l  - I -  - I -  - ~ 0,839 

0,676 ~ 0,886 1,037 ' 1,045 1 0,822 

- , -  - i , -  I 

- i - 1 -  
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in guter Uebereinstimmung mit den Mittelzahlen der Be- 
obachtungen. 

Bei diesen Versuchen war der Widerstand des Gal- 
vanometerkreises 2,7 8.-E. Von diesem Widerstande muss, 
streng genommen, der Werth der Grosse B abhangig sein, 
weil ein Theil derselben von den Stromen herriihrt, die in 
dem Galvanometerkreise dureh die Magnete des Galvano- 
meters inducirt werden. E s  wurde der Widerstand auf 
6,9 S.-E. gebracht und dann fur einige Schwingungsdauern 
C beobachtet. E s  zeigte sich, dass die gefundenen Werthe 
von C sich in genugender Weise darstellen liessen durch 
die alten Werthe von a und und den Werth von N, 
der zu dem fruhern im Verhaltniss von 2,7: 6,9 stand. 
Daraus folgt, dass /? als unabhangig vom Widerstande des 
Galvanometerkreises anzusehen, die in diesem statthdende 
Induction also unmerklich ist neben der Induction in 
den Kupferhiilsen des Galvanometers und der Luftreibung. 

Zur Berechnung unserer Versuche uber die Warme- 
leitung war noch nothig die Kenntniss der Beziehung 
zwischen der electromotorischen Kraft der benutzten Ther- 
moketten und den Temperaturen i h e r  ,Lothstellen. Mit 
Hrn. Avena r ius l )  haben wir angenommen, dam, wenn E 
die electromotorische Kraft ist, und 9. und a, die Tem- 
peraturen sind, die Relation: 
(24) E=a(19-19~) (1  +b(79+9,)) 
besteht, wo a und b Constanten bezeichnen; es handelte 
sich darum, diese fur eine unserer aus Neusilber und 
Kupfer zusammengesetzten Thermoketten eu bestimmen. 
Bei jedem der hierzu ausgefuhrten Beobachtungssatze 
wurden drei Temperaturen benutzt , die des schmelzen- 
den Eises, die der Dampfe des siedenden Wassers uiid 
eine mittlere Temperatur, die mit Hulfe eines Jolly’- 
schen Luftthermometers gemessen wurde. Die Kugel des- 
selben war mit der einen Lothstelle der Thermokette in 
ein mit Petroleum gefiilltes Gefass getaucht, das in einer 

1) Avenarius ,  Pogg. Am. 119. p.406. 1863. u.122. p. 193. 1864. 
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grossern Wassermasse sich befand. Es wurde diese durch 
eine Lampe erwarmt, wahrend das Petroleum durch eine 
Ruhrvorrichtung in Bewegung erhalten wurde. Die zweite 
L6thstelle war in ein langes und enges, unten geschlossenes 
Metallrohrchen gefuhrt und wurde mit diesem abwechselnd 
in  schmelzendes Eis und in die Dampfe siedenden Wassers 
gebracht. Bus der Thermokette und dem Galvanometer1 
war eine Schliessung gebildet, und der Widerstand der- 
selben = 29,l S.-E. gemacht, um Ablenkungen von der 
gewunschten Grosse zu erhalten. Durchl eine Umschaltung 
wurde bewirkt, dass die Galvanometerablenkungen immer 
dieselbe Richtung hatten. E s  wurden diese nach den 
Qleichungen (19) und (20) berechnet. Eine Beobachtungs- 
reihe gab die folgenden Zahlen, wenn die Temperaturen 
9. und 8,) nach den Graden der Celsius’schen Scala ge- 
rechnet werden: 

- 

r/Q b 
Ti- 

rE $ -  4, , 4 f 4,, W 

0,00133 4 6 3 5  146,T6 4,6% 
4fi,74 4,628 0,00135 

0,00136 
0,00138 146,68 4’625 4,616 

4,616 ’ 0,00138 

230,74 I 46,85 
295,18 53,26 
229,96 1 16,74 

229,08 46,63 46.63 
297, l l  ~ 53,X ’ 146,46 

295,92 53,34 

Mittel 1 1,624 ~ 0,00136 

Die beiden letzten Columnen enthalten die Werthe, 
die die Gleichung (24) ergibt aus den Zahlen der ersten 
und zweiten, zweiten und dritten, . . Horizontalreihe d& 
fruheren Columnen. Zwei ahnliche Beobachtungsreihen, 
bei denen die mittlere Temperatur, die hier etwa 470 C. 
gewesen war, die Werthe -con ungefahr 38O C. und 35 O C. 
gehabt hat, ergaben: 

2 = 4,625 b = 0.00139 TV 
und: 

= 4,587 = 3,00141. 
Wir habeii angenommen : 
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25 = 4,612 6 = 0,00139.') W 

Bei den Versuchen mit dem Eisenwurfel war &er 
Wjderstand der Schliessung, W, ein kleinerer als bei diesen 
Hulfsversuchen, namlich bei Benutzung der mit I bezeich- 
neten Thermokette = 3,lO S.-E. Hier war daher: 

$ = 43,3. 

F u r  diese Anordnung sol1 f = 1 gesetzt werden, was 
darauf hinaus kommt, dass eine gewisse Einheit fur die 
electromotorische &aft angenommen wird. Die linke Seite 
der Gleichung (18) oder (19) wird dann B, und zugleich 
wird: a = 43,3. 

Schreibt man die Gleichung (24): 
3 -  b 

a (1 + 2 b  a , )  - a - ' 0  + l-+TbY, (a - 'YO)*, 
so findet man aus ihr bei Vernachlassigung kleiner Grossen 
hoherer Ordnung: 

1 b 

Daraus folgt fur die durch die Gleichung (14) einge- 
fuhrte Grosse p ,  wenn a0 die urspriingliche Temperatur 
des Wurfels und zugleich die Temperatur der nicht im 
Wurfel befindlichen Lothstelle der Thermokette, in Graden 
der Celsius'schen Scala ausgedriickt, bezeichnet: 

a - a  O - a ( l + 2 b - S L , )  - (.- .(1 + 2 b 4 , ) 2  E 2 ) ' ,  

' 

Fur  a und b sind hier die eben angegebenen Zahlen- 
werthe zu setzen, 8, ist bei jedem Versuche zu ermitteln. 

1) Bemerkt moge werden, dass aus den Messungen und der Theorie 
des Hrn. A v e n a r i u s  (Pogg. Ann. 122. p. 213. 1864) der CoSfficient 
b fur Kupfer und Neusilber sich vie1 kleiner ergibt, als er hier gefun- 
den wurde, namlich = 0,00084. Wahrscheinlich liegt der Grund dieses 
Unterschiedes hauptsachlich darin , dass das Neusilber des Him. A v e - 
n a r i u s  ein anderes war als das misrige. 
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Es sollen nun die bei den Versuchen mit dem Wurfel 
benutzten Vorrichtungen niiher beschrieben werden. 

Wie schon erwahnt, hatte der Wiirfel eine Kante 
von 140mm Liinge und war so aufgestellt, dass eine Kante 
vertical war. Er ruhte auf vier diinnen Holzklotzchen, 
die auf einem Holztische befestigt waren. In gleicher 
Ebene mit der zu bespritzenden, verticalen Vordediiche 
des Wurfels stand ein Schirm von Zinkblech, in welchem 
eine jene Flache umgebende, quadratische Oeffnung sich 
befand, die nur sehr wenig grosser war als sie. Der 
zwischen beiden vorhandene Zwischenraum war mit Wachs- 
kitt geschlossen. Der Schirm hatte oben und an den bei- 
den Seiten Rander und endigte unten in einen flachen 
Trichter, sodass das aus der Brause gegen die Vorder- 
&he des Wurfels spritzende Wasser abfliessen konnte, 
ohne direct die Temperatur der iibrigen Wiirfelflachen zu 
beein flussen. 

Damit auch die bei dem Spritzen des Wassers oder 
durch andere Ursachen im Beobachtungsraum entstehen- 
den Luftstromungen so wenig als moglich storend ein- 
wirkten, war der Tisch, auf dem der Wurfel sich befand, 
ganz von hohen Pappschirmen umgeben. 

Der Vorder0iiche des Wiirfels gegeniiber, in einem 
Abstande von 127 mm von derselben, war die Brause an- 
gebracht. Ihre Endflache bildete ein Quadrat von 157 mm 
Seite und enthielt 264 runde Oeffnungen von etwa 0,5 mm 
Durchmesser. 

Um zu prufen, ob diese Zahl der Oefhungen aus- 
reichte, um der Vorderfiache des Wurfels eine in allen 
ihren Punkten gleiche Temperatur zu ertheilen, wie die 
entwickelte Theorie sie voraussetzte, waren drei Versuche 
schon gemacht, als die Brause erst die Halfte der ge- 
nannten Zahl von Oeffnungen hatte. Der  Werth von a, 
der sich im Mittel aus diesen drei Versuchen ergab, d8e -  
rirte von demjenigen, der a m  drei spateren Versuchen folgte, 
bei denen die Zahl der Lircher verdoppelt war, im ubrigen 
aber die gleichen Verhtiltnisse stattfanden, nur um 0,12 Proc. 
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Das Wasser wurde der Brause aus einem Reservoir 
zugefiihrt, welches aus der stadtischen Wasserleitung oder 
mit erwarmtem Wasser gefullt werden konnte. 

Zwischen der Brause und dem erwahnten, feststehen- 
den Zinkschirm war noch ein beweglicher Schirm aus 
gleichem Material vorhanden. Dieser konnte durch Ver- 
schieben in seiner Ebene in zwei Stellungen gebracht 
werden; bei der einen spritzte das aus der Brause kom- 
mende Wasser durch eine in dem Schirm befindliche qua- 
dratische Oeffnung gegen die Vorderflache des Eisenwiirfels, 
bei der andern traf es einen Theil des Schirmes und floss, 
geleitet durch Zinkstreifen, an ihm hinab in das Abfluss- 
rohr der Wasserleitung. Dieser Theil des Schirmes war 
gebildet aus drei, in kleinen Abstanden voneinander be- 
festigten Zinkplatten, welche mit den zwischenliegenden 
Luftschichten den Eisenwurfel vor jeder Einwirkung des 
aus der Brause strijmenden Wassers schutzen sollten. 
Nachdem der Schirm bei dieser Stellung 10 bis 15 Secun- 
den die Wasserstrahlen aufgenommen hatte, wurde er rasch 
in die zuerst erwiihnte gebracht. Dadurch wurde bewirkt, 
dass das Bespritzen des Wurfels plotzlich begann und dann 
mit gleichbleibender Kraft und Wassertemperatur geschah. 
Der Augenblick, in dem es begann, wurde von dem Chro- 
nographen markirt mit Hulfe einer Vorrichtung, durch 
welche bei dem Verschieben des Schirmes ein electrischer 
Strom momentan geschlossen wurde. Dieses Verschieben 
setzte zugleich ein Uhrwerk in Thatigkeit, dessen Zmeck 
spgter angegeben werden 'soll. 

In den Eisenwurfel waren, wie bereits erwahnt, drei 
verticale Canale gebohrt, die in der Nahe der geraden 
Linie endigten, die durch den Mittelpunkt der Vorderfliche 
geht und auf dieser senkrecht steht. Ihr Durchmesser war 
1,4 mm, und ihre Enden bildeten rechtwinkelige Kegel. 
Die Abstinde der Spitzen dieser Kegel von der Vorder- 
fliche (also die entsprechenden Werthe von z) wurden mit 
Hulfe eines eigens hierzu construirten Apparates so genau 
als moglich gemessen. Der Haupttheil dieses Apparates 
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war ein mit einem Nonius versehener Maassstab, dessen 
eine Endflache den Nullpunkt der Theilung bildete und 
an die ebene Fliiche eines starken Messinglineals so an- 
geschraubt werden konnte, dass der Maassstab senkrecht 
zu dieser Fliiche stand. Die Verbindungs@raube ging durch 
einen in dem Lineale befindlichen Schlitz, sodass der 
Maassstab langs desselben verschiebbar war. An dem Ende 
des Lineals war ein Querstab angelothet , parallel dem 
Maassstab und ungefiihr von derselben Lange wie dieser. 

Mit diesem Instrumente wurde in der folgenden Weise 
verfahren. Das Messinglineal war, ohne den Maassstab, 
an die vertical stehende Vorderflache des Wiirfels fest an- 
gedruckt, sodass der Querstab sich uber den Miindungen 
der Caniile befand. Dann wurde eine 100 mm lange und 
0,9 mm dicke, unten zugespitzte Stahlnadel in den zu 
messenden Canal gesenkt, oben gegen den mit etwas Siegel- 
lack iiberzogenen Querstab so angelegt, dass sie mit der 
Spitze aufstiess, sonst aber in keiner Beriihrung mit der 
Wand des Canals war, und in dieser Stellung mit Hiilfe 
einer Lothrohrflamme an den Querstab befestigt. Nach 
dem Erkalten des Siegellacks wurde das Messinglineal an 
der Flache des Eisenwurfels aufwarts geschoben, sodass 
die Nodel aua dem Canale kam, ohne ihre Stellung gegen 
das Lineal zu andern. Nun -wurde der Maassstab ange- 
schraubt, durch Verschiebung desselben langs des Lineals 
die Spitze der Nadel dicht an die Theilung des Nonius 
gebracht, und der Nonius so eingestellt, dass sein Null- 
punkt mit der Nadelspitze coincidirte. Es konnte dann 
der Abstand der Spitze von der Flache des Lineals, d. h. 
der Abstand des tiefsten Punktes des Canals von der Vor- 
deflache des Wurfels an der Theilung des Maassstabes 
abgelesen werden. 

Wir fanden so &us einer grossen Zahl von Messungen, 
die fur denselben Canal hochstens um 0,15 mm roneinander 
differirten, fur den 

ersten, zweiten, dritten Canal 
z = 5:46 mm, = 44,65 mm, = 71.26 mm. 
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Die beiden Thermoketten, die wir benutzten , be- 
standen, wie bereits erwahnt, aus Kupfer- und Neusilber- 
draht. Die einzelnen Drahte waren fur sich, und die zu- 
sammengelotheten dann noch einmal zusammen mit Seide 
umsponnen. Die auf diese Weise fest verbundenen Drahte 
liessen si& noch leicht in die Canale des Eisenwiirfels 
einfiihren. Ihre von der Umhullung befreiten Enden waren 
kegeIf6rmig so zugeschliffen, dass sie in die Enden der 
Canale genau hineinpassten. Nachdem sie in diese fest 
hineingedriickt waren, wurden die Drahte an der obern 
Fliche des Wiirfels mit Wachskitt befestigt und dadurch 
zugleich die Canale geschlossen. 

An dem ersten Canal befand sich bei allen Versuchen 
die eine Lothstelle der Thermokette I, wahrend die eine 
Lijthstelle der Thermokette I1 bei einigen Versuchen in 
den zweiten, bei anderen in den dritten Canal eingefuhrt 
war. Die beiden Thermoketten waren im ubrigen ganz 
gleich, nur waren ihre Widerstande ein wenig verschie- 
den. Der Widerstand des aus dem Galvanometer und 
einer der Thermoketteq gebildeten Kreises war 1,0051 
ma1 so gross, wenn die Thermokette 11, als wenn die 
Thermokette I in dem Kreise sich befand. 

Die beiden, nicht in den Wiirfel eingefiihrten Loth- 
stellen der Thermoketten befanden sich, mit der Kugel 
eines Thermometers in Watte eingepackt und zusammen- 
gebunden, in einem Easten mit doppelten Wanden, zwischen 
denen Wasser war. Die Temperatur im Innern dieses 
Kastens variirte ungemein langsam und konnte an der 
Scala des Thermometers abgelesen werden, die duich die 
Wandungen des Kastens hindurchtrat. In demselben Kasten 
war auch noch ein Quecksilbercornmutator aufgestellt, der 
d,urch Schnure von aussen umgelegt werden konnte und 
gestattete, nach Willkiir die eine oder andere Thermo- 
kette mit dem Galvanometer zu verbinden. Das Umlegen 
des Commutators geschah wahrend des Versuchs durch 
das oben erwahnte Uhrwerk, welches durch das Verschieben 
des Schirmes in Bewegung gesetzt wurde. 



1.  I 2. 1 3. 

Relative 1 Ab- ' Ab- 
Zeit in see. 1 lesungen ~ lenkungen 

~ 

1. I 2. 3. 
Relative I Ab- ~ Ab- 

Zeit in see. ,  lesungen lenkungen 
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Das benutzte Galvanometer war ein Siemens’sches 
mit einem astatischen Paare von Glockenmagneten, Kupfer- 
dampfung, Richtmogneten und Spiegelvorrichtung. Die in 
Millimeter eingetheilte Scala befand sich in einer Ent- 
fernung von etwa 2400mm von dem Spiegel. 

Neben dem Beobachtungsfernrohre stand der Chrono- 
graph. Derselbe war so eingerichtet, dass bei dem jedes- 
maligen Hin- und Hergang eines Secundenpendels ein 
electrischer Strom momentan geschlossen und dadurch ein 
Stich in den durch das Uhrwerk des Chronographen be- 
wegten Papierstreifen gemacht wurde. Das Gleiche ge- 
schah, wenn der Beobachter durch Ziehen an einer Schnur 
den Schirm vor dem Eisenwiirfel so verschob, dass das 
atis der Brause hervorstromende Wasser diesen zu be- 
spritzen begann. Ueberdies befanden sich an dem Chro- 
nographen zwei mit Nadeln verbundene Knopfe , durch 
deren Herabdrucken der Papierstreifen rechts und links 
yon der Linie der Secundenmarken durchstochen wurde. 
Einer dieser Knopfe diente dazu, die Zeiten zu markiren, 
die den einem Gehulfen dictirten Ablesungen der Gal- 
vanometerscale entsprachen; durch den, zweiten wnrden 
die Zeitpunkte registrirt, in denen die durch das erwahnte 
Uhrwerk bewirkten Wechsel der Thermoketten statt- 
fanden. 

Urn die Beschreibung eines Versuchs zu vervoll- 
standigen, moge das folgende Protokoll eines solchen 
d’ ienen : 

V e r s u c h  18. 19. October 1879 Abends 9 Uhr. 
Temperatur im Kasten a0 = 18,1° C. 

Ablesung bei geoffnetem Galvanometerkreise 474,YO. 
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1. 
Relative 

Zeit in See. 

0,oo 
3,34 
4,40 
5,56 
6,72 
7,96 
9,68 

11,84 
14,96 
16,98 
19,70 
23,52 
28,72 
36.26 

520,O 
540,O 
560,O 
580,O 
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41,6 
61,6 
81,6 

101,6 

1. 
Relative 

Zeit in See. 

64,78 
77,98 
87,56 
95,14 

103,56 
113,78 
125,82 
139,48 
154,20 
171,16 
173,96 
176,84 
179,80 
182,84 
186,16 
211,52 
223,60 

2. 
Ab- 

lesungen 

710,O 
715,O 
718,O 
720,O * 

722,O 
724,O 
726,O 
728,O 
I1 eing 

624,O 
625,O 
626,O 
627,O 
628,O 

735,O 
736,O 

I eing 

3. 
Ab- 

lenkungen 

231,6 
236,6 
239,6 
241,6 
243,6 
245,6 
247,6 
249,6 

chaltet 
146,6 
147,6 
148,6 
149,7 
150,7 

ichaltet 
.256,7 
257,7 

Die Columne 1 gibt die Beobachtungszeiten t, gerech- 
net von dem Augenblicke, in dem der Wurfel von dem 
Wasser getroffen wurde; die negativen Werthe derselben 
sind an der Uhr abgelesen, die positiven aus den rom 
Chronographen gemaahten Marken abgeleitet. Die Co- 
lumne 2 enthalt die entsprechenden Scalenablesungen s, 
die Columne 3 die Werthe von s - so - Et, die aus diesen 
berechnet sind mit Hulfe der Werthe von so und 6, die 
durch Anwendung der Gleichung: 

auf die Zeiten - 215 und - 35 fur die Kette I und die 
Zeiten - 265 und - 85 fur die Kette I1 sich ergeben. 
Die auf die Thermokette I1 bezuglichen Werthe von 
s - so - e t  sind mit dem Factor 1,0051 multiplicirt, um 
sie mit den auf die Thermokette I bezuglichen gleichartig 
zu machen. Mit Hulfe der Zahlen der Columne 3 ist aus 
der Gleichung (18) unter der Annahme = 1 die electro- 
motorische Kraft der Thermokette II berechnet bei einigen 
Versuchen fur t = 145, bei anderen fur t = 175 und die 
electromotorische Kraft der Thermokette I bei jenen Ver- 
suchen: fur t =  5, 20, 40, 65, 90, 115, 145, 

s - so - & t = 0 
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bei diesen ausserdem noch fur t = 175. Dabei wurden fur 

die genannten Zeiten s - so - ~ t ,  z l  durch Interpo- 
lation ermittelt und das den Einfluss der elastischen Nach- 
wirkung darstellende Glied der Gleichung (18) mit Hulfe 
der Gleichung (20) bestimmt. Die beiden in der Gleichung 
(15) vorkommenden Integrale konnten nun durch mecha- 
nische Quadratur berechnet und aus dieser Gleichung dann 
der genauere Werth von a gefunden werden. 

Nach den durchgefiihrten Betrachtungen setzt diese 
Berechnungsweise der Beobachtnngen zunachst voraus, dass 
die Anfangstemperakur des Wurfels uberall dieselbe und 
zwar die Temperatur a0 des Kastens ist. Diese Annahme 
aber war thatsachlich bei keinem der Versuche genau er- 
fullt; es zeigte sich das an den kleinen Unterschieden der 
Scalenablesungen bei geoffnetem Galvanometerkreise und 
nach Einschaltung der einen oder andern Thermokette vor 
der Zeit Null. Die Veranderung der Temperatur in irgend 
einem Punkte des Wurfels, die eine Folge dieses Umstan- 
des ist, wird naherungsweise eine lineare Function der 
Zeit und zwar d i e se lbe  Function fur positive, wie fiir 
negative Werthe der Zeit sein. 1st das richtig, so wird 
durch die Art, wie die Grossen so und E fur jede Thermo- 
kette eingefuhrt und berechnet sind, der Fehler eliminirt, 
den sonst der genannte Umstand herbeifuhren wiirde. 

I n  der angegebenen Weise haben wir 24 Versuche 
mit demselben Eisenwurfel ausgefuhrt und berechnet. Die 
folgende Zusammenstellung gibt in der ,,a beobachtet" uber- 
schriebenen Colnmne die Resultate derselben an: 

d s  d2s 

I WertIie I 
Nr. I "On ' 

Vers.- 
z lllld f 

17,O 
15,6 
17.7 
19;3 
16,6 
16,3 

I I 

10,l I 13.5 
I 11,6 I 13,s 
' 11,9 14,7 
I 12,s 16,0 

11,s i 14,l 
1015 1 13,3 

, beobacht.1 berechn. 

l l  16,87 16,99 1 -0,la 
I 17,OS 16,99 +0,09 

16,96 16,95 +0,01 i 16,95 16,91 +0,04 

j E$i 17,OO -O,07 
16,97 -O,13 
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= 
Vers.- 
Nr. 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 
16 
17 
18 

19 
20 
21 
22 
23 
24 

~ 

~ 

- 

- 

- 
16,82 
16,86 
16,82 

16,78 1 
16,82 
16,77 

G. Kirchhqf ti. G. Hansemann. 

--0,05 
+0,04 
+0,06 
-0,03 
-0,07 I 

-0,02 

- 
~ 

$0 

-~ 
~ 

15,6 
14,7 
15,9 
16,2 
17,9 
17,3 

18,3 
17,2 
17,2 
17,2 
17,4 

16,8 
17,3 
16,4 
16,O 
16,6 
16,2 

- 

18,O - 

17,4 
18,5 I 
18,7 i 
20,2 I 
19,7 I 

i 

4, 

21,5 

20,9 

22,4 
21,9 

20,o 

21,o 

16,90 
16,88 
16,79 
16,70 
16,76 

~ 

13,l 
12,9 
12,7 
12,5 
12,2 
12,l 

11,3 
11,5 

10,4 
11,l 

11,l 
10,2 

15,5 
14,9 
14,s 
14,7 
14,6 

16,94 
16,96 
17,07 
16,qO 
16,89 

16,92 
16,94 
16,95 
16,95 

+0,02 
+0,02 
+0,12 
-0,15 

Nimmt man Ril__-sicht auf die. 

16,96 

16,96 
16,98 

16,98 

+0,04 

+0,06 
-0,Ol 

-0,02 13,s 

bhang,gkeit der Grosse 
a von der Temperatur, so muss man bei dem aus jedem 
der Versuche gefundenen Werthe von a fragen, fur welche 
Temporatur er gilt. Diese Temperatur in Graden der 
hunderttheiligen Scala ausgedruckt, ist durch 9. bezeichnet. 
Sie ist gefunden mit Hulfe der Gleichuhg (17). 1st a0 die 
Anfangstemperatur des Wiirfels, die Temperatur, die 
die Vorderflache desselben durch das Bespritzen erhalt, 
so ist: 
(26) a = a, + u, (a1 - ao). 

' 

Genau genug ware es gewesen, dieses 8, der unmittelbar be- 
obachteten Temperatur des Kastens gleich zu setzen; bei den 
angegebenen Werthen. ist indessen die kleine Correction 
angebracht, die sich aus der Scalenablesung bei geoffnetem 
Galvanometerkreise und ,dem Mittel d e r Scalenablesungen 
berechnen Yasst, die bei Einschaltung der einen oder der 
andern Thermokette vor der Zeit o gewonnen sind. 9.,--9., 
und daraus 19~ liess sich berechnen aus der in der Glei- 
chung (15) vorkommenden Grosse C. Wir setzten nun: 
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u = a15 + 0, (T? - 15) 
c = c15 + c1 ( I ?  - 15): 

indem wir also durch a16 und clS die Werthe von a und c 
bei der Temperatur von 15O C. bezeichneten und den Zei- 
cken a, und c1 die Bedeutung liessen, die sie in der Glei- 
chung (17) haben. 

In dieser Gleichung darf man co = clS und fiir a, 
irgend einen Naherungswerth von a setzen. Bus der An- 
gabe von BBdel) iiber die Aenderungen der specifischen 
W k m e  des Eisens mit der Temperatur ergibt sich: 

2~ = 0,00129, 
‘1 6 

Durch Benutzung dieses Zahlenwerthes werden alle 
Grossen, die in dem Ausdrucke ftir u, in Gleichung (17) 
vorkommen, bis auf a, bekannt, und die Gleichung: 

a = a15 + a, (9.0 - 15) + a, um (9.1 - 9.0) : 

die aus (26) und (27) folgt, ist eine Gleichung, und zwar 
eine lineare Gleichung, zwischen den beiden Unbekannten 
a15 und a,. Ein jeder Versuch gibt eine solche Gleichung. 
Bus allen diesen Gleichungen haben wir alj und 5 so 
berechnet, dass die Summe der Quadrate der Fehler 
der beobachteten Werthe von a ein Minimum ist. So 
ergab sich: 

a15 = 16,94 a, = - 0,034. 

Mit Hiilfe dieser Zahlen sind die Werthe von 9. 
aus (26) und dann die von a nus (27) berechnet. 
_ _ ~ _  - 

1) BBde, Fortschritte der Physik, 11. 37% 1855. 




