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Abstract

光速因子 1
1+v2/c2

是等效曲率半径中连接牛顿曲率与真实曲率的修正因子。

本文给出它的严格推导：从动势对数形式出发，展示动势的非线性使其实际值低
于牛顿线性预期，在等势面矢量合成中引力势占据更大权重，等势面向引力方向
倾斜更多。这一效应不在单点曲率中显现——单点法向加速度只含牛顿项——而
在整条路径的累积弯曲中。经由加速度公式的路径积分，得到偏折率公式，反推
等效曲率半径，光速因子自然出现。全文不依赖定义或唯象假设。光速因子是动
势非线性在路径积分中的严格结果。

1. 引言
振动论用等势面描述轨道运动。等势面由引力势（场的属性）与动势（物体的属性）
矢量合成构造，物体沿等势面滑行，等势面弯多少，路径就弯多少 [1]。
在牛顿力学中，动势取线性形式 Φmotion ≈ −v2/(2c2)。引力势与动势的合成权重

给出标准圆锥曲线。
但真实的动势不是线性的。它的精确形式是 [2]：

Φmotion =
1

2
ln
(
1− v2

c2

)
(1)

展开后，高阶项全是负的。速度越快，动势比牛顿线性预期越小。在等势面的矢
量合成中，动势偏弱，引力势占据更大权重。等势面向引力方向倾斜更多，路径在每
一点都比牛顿预期弯得更厉害。
光速因子 1

1+v2/c2
就是这个 “动势折扣”在曲率上的数学编码。静止时因子为 1，光

速时因子为 1/2，曲率翻倍。本文展示如何从动势对数形式出发，经由严格推导得到
这一因子。

1



2. 动势的非线性——光速因子的物理根源

2.1 动势展开
将 (1) 展开为幂级数：

Φmotion = − v2

2c2
− v4

4c4
− v6

6c6
− · · · (2)

牛顿力学只取第一项 −v2/(2c2)。后面所有项（−v4/(4c4) 及更高）都是非线性修
正。

2.2 动势的 “折扣”
所有非线性项都是负的。这意味着：

Φmotion < Φ牛顿motion = − v2

2c2
(3)

真实动势比牛顿线性预期更小。速度越快，这个 “折扣” 越显著：

折扣比例 =
Φmotion

Φ牛顿motion
= 1 +

v2

2c2
+ · · · > 1 (4)

（动势本身为负，绝对值更大意味着负得更多，即 “折扣” 更大。）

2.3 等势面博弈——引力势占优
等势面由引力势梯度与动势梯度矢量合成决定其法向 [1]。
牛顿力学中，引力势和动势以特定权重参与合成，给出标准圆锥曲线。
真实情况中，动势偏弱。在矢量合成的 “博弈” 中，引力势赢得更大权重。合成后

的等势面法向更靠近径向——等势面向引力方向倾斜更多。
这就是光速因子的物理根源：动势在高速下打了折扣，引力势在等势面博弈中占

了上风，路径弯曲得更厉害。

3. 单点法向分解——光速因子不在这里

3.1 加速度公式的矢量分解
振动论的加速度公式 [3]：

dv
dt

= −c2∇Φg − (v · ∇Φg)v (5)

引力场 Φg = −GM/(c2r)，梯度 ∇Φg =
GM
c2r2

r̂。代入：

a = −GM

r2
r̂ − GM

c2r2
(v · r̂)v (6)

在轨道任意点建立局域正交标架：êt = v/v（切向），ên（法向，指向轨道凹侧）。
设 r̂ 与 v̂ 的夹角为 α：
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r̂ = cosα · êt − sinα · ên (7)
代入 (6)，利用 v = vêt、v · r̂ = v cosα：

a = −GM

r2
cosα

(
1 +

v2

c2

)
êt +

GM

r2
sinα · ên (8)

3.2 法向分量——不含光速因子
从 (8) 直接读出法向分量：

an =
GM

r2
sinα (9)

第二项 −(v · ∇Φg)v 完全在切向，没有法向投影。

3.3 瞬时曲率半径——也不含光速因子
由 Frenet 公式，瞬时曲率半径：

R =
v2

an
=

v2r2

GM sinα
(10)

这就是牛顿曲率半径。在单点法向分解中，光速因子不出现。

3.4 关键认识
光速因子不在单点曲率中。单点法向分解只看到加速度公式第一项的直接贡献——
这一项给出牛顿引力。第二项虽然是精确加速度公式的必要组成部分，但它在单点的
法向投影为零。它的影响通过改变切向加速度、进而改变速度演化、最终在路径累积
中显现。

4. 路径积分——光速因子的数学位置

4.1 切向加速度的累积效应
加速度公式第二项改变切向加速度：

at = −GM

r2
cosα

(
1 +

v2

c2

)
(11)

与牛顿力学（切向加速度仅含 −GM
r2

cosα）相比，多出的 v2/c2 项使：

• 前半程（靠近中心天体，cosα > 0）：减速更快

• 后半程（远离中心天体，cosα < 0）：加速更快

净效果：物体在强场区的速度比牛顿预期更小，停留时间更长，累积的横向偏转
更多。
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4.2 偏折率公式
动势的非线性折扣沿整条路径累积。设物体沿 x 轴附近掠过中心天体，瞄准距为 b，
路径上任意点到天体的距离 r =

√
b2 + x2。

加速度公式的完整路径积分 [4] 给出偏折率——单位路径长度上的转角：

dϕ

dx
=

GM

c2
b

(b2 + x2)3/2
·
(
1 +

v2

c2

)
(12)

对光子（v = c）：

dϕ

dx
=

2GM

c2
b

(b2 + x2)3/2
(13)

1 + v2/c2 是动势非线性在偏折率中的体现。它不是 “额外的偏转”，而是同一个偏
转——由等势面形状决定的偏转——因为动势折扣而比牛顿预期更大。

5. 从偏折率反推等效曲率半径

5.1 近日点的等效曲率半径
在近日点（x = 0，r = b，α = 90◦），偏折率与曲率半径满足几何关系 dϕ/dx ≈ 1/R等效
（小角度近似）：

1

R等效
=

GM

c2b2

(
1 +

v2

c2

)
(14)

R等效 =
c2b2

GM
· 1

1 + v2/c2
(15)

在近日点，c2 与 v2 通过等势面方程关联。用 v2 替换 c2：

R等效 =
v2r2

GM
· 1

1 + v2/c2
(16)

5.2 推广到任意点
引入方向因子 sinα 以覆盖非近日点的普遍情况：

R等效 =
v2r2

GM sinα
· 1

1 + v2/c2
(17)

推广到任意中心势场（耦合常数 K）：

R等效 =
v2r2

K sinα
· 1

1 + v2/c2
(18)

光速因子 1
1+v2/c2

严格出现。它不是 “定义”——它是偏折率公式反推等效曲率半
径时的直接结果。
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6. 验证

6.1 光线偏折
光子 v = c，近日点 sinα = 1，r = b：

R等效 =
c2b2

GM
· 1
2

(19)

偏折角 ∆θ = 2b/R等效 = 4GM/(c2b) = 1.75′′。与 1919 年日食观测 [5] 及后续
VLBI 测量一致。

6.2 水星进动
光速因子嵌入引力增强因子的展开，贡献系数 1。与引力势自调制贡献的系数 2 汇聚
为 Binet 方程中的系数 3，给出每世纪进动：

∆ϕ =
6πGM

c2a(1− e2)
= 42.98′′/世纪 (20)

与 Le Verrier (1859) 的观测异常及 Einstein (1915) 的计算结果一致 [6]。

6.3 牛顿极限
v ≪ c 时，1/(1 + v2/c2) ≈ 1 − v2/c2 ≈ 1，光速因子退化为 1。等效曲率半径退回牛
顿曲率半径 R = v2r2/(GM sinα)。

7. 为什么不是 1/(1− v2/c2)

7.1 单点代数代入给出不同的结果
如果将光速恒等式 c2local = c2 − v2 直接代入曲率半径公式 R = v2r2/(GM) · c2/c2local：

R =
v2r2

GM
· 1

1− v2/c2
(21)

这给出的是 1/(1− v2/c2)，不是光速因子 1/(1 + v2/c2)。

7.2 两个因子在 v = c 时分岔

速度 1/(1 + v2/c2) 1/(1− v2/c2)
v = 0 1 1
v ≪ c ≈ 1− v2/c2 ≈ 1 + v2/c2

v = c 1/2 ∞
光线偏折 1.75′′ ✓ 0 ×

在 v ≪ c 时，两者展开到一阶分别为 1− v2/c2 和 1 + v2/c2，符号相反。但低速
下两者的数值差异极小（水星 v/c ∼ 10−4，差异 ∼ 10−8），单个检验无法区分。是光
子在 v = c 时的极限行为——偏折角 1.75′′ 要求因子 1/2——锚定了光速因子的精确
形式。

5



7.3 单点代数与路径积分的区别
单点代数代入（光速恒等式 → 曲率半径）给出的 1/(1− v2/c2) 是局部瞬时关系。路
径积分给出的 1/(1 + v2/c2) 是整条路径上动势折扣累积效应的编码。两者的差异在
低速时被掩盖，在高速时暴露。观测支持路径积分的结果。

8. 常见误区

8.1 误区一：从等势面方程代数展开推导光速因子
等势面方程给出的是能量层面的 v2(r) 关系。展开到 v4/c4 阶，能量修正系数为 1/4。
将此系数直接代入曲率半径，得不到正确的光速因子 1/(1 + v2/c2)。原因：能量到曲
率需要经过微分运算（加速度是速度的导数，曲率是加速度的空间投影），两者的连
接不是代数替换，而是路径积分。

8.2 误区二：将单点法向分解等同于曲率半径的全部
加速度公式第二项在单点法向投影为零。由此容易误认为第二项对曲率没有贡献。实
际上，第二项改变了切向加速度，从而改变了物体在强场区的停留时间。这一效应沿
路径累积，在全局弯曲中体现出来。光速因子是全局效应，不是局部效应。

8.3 误区三：将 1− v2/c2 当作光速因子的精确形式

1− v2/c2 是动势导数的分母因子，在 v → c 时趋于零。它只是 1/(1 + v2/c2) 的低速
截断，不是独立于光速因子的 “精确形式”。在需要光子极限的场合，必须使用精确
形式 1/(1 + v2/c2)。

8.4 正确的推导路径
动势对数形式 → 动势非线性 → 等势面博弈 → 路径积分 → 偏折率公式 → 反推等
效曲率半径 → 光速因子。光速因子不在单点法向分解里，不在等势面方程的代数展
开里。它在整条路径上动势折扣的累积效应中。
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9. 推导链总结

动势对数形式
1

2
ln(1− v2/c2)

↓展开
非线性修正项− v4/(4c4)− v6/(6c6)− · · ·

↓等势面矢量合成
动势偏弱→ 引力势权重上升→ 路径更弯

↓路径积分
偏折率增强因子1 + v2/c2

↓反推等效曲率半径

光速因子
1

1 + v2/c2

(22)

10. 结论

1. 光速因子的精确形式是 1

1 + v2/c2
。

2. 它的物理根源是动势的非线性：动势低于牛顿预期 → 等势面博弈中引力势占优
→ 路径弯曲增强。

3. 它的数学位置在路径积分中，不在单点法向分解中。单点曲率半径不含光速因子，
光速因子是全局累积效应的编码。

4. 它从偏折率公式反推等效曲率半径时严格出现，不需要定义或唯象假设。

5. 它是动势对数形式在路径积分中的严格结果。而动势对数形式由面积扫过原理导
出 [2]。整条推导链闭合。

6. 它在 v = 0 时为 1，v = c 时为 1/2，统一描述从行星到光子的全部轨道弯曲行为。

7. 它的精确形式由光子极限（v = c）锚定。低速展开无法区分 1/(1 + v2/c2) 与
1/(1− v2/c2)，是光线偏折的观测事实锁定了前者。

附录 A: 光速因子与洛伦兹因子的区别
属性 光速因子 洛伦兹因子
公式 1

1+v2/c2
1√

1−v2/c2

管辖域 外部耦合 内部属性
回答问题 引力怎么拉物体？ 物体自身怎么变？
来源 动势非线性 → 路径积分 动势 → 频率调制
v = 0 1 1
v = c 1/2 ∞
应用 光线偏折、水星进动 时间膨胀、寿命延长
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两者同源于动势的对数形式，但管不同的域。光速因子管外部（运动如何增强引
力响应），洛伦兹因子管内部（运动如何改变自身属性）。不可混淆。

附录 B: 符号表
符号 含义
Φmotion 动势
Φg 引力势

R等效 等效曲率半径
K 耦合常数（引力场 K = GM）
α 速度方向与径向的夹角
b 瞄准距
v 物体速度
c 真空光速
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