
I O / V , 14. ^ίδβί, recherches sur les fonctiohs

14.
Recherches sur les fonctions elliptiques.

(Par Mr. N. H. Abel.}

(Suite du me'moire Nr. 12. tom. II. cah. 2. de ce Journal*)).

§· VIII.
Expression algebrique de la fonct ion φί— Υ dans le cas,

ou e = c = i. A p p l i c a t i o n a la l emnisca te .

34.
JL/ans le cinquieme prargraphe nous awns traite Tequation Pn±=;0, d'o
depend la dotermination des fonctions φ f — j et φ ί—J . Cette equation,
prise dans toute s g n&ralite, ne paroit guere resoluble algebriquement
pour des valeurs quelconques de e et c; mais neanmoins il j a des cas
particuliers, o on peut la resoudre completement, et par suite obtenir
des expressions algobriques des quantites φ (— j et φ f — J en fonctions de

e et c. Cest ce qui arrive toujours, si φί— J peuvent 4tre exprim s ra-

tionellement par φ i— j et des quantites connues, ce qui a Heu pour une

infinite de yaleurs de — · Dans tous ces cas Tequation ΡΛ=0 peut £tre
resolue par une seule et m£me m^thode uniforme , qui est applicable a
une infinito d'autres ^qu tions de tous les degres. J?oxposerai cette ιηέ-
thode dans un momoire separo, et je me contenterai pour le moment a
considerer le cas le plus simple, et qui r^sulte de la supposition e = c — l
et 72 = 4v-{- 1. Dans e cas on aura

°u

fa, = /-(i— <
De m£me

209. φ(«0 = /.<p«,
ce qui se fait voir, en mettant χ i au Heu de /. Cette formule donne ensuite:

210. ai=
L'auteur a fait parvenir cette continuation au redacteur sous le datc de 12. Fevrier 1828.
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14. ^ibel9 recherches sur les fonctions elliptiques* 161

Ces deux quantltes e et c etant egales entres elles, il est clair, qu'il en
sera de m rne de deux quantites que nous avons designees par ω et GT.
En effet on aura

0*4 J _*. fL _ Γ d&
^lle 2 ~ 2 •"V0Vr(l — a*)'

35.
En posant dans les formules (10.) / au Heu de , on en tirera,

en ayant egard aux equations 209. et 210.:

fa.F — i.cpa.w .Fa.f
i -

Donc, pour trouver les fonctions <p, /, JF pour une yaleur quelcon-
que imaginaire de la variable, il suffira d'en connoitre les valeurs pour
des valeurs reelles.

En suppbsant ^ = m|5, =ji^ on voitque φ(^ + /^0^? /C^ + ^f)^
F(w+jM/)i pourront etre exprimes rationnellement par les six fontions
suivantes:

et par suite aussi par des fonctions rationelles des trois fonctions, φ 5, fS9

jPi; si m es μ sont des nombres entiers.
En suivant ce developpement, oi* voit egalement et sans peine que

dans le Cas, o m-}- μ est un nornbre impair, on aura:

o Test une fonction rationelle de (φ i)2, (/i)2, (F<£)2, c?est- -dlre de (φ i)2.
Donc en faisant $<£ = # on aura

En changeant S en ί/, φί s© changera en φ(ί/) =/φ(3) =ί'χ, et
la fonction φ(/^4-/^0^ en ^C^ + ^O^J donc:

par consequent on doit avoir ψ( — χ2) = ψ(χ2); ce qui fait voir que la
fonction ψ(χ2) ne contient que des puissances de la forme x4\ Donc
on aura

213. (p(w + fi/)i == x.T,
ou T1 est une fonction rationelle de x4.
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162 W« Abelt recherches sur les fonctions elKptiyues.

Cherchons p. ex. l'expression de φ(2 + /)^ en x.
On a d'apres les formules (212.), en faisant « = 2i et = J:

— l —
Or (10.) donne:

c'est-a-dire, en remarquant que φί=κ, /ί=/"(ι — χ4) et JF^ss

Substituant ces valeurs et reduisant, il viendra:
215 Φ(2 + Μ - χ 2210. <P(2-H)0 — X.

Expression algebriqtie de

36.
On peut, comme on sait, docomposer le nombre 4f-f-l en deux

carros. Donc on peut supposer

Nous chercherond d'abord la va'ieur de <pf J^ .j^ car celle-ci tant trou-

νέβ, on en tirera facilement la valeur.de Φ (4 4.1)^
La somme des deux carros a* et 1 otant impaire, Tun des nom-

bres a et β sera pair et Fautre impair. Donc la somme α + est im-
paire. Donc en vertu de 113., on aura

216. φ(Λ+βι)ί = *.-J,
o T et iS sont des fonctions entieres de x4 = (φ^)4·

En supposant 3 = —^-j-j k premier membre de 216. se reduit a

zoro, et par consoquent χ^Φ\αΤβ) sera une raeine de Teauation
217. T=sO.

Donc on aura la valeur de <P\ Γ β ) au

de cette quation.
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14. Abelj recherchcs $ur les fonctions etliptiques.

D'abord on peut trouver tontes les racines de l' quation 7^=0 a
l'aide de la fonction φ de la maniere suivante:

Si T=sO> on doit avoip
Φ(*

d'ou Γόη tire, en vertu de (27.):
(fc + *)i =

et de l
t m0 =

Dans cette expression sont conseguemment contenues toutes les racines
de Tiquation T = 0. On les trouvera en donnant a m et μ toutes les
raleurs entieres dequis — σο jusqu' +σο.

Or je dis que les valeurs de x, qui sont diflferentes entre elles, peu-
vent 6tre representees par la formule

218'. .-

o ξ a toutes les valeurs entiores depuis — — ^ jusqu'a 4*° 9 *
Pour d montrer cela, soient λ et λ' deux nombres entiers, <jui sa-

tisfont l' quation indetermin e : +
219. β.λ—α.λ'« I j

soit de plus t un nombre entier indotermine et faisons
220. *=-μλ + ία^ Α'ίζτ^μλ7— ίβ:

on en doduira sans peine:

et si Γόη fait
ς =

on verifiera aisoment Tequation

De la on tire

ί _ g JL L/ ·
7 "™~* ι /> r """" Λ ·"·*-· Λ ^·ι a-f-ρι

ΟΓ suivant (22.) le second membre se r duit a
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164 1*· Λίχίΐ, teuhercheS sur les fonctions elliptiqweL

onc '· ' ·' : · · · .

Maintenant l'expression de ς deviendra, en y substituant les valeurs de
* et k':

d'o Γόη voit, qu'on peut prendre t tel ' 'quei la v leur de £, positive ou ne-
. . p, . , «a + ^2 τ* f

gative, soit mierieure a — ̂ — . Donc etc.
^2 l /J2 _ j[

^Cela pos : soit ^ plus grand que 4 — -i*— l (=y — l) etfaisons
•ι .,ί—^Η-Λ

Toutes les racines de Tequation jT=:0 seront representees par la
formule (21 S^); or toutes ces racines sont differentes entre elles. En effet
si Γόη avoit p. ex.

refL_V_ ®( $'ω V
~

on auroit selon (31.)^ (en remarquant que ο=;

d'o Γόη tire:
— /z.

La premiere de ces equations donne Λ = — £; m—ut, o ? est un
entier indetermine. En vertu de ces relations, Texpression de ^ deviendroit:

'" ? = ( '
d'ou Γόη tire

ce qui est impossible, en remarquant que ς, ξ' sont tous deux inf4rieurs a
' "

. ' ' ···Donc les racines differentes entre elles de Tequation T==, o sont au
«a l ffi _ J

nombre de — -~ - . H faut voir encbre, si Tequation en question a
des racines egales. En difforentiant (216.) on en tirera, en remarquant
que θ φα =

r) T1

Si maint^nant J1, a des facteurs gaux, il faut que T et ̂ - soient ogaux
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14. Ab* l, recktrches sur k$ fono ens elliptiques»

a zero en m£me tems; donc Fequation pr&codente tlonnera

or on a (p(<» + /)i=0, donc /(a-f O# = ±l = ,F(rt-f β/)ί, et
consequent £ = o,
ce qui est impossible, car nous supposons, ce <jui est permis, que T et
S n'aient point de facteur communs. Par la on voit que Tequatioa

T= o
est du degro a2+ 2 — l par rapport a x, et aura pour racines les quafitites:

-ί ω
*2

En faisant x2 = r, on aura une oquation
219. R == 0

αΛ \ l _ J

du degro — -~ - = 2 v, et dont les racines seront

220.
ou pour abreger on a supposo S == f^ ..

Cela pose, on peut aisement rosoudre Nquation R = 0, a Taide de
la methode de M. G aufs,

Soit s une racine primitive de &?-{·$*, je dis qu'on peut exprimer
les racines comme il suit:

221. φ2(δ), φ2(βδ), Φ2(ε2ί), φ2(ε^
En eflet, en faisant

222. ε- = ± m +*(
. , aa + /?2

ou am est momdre que — ' ^ on aura:

(«— ')·),
c'est- -dire, en vertu de (22.):

(f)(6-J) = ±?
et par suite:

(p2(e"i) = (p2

Je dis rnaintenant que tous les nombres

sont inegaux entre eux.^ En effet soit p. ex. am-=an9 on aura
223. tn — ±am + t1 (a* + 2).

Des deux equations (222.) et (223.) on lire, fen eliminant 0
im-f-€ n , , ,>Τ/.τ = a un nombre entier.«a+^

lc's Journal. III. Bd. 2. Hf>. 22

m,
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sur

Y\ t » ·;·-·· f&m «... .i, iSJJt
Dotie, en multiphant par s m - H ^ j on trouve que a , ^a est entier,

^ 2m— Qn _ ·£ β ,
et par suite a*rji-y ce qui est impossible, car s est la racine primi-

tive de a2 + a et 2/72 — 2/2 est moindre que a2 + 2 — l·
Donc les 2 v nombres l, a, etc. sont difleretites entre eux et par eon-

soquentj pris dans un ordre different, ils sont les m£mes que les suivans:
l, 2, 3, 4 ..... 2l/—- 1.

On Yoit par la formule ^2(£mi) = φ*(αηδ), que les quantitos (220.)
«t (221.) coxncident, mais dans un ordre difFerent.

Maintenant on pourra rosoudre l^quation R — 0 parfaitement de la
m^rne maniere que Tequation (106.).

On trouvera (116.)

224. φ3(ε^)===

o est une racine imaginaire de l' quation ay — 1=0, et υ,
* * . ^i_i seront determines par les expressions:

υ — " {(p2(^) + Θ. < *(e$) + θ\ φ2(62ί) + .... + θ*~\φ* (^~^
. _ φ * (δ,} + θ*, φ2 (ε δ) + fl2*. y 2 (f 2 <?) + ..... + <9^~1)^. ya (f2^1. δ)
— " *ψ*(ε* δ)

φΐί par le procede tome II. de ce Journal pag. 143. ̂  144., 145, peuvent
£tre exprimos r a t i o n e l l e m e n t par les coefficiens de F4qation R = 0,
qui seront de la forme A -\* B i, ou A et B sont des nombres rationeis.
Donc la formule (224.) donne Texpression algebrique de toutes les raci-

de Tequation R = 0, et par consequent les valeurs des fonctions

yant trotive par ee qui procede la valeur de Φ v 4 ,^)^ on en ^
eelle de la fonction.

eomme il suit
La valeur de φ(^χ^-) doimera celle de φ(^^) en changeant

« ^ « · » t J /7S / m ̂  l m ω

i ea — & De oa tee ISa valeur de φ V^JL/R + a—ffi

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/14/15 7:31 AM



14. Abel<> rtcherches $&r les /Onctwns eUtptiques* 167

par la formule (10), savoir ;

m ω m ω , 2 m α ω 2 m α ω
ΟΓ

donc on aura la valeur de la fonction

Maintenant pour avoir la valeur de φ (ζ^ΠΓϊ) °^ n a une

determinee quelconque, il suffit de doterminer m et t de la maniere que
n == 2 /τι α — (4v + 1)^

ce qui est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 2Λ et
4v-f-l sont premiers entre euxj car alors on obtiendrai

En posant p. ex. Λ = ι, on aura la valeur de

38.
Le cas, οΐι 4v+l a la forme l + 2n, est le plus remarquablej car

alors, Texpression de φ f j — τ-rj ne contient que des racines carr^es. En
effet on a dans ce cas yr^ 1^1, et par suite la formule (224.) fait voir
qu'on peut deduire,<p(€m<J) de et v en extrayant seulement des racines
carroes. Or y est une fonction rationelle de θ et /"( — 1)> et θ est do-
terminoe par Tequation 2""1 — l, d'o F n tire par des racines earr^es ;
donc on trouve aussi v et la fonction

Connoissant de cette maniere Φι-^τ^-), on aura de m me Φ\ ™W,>\a-- i/7 \a — fi

,et de la, par la formule (226.) la valeur de φ ^ ρ ϊ = ^ . ϊ ϊ / en

extrayant des racines carrees.
39.

Un autre cas, ou la valeur de φ(-^~) pe^t ^tre determiriie par des
racines carrees est celui oti n est une puissance de 2, comme nous l'a-

' 22*
Brought to you by | University of Iowa Libraries

Authenticated
Download Date | 6/14/15 7:31 AM



t(J8 14. j bel, recherches sur lee fonctiQns

vens TU No. 13. Donc on connoit les fonctions:

V*
ou 3ans la derniore l + 271 est un nambre premier.

Soient maintenant 1 + 2% 1+2% 1 + 2% . . . . 1 + 2W^ plusieurs
nombres premiers, an eonnoit les fanctions:

et de la la fonctiont
i t m*rtl ~ n2

u m1 est un nombre entier, quira cause des indntermines m, m^ m^ ...
».. τημ peut avoir une valeur queloonque. On peut donc etablir le th o-
reme suivant: „La valeur de la fonction φ\^— j peut tre exprimee par

s r a c i n e y carr^es toutes les fois que n est un nombre de la forme
ou l + 2% fe dernier nombre etant premier, u m me un produit
plusieurs nonabre& de ces deux formes."

40,
En appliquant ce <jui prdcode la lemniseate, on parviendra au

έηοηοέ ηο. 22.
Soit Farc AM (Fig. 1.) = α et la corde AM = x, on aura

Ώ darB& =

En effetj l^quation polaire de la lemniscate est
05 = /"(COS

d'o
So — g^.V

~ sin2
et

donc
ι ^*· cos 2 0\

mai» de ar= y(cos2ft) o» tire cos2 =x% cos22 =3c*, 1 — 008*20
= 1 — x4 = (sm,2 )s„ douc
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14. Abel) recherchfS sur les fonvtions elliptiques. 169

et par suite
δα =

et
Χ Γ=

Si F n siippose 00=: l, on aura ατ=ζΛΜΒ — —. Donc la circon-
forence AMBN — ω. Supposons niaintenant qu'il s'agit de diviser cette
circonforence en n parties egales, et seit 1' rc ΛΜ— — .ΑΜΒΝ=> — ώ,~n. n
on aura

Done on aura la corde, et par suite le m™e point de division, si Γόη
connoit la fonction Φ(~~")} or c'est cela qui a toujours Heu, lorscfue n est
d4composaWe%en nombres premiers de la forme 2 et 1 + 2% comme pous
Favons vu dans le no. procedent. Donc dans ce cas on peut construire
les points de division a Taide de la regle «et du compas seulement,, ou ce
qui revient au m4me, par l'intersection de lignes droites et de cercles.

Usage des fonc t ion s φ, /, F dans la t rans format ion de&
fone t ions elliptiques.

41.
M. Legendre a fait voir dans^ ses exercices de calc. int, comment!

Fint^gyale jy4^ _ casiha \>> qui, en faisant sin^J=oc, se change en\>

en d'autres integrales;
la m&me forme, avec un modtile difforent. Je suis parvenu a*
cette thoorie par le thoor£me suivanfc:

Si Γόη designe par # Ta quantito (m+W *^^~~ ̂ m, o

Tun des deux nombres entiers m et μ est premier avec
aura:
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ur te$ fmcfi ns:\

<*y _ ^ „ λ!̂  «ί«
ou

_ - (y2 a— a?2) (φ*2α — a?2) ...... '. . . (φ2 na
~ ' * ya 2 α. α?*) . . . . (l + ea φ2 τια

/ etant une incUterminee, de sorte qu'il n'existe gu'une seule relation en-
tre les quantites c?x, ^, c, £.

Les ^υαηΐίίέδ e2 et c2 pourront tre positives u negatives.
Par ce theoreme on peut trouver une infinite de transformations

differentes entre elles et de celles de M. Legeadre.

- 42.
Soient m et μ deux nonfbres entiers, et faisons pour abreger:

et == (
2τι -j- 1

o Γόη suppose que Tun des deux nombres m, μ soit premier avec 2n+ 1.
En designant par une quantite quelconque, il viendra, en

vertu de (22.)
229, · φ [ 4" (4 Λ + 1) *] s« Φ .

En mettant θ — n a au Heu de , on ottiendra:
230. Φ[0 + (Λ-Μ)*] = Φ(ο— η Λ).

Cel pos4, consid rons l'expression suivante
231. φ,(ο) = φ(ο) + φ(^+«)4-φ(^+2«) + ..., + φ(ο+Λ^

En mettant 0+ & au Keu de , i! viendra έ cause de T quation (229.) :
232. <&(* + *) ='^(0),

donc si m design^ un nombre entier* jqualoonque: , ί
233. 9i(*t+iW ) = f t( ).

En vertu de i'oquation 230. on peut iorire fexp^ession de φ^β),
comme il s itt v ;

234. φι(0)

c?est-a-dire^ en vertu de la formule
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14. Abely recKercfas $ur tes f<mc on$ dliptiguesi

2(pd.fa.Fa . . . .
Λ * ~ * ~ ' ' ' ' · ^2φ2ηα . φ2 ο*

Εη faisant <p = x, φ^ο) deyient une fonction rationelle de x. En
la desigiiatit par ψ(χ), on aura:

ασ£s e.
43.

Maintenant soit ε une quantite quelconque, je dis qu'on aura
Cl_^_Vl __ x Mi x

, _ Ψ* _ \ y f / \ y fg- fo ; , / \ y (f
^* n« . <

En effet il est clair, que la fonction

238. R = i_

sera entiere et du degre 2 / z + l j mais en faisant # = φ£? ψχ devien-
dra = φ^ε, et par suite R se reduira a zoro pour cette Yaleur de x. De
m6me en faisant χ = φ(ε-{-#?#), o 'iw est ehtier, on aura ψχ—φ^ε-^-τηα),
c'est a dire, en vertu de (233.)? Ψ# = ^s. Donc l — ̂  = 0, et par
consequent χ —( (e-\-mct) sera une racine de l' q^ation R = 0, quel que
soit le nombre entier m. Oi^ generalement toutes les quantites

sont differentes entre elles. En effet si Γόη avoit

il en suivrait en vertu de (31)

d'ou

*k =

De la, en substituant la valeur de « = » - - ^ ^ - y , on tire

(m'— fO(™-t-fO = (a«+i)(*" + 0,
1 (m'— jiO(OT— f»)= (an+lX*" — i) '

et
X = (2«+ΐ)
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14. A bei, redherchcs sur les fonctions elUptiques.

4quation contradictoire, parceque nous avons supposo, que Tun des deux
nombres m et μ soit premier avec 2^-j-i, et m1 — μ! est toujours moindre
que 2/z-f-l. Maintenant les 2/2+1 quantit^s (239.) otant difforentes
entre elles, elles sont precisement les 2A2-J-J. racines de Foquation /? = 0-
Donc ou a

· · -
o A est un eoeificient constant, qu'on trouvera en attribuant χ une
valeur particulierej p. ex. en faisani x = 0, on a R — Λ; or Tequation
(238) donne pour x = O: 1Z= l, donc ^=1, et par consequent Toqua-
tion (237.) a Heu.

En multipliant cette oquation par φ s et faisant ensuite e = 0, il
riendra^

241,

ou ff est Ja valeur de — pour s = O. En faisant ^ = 0, apres avoir

divise par φο, on trouve l'expression suivante de cette constante:
242. $— l + 2/ t.Fa + 2/2a.F2a + ..... + 2//2
En faisant dans (230.) 0r=/2a — (/w'+l)», on trouve

Donc on peut icrire l'expression de ψ χ comme U suit:
Λ __ Ξ1ΛΛ __ £l_\

_ \ y^/V y*2cJ ......... '"'
243, Ψ#~^·χ·(ΐ^β*0»φ*α.^*)(1+^^

44

Maintehant faisons dans Pex ression de l — ~^, t = -^-. En sup-y** z
posant pour abr^ger

244. ξ = (r4-eV^2a.x2)(l+^^^(pa2 .,xft)....O+^^^
on aura

Ί *

or, en faisant dans (230.)

on a
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14. jibel, recherches sur les fonctions elliptiques. 173

(|. + (2„_w<)«) == <p(f— (m' + i)«),'
done en vertu de la formule (voy. 17.) :

il viendra:

Cette &juation fait yoir qu'on peut ecrire l'expression de l-
comme il suit:

245. l — t//o?
ω

= (i

En mettant —oc ^u lieu de + #, on aura semblablement
m t t// ?. l + -2—1 ω

Donc si Γόη fait

o k est ind&ermino, et Κ-ψι-ξ

248.

on aura:
249. i-—C ly = (l—ca

De la m me maniere, en faisant

250.

^ =

Jonrn»!. IU. Bd. 2. Hft. 23
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174 14. Abel, recher ches sur les fonctions eUiptiques.

et
251' ίι = ±

on trouvera ces deux eipiations:
252. l + e, iy = (i — eix) . -£} ι ± ejy = (i -j- e/ *) . il.

Les oquations 249. et 252. donneront:

(i-ClV) = (i-CV).^} (H- O") =
et par consoguent:

253.
PMaintenant Fexpression de y donne dy = — .dx9 oii P sera une fonc-

tion entiere de χ du degro 4 /z, donc:
d P ' ^^

POr je dis que la fonction -— se roduira a une quantito constante. En
t l r S S »

effet on a

P dscen diff^rentiant, et mettant pour dy s valeur — — , on aura

On voit de Ιέ que P est divisible par t. De la m^me maniore on prou-
vera que P est divisible par les trois fonctions tl9 #, ^. Donc si deux
quelconques des quatre fonctions t, tl9 #9 ^ r/ont point de facteur com-
mun? P sera divisible par leur produit. Or c'est ce qu*on peut voir

Paisoment a Taide des expressionfc de ces fonctions. Donc — -- est une
I 2

fonction enti6re de x. Or P est du degro 4n> et chacune des fonctions
·' Pt, tl9 $9 $t est du degro n. Donc U est prouvo, que -- -- est une quan-

* C l j ^ 5 j

tito constante. En la d&ignant par a, il viendra
054 _ y __ „.
^ **^Γ· t^J^tr-tA n~ l \ / Λ f O 'S \Ί •"•Ι·"" ._

Pour d terminer α il suffit d'attribuer έ or une rale r particuliere. En
faisant p. ex. oc sss o, n aura
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14. Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 175

Or en diff^rentiant Pexpression de ψ#, et faisant ensuite 07=0, il vien-
dra ψ'ατΑ^*, donc

255. a = Je.g.
On peut donner- d'autres formes plus simples aux expressions de clf ^,
g*, er, et qui mettront en evidence plusieurs proprietos remarquables de ces
quantites.

Par la formule 240. on voit que le coefficient de #ί>Η"χ dans la fonc-
tion R est 7—:— 7—. n ' : or d'apres 23 .̂ le m me coef-<pe .tp(f-^-a) φ(ε-γ·2ηα)7 r

ficient sera "

donc en remarquant que A = l:

1 l C / y [^ \ 5 * *W C * *^ \ C l * lv / (φα.φ2α φ n a)* ^ ^^ ' y

En faisant dans (236.)? (243.) 0: = ̂ , apres avoir diviso par x, on

obtiendra deux valeurs de ^—, savoir

j^ y L / \ f»M / " f\
donc, en les egalant:

256. ^ = (— I)n.(*c)2*(<p
et par cons quentt
257. φι(ε)==(βί?)2η(φΛ.φ2α....ψ/ΖΛ)2φε.φ(ε + α).φ(€^

Gelte ^quation exprime une proprioto remarquable de la fonction (p. En

y posant ε = - · et g = ± = · - / , on obtiendra

o Γόη a fait pour abreger
259. ^ =

En i*emarquant que

et

et faisant
23*
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176 4. Altel^ recher ches sur les fohctions dliptiques,

260. #(*V)nJ* =/*,
on tire de ces equations

l
261.

Multipliant et remarquant qu'pn a (18.)

on ottiendra
-i-J. __ (-1V./3

d'oü
268. ^=

De möme en divisant on obtiendra:

3'

Pricödemment nous avons trouvo a = k.g, et ^ ·= ( — l)n. (ec)*nfi, donc
264. ß =/.3'.(— 1)".

Egalement nous avons trouvo y = *. ( ), donc en vertu de (243.)
— «')(y'3«-»") ....... .'(?·»€»-««)

Donc ces valeurs procädentee de c,, elt a et y donneront:
^ adx

et de lä
267' -

45.
Les formules (261.) donnent les valeurs des quantlt^s ^ et elf ex-

primäes en 6 et e ä l'aide de la fonction . Or on peut aussi les doter-
miner a l'aide d'une iquation alg^brique. En effet pn a

et

donc il est clair que les valeurs de c, et *, pourront 4tre exprimoes en
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14. Abel% recher ches sur les fonctions elliptiques. 177

fonctions rationelles et sym triques des quantites φα, φ2α, . . ·
Donc si 2/2 + 1 est un nombre premier, on peut, en vertu de ce qu'on
a vu §. V<, d^terminer ct et el a Faide d'une equation algobrique du
(2/2 + 2)me degro. On peut encore demontrer que la m£tae chose aura
Heu dans le cas o 2/2 +1 est un nombre composo. Alors on peut m£rtoe
determiner cv et e^ a Faide d'une oquation d'un degr4 moindre que 2/2 +2*

Donc on aura un certain nombre de transformations correspondan-
tes pour cliaque valeur de 2/2 + 1.

46.
On a supposo dans ce qui pr^cede que e et c soient des quantites

reelles et positives 5 mais ayant exprime cl et et en e et c par des dqua-
tions algebriques, il est clair que la formule (266.) aura Heu ogalement
en donnant a e et c des valeurs roelles et imaginaires quelconques. Dans
le cas ou e*, c* sont reelles, on peut m^me se servir des expressions (261.),
(265.). Mais alors ω et 0 ne seront pas toujours des quantitos reelles·
Aureste Fune des quanlit s ^ et el9 a cause de Find&erminoe/, peut 4tre
prise volontoj seulement il faut excepter les valeurs zoro et Finfini.

47.
Si F n suppose c et e reels et 2/z + l premier, les valeurs de ct et

el seront imaginaires, excepte deux d'entre elles, dont Fune ropond a
— 2m. ω

2η + ϊ
et Fautre

ίμταί
* ~ 2ίϊ+1'

Λ. Supposons d'abord
_ , 2m. a)

Dans ce cas on aura (261.):

Soit μ.2/n = (2/2+ l)£dt m> ou t ^st entier et positif, et moindre que
on aura
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14. ) reckerches sur les fonciions elliptiques.

Q% les rtombres al9 «2, #3 . . . . an seront les m&mes que les suivants
l, 2, 3, . . . * n; mais daris un ordre difforentj donc I'expression de
— pourra tre mise sous la forme

* 2»"1

•De m4tne l'equation (263.) donnera

Soit maintenant c = l, ^=1, on aura, en posant ±( — Ί ) Λ = = = ΐ :

269'. ,,= . . . . . . . , ^ ^ . ! ) ) · ,

ι Const'
27L = — »• (πι ) — ! U

272.
ou bien

273. β =

Si Γόη suppoie e moindre que Tunite ou ^gale a Funit^, el sera tou-
jours moindre que e9 et lorsque 2 /J t+l est, un tr^s grand nornbre, eA

sera extremement petit.
48.

Le signe du second membre de F^quation 270. dopend de la gran-
deur de cc.

11 pourra 6tfe jugo ais^ment comm il suit On a par ce qui pr^cede

Ea supposant χ rofl, ^* sera toujour^ fini et positif, de m me que
^y«) et ^(ΐ-^^χ*). Donc Ie signe du second membre de Tequa-

tioii est Ie m6me que celui de la quantito
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14, Abelf recherches sur les fonctions ettiptiques»

maintenant on a
»? ': Λ ϊ!*·(τ·+.)! ι *·(·?)·

donc

ί ιo r < / + « = 7-y-etc-,

donc, en remarquant que α est reel dans le cas que nous considordns,
on voit que «y.^ sera toujours une quantite positive j or t.t^ est r el, donc

7/J _ &2\
Ia quantito V L _ a ) sera positive ogal&ment, et par consequent lesigne,

dont il s'agit, sera le m me, que celui de la quantit tt^. H n'est pas
difficile de voir qu'en vertu de (248.) et en mettant pour « s valeur

°η aura

quantit^ qui est positive depuis x = 0 jusqu'a. χ = φ (0 . · 4r), η^
\*L 7l ™y" l £ /

tive depuis χ = (ρΓ , j/γ) j^squ'a χ = (ρΓ 4.ιφγ)> Positive depuis

x — φ l . j jusqu'a χ = φ L· , .. -̂ -1 etc. Si χ est plus grand que

Tunit^, i^ aura toujours le m me signe, savoir (—l)n.
Donc, dans ce cas Toquation (270.) donnera, en integrant et com-

mengant Fint grale par χ = l: ,

**· * * · i fcX"i~/ ~ A \ / A l *> 3\Ί .~ ** * J

Si la valeur de χ est moindre que Funite, on aura
275· y^td-y'la+e^»)] = afvui-*-< · —·" + Const·

entre les limites

et

276. *Vy-[(i_,ra)(i4.eJy»)] — VYl(l-*·)(!+'·**)] + Con8t*
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180 14" Λ bei, recherches sur les fonctions elliptiques.

Si p. ex. on suppose χ renfermo entre les limites

on aura, en iritegrant et commengant l'intograle par oc = 0,
277 ' Γ dr - β /** d**"' ./.Π(ΐ-7*)(ΐ+^·)] ~" :/.η(*-**χΜ-«*

En faisant χ = φ( '(2B + 1) 2/ ' on aura y^2^ — ̂  et Par

α-·ω

278. f_iV α -ς ι; .α_
Gelte expression de a est tres commode pour le calcul. En nogligeant
les quantitos de Tordre e\, on obtiendra

279. .(-iy.ea=:(aii4.j).i.
En substituant et n gligeant toujours e\ la formule (277.) donnera

θα? ω · arc-
i — χ* χ*

280. <

J?. Dans le cas g& = **f !·> on trouyera de la m£me maniere la,
formule suivante

o

/

La formule pjr4c4dente a lieu pour toi^tei les raleurs de χ moindrei
<jue Tunito.
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14* Abelif recherches sur Us fonctions eUiptiques*

49.
Pour avoir une thoorie.complete ,de la transformation des fonctions

elliptiques, il faudroit connoitre toutes fes transformations possiblesj or
je suis parvenu ä demontrer, qu'on les obtient toutes en combinant celle
de M. Legendre avec celles, contenues dans la forniule ui-dessus, möme
en che rchan t la r e l a t i on la plus genora l e entre un nombre
q u e l c o n q u e de fonc t i ons e l l ip t iques .

Ce thooreme dont les consequences embrassent presque toute la theo-
rie des fonctions eiliptiques, m'a conduit a un tres grand nombre de bel-
les proprietos de ces fonctions*

§. X.
Sur T i n t e g r a t i o n de T^quat ion separee

50.
On peut toujours comme on sait presenter Tintegrale complete de

cette equation sous une forme algebrique, lorsque la quantito constante
a es tun n o m b r e r a t ione l , quelle que soit d'ailleurs la valeur reelle
ou imaginaire de . Mais si a n'est pas un nombre rationel, cela n'a
pas lieu. A cet egard je suis parvenu aux thooremes suivans:

Thoorem« I. En supposant a reel, et roquatlon int^grable algo-
briquement, il faut necessairement que a soit un-nombre rationeL

Thoorome II. En supposant a imag ina i r e , et Toquation inte-
grable a l g ^ b r i q u e m e n t , il faut necessairement que a soit de la forme
m±_f—1.^/2, oü m et n sont des nombres rationeis* Dans ce cas la
quantito n'est pas arbitraire; il faut qu'elle satisfasse ä une equation
qui a une infinite de racines reelles et imaginaires. Chaque valeur de

satisfait ä la question.
La dömonstration de ces th^oremes fait partie d'une th^orie tres

otendue des fonctions elliptiques, dont je m'oecupe actuellement, «t qui
paroitra aussitöt qu'il me sera possible. Je me borne ici ä considerer un
cas particulier, qu'on peut tirer des formules du paragraph^

Si dans la formule (270,) on pö^e ·
t A *m«m~

• *»·—;-» 3

Journal. III. Bd. 2. Hft. 24
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182 14. Abel, rech&ches sur les fonctions dliptiquts* ,

et tii la place de s$ il viendra

o
«*:̂

283. ν=±,Λ- i.

d^termini par I^quation (269^.) qui deviendra

284.
et par:

(2
ηώ

Donc on connoit tine integrale particuliore de T^quation (282.) et par
eonsequent on en pourra trouver Fintegrale compl te.

Daus le cas que nous eonsiddrons> la vakur de α est ^(2fl+l)j
ee qu'on ddmontrera aisoment comme il snit:

En mettant dans l^quation (282.) y=izf—I, et intogrant entre
les limites zero et φ o j ^ viendra

ei» remarijuant que les limites de z seront z4r et — . En faisant de

=xzf — I, et int^grant entre les limites z&ro et — , on trou-
vera que les limites de y seront zdro et l'unito et par eonsequent

L By W"Έ Sz

Donc on a

et

d'ou l'on tir»

T

**·'

w
':/„VT(i-fr*»)(!—e»*»)]' "~ β'"2"

'"2

er,

285. α=τ
286. - =
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14. Abel9 wcherchts sur les fonctions ettiftiqu**. 183

D ne Toquation differentielle devieadra:
287·

51.
Pour donner un exemple, considerons le cas οίι /2= l et n =-
-̂ . Si Λ == l , on aura :

Λ *\

" ~ %

y = /* — l . e . χ .

£ est d termin^ par Teguation:»-On a

_r -

l = e\ ·
•f (τ)

Maintenant on trouvera en combinant les deux oquations et remet-
tant pour a s valeur /3

donc

et par suite

de l
e«_2/3.<? sss l

et
e = /"3 -f- 2.

Ayant trouv ^, on aura

Oonc on aura l'equation difforentielle:

24
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'"484 ^k" ^ί&βΖ, rech&ches sur h* f&nctionsi ellifitiques.

qui sera satisfaite par Tintegrale alg4brique:

Si F n pose x\T(2 — /'S) au lijeu de x, et y/*(2
lieu de y9 an obtiendra

* — l au

"/"[(l +2 V"3. oc* —a?*)]3

V"3—i

289.
qui sera satisfaite par

?. Si Λ = 2, on aura l^quation differentielle
&V ~ κ θ 07

ou
—— Λ?

290. ι - Α · . ·
On a

291.

^ _ φ·̂  — 2»\ _
— φ \2 Τ/ —

/ΐ(τ)
"(τ)'

τ) " '(τ) ~ <τ)·'(τ

Εη ^multipliant ces valeurs de —~
que

. et —^ — ̂  enlre elles^ et remarquantF(T)
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14. Abel* recherches &ur les fonctions ettigtiques, 185

onobtiendra p

o Γόη a fait pour abroger

Cela poso, les oquations (290., 291.) donneront

χ = Λ1-, Φ'(
donc, en substituant v"5

_
e* ' e

es— l — (5 + 2^5)e(e— 1) = 0
Les racines de cette equation sont

. e = = i , e = 2f/"5—
La derniere d« ces racines

.«. + /ϊ + »/(,+ Λ) - +
ropond a la question^ car Tequation

fait voir que ^ doit 4tre plus grand que Tunito. Connoissant e9 on trouve

la raleur des quantites Φντ·) et φ(~τ") comme il suit:
Nous avons

, ,r .

or en faisant φ — χ et ?> = , on aura

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/14/15 7:31 AM



14r* Abel, recherches sur les fonctions elliptiyues.

l + e*(t
e*~-*--e*(e — lj.a* * = **(*+!). (a2+ a)j

V"5or nous avons trouve plus haut «a e = —r-', donc:* ~ ez

Donc on connoit &2. 2 et aa 4" 2 et par suite a2 et 2 par la rosolution
d'une oquation du second degro. On a donc aussi la valeur de y9 qui
satisfait έ r&juatioft:

OQO °y***· iri(i—
~ * S Λ?

Si Γόη pose r^- au Heu de x, et y y^~ au lieu de y, on obtiendra
Tequation

ου
V"5~1

52.
Dans les deux cas que nous venons de considerer, il n'otoit pas dif-

ficile de trouver la valeur de la quantit^ e, mais la valeur de n etant
plus grande, on parviendra a des oquations algobriques, qui peut £tre ne
seront pas resolubles alg briquement.

Neanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par
des s&ries, et comme leur forme est tres remarquable, je vais les rap-
porter ici:

En faisant dans la formule (206.) du VHme §. a« l» on aura, en
/ ω \ iremarquant que c = "

ou w n
* = A '

En faisant de m me dans la formule (204.)· = -^-/, on aura

' = " ' ε = Α 2 ΐ = ο ο 8 - ) - ί 8 ί η - = /, donc
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14. Abel) recherches sur les fonctions elliptiques. 187

* 2 π Γ~Τ i*-r* t \ .

c'est- -dire
σ = 4τι

O -.5

Maintenant dans le cas que nous considorons, on a

et par cons quent

292. * = 4

Cette^formule donne la valeur de
__ r1 _ a« _ω "~Λ nci-**) (i+*8*a)i*

Ensuite on aura la valeur de e par la formule qui, en substituant pour
ra »r ' JE.

s valeur h<°' z =
3»

- .Λ 3η?

est le nombre 2,7182818 ...

Addit ion au mdmoire precedent.
Ayant termine le m^moire procident sur les fonctions elliptiques,

une note sur les rnemes fonctions par Mr. C. G. T. Jacob i, inseree
dans le No. 123. annoe 1827. du recueil de Mr. Schumacher, qui a
pour titre »Astronomische Nachrichten? xa'est venu sous les yeux. Mr.
Jacobi donne le theoreme suivantr

Soit p un nombre impair et θ un angle tel qu'on ait, en dosignant
Λ Λ

ττ prise de Q jusqu' , par F(k> d):.
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188 14. Abel, reckerckes sur les fonctions ellipliquet.

et en genoral 0(m) un angle tel, qu'on ait
F (k, 0w )=g.,F(t·, 90°) : £ -'

soit determino encore l'angle ψ par l' quation
, . _ _ T ,lang (45° -i φ) =

on aura:
F(*,0) =

II faut admettre le signe sup^rieur si p est de la foniie 4/z-|-^> et

le signe inf&ieur, si /> est de la forme 4 /z — l. ψ doit £tre pris entre

yor et ^^— 7Γ, si 0 tombe entre ff& et ^7^1). Les constantes >t et λ se

determinent de difforentes maniferes. On a p. ex.

~~ 2(cosec f—
λ = 2*jLt(sin

Ce theoreme ^legant^ que M. Jacob i donne sans demonstration est
contenu comme cas particulior dans la formule (227.) du momoire
codent, et au fond il est le mome que celui de la formule (270.)

Nous allons demontrer cela.
En faisant dans l'integrale

χ = siti ,
on aura

/
θ ΘΘ _

^VI(1— ̂ sina )]?

mais

donc:
α s Ffaff) donne sin = φα,

Si 0 = 90°, on a χ = l, donc

Donc en faisant == w, on aura

Cela ροβέ, faisons dans (269'. et 270.):"'

2« + l =
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14. Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 189

il viendra:
_ öö. __ + „

' 7V"(1— fcasin*ö — —
oü les quantites , , sont dotermines par las equations

= **"+*. {sin 0'. sin 0'*
sin fl' sin " ..... sin fl(«»

• u — cing S1Ii sn Sn ~ sn ' ' ' * n ~ sn
S1U ~ V^A ' Sm {l_fc* sin2ö"sin2ö) {l— 7casm2ö^ sin2Ö} .... (l— fcasin2OC2*)sin2 0} "
Nous supposons k moindre que Funite, ear dans le cas contraire sera
tme quantite imaginaire.

Cela pose, considerons les equations 249. En remarquant que
c% = c = l, on en tire

ou

t

, ^ , v p . 2 771 Ctcest-a-dire en faisant =·« — r~r et m = — i:z n -f- l
— 3

2n — 3

Maintenant on a
x = (-l)».Sin0, et

donc en substituant:
//t_ sin^\ _ / /t_ (_ i)nt s;ng\ ging — sin^ sin g^+ sing sin g(^-i)-f (-~j)n sing

r \l-J- sin t/// ~ r \l+(— l)n. sinö/ ' sinö'-f sinö ' sinÖ"'— sinÖ ' ' " siuöC2rt-1)— (— l)nsinö?

et de lä
lang (45°— §<//)

^) lang i(0;"+ S) fang j (0(^0 + (- i)»

Cest precisement la formule de Mr. J acob i.
Dans la formule (1.), on peut toujours supposer le second membre

positif. En effet, en difforentiant, on aura
— * sin2

Crrllc'a Journal. . Ed. 2. Hft. 25
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190 14. Λ bei, focherches sur les fonctions ettiptiques.

En supposant toujours croissant, le second membre sei*a toujours po-
sitif. Donc en determinant la valeur ψ de sorte qu'elle soit croissante
et decroissante en mome tems avec 0, on doit prendre le signe supe-
rieur. On a donc

/
ΘΘ

V^(l —/ca

ou bien

De la remarque que ψ doit etre croissant et docroissant en meme tems
avec Θ, et en ayant egard a la formule, on tirera aisoment la consequence

que ψ doit tomber entre -^ττ et "—^π, si θ tombe entre (m) et (m+l)
^ ^

Quant aux quantites λ et μ, il est Evident qu'elles ont neeessaire-
ilnent les m mes valeurs que celles de Mr. J a c o b L Mais les expres-
sions que j'ai donnoes seront plus commodes pour Tapplication, et f nt
voir clairement que λ est extremement petit, si A est un peu grarid.
Au reste on peut sans difficulto domontrer leur identito a Taide de la
formule 257.
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