160 .- 14 Abel, recherclies sur les fonctions éliptiguess’ : °

14.

Becherches sur les fonctlons elhpthues.'
(Par Mr. N. H. Abel.y

(Suite du mémoire Nr. 12. tom. IL cah. 2. de ce journal ®)).

: §. VIL S
Expression algébrique de Ia:.fonctio‘n._(p(%). d;ins’ le cas,
ou e==c¢c=1. Application & la lemniscate.

34. L
Dans le cinquiéme prargraphe nous avons traité I'équation P,==0, dou
dépend la détermination des fonctions (P(;) et @(7). Cette équation,

prise dans toute sa généralité, ne paroit guére résoluble algébriquement
pour des valeurs quelconques de e et ¢; mais néanmoins il y a des cas
particuliers, ou on peut la résoudre complétement, et par suite obtenir

des expressions algébriques des quantités ¢(”:‘)‘) et (p(—?l—l) en fonctions de
e et ¢, Cest ce qui arrive toujours, si QD(%—l) peuvent étre exprimés ra-
tionellement par @ (%) et des quantités connues, ce qui a lieu pour une

infinité de valeurs de —ec— Dans tous ces cas I'équation P,=0 peut étre

résolue par une seule et méme méthode uniforme, qui est applicable a
une infinité d’autres équations de tous les degrés. Jéxposerai cette mé-
thode dans un mémoire separé, et je me contenterai pour le moment &

considérer le cas le plus simple, et qui.résulte de la supposxtmn e=c=1
et 2=14y4 1. Dans ce cas on aura

s | @ = o o« = o
fo = v (Q—¢a; Fa = yQ1+¢a)
9. P(ad) = i.Qa,

ce qui se fait voir, en mettant 7 au lieu de 7. Cette formule donne ensuite:
210. f(2i) = Fa; F(ai) = fa.

*) L'auteur a fait parvenir cette continuation au redacteur sous le date de 12. Février 1828,

De méme
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Ces deux quantltés e et ¢ étant égales entres elles, il est clair, qu'il en
sera de méme de deux quantités que nous avons désignées par o et @.
En effet on aura

B dx
U1, + = 7 =J viu—=%
35.

En posant dans les formules (10.) 27 au lieu de {3, on en tirera,
en ayant égard aux équations 209. et 210.:
@ (a4Bi) = pa.fB.Ff+i.pf.fa.Fa

1—qp2a.@* B ’
212, (f@4B9) =f"‘-F/>’1—lq:PZ (;ﬂﬂra'f.,ﬂ,
Fa+4Bi) = Fe. fﬂ:(pipz zﬂﬁfa Fﬂ

Donc, pour trouver les fonctions @, f, I pour une valeur quelcon-
que imaginaire de la variable, il suffira d’en connoitre les valeurs pour
des valeurs réelles.

En supposant a=m|j, 3= ;/.3 on voit que @ (m--pi)d; fim+pi)d;
F(m +,ui)3 pourront éire exprimés rationnellement par les six fontlons
suivantes:

T Q(m 8)) P (u 6\)7 f(md),
f@d), . F(md), F(ud)
et par suite aussi par des fonctions rationelles des trois fonctions.@J, f0,
F{§; si m es pu sont des nombres entiers. '
En suivant ce développement,-on voit également et sans peme que
dans le cas, ou 72 --p est un nombre impair, on aura:
Qm+pid = @). T,
ou Test une fonction rationelle de (@8)% (f)% (F9)% c'est-a-dire de (PJ)*
Donc en faisant ¢d =2, on aura
(m+#li)3 = x. (.
En changeant & en 07, QJ se changera en Q(07) =iQ(f) =ix, et
la fonction @(m—+-pi)d en iQ(m+pi)d; donc:
Qm+pi)d = m(—x);
par conséquent on doit avoir Y(—x% = /(x?); ce qui fait voir que la
fonction /(x) ne contient que des puissances de la forme x*. Deont
on aura o
213. o(m+9i)d = =.7,

ou 7" est une fonction rationelle de x*
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Cherchons p. ex. I'expression de @ (24 )0 en x.
On a d'aprés les formules (212.), en faisant &« =20 et B =3:
Q@) = 29S8 FO4igd 125 F23

1—(p%0)2. @20
Or (10.) donne: (p20F- 9

v ¢(25‘) = %_g’ f@é\) — (f0)2 —(¢pd)2.(FI)*

A 14 (o) 7

— (FO)*+(9d)2. (fI)*,

F@) =""51Gs

C’est-a-dire, en remarquant que ¢d==x, fo=y (1—x%) et Fi=y (14 x°),

0@)=227L2, foh =120 Fay =TS

Substituant ces valeurs et réduisant, il viendra:

- an o 2—2x il —6a*fxt) . 1—2i—ax¢
M Q@I =2 e — = i —d e

Expression algébrique de ¢(4—1-’5:’—‘_——1)
36.

On peut, comme on sait, décomposer le nombre 4v-41 en deux
carrés. Donc on peut supposer

@ 0= 4y 41 = (a+Bi)(a—Bi)

Nous chercherons d’abord la vateur de CP(;J',_,'); car celle-ci étant trou-

vée, on en tirera facilement la valeur .de @(4—‘:’—'_-—1)‘

La somme des deux carrés «® et 3* étant impaire, l'un des nom-
bres ¢ et 3. sera pair et l'autre impair. Donc la somme «-3 est im-

paire. Donc en vertu de 113., on aura

216. Qe +PNS = =. 5,

o 7' et § sont des fonctions entitres de x*= (QJ)"

En supposant d = le premier membre de 216. se réduit a

v
, a6’
zéro, et par conséquent x=¢(;~%) sera une racine de .léauation
217. T = o.
Donc on aura la valeur de ¢(3£?7) au moyen de la resolution

de cette équation.
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D’abord on peut trouver tontes les racines de léquation 7=0 a
laide de la fonction @ de la maniére suivante:
Si T'=0, on doit avoir
¢(a+f9)d = o,
d’ou lon tire, en vertu de (27.):
(@48 = mo+poi = (m+ pie,

et ae I1a

et,

218, == (ki)
Dans cette expression sont consequemment contenues toutes les racines
de Féquation T=0. On les trouvera en donnant 4 m et ;1 toutes les
valeurs entiéres dequis — oo jusqu'a - oc.

Or je dis que les valeurs de x, qui sont différentes entre elles, peu-
vent &tre représentées par la formule ‘

218, == (2% £ ﬂl)

@i Aot

ol1 ¢ a toutes les valeurs entiéres depuis —

— ]usqu’e‘l +Z
Pour démontrer cela, soient A et A’ deux nombres entiers, qui sa-
tisfont a I'équation indéterminée: >
219. B A—a.N=1;
soit de plus z un nombre entier indéterminé et faisons
220. bk =-pr+ta; k= uN—tf:
on en déduira sans peine:

p+ Bkt ak'=o0,

p=m-ak—pF¥,
on verifiera aisément I'équation

mfpui
wxm = akm E

et si l'on fait

De la on tire +
o (i) = (i —ta—tw)

or suivant (22.) le second membre se réduit a

(— 1)4——*' ¢ (a+ ﬂz)
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donc . + o Tl
Tl = (—1) e (22 ) = +9m
(s = —v*re w+ﬂz)~ ¢ a+ﬂz) :
Maintenant l’expressxon de ¢ dev1endra, en y substituant les valeurs de
ket k'

o= mEp(atNp) £ @40
d’ot 'on voit, quon peut prendre ¢ tel que la valeur de e, posxtlve ou né-

@t p '

. Donc etc.

. 2-l-ﬂ’
“Cela posé: soit ¢ plus grand que
e =uv0
1 Toutes les racines de l’equatwn T =0 seront representées par la
‘formule (18, ); or toutes ces racines sont dlﬁ'erentea entre elles En eﬁ'@t
si I'on avoit p. ex. S

gative, soit inférieure a

———1 (=v—1) et faisons

05 = oG55

on auroit selon (31.), (en remarquant que @ = )

N I
arm = O+ (nt e,
d’ou Ton tire: L ‘
and-Bm=0; p=(—1)"+.g'+am—fn
La premiére de ces équations donne »—=—2¢; m=wat, ou ¢ est un
entler mdetermme. En vertu de ces relations, l’expresswn de e deviendroit:

= (—y". e + (w +£9-1,
Q+9 = f,
CE |
ce qui est impossible, en remarquant que ¢ g sont tous deux inférieurs a

z+[g;

d’ou l'on tire

Donc les racines differentes entre -elles de l‘equatlon T= 0 sont au

a+ﬂ-—-1

nombre de 5—- 1l faut voir encore, si Féquation en” question a

des racines égales. En différentiant (216.). on en txrera, en remarquant
que 0Qo == da.fo.Fa:

B0 flat B3 Fe+005.5 +(35).0@+p00
= =. 2L f0.F3 4 T.f3.F.

. . : : . oT .
Si maintenant 7, a des facteurs égaux, il faut que T’ et z— soient égaux

TIPS |
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a zero en méme tems; donc I'équation précédente donnera
S.f(a+L9)d. Fa+p9)d = o; |

or on a Q(e+Bi)d =0, donc fla+B)d=7+1=F(a+p:)J, et par

conséquent : § =o,

ce qui est impossible, car nous supposons, ce qui est permis, -que T et

§ n’aient point de facteur communs. Par 13 on voit que I'équation

T=o0
est du degré «*-}- 3°—1 par rapport & x, et aura pour racines les quantités:

_o ), ELE i ol it L §
i(p(a-{-p’i)’ :':(p(oc—}-ﬂi) """ —Q( 2 oc-]-ﬂi)'

En faisant x*=r, on aura une équation

219 R=o0
du degré u'—g—:—! =2y, et dont les racines seront -

220. ¢@), ¢*2d, ©¢BH ..... Q*(2v)),

ou pour abréger on a supposé & = — -
D — a+ﬂi.

Cela posé, on peut aisément résoudre I'équation R =0, a laide de
la méthode de M. Gaufs. :

Soit & une racine primitive de «*-(3? je dis qu'on peut exprimer
les racines comme 1l suit:

21 0, Pd), (D), P8 .. ... . Q).
En effet, en faisant
22 & = Fa,+ (@ +PL)
f +62 ,

oi @, est moindre que -, On aura:

O =¢(+a a+”:+*;;f“> o) = O£ and+ ta—Bia)
c'est-a-dire, en vertu de (22.): ' ’ '

Q") = +Q(an0),
¢ (d) = @*(and).

Je dis maintenant que tous les nombres
1y @y @y @35 0 0o o 0 0 v o Q.
sont megaux entre eux.. En effet soit p. ex. @, =a,, on aura
3. & = *a,+ t'(@+.
Des deux équations (222.) et (223.) on tire, &n ehmmant s

&m + & )
wpg = aun nombre entier.

Crelle’s Journal. IIL Bd. 2. Hft. 22

et par suite:
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) . 4. _— am . g2 .
Donc, en multxphant par €” + €'; on trouve que —T;,: est entier,

‘eem—en

. 1
et par suite g ce qui est impossible, car ¢ est la racine primi-

tive de 2®}(3* et 272 —27 est moindre que o® - 3*— 1.

Donc les 2v nombres 1, @, etc. sont différentes entre eux et par con-
- séquent, pris dans un ordre différent, ils sont les mémes que les suivans:

1, 2, 3, 4 .. ... 2v—1.

On voit par la formule @*(e™0) = ¢%(,,0), que les quantités (220.)
et (221.) coincident, mais dans un ordre différent.

Maintenant on pourra résoudre I'équation R =0 parfaltement de Ia
méme maniére que I'équation (106.).

On trouvera (116.)

24 QY=o+ A6 o 45,67, w+ ..... F s, Oy T )
ou 0 est une racine imaginaire de I'équation 62”— 1=0, et v, &, & ...
.«. &_; seront déterminés par les expressions: ‘

v ‘-'{@“ B+ 0.¢2(0) + 0.0 (0) + ...+ O (),

o PO g (¢8) O g2 (2 ). A O p? (6. 0)

= oo A E S e F O gt O

4=0N)+@C)+PE) + ... + P,
qui par le procédé tome II. de ce journal pag. 143., 144., 145. peuvent
étre exprimés rationellement par les coefficiens de I'éqation R=o,
qui seront de la forme A - Bi, oi A et B sont des nombres rationels.
‘Donc la formule (224.) donne l'expression algébrique de toutes les raci-
nes de l'équation R =0, et par consequent les valeurs des fonctions

ez o) - o), o)

37.

Ayant trouvé par ee qui précéde la valeur de @ <a_7—n{-9[3—z)’ on en tirera

eelle de la fonction
o N\ __ L f
‘P(m:iz) = ‘P(‘——‘4w+1)’
comme il suit.

La valeur de cp( at ﬂ) donnera celle de <p(————> en changeant

mw mw )

seulement i en — i De Ja on tire la valeur de ¢(W+ﬂz+u—-ﬂz
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par la formule (10), savoir -~ =~ . T
ooV = (Zp) o 25) V[ —* W)]
- (Zm) » (B
mo me 2maw 2maw
o axmitTap = R = Wi
donc on aura la valeur de la fonction
2mao o
¢ 4v+1)

Maintenant pour avoir la valeur de @(4 +-———1) ou 2» a une valeur

?

226. (L g+ ﬂ,-)=

déterminée quelconque, il suffit de déterminer m et ¢ de la maniére que
' = 2ama— (4y 1)1,

ce qu1 ‘est toujours possﬂ)le , en remarquant que les deux nombres 2« et

4y -1 sont premiers entre eux; car alors-on obtiendra:

o250 = (e +10) = (ol
En posant p. ex. # =1, on aura la valeur de <p(4w+1)

38.
Le cas, olt 4v+1 a la forme 142", est le plus remarquable; car

alors l'expression de CP(M 'FI) ne contient que des racines carrées. En

effet on.a dans ce cas 2v==2"" et par suite la formule (224.) fait voir
quon peut déduire @(e"J) de 0 et v en extrayant seulement des racines
carrées. Or vy est une fonchon rationelle de 0 et y'(—1), et § est dé-
terminée par Péquation 67 —1, d'otr Yon tire 6 par des racines carrées'
donc on trouve aussi v et la fonction

o) = o (54, ;’,).
Connoissant de cette maniére CD( e 15’) on aura de méme P\ =

— ﬂ,

.et de la, par la formule (226.) la valeur de ¢(F-Fﬁ‘) = ¢(74—17_—F—~1 5 en

extrayant des racines carrées. : . ~ ' .
39. :

Un autre cas, ou la valeur de (p( ) peut etre determinée par des

racines carrées est celul ol 7 est une pmsaance (Ie 2, comme nous l'a-
g, . 22*
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vons vu No.13. Donc on connoit les fonctions:

m o\ - mw
o(7)s o FE)
ou dans Ia derniére 12" est un nombre premier.
Soient maintenant 1427 1427, 142", . . .. 142" plusieurs
nombres premiers, on connoit les fonctions: =

o) o) o) - o)

et de la Ia fonction:

m - m,. m
@(2 1+2"* 1_-|-'2Tz +I'-T_ﬁ2—)
= O Gagmoat AT
A2+ 27) - (127
ou m’ est un nombre entier, qui, a cause des mdéterminés m, my, Mg, ..
cee my, peut avoir une valeur quelconque. On peut donc établir le thée-
réme suivant: ,La valeur de Ia fonction @(K‘nﬁ) peut &tre exprimée par
»des racines carrées toutes les fois que 2 est un nombre de la forme
»2" ou 142" le dernier nombre étant premier, ou méme un produit
»de plusieurs nombres de ces deux formes.”
En appliquant ce qui précéde & Ia lemniseate, on parviendra au
théoréme énoncé no. 22.
~ Seit Fare 4M (Fig. 1) = & et la corde 4M = x, on aura
da
Vi—=)
En eﬁ'et, Téquation polaire de la lemniscate est
2 = y/(cos 20),

/g — ——r

dow ‘
o __ __ Ox.V(cos20)
90 = sin20
et
dal =-3x’+x";30’,

done:
‘ P s x%.cos20
Tof = G:n {1+ (sm2ﬁT}
mais de x==y"(cos26) on tire cos26 = x?, CoS’ 20-- x*, 1 — cos*26
=1 — x* == (sin26)%, donc
dx*

0 = ax‘{l-[;-li;‘}: = =i’
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et par suite

o = 9% _
T YV (l—x%)
et :
== 0@ |
Si Pon suppose x==1, on aura oc=AMB=-§-’-. Donc la circon-

férence AMBN == w. Supposons maintenant qu’il s'agit de diviser cette
circonférence en 7 parties égales, et soit 'arc 4M = . AMBN = =,
on aura '
A= ¢ (72,
n

Done on aura la corde, et par suite le m™ point de division, si l'on

. . mw - . . . .
connoit la fonction (0(1:;—), or c’est cela qui a toujours lieu, lorsque 7 est
décomposable* en nombres premiers de la forme 2 et 142", comme nous
Iavons vu dans le no. précédent. Donc dans ce cas on peut construire

les points de division & laide de la régle et du compasseulement,. ou ce
qui revient au méme, par lintersection de lignes droites et de cercles.

¢ IX.
Usage des fonctions @, f, F dans la transformation des
fonctions elliptiques.
41. A
M. Legendre a fait voir dans ses exercices de calc. int., comment
2 a‘? . . . ’
Fintégrale ./1"'(1-—-::* Ty U en faisant sin() = x, se change en

Vid— mz?(m]'_;__ imnyje peut étre transformée en d'autres intégrales: de

‘la méme forme, avec un module différent. Je: suis parvenu & généraliser

cette théorie par le théoréme suivant: _
ofm—pmi
2nt-1 s, O au Moins:

'un des deux nombres entiers m et g est premier avec 27 -+ 1, on
aura:

,. Si lon désigne par « Ia quantité (m-n)
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‘V[(i"czyf)y(l'l‘e:;’z)] \ T /\f‘[(l—c’xz)(1+e’a;=)]’
ou
ly = fux. (g a-——w’)(q>‘2a——w’) ...... o (PP rne—ax?)
297, (14 pra.x?) (142 @*2a.a).... (14 @2 ne. ac’)’
' %=?{ (—2—+oc)©(—2—+2cx)i©( —I-noc)}
e_lr_—: {{@(a—;—t—l-u)@(g—l-l-Qo&) (m+nu)}
¢ = f(Qa.Q22.03cx..... .. Qna)y,

f étant une indéterminée, de sorte quil n’existe qu'une seule relatwn en-
tre les quantités c,, e, ¢, e. -

Les quantités ¢® et ¢* pourront &tre positives ou: négatives.

Par ce theoréme on peut trouver une infinité de transformations
différentes entre elles et de celles de M. Legendre.

42.
Soient m et p deux nonibres entiers, et faisons pour abreger

228 '“ — (m+!");”:l"_l-(7:“—f")w"

ol l'on suppose que l'un des deux nombres m, p soit premier avec 2n-- 1.
En désignant par 0 une quantité quelconque, il viendra, en

vertu de (22)
220, Q[0+ (@nt1)a] =
En mettant 0 —ne au lieu de 6, on obtlendra
230. QIO+(n+1)a] = @(0—na).
Cela posé, considérons expression suivante '
00 =00 FOUF D +OU+20) o+ QU o
.. + P04 2n0).
En mettant ﬂ-l- % au heu de 6, il viendra & cause de I'équation (229)
232. ¢1(’0+“) = ¢1 (6)’
donc si m désigne un nombre entier guelconque:
o 238 04ma) =00
En verta de léquatmn 230. on peut écrme I’expresswn de (O (0),
comme il suit:
234 0.00)=9 (0)+<P(0+9=)+¢(‘9—“)+¢(0+‘2wl+4’(‘9-2ﬂ)+
o+ OO+ na) + @0 —na),

cest-a-dire, en vertu de la formule
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SE o 2.96. .F(va)
QO+ va) + Q0—va) = T

. 2¢90.fa.Fa 2¢00.f2¢.F2e ‘ " 2¢0.fne Fna
’-¢6+1+e’c’(p’a.(])20+1—|—e’c’(p32a.q)30+””+1+'e“ cp*ne.@*0’
En faisant ¢ 0 = x, @,(6) devient une fonction rationelle de x. -En
la désignant par (x), on aura:
__ + 2fa.Fea 2fne.Frne
236. () = x°{1+1+e30"lp‘w.m“ +oeeet 1+e202(p’na.x"}'
43.

Maintenant soit ¢ une quantité quelconque, je dis quon aura

237 1—H_(1”$5)<1_¢(:i-u:)(1—90@120:))““(1“9?@‘4‘-{27?))
. ‘Px'f.—'(1+C’2c‘wza.wz)ki-i—-e’cz(p’(zw.x’) ..... (1+£’202(p;n0&.w3)'

En effet il est clair, que la fonction
238 R= (1—%2)(1-}-6'%’@%&.:1:2).....(l—l-e”cgfp“noc.fx:”)

sera entiere et du degré 22-1; mais en faisant x = Qe, P devien-
dra == Q,¢, et par suite R se réduira & zéro pour cette valeur de x. De
méme en faisant x=Q(c 4 ma), ou m est entier, on aura Yx=0, (e-+ma),
cest a dire, en vertu de (233.), Yx = @s. Donc 1-—:}’—% =0, et par
conséquent x = Q (e} ma) sera une racine de I’équatioan = 0, quel que
soit le nombre entier 77z2. Or généralement toutes les quantités

239. @&, Qleta), Ole+2a), « oo oo Qle2na)
sont différentes entre elles. En effet si I'on avoit

Oetm'a) = Qle4p'a)

il en suivrait en vertu de (31.)

et ma = (——1)"‘*’"':: [edpal+ ko taoi,

At = 2k,
F=kgb b =k—I
(m'—pHae = "+ Do+ F'—Doi.
De 1a, en substituant la valeur de @ = (m+p )g;:f";—” )mi, on tire
(m'—p)(m+tp) = (2n+1)(#'+ 1)
(m — ) (m—p) = (2n+1)E —1])

) ! . K ; i
m'—p = @nt1). o = @n+0) o,

AN
d’ou

et
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équation contradictoire, parceque nous avons supposé, que I'un des deux
nombres m et g soit premier avec 221, et m/— ' est toujours moindre
que 27-41. Maintenant les 27241 quantités (239.) étant diffiérentes
entre elles, elles sont précisément les 27241 racines de I'équation R=o.
Donc on a

240. R = A‘(l——%)(l-—-aﬁ-_——&j). . ...(l—m)’

ou A est un coefficient constant, qu'on trouvera en attribuant & x une
valeur particuliére; p. ex. en faisant x=0, on a R=4; or I'équation
(238.) donne pour x=20: R=1, donc 4 =1, et par conséquent I'équa-
1ion (037) a lieu.

En multipliant cette équation par Qs et faisant ensuite e=0, il

viendra: ( )( ) ( )
| 1— 21— ..l (=22
241 (@) = g (1--]—2‘0‘(;2 @ a?j"; ..... (14-e%c? rplpi’;ux’)’

&
ou g est la valeur de %‘— pour e=0. En faisant ﬂ——o, aprés avoir

divisé par @6, on trouve l'expression suivante de cette constante:
@2, g=142fe.Fat2foa.Foa+..... + 2fna.Fna.
En faisant dans (230.) 0 = ne —(m’+41)a, on trouve
Qne—m'a) = Q[—(m'+1)a] = — Q@' +1)a.

Donc on peut écrire l’expression de b & comme il suit:

(= 22) (=) e (—2)

243. yr=g. :c.(1+e c q)‘a x?)(14e*crp?*2e.2?)....(14-e* c*p*ne.ax?)"

44,
Maintenant faisons dans Fexpression de 1——1"—-‘” g = g- En sup-

Ps €
posant pour abréger

U4, o = (1t-eEcPua)14-LrP 202 ... (14 P na. x’),

on aura

LI (U I PR R ‘___,___w__ R PR B
AR T e

or, en falsant dans (230.)
0 = + (n—im’ —-a)a, B

on a
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O(L + @n—m)a) = 0(%—(m'+1)a),
donc en vertu de la formule (voy. 17.):
o(3—«) = o(z+4),
il viendra: o
O(L + @n—m)a) = O(2+4 (n' +1)a).
Ceite équation fait voir qu'on peut éerire Texpression de 1— —2%
comme il suit: * . ‘ ¥
245, 1—LZ ‘

‘sz

= (1—cx) 1—-———‘-”5—'-’ 1—+z..... - 4
)| rcees) RS G cremi

En mettant —2 au lieu de -}, on aura semblablement

6. 14 XZ
= (tea) (14— 1+ e 1 =
el () )
Donc si l'on fait '
‘ ' 1 .
W y=kAdx; e = — "
ou £ est indéterminé, et - k-g:g S

t=1——= V... i——2—]), |
I G R )
‘ t, = l++ cerees l--’-’—'—w-ﬁ‘—---————,~ . ;
( ‘P(‘fz_'f‘“)) ( ‘P(?+"“))
" on aura: : .

249.

De la méme maniére, en faisant
) )
NN B T yw ., \I
. glite ¢ol\5itne ‘
o ) (ol
ss=Ir+4—<]...... 14—,
=) (o)

13 ¥
l—ec,y = (1—c2).—

o) '1+c?y = (1+/cx)%.

Crelle’s Journal. XII. Bd. 2. Hft.
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et
21, ¢ = +

1
—
o - ea(g)

on trouvera ces deux équations: '

L
B2 1Feiy = a—ein).L; 1keiy = (1+eix).—zi.
Les équatlons 249. et 252. donneront.

Ly (dely) = Q+ea

(A —cly
et par conséquent:

%3, yla—ely)ately] =

Maintenant I'expression de y donne dy

f—-(; VI — 2% (14 2.
= .dx, ou P sera une fonc-
tion entiére de x du degré 42, donc: o
dy — 4 P o dx
VId—c/y?)Ately®] = —ttyss: VIU—c*x®)(I4e* 27)]"

se réduira 4 une quantité constante. En

. q- . P
Or je dis que la fonction TS

effet on a
. ! t3
, l—0¢y = (l—cx).?;

. . Pd
en différentiant, et mettant pour dy sa valeur "'é;:f » On aura

P = —{ctg——(l——cx) (26——" ,%)}
On voit de 1 que P est divisible par £. De la méme maniére on prou-
vera que P est divisible par les trois fonctions #,, s, s,» Donc si deux
quelconques des quatre fonctions ¢, ¢,, s, s, nont point de facteur com-
mun, P sera divisible par leur produit. Or c’est ce qu'on peut voir

. . ' . . P
aisément a laide des expressions de ces fonctlons. .
fonction entiére de . Or P est du degré 4n; et chacune des fOnctnons

P
L t, s, s, est du degré n. Donc il est prouvé, que T7 o5 ©st une quan-
159z

tité constante. En la ‘désignant par a, il viendra

dy : dx
Bl A=A = T VA= aTeal

Pour déterminer ¢ il suffit dattribuer 4 x une valeur particuliére. En
faisant p. ex. x-_-—_.o, on. aura

t=t=s=3s =1; ,P_._.e( -.Q'::%:—:’-ic.\la’x.
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Or en différentiant Pexpression de &, et faisant ensuite x =0, il vien- -

dra J'x=g, donc
255. a=kFk.g.

On peut donner- d’autres formes plus simples aux expressions de c,, ¢,
&, @, et qui mettront en évidence plusieurs proprietés remarquables de ces
quantités.

Par la formule 240. on voit que le coefficient de x"‘;’“ dans la fonc-
A

rpe.(p(e-{-a) .....

(=1 &
P:¢ (pa.@2e.....pna)*’
donc en remarquant que A4 = 1:

tion R est — TeFTa O d’aprés 23% 1o méme coefs

%

ficient sera

—1
00 = arr e 000l 0)-Q(e20)..O(r+2m0)
En faisant dans (236.), (243.) x =21, aprés avoir divisé par x, on
" obtiendra deux valeurs de %Ta-c, savoir '
1 e g(—=1"

donc, en les égalant: g
256, g = (—1)".(e)*(Qa.Q2.....Qnea),
et par conséquent: \
257. @,(e) = (ec)"(Pa.Q2a....0na) Qe Q(e+a). (e + 20).... P(e+-2n2)
=0©O+0C+a)+OE+2a) .+ Pl +270)

Cette équation exprime une propriété remarquable de la fonction . En

¥ posant e = —‘"2— et ¢ _?z, on obtiendra

0(3) ==t 50(2)-0 (5 +a)-p(3+218),
R Y P SRS OGite) .0 (Fi+210),

ou l'on a fait pour abréger
259. 8 = Qa.Q24.03a.....0na.
En remarquant que _
0(5 + @n—m)a) = O3+ (' +1)a)
et '

O(Zi4@n—m)a) = O(Fitm'+1)a),

et faisant .
23%
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260. k(e*c).d = f*,

on tire de ces équations
L= L)ool e,

261. ] VA @ ® . ’ @ . 2

-e-; =+ L {(D(—i—z-l-u).@(—i—z-l-zoc) ..... (D(—;z—z-[-noc)}.

Multipliant et remarquant qu'on a (18.)

¢z +a)0Gi+e) =

ec

II

on obtiendra

1 (=1
Cy ey b (ec)zn-}-x ?
d’oui .
262, c,e, = g et i

I

De méme en divisant on obtiendra:

c n on ® ' @ 4
Fo =T feom{o(z + «).0(5 +24) .. O(5 4 na)},
i—zf = (— 1) -;(ec)”‘. {@(%’1-*-9;)@(%1—‘-2“) ..... (D(gz-l- 7205)}4,
Précédemment nous avons trouvé ¢ ==k.g, et & = (—1)" (ec)*&, donc

\ 264. @ = f.8% (—1)~
Egalement nous avons trouvé y = k.4 (x), donc en vertu de (243.)

o ,l (p? a-—x‘)((p‘Qa——x')(qﬁSu-——w‘) ....... (@ ne —a?)
265, y = (—1f. (14-e*c*pia.x?)(14-e*c*p* 2. 2?%). .. (1+e’c P*ne.x?)’
Donc ces valeurs précédentes de ¢,, e,, @ et y donneront:

266. 9y ‘ adx
' T[(i—vfy’) (8 L4 ~r[(1*°’ HNA4-e2x?)]’
et de la

263.

Jdy dx
267. / V= ararl = o= are s

45. .
Les formules (261.) donnent les valeurs des quantités ¢,-et e,, ex-
primées en ¢ et e a laide de la fonction Q. Or on peut aussi les déter-
miner a l'aide d’'une équation algébrique. En effet on-a

pa+af =20 = L fzaus

{CP( ita) = ___!_(ﬂ-f) 1 14ege

@ el ‘1= ¢*a’
donc il est clair que les valeurs de ¢, et e, pourront étre exprimées en

et
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fonctions rationelles et symétriques des quantités Qa, Q2a, . « + « Pne.
Donc si 2724 1 est un nombre premier, on peut, en vertu de ce quon
a vu §. V., déterminer ¢, et e, a l'aide d’une équation algébrique du
(272-42)™ degré. On peut encore démontrer que la méme chose aura
lieu dans le cas ot 2721 est un nombre composé. Alors on peut méme
déterminer ¢, et e, a I'aide d’'une équation d’'un degré moindre que an+2,

Donc on aura un certain nombre de transformations correspondan-
tes pour chaque valeur de 27 1. ‘

46.

On a supposé dans ce qui précéde que e et ¢ soient des quantités
réelles et positives; mais ayant exprimé e, et ¢, en e et ¢ par des équa-
tions algébri'qtes, il est clair que la formule (266.) aura lieu également
en donnant 4 e et ¢ des valeurs réelles et imaginaires quelconques. Dans
le cas ot ¢ ¢* sont réelles, on peut méme se servir des expressions (261.),
(265.). Mais alors w et @ ne seront pas toujours des quantités réelles.
Au reste 'une des quantités ¢, et ¢, o cause de I'indéterminée f, peut étre
prise a volonté; seulement il faut excepter les valeurs zéro et Pinfini.

47.
Si T'on suppose ¢ et e réels et 22 41 premier, les valeurs de ¢, et

e, seront imaginaires, .excepté deux d'entre elles, dont l'une répond a
2m.w ~

2n4-1

— 2uwi
2n41°

2m.w

= + 2n+1

. o =
et lautre a

A, Supposons d’abord

Dans ce cas on aura (261)

1 _f 2mw w 2mw w 2,mw
== {o(% + o) o(3 +2.5720) 05 + )}
Soit p.2m=(2n-41)t*+a,, ou ¢ est entier et posmf et momdre que
2n+

s 0N aura

@'(2 +e 2?:1“’1) = @(2 e iy +“) (=" (%"i’z'?-f_i)
= @(M LAY
- 2n41 "2
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“Or les nombres @,, @, a; . ... @, seront les mémes que les suivants
1, 2, 3,.... n; mais dans un ordre différent; donc l'expression de .

;1!- pourra dtre mise sous la forme
208 L = 2oy D) 0t )

‘De mé&me Péquation (263.) donnera

' 269. f-f—i(—-l)" (ec)’"{@(2n+1 2)@(2,,4.1 z) @(Z‘:—T:—ii'%)r’

. Soit maintenant ¢=1, ¢,=1, on aura, en posant * (—1)"=1:
29 o= {w(z—,;-irz —2’—)@(2,,+1 2) ----- ?(mgi )l
20, o = * o + Const
v (o) —= Ho (o) ==} Ao (i) — =)
{1'*"’2"”2(%}7) }{ tely <2n+1) } {“" 4 (2n+1) }’

271 y=(—1)fx.

| f= r“
72 @ =f { (2n+1> n+1 @(2n+1)} (—1)"
ou bien , 2
3. = @(2n+"1)‘q’(2nii @(QT-Fi)

® n—1 (=1
@(2n+1 2) ¢(zn+1 2) @(ET-F%'?)

'Si l'on suppose e moindre que l'unité ou égale a I'unité, e, sera tou-
jours moindre que e, et lorsque 271 est un trés grand nombre, e,
sera extrémement petit.

48.

Le signe ‘du second membre de léquatlon 270 dépend de la gran-
deur' de x.

. 11 pourra étre jugé aisédhent comme il suit. On a par ce qui précéde

VIA—y)a4ey)] = =21 —2) (14 o))
En supposant x réel, ¢* sera tou]ours fini et posmf de méme que

VQ+ely) et y(1+ex?). Done le signe du second membre de I'équa-
tion est le méme que celui de la quantité

ttls§, V(i—;—_—;—;), - — '
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maintenant on a

s, = 1-————31——\ e (1._.____13_______ |
(aeciem Rl Q= Corwn)
or (D(——z+ ) — f—r’g etc.,
donc ' A .
= {50 D)),

donc, en remarquant que « est réel dans le cas que mnous considérons,

on voit qle s.s§, sera toujours une quantité positive; or £.#, est réel, donc
2

. 1— ' - . .
Ia quantité ]/(1—__—;—) sera positive égalément, et par conséquent le signe,

2

dont il s'agit, sera le méme, que celui de la quantité ¢¢,. 11 n’est pas
difficile de voir quen vertu de (248.) et en mettant pour & sa valeur

——2 mo on aura
2n4-1’°

tt, = _—— . 1.._.___.;”_2____
2n—1 w
z 2n+1 2)}% ' (2n+1 z)} ; 9’ (2n+1 2)}
quantité qui est positive depuis % =0 jusqud x='¢>(2——_—|:—1._—2—), néga-
tive depuis x_©(2n+1 2) jusqu’a x_@(2n+1 g) positive depuis
x-—-(P(2n+1 ;’) jusqu’a m—(DQ i 2) etc. Si x est plus grand que

Punité, ¢¢, aura toujours le méme signe, savoir (—1)*

Donc, dans ce cas I'équation (270.) donnera, en intégrant et com-
mengant P'intégrale par x=1:

" [ rrmsigem = o v

81 la valeur de x est moindre que l'unité, on aura

dy - da
5. foa=yiram = =i + Gt

entre les limites .
4m-— ) 4m41 o
Nongivz % = ‘p(2n+1 2)

;/':’-[(1 yz)(1+el‘ya)] = f’f[(l—ac*)(1+e x')] + Co\nst..

~ wfind1 o 4m<43 o,
entre les limites x—©(2n+1 03 et x—@(2n+1 2



180 ‘ 14. _Abel, recherches sur les fonctions elliptiques.

Si p. ex. on suppose x renfermé entre les limites

— 0l 9) o +0(G3)

on aura, en mtegrant et commengant Fintégrale par x =0,
x ox

, 277 ~/\YV"[(1 —“3")(1+e.}")] = Y V= te s
En faisant x=(p(m), on aura y= (—1)* et par suite:

f Oy = .0 (— 1)
' oV-[(i“J’z)(i‘l'":J’z)l 2(2n+1) ?

W 4ndg2 1 dy |

7 " S— . — 3

| 8. (—1).e o fm[<1—y=)(1+e:y=)1

Cette expression de @ est trés commode pour le calcul. En négligeant
les quantités de T'ordre e, on obtiendra

2719. (=1 . = 2n+1). 2.

En substituant et -négligeant toujours e? la formule (277.) donnera

“d’oﬁ :

( ‘ © .
/V[(1~x’)(1+e ma)] (2n+1)n.arc. sin. (y),

280.’ ' 1—-7—39—}0—%.‘7...;%1—-———?;5——}
y_ — (2'1+1) % (2n-|_—~i-) (271-!—1) .
{1+e @2 n+1)x} ..... {1+e @ (i—-—-;-)-’l‘z}

B. Dans le cas a = 2” _i 7> ©On trouvera de la méme maniére la
formule suivante

281. f Vi = w=)<1+e == “/ V[(i-—y=>(1+e1yz>]’

ou
6 =" 7 @i\ J @i n—1 a@i\\*’
e”"“-{'@(Q‘ﬁﬁ*g‘)‘”(ﬂjﬁ-?)"-"? 2n+1 2)}
‘p(2n+1 PX ¢(2 T ’g‘ (ln+1 59 "¢(2n+1 T )}
| y=‘ oH {xz-—?’ (2,,..;..1)} . i%)} {‘” —9 (2:::1)} ’
Ve {t+ey a(zn-i-l) = {ite ’Qﬁ'ﬁ) wfoo eyt (2:?;1) =)

La formule précédente a lieu pour toutes les valeurs de x moindres
que lumté. : : : '

R
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49. -

Pour avoir une théorie complete de la transformation des fonctions
elliptiques, il faudroit connoitre toutes les transformations possibles; or
je suis parvenu a démontrer, qu'on les obtient toutes en combinant celle
de M. Legendre avec celles, contenues dans la fornmiule ¢i-dessus, méme
en cherchant la relation la plus générale entre un nombre
quelconque de fonctions elliptiques.

Ce théoréme dont les conséquences embrassent presque toute la théo-
rie des fonctions elliptiques, m’a conduit & un trés grand nombre de bel-
les proprietés de ces fonctions,

5. X

Sur l'intégration de I’équation separée

’ Oy ox

VA= A+l = CVIa=®aFee)
50.

On peut toujours comme on sait présenter l'intégrale compléte de
cette équation sous une forme algébrique, lorsque la quantité constante
@ est un nombre rationel, quelle que soit d'ailleurs la valeur réelle
ou imaginaire de p. Mais si @ n’est pas un nombre rationel, cela n’a
pas liew. A cet égard je suis parvenu aux théorémes suivans:

Théoréme 1. En supposant @ réel, et I'équation mtégrable algé-
briquement, il faut nécessairement que .a soit un- nombre rationel.

Théoréme II. En supposant @ 1mag1na1re, et I'équation inté-
grable algébriquement, il faut nécessairement que @ soit de la forme
m*y —1.y'n, ol m et n sont des nombres rationels. Dans ce cas la
quantité g n’est pas arbitraire; il faut quelle satisfasse a une équation
qui a une infinité de racines réelles et imaginaires. Chaque valeur de
p satisfait & la question.

La démonstration de ces théorémes fait partie d’une théorie trés
étendue des fonctions elliptiques, dont je m’occupe actuellement, et qui -
paroitra aussitét quil me sera possible. Je me borne ici & considerer un
cas particulier, quon peut tirer des formules du paragraphe. précédent.

Si dans la formule (270.) on pose -

' 1

e, o= —

9
[ B
Crelle’s Jourpal. III. Bd, 2. Hft, - , 24
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et ¥i a la place de ) il viendra

ay dx
282. V'[(l-—-y’) (1+e )k =ey— 1 'V‘[(l——x“)(l +e2a?)]”

{q)z(2n+1 "“2} "{‘Pz(zn-u "‘”2}
{1’1‘”‘7’3(2:-;- 1)‘*"“’2} {H'” ‘P(2n+1)””

@rest déterminé par I'équation (269’.) qui deviendra
np1 2n—1 o
1= e {@(2n+1 7). "‘P(zn-}-i 7

et a par:

\

ou

283, y =+ —1.eRy

2

284, no \
5 (2n +1) (m—I ‘ )
2n—1 o

¢(2n+1 2) (2:+1 2)

Donc on connoit une intégrale partlcuhére de I'équatien (282.) et par
conséquent on en pourra trouver lintégrale compléte.

Dans le cas que nous considérons, la valeur de @ est y (2n4-1);
ce quon démontrera aisément comme il suit:

En mettant dans l'équation (282) y=2zy —1, et intégrant entre

les limites zéro et @(m) , 11 vxendra

1
e

1
1

5 = f - 9z e
2 TJVIAF2)d—er 2] '4n+2’
en remarquant ‘que les limites de 2z seront zéro et —:— En faisant de

‘méme x==2zy"—1, et intégrant entre les limites zéro et —» on trou-
vera que les limites de y seront zéro et T'unité et par conséquent

@ e dz ®
f V'[(i—'y‘)(l-l‘e J'“)] 2 ai/;"‘-’[(i'l"z’)(i—*e z‘)] =23
Donc on a
[og — [ 4 @
2 = 117
et ,
, o @,
o T =47
d'ou l'en tive
285. =vy(@2n+1),

a
286. — = y(@n+1)
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Donc l'équation différentielle de'viendra°

a dx
287. v'[(1.-y2)(1+e I V—1.v@nt). VA—a®) (I 4e 22

51.
Pour donner un exemple, considérons le cas olt 7==1 et n=-2,
4. Si n=1, on aura:

oy v—3. . 9x
VTS a7 = Viad—a) At = )]
(0]
q,a —)—2
y=y—1l.e.x (3

e est déterminé par I'équation: . .
=e{o(z2)-
0 _ ooy _ o(xy 15 _ Vlt=r(5
o) = olz—3) = o205 = i
3 3
= ¢°, 1""?(%)/ = ez—e%q)z(%)_).
e (5)  t+er(3)

Maintenant on trouvera en combinant les deux équations et remet-
tant pour @ sa valeur y3:

On a

donc

V3 = e-¢2(§‘)’

?(5) =2

done

et par suite

__ e*—eYV3
1= 9353
de la ‘
e —2y3.e =1
et
e =y3-42

~ Ayant trouvé e, on aura
¢(3) = --7— = 2y3—3.
Donc on aura Iéquation différentielle:

dy 3 dx
- 288, VA=A +@FVaH 7] — 4 V(I —2*)14+Q+V I a?))’

24>
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qui sera satisfaite par Tintégrale algébrique: )
: ‘ V3—(2+4V3).x* - .
T ‘f"l"""’1+1f3((2fi-\f3)).wz' \
Si T'on pose xy (2—V'3) au hieu de =, et yy(2—y3).y—1 au
. lieu de ¥, on obtiendra Féquation: ~ o »
289, or = V3. o
VI1—2V3,y*—y4)] : VI142V3.x* —a4)]’
qui sera satisfaite par

V3—a*
A EN
B. Si rn=2, on aura I'équation_différentielle
. dy = y—5 dax
VId—y*) A4y Vl—a*) At a?)]

R - A
y= ‘/.—Le‘xi-}-e‘.(p’(%).x’.l-{—e“'.q:’ (%ﬂ').ac’,
290, 1 =¢% QD’(%).QD”(%)); Vo = e2@? (%)@“(2—5—“)
On a ‘ 26
o) =rls-1) = 1
01 ¢ ,, 3 (2)
@ =G0 =
1&+3) _ 1) _ 1E) 7)o ()0 (5)2(5) 2 (5)
r(+s)  m(7) )3 +ee)0(3) () ()
()7 (3 +o ()0(5)#(3) £ (5)

el )
En multipliant ces valeurs de f(}:) et f( 2 ) |
que | r3) (5

enfre elles, et remarquant
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btiend
on obtiendra L P (’(g)fﬁ (359)
| t— e (2).92(39) .22~

ou l'on a fait pour abréger \
75)-7(3)

2w @\ "
(5)-#(3)
Cela posé, les équations (290., 291.) donneront

1=er, o(5)e(5) =7

e
donc, en substituant

P =

1_vs
1 PEREPE ______1._ 1—eV'5
eVe 1____'\/;5_“ ' e—V5H?
e
et de Ia _i—evs
Ve = =vs"

e—1— 542y 5)e(e—1) = 0.
Les racines de cette équation sont
e=1, e=2%/5—2y(2+VI), e=2+Vyi+2v2+VI)
La derniére de ces racines
e =2+v5+avetys) = [+

répox-i& a la question, car I'équation

1 = ¢.¢°(g5)- (35

fait voir que e doit &tre plus grand que l'unité. Connoissant e, on trouve

la valeur des quantités @(—g—)-) et qo(%ﬁ’) comme 1l suit:
Nous avons ‘ 9
(37 E),
=@)eE)
or en faisant ¢(_‘;i)-_— o et @(25-”) =, on aura
)= )=

P(3) = rews P(F) =1+08,

1 =Pt =c¢
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donc: A+ ea)(1+e0) = 1 —a’)(1— ),
1+ 8@+ )+ e f = @ —e @ + ) + o,
e —1—¢é'(e—1).a’P® = e*(e}1).(a*+;

or nous avons trouvé plus haut «?3°= V;"’/, donc:

E—1—ele—1)y5 = e*(e+1){a*+ .

Done on connoit a%3* et a®- 3° et par suite «® et 3* par la résolution
d'une équation du second degré. On a donc aussi la_ valeur de y, qui
satisfait & I'équation: '

292, 9y
Vi1 —)’“)(1+(2+V‘;5 +2V 24V5))2.y2)]
— — '] w -
= V=3 A= I F TV TV aFVoF =1

Si T'on pose .;—e au lieu de z, et £ V‘;.'e—i au lieu de ¥, on obtiendra

I'équation
293. 9y = V5. O
VA—IVEFVH 7] VIAFEV VD) .a —=’
V55—V (104-2V75). x> Fx*
Y = XTIV (1042V5).a" F
52, 4

Dans les deux cas que nous venons de considerer, il n’étoit pas dif-
ficile de trouver la valeur de la quantité e, mais la valeur de 2 étant
plus grande, on parviendra a des équations algébriques, qui peut étre ne
seront pas resolubles algébriquement.

Néanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par
~ des séries, et comme leur forme est trés remarquable, je vais les rap-
porter ici: ;

En faxsant dars la formule (206.) du VII™ §. « =1, on aura, en

remarquant que c=1, s cp(—) = .% ,

oo = dnfpl o

\
ou

ou "
o= 1"
En faisant de méme dans la formule 04.): a = -g—i , on aura
cp(%i) e —;'—; g = ]z2 =cos——+ tsm-i-— i, donc '



14. Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 187

1

i——

T z
0;0 r-:&-r::l ra+r__3+ano-}

i
_——
e

mlw

c’est-a-dire

& = 4=. { z+1+ o+1+ xo+1+""}
ou o
r= k% ®,
Maintenant dans le cas que nous considérons, on a
| = =y @nt),
et par conséquent
AT '\f’(zn-i-)) Il 5 V'(sn+1)
th‘(nn-l-l)_I_ 1 + hSnV'(m-}-x)_I_ 1
Cette_ formule donne la valeur de :

292, w=4ay(2n41). g +z

@ ‘“/ v‘[(1—x=) (1+e FOYE

Ensuite on aura Ia valeur de e par la formule qui, en substituant pour

T L L
g sa valeur A° % = AV (1) 2 donne
__ .
, 4n A2 VY (2n41) L2 VY (2n41) ,
293- e — ‘_‘u— p + 3" + o000

LV ent1) +1 RY (entr) +1
A est le nombre 2,7182818....

Addition au mémoire précédent.

Ayant terminé le mémoire précédent sur les fonctions elliptiques,
une note sur les mémes fonctions par Mr. C. G. T. Jacobi, inserée
dans le No. 123. annéde 1827. du recueil de Mr. Schumacher, qui a
pour titre ,, Astronomische Nachrichten,” m’est venu sous les yeux. Mr.
Jacobi donne le théoréme suivant:

Soit p un nombre impair et @ un angle tel quon ait, en désignant

Fintégrale ‘/.;,.(ﬁ et 0) prise de 0 jusqua 6, par F(k, 6):
. Fk,0) = = F(k 9073

1
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et en général 6 un angle tel, quon ait
Fom) =& .F(k 907):

soit déterminé encore l'angle ¢ par l’équatlon

. .\ _ tangi(6'—06) tangi (0"'+0)' tang L.(0P—2) 4 6)
tallb (450 --r‘l") tang (0 +0) tanc ‘2( 0) cee s tangz (0(/}-—2)"‘—0)
on aura:

F(,0) = pF(, ).
Il faut admettre le signe supérieur si p est de la forme 4-n+1, et
le signe inférieur, si p est de la forme 47—1. + doit étre pris entre

m

1 . . ,
5T et m;‘ @, 51 0 tombe entre 6 et 6™, Les constantes u et A se

tang (45° F £6),

déterminent de différentes maniéres. On a p. ex.
. 1 -
= 2(cosec ' —cosec 0" 4. ... - cos 0P—2) + 1)?
A= 2ku(sinl—sin0"4.... 5 sin 6P+ 1),

Ce théoréme élégant, que M. Jacobi donne sans démonstration est
contenu comme cas particulier dans la formule (227.) du mémoire pré-
cédent, et au fond il est le méme que celm de la formule (270.)

Nous allons démontrer cela.

En faisant dans Tintégrale

& —/V[(l—ac’)(l—-k“x’)]’ -

x =='sin b,
on aura
% "'./ V‘[(i—k25m=0)]’
mais
= Qu«,
donec:

o = F(k 6) donne sinf = Qo.
Si 0_..9()", onax=1, donc

v . 5 = F(k, 90°)
Donc en faxsant 0 = 6("‘9, on aura -
m —_ (] ™ — B
F(E, 6™) = ’*13-7_2—, et smﬁ‘ ) : ¢( ) )
Cela posé, faisons dans (269’ et 270.):

& = N, e‘-.-—-l:‘, ;zz

(""“:Un :
) 4 2
= (—1)"sin0, Yy = Sm\IJ, ‘on + 1 =p,
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il viendra:

o
(1) /V'(i k3 sin? 0) — M’./';/'(l— .sin2 1) + 0

~ou les quantités p, A, J sont déterminés par les équations
A= B {sin@.sin6".....sin 0},

— {Sin O'sinf"..... sin 0(2"—‘)}’
sin@’sin@.....sin 6 )’
ke {sin? 6" — sin? 0} {sin 6 —sin? 6} ... {sin? 6 — sin> 6}

sin Y = === . sin 0 .
S = R, S0 {1—%2 sin?6"sin?0) {1—k*sin20 sin*6} . . . . {1—k?sin?6@M sin? 6}

Nous supposons # moindre que lunité, car dans le cas contraire w sera
une quantité imaginaire.
Celd posé, considérons les équations 249. En remarquant que

¢c,=c=1, on en tire
V@) = S V)

e o) me o)
o(3+a)+e o(g+20)+e  g(g+ne)te

iy
2me

2n4-1
2n—1 o 2n—3 w 1 w
i _ ‘P(zq_—ri)*"” ‘4”(2—“,,4_1'?)—“ (=1 -?(z—n+1°‘«z)*m
t; (2n—1 o " (2n—3 w e n 1 () :
q7(2n+1.-72—)—-x q)(2n+1'—2—)+m (=1) ‘¢(2n+1'?)+x
Maintenant on a
x = (—1)" sin0, et <p(
donc en substituant:
l/ (1——— sin w) __l/ (1—-(-—1)", sinﬁ) sinf'—sinf sin6"”--sin@  sinfC—)J-(—1)"sin6
I:}-sinw TV \14-(—1)" sin6/ "sin6' 4-sinf " sin@""—sin0 """ sin@@—)—(—1)"sinf’
et de la
tang (45°—3 v)
__ tang3(6—6) tang} (0" 0) tang ¥ (0Cn=1) - (— 1) 0
~ tangi (04 0) tang(60"—6) """ tangi (6= — (—1) 0
Ceest précisément la formule de Mr. Jacobi.

b

 cest-a-dire en faisant o = et m = —1:

1 (m)
In +1 2) = sin 6™,

tang [45°— (—1)" 0].

Dans la formule (1.), on peut toujours supposer le second membre
positif. En effet, en différentiant, on aura

N V(1 —A3sin? )
tod = V(1—7k*sin® 0) 96,

Crelle’s Journal, III. Bd. 2. [1ft. 25
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En supposant 0 toujours croissant, le second membre sera toujours po-
sitif. Donc en déterminant la valeur ' de sorte quelle soit croissante
et décroissante en méme tems avec 6, on doit _prendre le s1gne supé-
rieur. On a donc
00 _ aw
oV (1—k?*sin*0) — R/, V(1 —A*sin*y)’

F(k,6) = u.F0, ).
De la remarque que i doit étre croissant et décroissant en méme tems
avec 0, et en ayant égard 4 la formule, on tirera aisément la conséquence

que ¢ doit tomber entre %w et 7#

Quant aux quantités A et p, il est évident qu'elles ont nécessaire-
ment les mémes valeurs que celles de Mr. Jacobi. Mais les expres-
sions que jai données seront plus commodes pour Tapplication, et font
voir clairement que A est extrémement petit, si 2 est un peu grand.
Au reste on peut sans difficulté démontrer leur identité a laide de la
formule 257,

ou bien

w, s1 0 tombe entre 0™ et OtV




