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D a s  h o m o g e n e  G r a v i t a t i o n s f e l d  u n d  d i e  
L o r e n t z t r a n s f o r m a t i o n e n .  

Von Karl Bollert in Berlin-Friedenau. 

Mit zwei Abbildungem (]~ingegangen am 4. Juni 1922.) 

Der Zusammenhang zwischen der speziellen und der allgemeincn" 
Relativitatstheorie ist dadureh hergestellt, dab es in einem beliebigen 
Gravitationsfeld fiir die Umgebung eines jeden Weltpunktes lokale 
starre Bezugssysteme gibt, in denen die spezielle Relativit~tstheorie 
gilt. Es sind das diejenigen infinitesimalen Bezugssysteme, welehe 
frei beweglieh sind, und daher an der Gravitationsbewegung teil- 
nehmen. In bezug auf diese ist fiir alle freibewegliohen K~rper, 
deren Massen so klein sind, dab ihre Riiekwirkung auf das Feld ver-. 
nachl~ssigt werden kann, die Gravitationsbesehleunigung in der 
Umgebung des Weltpunktes gleieh Null. In einem solchen lokalen 
Inertialsystem ist also kein Gravitationsfeld mehr vorhanden. Frei- 
beweg|iche K6rper bewegen sieh naeh dem Tr~igheitsgesetz, Uhren 
und Mal~st~be verhalten sieh den Gesetzen der speziellen Relativit~its- 
theorie entspreehend. Die relativ zu dem ursprfinglichen Gravitations- 
feld ruhenden Gegenst~nde, hiingende Lampen usw., ffihren eine der 
Gravitationsriehtung entgegengesetzte beschleunigte Bewegung aus, 
deren Ursache yon einem in dem Inertialsystem ruhenden Beobachter 
in den elastischen Spannungen der Aufh~ingevorriehtung gefunden wird. 

Die lokalen Inertialsysteme haben in einem beliebigen Gravitations- 
feld, der yon Weltpunkt zu Weltpunkt variierenden Besehaffenheit 
des Feldes entspreehend, selbst eine relative Besehleunigung in bezug 
aufeinander: Es ist also im allgemeinen nicht m6glich fill- einen end- 
lichen Bereieh das Gravitationsfeld fortzutransformieren. Unter einem 
homogenen Gravitationsfeld sell ein solches verstanden werden, dessert 
Feldwirkung ffir seine ganze Ausdehnung, von einem geeigneten 
starren System ans betraehtet, verschwindet. Naeh der klassischen 
Meehanik wfirden in diesem starren Inertialsystem alle in dem ur- 
sprfinglichen Gravitationsfeld ruhenden K6rper gleiehe, yon err und 
Zeit unabhiingige Beschleunigungen haben. Da in dem Inertialsystem 
die spezielle Relativit~tstheorie gelten sell, ist, wie wir gleich sehen 
werden, ein solches Verhalten unm~glich. Wit wollen nns die Ver- 
h~ltnisse in dem Inertialsystem ansehaulich vor Augen ffihren, indem 
wit naeh dem Beispiel yon Minkowski  uns auf die Vorg~nge in 
einer Ebene beschr~nken. Wir erhalten dadurch die M6gliehkeit, uns 
die aufeinanderfolgenden zeitlichen Zustiinde durch ~[bereinander- 
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sehiehten im dreidimensionalen Raume graphisch darzustellen (Fig. 1). 
Wir  wollen das Inertia]system so wiihlen, daft es zu Beginn der Zeit- 
ziihlung mit dem Ruhsystem zusammenf~llt. Die Weltlinien yon frei- 
beweglichen Massenpunkten, die zur Zeit t - - 0  relativ zu dem 
Gravitationssystem ruhten, sind dann zur GAchse paral|ele Gerade, 
und mit ihnen verbundene objektiv gleiehe Uhren,  die zu Beginn 

X = _ _ ~  z 
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X 

Fig. 1. 

der Zeitz~ihlung die gleiche Zeigerstellung hatten, werden in jeder zur 
t-Achse senkreehten Ebene wieder eine gleiche Zeigerstellung auf- 
weisen. Die Weltlinien der relativ zum Gravltationsfelcl ruhenden 
Gegenst~ndo wfirden nach der klassischen Mechanik Parabeln sein, 
deren Gleichungen in dem Minkowsk i schen  K6rper die Form 

s = ( x - - x O  ---- 1/~rt~ (1) 

besitzen wiirden, wo ~' eine konstante Gr6Be ist. 
Fiir beliebige Werte yon t i s t  das in der speziellen Relativitiits- 

theorie ohne weiteres ausgeschlossen, da dann die Gesehwindigkeit 
dieser materiellen Punkte P fiber jede Grenze hinauswachsen wiirde. 
Abet  auch fiir hinreiehend kleine t kSnnen die Bewegungsgleiehungen 
nieht die elw~ihnte Form mit konstantem ~ besitzen, denn das 
wiirde bedeuten, daiS die Ruhbeschleunigung der starr miteinander 
verbundenen Punkte der x-Aehse konstant ist. Ihre Weltlinien wiirden 
also~ wie Herr  M. B o r n  ermittelt hat, kongruente Hyperbeln sein, 
and die Lange eines starren, in der Bewegungsrichtung liegenden 
Stabes w~re fiir den Beobaehter im Inertialsystem unabh~ingig yon 
seiner Gesehwindigkeit. Ein soleher Stab AB yon der Ruhl~inge dx 
muff aber, wenn er die Gesehwindigkeit v erlangt hat, die Lorentz- 
verkiirzung 

q)2 
d x ( l - - V 1 - - - ~ )  

aufweisen. Dies ist of[enbar nut  m6glieh, wenn sein ffir den Inertial- 
beobaehter vorderes Ende in derselben zeit  einen kleineren Weg 

Zei t~hr i f t  t~tr Physik. Bd. X. 19 
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zuriicklegt "als sein hinteres Ende. Bezeichnen wir die Koordinate 
seines vorderen Endes A zu Beginn der Bewegung mit xa, seines 
hinteren Endes B m i t  Xb, die Geschwindigkeiten entsprechend mit va 
und vb, we va und vb nieht nur Funktionen yon t sondern auch yon 
xa beziehungsweise yon Xb sind, zwisehen denen fiir dasselbe t die 

~Vb 
Beziehung besteht Va --~ Vb -~- - ~  dx, so ist hiernach die Lorentz- 

kontraktion 

= ~ V b d t - - [ v a d t  oder 8b - -  Sa  
t J r ]  

0 0 

t 

d t  = a x  - - 7 ; ~  
0 

Dureh Division yon dx  und Differentiation nach t ergibt sieh 

~v ~ 1 - -  - -  ~ c ~ ~t 
. 

~x - -  ~t t /  v 2 
/ 1 - - ~  

Durch nochmalige Differentiation nach t unter Vertausehung der 
Differentiationsfolge auf der linken Seite folgt daraus 

~t  __  ~ v  v + ~_.vv c t / c 2 - - v  ~ 

~ x  Ot 2 c~/c~--v2 ~t Ot 

Fiir den langsam bewegten Pnnkt  ergibt sieh 

0b v2 3v 0x 
- -  _ _  - - .  

0x c~ oder ~ - -  c~ 

1 x 
Di~ Integration ergibt ~ = ~ + C. Fiir x - -  0 finden wit C, =-  1 .  

Es besteht also zwis~:hen der Ruhbeschleunigung im Koordina~en- 
anfangspnnkt ~'0 und der Ruhbesehleunigung 7 in der Entfernung x 
die Beziehung 

7 - -  7____L_' (2) 
~% x 

I+ c2 

Da es sich nur am die Ermittlung dot Ruhbesehlennigung handelt, 
h~tten wir die Reohnung einfacher gestalten kSnnen, wenn wir, unter 
Beriicksiehtigung der Tatsache,  daft 7 elne Funktion yon x ist, yon 
der Gleiehung (1) auSgegangen wiiren. 
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Es w~ire dann s ~----~t~ und 

V~ 

- -  1 /  V2 C2 Also dpt-----~2 1 ~ 1 - - -  = 

dx 2 V c ~ 4/ v ~ 
1 ~- V 1 e" 

Setzen wir v = 7t, so ergibt sich ffir t --- 0 

d7 __ 7 2 
d x  c~ 

in ~bereinstimmung mit der Gleichung oben. Setzen wit also in (1) 
ffir 7 den Wert  (2) ein, so ist (1) fiir kleine t die Gleiehung eines der 
start verbundenen im Gravitationsfeld ruhenden Punkte der x-Aehse. 

Die zweite Aufgabe, die wir zu 15sen haben~ ist die Bestimmung 
der Zeitfl~iche fiir den im Gravitationsfeld befindliehen Beobachter, 
d. h. die Ermittlung des Ortes aller derjenigen Weltpunkte, die fiir 
diesen Beobachter gleichzeitige Ereignisse darstellen. Auch hierfiir 
liefert uns die spezielle Relativitiitstheorie die notwendigen Grundlagen. 
Der eigentliche Gehalt der Lorentztransformationen liegt in der Ver- 
schiedenheit der Zeitmessung fiir zwei Beobaehter, die relativ zuein- 
ander eine Geschwindigkeit haben. Liigen fiir beide die gleiehzeitigen 
Ereignisse auf derselben Zeitebene, so wiirde ein Lichtkegel, der vor 
dem Koinzidenzpunkt der beiden Beobaehter sich ausbreitete, yon der 
Zeitebene in Kreisen gesehnitten werden, die fiir den bewegten 
Beobaehter exzentrisch sin& Dieser wiirde sieh also nicht im Mittel- 
punkt der Kugelwellen befinden, sondern die Liehtgeschwindigkeit 
wiirde in irgend einem Punkte der x-Achse in der positiven Richtung 
eine andere sein als in der negativen. Die Zeitebene muff deshalb 
fiir den bewegten Beobaehter so geneigt sein, dab auch dieser sich 
dauernd im Mittelpunkt der Lichtwelle befindet. Dieses Axiom yon 
der Umkehrbarkeit des Lichtweges, welches sehon der speziellen 
Relativit~itstheorie zugrunde liegt~ wollen wir in die allgemeine mit 
heriibemehmen. Um die Zeitfliiehe fiir den Gravitationsbeobachter zu 
erhalten, miissen wir also dureh den Ranm-Zeit-KSrper diejenige 
Fl~che legen~ die aus allen infinitesimalen Liehtkegeln Ellipsen heraus- 
sehneidet, deren Mittelpunkte auf den dureh die Scheitelpunkte ge- 
henden Weltlinien der im Gravitationssystem ruhenden materieUen 
Punkten /) liegen. Die Gleichungen dieser materiellen Punkte sind 
zu Beginn der Bewegung dargestellt dutch die Gleichungen (1). Die 

19" 
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Tangenten dieser Kurven sind fiir den Gravitationsbeobaehter die 
momentanen Zeitaehsen. In der Umgebung eines im Gravitations- 
system ruhenden Weltpunktes miissen also die yon diesem Punkt aus- 
gehenden beiden Seitenlinien des Lichtkegels zwei zugeordnete, die 
Tangente in dlesem Punkt und die in der Zeiehenebene liegende Spur der 

Zeitfl~ehe die beiden anderen 

Fig. 2. 

zugeordneten Strahlen eines 
harmonisehem Biisehels bilden. 
Das sind ot~enbar die Be- 
dingungen, dab das zwisehen 
den beiden Seitenlinien lie- 
gende Stiiek einer zur Spur 
parallelen Strecke von der 
Tangente halbiert wird. 

Bezeichnen wir die Richtungswinkel der 4 durch P(xt )  gehen- 
den harmonisehen Strahlen wie in Fig. 2, so ist der analytische Aus- 
druck fiir diese Forderung: 

tgc~tg 0~1 qt- tg/3tg/3a --" 0 

d~ 
Von diesen Riehtungskoeffizienten ~ sind tg/3 und tg/3a bekannt 

als die reziproken Werte der Geschwindigkeit des Liehtes in der posi- 
riven und negativen Riehtung der x-Aehse und tg ~x naeh Gleiehung (1) 
ale die Gesehwindigkeit des Punktes P. Es ist also 

1 1 1 __-I- ~Oc 2x (Fill" kleine 
- -  tg ~a --" - -  Werte yon t). 

tg/3 --- c '  tg/31 = c ' rot 

Die Differentialgleiehung unserer Zeitfl~che lautet a]so 

dt 1 + 7'o 
c 2 1 

~ . 0 .  
dx ~'o t c~ 

~~ C, fiir x --- 0 erhalten Die Integration ergibt In f ~ In 1 -~ c~ J - -  

wir In to - -  C. 

Die Gleiehung der Zeitfl~ehe lautet also fiir kleine Werte yon t 

( <s) t : t o  1 +  c 2 /  

Unter denbelben Voraussetzungen sind t u n d  to nicht verschieden 
yon den Eigenzeiten d~ der mit den Punkten P verbundenen Uhren 
mad es ist z zugleioh die mit etarren Maflstiben im Gravitations- 
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system gemessene Entfernung veto Anfangspunkt. In der Gleiehung 

d~ - -  d% _(1 -~- --~--)7~ sind also keine auf das ursprfingliehe Inertial- 

system sieh beziehenden Gr6Ben mehr vorhanden. Sie ist also nicht 
mehr an den Zeitpunkt zu Beginn der Fallbewegung des yon uns 
gerade gew~hlten Ruhesystems gebunden, sondern gilt, wie das bei 
den station~ren Verh~ltnissen im Gravitationssystem such selbst- 
verst~ndlieh ish ohne Einschr~nkung. Die Verh~Itnisse im Gravitations- 
system gestalten sieh jetzt sehr ansehaulieh. Bezogen auf das momen- 
tane Ruhesystem dreht sieh die Zeitebene, wie aus Fig. 1 hervorgeht, 

c~ 
um den Punkt x = - - - - -  Die der gravitierenden Masse n~kher liegenden 

70 

1 -i- 7o._~ 
C2 

Ereignisse verlaufen also langsamer. Die Glei~hung tg er 1 ~--- 
~ot 

geht mit Benutzung yon (3) fiber in t g ~  --- to. Die Welflinien 
70 

der Punkte P werden also yon der Zeitebene unter gleiehem Wink~l 
gesehnitten. Sie bilden daher in bezug auf den Drehpunkt eine 
Schar iihnlicher und iihnlich liegender Kurven. Die in unserer graphi- 
sehen Darstellung in Fig. 1 vorhandene Dehnung der Abs~nde 
zweier Punkte P ist also ffir den Gravitationsbeobaehter nieht vor- 
handen, da seine MaBst~be sieh entsprechend vergr6~ern. In seinem 
Raum gilt die euklidisehe Geome~rie. Die Invariante des homogenen 
Feldes ist naeh allem also 

~,oX~ dvo~ - -  dxa d~a. = c,  1 + _ ( 4 )  

Zum SchluB wollen wir noeh das Fallgesetz ffir das Gravitations- 
1 

system angeben. Es lautet ffir den langsam bewegten Punkt s~---~-~tx a 

1 ( +YoX~.  DieRnh- oder unter Benutzung yon 1 und 3: s - -  ~ ~'0 %2 1 ca ] 

besehleunigtmg ist also 

d 2 s - -  ~'o 1 -I'- (5) 

Diese Werte hittten wir iibrigens aueh aus (4) erhalten k6nnen. 
Die Welflinien yon freibewegliehen maSeriellen Punktcn Aa und B2 
sind charakt~risien durch die Gleiehnng ~ ~ ds ~ 0, wo 

ca / - kdn/  
ist. 
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Die erste der dazugeh6rigen Lagrangesehen Gleiehungen lautet 

~q~ ~)H 0 oder --- 0 
dv o ~x dvo H 

7oX~ also Fiir kleine Gesehwindigkeiten H ~--- c 1 ~ v2 / 

dr"}'=-- I+ .:/to. 

In Beginn hatten wit gefunden, dal~ ein beschlennigter starrer 
Stab die Lorentzverkiirzung aufweist, wenn die Besehleunigung seines 

hinteren Endes das(1 -~ 7X~fache seines vorderen Endes betriigt. \ 
Ffir den Gravitationsbeobaehter haben die Beschleunigungen des frei- 
fallenden Stabes A~ B~ diese Eigenschaft, weun wir bedenken, dal~ 
f-fir ihn A S das hintere Ende ist (Fig. 1). Es ergibt sieh also aueh 
ffir ihn eine Lorentzkontraktion. 

Bei der Benu tzung  yon r ~ 0 sind die Punkte des Stabes 
A B so behandelt, als wenn jeder fiir sieh fiele. Wit kommen also zu 
dem richtigen Fallgesetz (5), wenn wit annehmen, dab ein ausgedehnter 
KSrper in einem homogenen Felde spannungsfrei f~llto Von hier aus 
fiillt ein neues Lieht auf die Entstehung der Lorentzkontraktion. Wir 
finden n~mlieh fiir den bewegten KSrper dieselben Verhiiltnisse wie 
fiir den einzelnen Punkt. Da~ ein soleher im Inertialfelde sieh naeh 
dem Tr~igheitsgesetz bewegt und im Gravitationsfelde naeh den 
Gravltationsgesetzon, sind nicht zwei versehiedene Tatsachen, sondern 
ist nach dem /~quivalenzprinzip nur eine Tatsaehe, yon zwei ver- 
sehiedenen Bezugssystemen aus betraehtet. Genau so miissen bewegte 
starre K6rper im Inertialsystem die Lorentzkontraktion aufweisen, 
damit solche im Gravitationssystem spannungsfrei fallen k6nnen und 
umgekehrt. Letzten Endes ist die Lorentzkontraktion, die einer yon 
zwei relativ zueinander besehleunigten Stiiben aufweist~ auf die Natur 
der Spannungen zuriiekzufiihren, die in einem yon diesen St~ben 
immer vorhanden sein mfissen, und zwar sind dies im Inertialsystem 
die elastischen Spannungen des besehleunigten S~abes und im Gravi- 
tationssystem die ihnen entspreehenden Gravitationsspannungen des 
im Felde ruhenden Bezugssystems. Denken wit uns als ~-Aehse einen 
mit de~ gravitierenden Massen lest verbundenen Stab yon dem Quer- 
sehnitt 1 und der homogenen Massendiehte ~n, der fiber den Koordi- 
natenanfangspunkt um die L~nge Z hinausragen m6ge. Die ffir den 
Inertialbeobachter in ibm vorhandenen elastisehen Spannungen lassen 
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sioh einfaeh berechnen, wenn wir m so klein annehmen, dab die 
Riiekwirkungen des Stabes auf das Feld nieht in Reehnung gesetzt 
zu werden brauehen. Die Spannungen im Punkte x sind dann gleich 

z 
dem Gewicht des Stabendes yon der l - - x  oder ~ r n T d x .  Wir er- 

X 

halten die Spannungen nur rlchtig, wenn wir fiir 7 nieht den Wert  5, 
den y fiir den Gravitationsbeobaehter annimmt, wenn er sieh bei den 
Messungen seiner im Anfangspunkt befindliehen Uhr bedient, sondern 
den natiirlieh gemessenen Wert  einfiihren. Unter diesem natiirlieh 
gemessenen Wert  yon 7 verstehen wir den Wert  der Besehleunigung 
an einem Punkt ,  verg]ichen mit einer dort befindliehen Uhr,  denn 
diese lokalen Uhren, die im Inertialsystem alle die gteiehe Gesehwindig- 
keit anzeigen, sind es, mit denen in diesem System die Zeit gemessen 

- t a ist, ist die natiirliehe Beschleunigung wird. Da s.~--~7~ 

~0 

1 +  r0x 
ca 

Wir  haben also fiir die Gr6fle der Spannungen, die der Inertial- 
beobachter an dem Stab feststellt, den Wef t  

( 
t~ ~ [ roT~ dx ~ mc~l,t c a l .  

i + r~ x (1 + 
C a . C 9 ] 

Hieraus ergibt sich wieder  mit Hilfe des Impulssatzes *) 

d m v  ~tx  
-- divt~ ~ d t  ~ ~ x  

der Ausdruek 2. 
Man kann die Frage aufwerfen, wie sich denn ein solches Inertial- 

system, wie wires  bei unseren Uberlegungen benutzt haben, im Prinzip 
realisieren l~l]t. Wiirde man die obere Verbindung einer im Felde 
h~ingenden Stange oder die untere einer aufgeriehteten einfach 16sen, 
so wiirde ein solches System sieh erst Punkt  fiir Punkt sukzessive 
entspannen, ehe es frei f~llt. Es wiirde daher fiir unsere Zweeke 
nieht geeignet sein. Wir  k~nnen uns aber etwa folgende Vorrichtung 
denken: auf einen starken, l~ngliehen KSrper mit groflem Elastizitiits- 

z) Aus der Drehung der Zeitebene in einem homogenen Gravitationsfelde 
ergibt sigh aueh, wie ioh an anderer Stelle gezeigt habe (Die Einstei~sche 
Gravitationstheorie mad ihre Stellung im System der Gesamterfahrung, g. 24 usw.), 
e lne  einfache Erkl~rung des Uhrenparadoxons. 
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modul werde, wiihrend er senkrecht zum Felde, also in seiner I~ngs- 
richtung ungespannt ruht, eine Anzahl sehr dfinner Leisten mit ge- 
ringem Elastizit~tsmodul in einem solehen Zustand der Dehnung 
gelein~t, daJ~ sie beim Aufrlehten dieser Vorriehtung spannungsfrei 
sind. Eine solehe Leiste denken wlr uns in ihrer ganzen Ausdehnung 
fill" den Gravitationsbeobaehter gleiehzeitig, also in den Weltpunkten 
P gelSst. Da keine Ruhespannungen in diesen Leistungen vorhanden 
sind, sind auch in bewegtem Zustande in der Riehtung der x-Aehse 
keine vorhanden, denn diese Spannungen in der x-Riehtung sind eine 
Invariante der Lorentztranaformation. Naeh Fig. 1 bewegen sieh die 
Punkte P a u f  den durch P gelegten Tangenten, die naeh Fig. 1 
untereinander parallel sind. In der gleiehen Weise sei aueh sehon das 
urspriingliehe Inertialsystem sowie eine Reihe weiterer hergesteUt. 
Eine solehe Vorrichtung kann also als Paradigma fiir die Besehleuni- 
gung eines Stabes, ohne seinen inneren Zustand zu iindern, dienen. 
Alle diese relativ zueinander bewegten Bezugssysteme weisen~ wie wir 
im Vorhergehenden bewiesen haben, wenn die relative Gesehwindlg- 
keit zwisehen zwei aufeinanderfolgenden klein ist, die Lorentzkontraktion 
auf. Dasselbe mul~ also aueh fiir zwei in der Reihe beliebig aus- 
einanderstehende Bezugssysteme gelten (naeh dem Einsteinsehen 
Additionstheorem yon Gesohwindigkeiten). Zusammenfassend k~nnen 
wir jetzt folgendes sagen: die Entstehung der Lorentzverkiirzung ist 
kausal bedingt durch elastisehe Spannungen. Daf/ir aber, da~ ein 
Stab, wenn er aus der besehleunigten Bewegung in die gleiehfSrmige 
iibergegangen ist, diese Lorentzverkiirzung beh~lt, liil~t sieh keine 
Ursache angeben, sondern nur einen Grund, und dieser Grund liegt 
in der versehiedenen Art der Zeitmessung in den beiden Systemen. 
Die fertige Kontraktion ist also nieht dureh einen besonderen Span- 
nungszustand ermSglicht, sondem ph~nomenologisch bedingt, genau 
wie man in der alten Physik dafiir, dal~ im Euklidischen Raum ein 
Stab aus der Ruhelage in die Drehbewegung iibergeht, eine Ursaehe 
angeben miil~te, w~hrend es f~ir die damit verbundene .~nderung der 
L~nge der Projektionen dieses Stabes in bezug auf irgendwelehe 
Ebenen, nur einen mathematisehen Grund gibt 1). 

Verg le ieh  mit  der a l lgemeinen  Theorie.  Naeh der Ein- 
s t ein sehen Gravitationslehre sind die physikalisehen Verh~iltnisse eines 
belleblgen Gravitationsfeldes bestimmt dutch eine Grundinvariante 

4 

yon der Form ds 2 - -  ~..hg~d~dx~. Da das homogene Feld zu den 
1 

1) ~ber  diesen Untersehied vergleiche I. c., S. 63. 
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stationaren gehSrt, miissen g14, ga,, g3, verschwinden und die iibrigen 
g~ diirfen die Zeitkoordinate dx4 nicht enthalten. Wiihlen wir das 
Koordinatensystem so, dab die Richtung der xl-Achse mit der Riehtung 
der Gravitationsbeschleunigung zusammenfallt und die x~- und xsoAchse 
sowohl zur x~-Achse wie zuelnander senkrecht stehen, so sind die gi~ 
nur noch Funktionen yon xl. Im anderen Fall wiirde n~imlich eine 
~arallelverschiebung des Anfangspunktes in der (x~xs)Ebeue die In- 
variante ~ndern. Ein homogenes Feld ist abet dadurch charakterisiert, 
dal~ alle Punkte in einer solchen Ebene sich gleich verhalten. Ebenso 
wie gegen eine solche Verschiebung muff die Invariante einer Drehung 
des Bezugssystems um die x-Achse gegeniiber  unveriindert bleiben. 
Die In variante hat also notwendig die Form 

ds~ ---- g,, dx 2 + g~ dx~ + g~ (dx~ + d:~). 

Da sie zuletzt auch durch eine Verschiebung auf der xl-Achse wieder in 
einen Ausdruek yon derselben Form iibergehen muir, kann g22 nur eine 
Konstante sein, die bei passender Wah|  der Mal]einheiten yon dx~ 
und dx3 gleich - -  1 gesetzt werden kann. Die Funktionen g4~ und gll 
sind nun so zu bestimmen, daft dem E in s t e in sch eu  Gravitations- 
gesetz geniigt wird. Dieses lautet fiir den materiefreien Raum: 

[km/  /kzl 

w o  

,W/+ 2 

Wir wolien fiir g4~ den Wert  V 2 schreiben. 
Die Determinante g der quadratischeu Fol-m ds~ ist dann nach 

dem vorigen 
gll 0 0 0 | 

0 - - 1  0 0 

0 0 0 - - 1  

0 0 0 17  

Also g ~ gll V2. Die normierten Unterdeterminanten haben die Werte  
1 1 ~gll 

gnU__g11, g_~2 --- gSS --- __ l ,  g 4 4 - - _ ~ .  Es ist ~xl - -g~ l ,  

~g~, 
--2VV~ w~ihrend die iibrigen partiellen Di.fferentialquotienten 

verschwinden. Von den Klammerausdriicken ist -~- g~--~ 2gl~' 



266 Karl Bollert, Das homogene Gravitationsfeld usw. 

tlnden daher 

und 

- - -  und ~ - - - ~ ,  allo andoron sind gleich Null. Wir  

V? 

~11 - -  \ 2  ~ I  - -  0 

V V '  

Alle anderen J~k versehwinden identisoh. 
Entwickeln wir den Differentialquotienten, dor in beiden Gleichungon 

das erste Glied bildet, so erwelsen sich beide als identisch mit der 
Gleichung 

t 

V" gn V I ~ 0. 
2gu  

Wir  k6nnen also eine der Funktionen gxl odor V wiUkiirlich 
w~hlon. Setzen wir gn --- - - 1 ~  so erglbt sich V "  = 0 oder 
F - - a x  + b. Diese Wahl  wfirde, wie ein Blick auf d #  zeigt, be- 
deuten, daft x physikalisch den natiirlioh gemessonen Abstand darstellt. 
Bei dieser Wahl der Variabeln lautet also die Grundinvariante 

d s  I = d x ~ ( a x  + b) 2 - -  d #  - -  d ~  - -  d z  ~. 

Wenn man in geoigneter Weiso fiber die Konsmnten verfiigt,  ergibt 
sioh also wieder unser Ausdruok 4. 


