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Untersuchungen tuber die Diﬂ‘ei‘entialgleichung der
hypergeometrischen Reihe %*).

(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn E. Heine.)

§. 1.
Es ist seit Kuler bekannt, dafs das bestimmte Integral

y =/ 'Vau,
/ |

V = u-'(1—u)y—+F'(1— zu)

in welchem

geselzt ist, der Differentialgleichung

1) z—a)y"+(y—(e+p+ )y —apy =0
genigt. Um dies nach dem Vorgange Kulers (Institutiones calc. integr.
Yol. II, Sect. I, Cap. X, Problema 130) zu beweisen, hat man nur nothig, in

die linke Seite von (1.) fir y das unbestimmte Integral /Vdu zu setzen,

: 2,
durch Differentiation unter dem Integrale y' und y", d. h. —l%:— und %, zu

bilden, und endlich zu reduciren. Dann erhélt man auf der rechten Seite zu-

*) Die Abhandlung, die ich hier mittheile, verdankt ihre Entstehung einer Hand-
schrift Jacobis, welche aus einer ziemlich friihen Zeit seines Lebens zu stammen scheint..
Nachdem er aus dem reichen Inhalt derselben den Stoff eines Theils der Abhandlung:
Formula transformationis integralium definitorum (Bd. 15 dieses Journals), sowie der Ab-
handlung: Ueber die Entwicklung des Ausdrucks etc. (Bd. 26 dieses Journals oder Journal
de M. Liouville année 1845 p.229) entnommen hatte, blieb ein noch unbenutzter Theil
der Handschrift ibrig, welcher die Kugelfunctionen betraf. Die in demselben enthaltenen
Untersuchungen wurden von Jucobi im Jahre 1843, indem er sie einer neuen Bearbei-
lung unterwarf, auf die allgemeine hypergeometrische Reihe ausgedehnt, und ich ibernahm
es wihrend meiner damaligen Studienzeit, die in solcher Art veraligemeinerten und zu
spaterer Veroffentlichung bestimmten Ergebnisse zu einem Aufsatz zusammenzustellen,
dessen Herausgabe jelzt in seiner dem Wesen nach unveriinderten Form erfolgt, nach-
gem eine von Jacobis Hand beabsichtigte Umgestallung durch seinen Tod vereitelt. wor-

en ist. / § ‘ . : -
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150 C. G. J. Jacobi, zur hypergeometrischen Reihe.

nachst nicht 0, sondern den Ausdruck )

— auf(l— )81 — ——1 __ .u(i—u)
au (1—u)~"(1— zu) = o ___1_.2”_‘.[/'

Da derselbe fiir =0 und w=1 verschwindet, natiirlich 2 und y — /3 positiv

1
gedacht, so wird das bestimmte Integral y = / Vdr, wenn es einen Sinn
0
hat, (1.) integriren.

Es ist friher nicht beachtet worden, dafs der erwihnte Ausdruck auch
fir ¥ =— t+oo verschwindet, wenn y—oa—1 negativ ist, so dafs alsdann
aufser den Grenzen O und 1, auch die Grenzen O und — oo, 1 und oo In-
tegrale von (1.) verschaffen. Mit Hinzuziehung hiervon hat man das Resultat:

Es genigt y= / Vdu der Gleichung (1.), wenn ¢ und %2 zwei von
u(l—u)
(1—xe
setzt dafs das Integral eine Bedeutung hat. Wir bedlenen uns der bhekannten
Bezeichnung, nach der [f(u)]: die Differenz f(k) —f(g) vorstellt.

Mit Ricksicht auf die Zusammensetzung des Ausdrucks V lag es nahe,

den Werthen O 1, +oo bezeichnen, und [ V] =0 ist; vorausge-

zu den soeben betrachteten Werthen der Grenzen des Integrals / Vdu, von

denen die beiden ersten die Grofsen # und 1—wu gleich Null machen, den

Werth .—;— hinzuzufiigen, fir welchen 1— zu verschwindet. Indem zuniichst

in die linke Seite von (1.) y= / “Vdu gesetzt wurde, wo ¢ eine Con-

stante bedeutet, ergab sich nach ,;ehériger Reduction:
—(y—pB—1)f(1—e)a'1(x—e)rF!
teagf(1—gyt(1—zgy=

und hieraus wurde fir ¢ =1 geschlossen, dafs auch

*) Dies kann man auch mit Euler so ausdricken, dafs der vollstindige nach » ge-
nommene Differentialquotient
u(1—u) V)

du 1—ru

da*v
AT -,—B rr3 + cy
darstellbar ist, wo 4, B, C die von « unabhiingigen in Gleichung (1.) vorkommenden

Grofsen z(1—x), 7—-(a+ﬁ+i)x, —af sind.

unter der Form
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L
y=g/ V du

der Gleichung (1.) geniigt, wenn

w(l—u)

(1—xw)
fir u=g verschwindet, und 1— o positiv ist; dafs das Integral einen Werth
haben mufs, ist vorausgesetzi.

Man hat demnach sechs, als bestimmte Integrale aufiretende und, wie
leicht zu zeigen ist, verschiedene Losungen der Gleichung (1.) (d. h. solche,
von denen nicht zwei einen constanten Quotienten haben). Indem wir uns
hier, wie auch im Folgenden, @ immer positiv denken, auf welchen Fall der
eines negativen x leicht zurickzufihren ist, stellen wir diese Losungen mit
Hinzufigung der Bedingungen, unter denen sie der Gleichung (1.) geniigen,
zusammen : '

1) wenn 5] und y—f positiv ist: y =‘/l Vdu,
[}]

2 - B - efl—y - - y= Vdu,
(4}

3 - y—pB - aefl—y - - y= deu,
D

4y - B - d—a - - y= [TV
0

5 - at1— - l1—e - - = Vdu,

) +1—7y y f

6 - y—B8 - 1—a - - y=[Vau

Um die Bedeutung dieser Integrale besser zu ibersehen, kann man
sie durch hypergeometrische Reihen ausdricken. Man weifs ndmlich, dafs

/ lu‘(i—u)f‘(i——au)’du, abgesehen von einem constanten Factor, der hyper-
0

geometrischen Reihe gleich ist, welche nach Gaufs mit F'(—v, A-}-1, A4u+2, a)
bezeichnet wird. Ferner ibersieht man leicht, dafs sich die Grenzen der sechs
Integrale durch geeignete Substitutionen in O und 1 verwandeln lassen, ohne

dafs die Function unter dem Integrale ibre Form u?(1— u)?(1— bu)" du ver-
20*
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liert. Ich stelle die sechs in hypergeometrische Reihen ausgedriickten Losun-
gen, auf die man so nach einander kommt, mit den Substitutionen zusammen,
welche angewandt wurden:

1) F(o,f,y,x), Substitution u = v,
—1 —1
D e Boetiopatpiiopn i), - u=t=t,
—a 1 __i
3) x F(a,a-]—l—y,a{—i—ﬁ,}—), - =,
9 .2 2F (8, fH1—7, fH1—a, 3, - u=2,
» 1
5) :L‘"”F(a—{-l—-y,ﬂ-{-l—?/,2._7,1-), - u::—.—r_t_)_’
6) z7(1 —w)V‘“‘ﬁF(y——a, 1—a,y+1—a—p, z—1
- 1
Substitation # — TTa—a

Zu jeder dieser Losungen findet man drei gleiche, nur der Form nach
verschiedene, wenn man, nachdem die Grenzen der Integrale bereits durch
obige Substitutionen auf O und 1 gebracht sind, noch drei neue Substitutionen
anwendet, welche die Grenzen ungedndert lassen, namlich die folgenden:

v 1—o
u=l—v w=go s YT

~ Durch diese geht Vdu resp. in

(1 — &)~ er—F-1(1— p)P-1 “dv,

(1— 2y op(1— wyr=p= (1— —22) o,
(A—zy—Fpr-P-t(1—v)f(1—vx)* 7 dv

iiber; sie fahren also von F'(, (3,7, ) auf
A~y F(o,y— 7, =27

(1"" )"SF(?’—%/J’:?’, 1)

1— w)y-—a-—ﬂF(?,__ o,y — ﬁ: VL) x).

Stellen wir nun die in hypergeometrische Reihen ibertragenen Integrale zu-
sammen, so haben wir sechs Klassen, von denen ‘jede vier gleichbedeutende
Losungen enthilt:



1)

3)
4)

1) =«

2).

3)
1)

1)
2)

3)
A 5

1)
2)
3)
4)

1)
?)

3)
4)
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Classe 1.
F(‘x: ﬂ: Ve .’L‘),

2) (1— a,.)y-a-ﬂF(?, —a, ?"""ﬁ: Ve x),

A B (o y— B s 220),
A— )P F(B,y—a, 5, —=1)-
Classe II.
z= (o, ot 1=y, et fH1—y, =

= F(f, +1—7,a+ﬂ+1-7,7—

F(o, B, e+ B+1—y,1—2),
a7 F(et1—y, fH-1—y, a0t Bf1—y, 1—2).

Classe IIL.
:L""‘F(a, otl—y,a41—7, —;—;),
abr(A—ay=t F(1— B,y —, 0 H1—F, %),
A=)y F(o,y— b, a+1—F, 1),

x—i

21 (1— 2y F(at1—7,1— B, a-+1—B,)-

Classe 1V.
= F(B, 41—y, f+1—a, 1),
2= 1(1—ay~?F(1— 0,y — o, f-+1—a, 1),
A=) P F(B, 7 — o, f4+1— 0, 1),
o1 (1— 2y F(B1—y, 1—a, fH1—a, —-)

Classe V.

o VH(etl—y, f+1—p,2 —y, @),
e 'l—ay P F(1—a,1— 3,2 —y, x),

wl—r(i_w)v-““l?'(oc =y, 1—5,2—y, ;f:f)’

2T (=2 F(fH1—y,1— 0,2 —p, =2

153



154 C. G. J. Jacobi > zur hypergeometrischen Reihe.

Classe VI.
1) z=r(1— w)7“”"ﬂF(7—— o,l—a,y+1—a—p, —— z—1

2) 21 (1— 2yt B y—ﬂ,i-—ﬁ,yﬂ-—a—ﬁ,%ﬁi :

3) d—ay—~FF(y—ea,y—pf, y+l—a—p,1—a),
1) 21—y~ FA—a,1—pf, y11—a—p, 1— z).

Diese 24 Reihen sind dieselben, welche Kummer im §. 8 seiner Arbeit
iber die hypergeometrische Reihe im 15" Bande dieses Journals aufgefiihrt
hat, iiber deren Bedeutung man an jener Stelle das Niéhere findet. Die hier
vorliegende Untersuchung giebt also das neue Resultat, dafs die bestimmten
Integrale, die jenen Reihen gleich sind, simmtlich durch Integration desselben

. . 1
Ausdrucks zwischen zweien der Grenzen 0, 1, + o, - erhalten werden.

§. 2.

Eine ganz andere Art von Beziehungen zwischen Iniegralen der
Gleichung (1.) erhdlt man durch Verallgemeinerung der Untersuchungen,
welche Gaufs in seiner Arbeit iber mechanische Quadraturen fihrt. Es tritt
dort (art.8) eine Function T' vom n--1"" Grade auf, deren Zusammenhang

mit / ' tijf‘ Anlafs zur Auffindung des folgenden Satzes gab:

Ist y =/F(x) ein Integral der Differentialgleichung (1.), so wird:
ko r=t(1—t)=+h=y "
@) = ___/ ( x))€' (@) dt =/ W.fide
g

ein Integral der Dlﬁ'erentlalglelchung

(3) 2(1—2)2"+ (¢+1—y— R +1—a—B)2) 2 — (9—a)(o— )z =0,

wenn sowohl g als & einen der Werthe 0, 1, + oo hat, und

[tr(l—l)‘:‘;i“_y (f”(t)“f'@—ti';(—t)}—)]: =0

ist. Man kann auch 4= a setzen; alsdann mufs aber der Ausdruck in
der Parenthese fir /=g verschwinden, und 1—g positiv sein.

Um diesen Saiz zu beweisen, kann man davon ausgehen, dafs f(¢)
der Differentialgleichung

t(l—-t)f"(t)-l-(i’-—(a+ﬂ+1)¢)f' (&) = eff()
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geniigt, welche mit #~*(1—¢)*+#~7 multiplicirt, die Form annimmt

d(tr (1—t)=+B+—r f1(1))

Ctﬂﬂ'l (1 _ t>a+ﬂ-7f(l) — T

Dies in das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (2.) eingesetzt giebt
nach einer theilweisen Integration:

. [ty(i—t)a+ﬁ+1—r /"(f)]h 1 )/"’t?(i—t)a+ﬁ+1—7f'(t) dt

(t—x)e (t—x)et?

. und nach einer zweiten theilweisen Inteoration'

ofr = [t(1—1) W(f'(t)+"f @) / = (H= UG ’) W)f (@) dt.

t—-x

Wendet man nun die in der Anmerkung des §. 1 gegebene Transformation
an, nach welcher, wenn u=—:—, V=W gesetst wird,
t(1—1)
a(==W)
aw W
—e(—n) W S 4o+ —y— Qo H—a—p)a) T —o(—a—p)

ist, so findet man den oben aufgestellten Satz.

Das in demselben enthaltene Ergebnifs lifst sich in eine andere Form
bringen, und zwar durch Vergleichung der beiden Lésungen F'(e,f3,7,x) und
71—z F(1—e,1—f3,2—y, x) der Gleichung (1.), welche in den
Ausdriicken 1) der I Classe und 2) der V*" Classe gegeben sind. Da nim-
lich F(1—ea,1— 3,2 —y,x) eine Losung & von

(1. a) x(i—x)Z”-{—(2—7j}-(3‘—a—[3’)x)§'—(l—oc)(l—ﬂ)§= 0
ist, so lafst sich das Resultat jener Vergleichung in der Art aussprechen, dafs
eine Losung £ von (1.a) multiplicirt mit 2'~7(1— x)r—*# eine Losung von
(1.) giebt. Lifst man an die Stelle von (1.4) die Gleichung (8.) treten, in-

dem man o, 3, y um 1—¢ vermehrt, so folgt mit Hulfe des obigen Satzes
unmittelbar, dafs
kgL (4—{f)a+b—y

) Z = err(—ayphreto TR ) de
) &

eine Losung derjenigen Gleichung wird, in welche gleichzeitig (1.) iibergeht,
d. h. von

() z(1—2)2"}(r-H—p—(a1543—20)2) Z'—~(e-+1—p)H1—0)Z =0.
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Setzt man hier ins Besondere ¢=1, so wird (5.) mit (1.) identisch,
und man erhilt aus einem Integrale f(x) der Gleichung (1.) ein zweites:

6) a1 (— zyro—t / P "““t—_t;"”" £ dt.
g

§. 3.
Die letzte Formel giebt ein besonders interessantes Resultat, wenn
f(t) eine endliche Reihe, also eine solche hypergeometrische Reihe ist, deren
erstes oder zweites Element eine negative ganze Zahl —n wird. Ueber die
Eigenschaften solcher endlichen Reihen soll in diesem und den folgenden
Paragraphen bis §. 6 einschliefslich gehandelt werden.

Differentiirt man die Gleichung (1.)
e(1—2)y"+(y—(e+B4+1)2)y'—efy = 0
mehrere Male hintereinander nach x, so erhilt man
z(1—2)y" + (7 H1— (a4 B4-3)2)y" — (a4 1)(B+1)y =
e(1—2)y" + (7 +2—(e+B+5)2)y"—(a+2)(F+2)y" =

etc. ete.

I
o ©

Das durch (r—1)malige Differentiation gewonnene Resultat wird durch Multi-
plication mit

prn—2 (1__ w)a+ﬁ—-y+"—1
auf die Form gebracht

d(z"(1—z)* My™)
dx

= (a+n—1)(f+n—1) = (1— a)y-* My¢-D,
wo |
M = ar'(1—x)*+b-7,
Indem man diese Gleichung noch ferner (n —1)mal differentiirt, erhélt man
dn n(]— nM (n) dn-l n—1({ n—-].M (n—1)
(20—t P = (@t n—1) (B4 n—1) Lo TGO

und durch wiederholte Anwendung ergiebt sich hieraus fiir jedes ganze positive
die Gleichung: »
d» n(] — nM (n)
@AW — a(at1)...(@fn—1).8.(B+1)...(B+n—1) My,
in welcher # denselben Werth wie oben bezeichnet.
Ist nun y eine bei der nten Potenz von « abbrechende hypergeometrische
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Reihe, setzt man also 3= —n, wihrend o und ¥ beliebig bleiben, so wird

y = F(—n,o,y,x)
und nach obiger Gleichung:
=y (I—xytr—e  d"(xrt"—1(1—a)e—7)
7). (rn—1) dan
oder, wenn man e-}-n fir o setzt,

F(—n,a,y,x) =

v -r(l—x)r—e  dr(art"t(d—g)etn=r)
(7)  F(=netnyz) = y(y+1)...(y+n—1) dx" )
Dieser Ausdruck zeigt einerseits, dafs sich jede endliche hypergeome-
irische Reibe in die elegante Form der rechten Seite von (7.) bringen lafst,
und giebt andrerseits dem hiufig vorkommenden Differentialausdrucke der rech-
ten Seite die entwickelte Form eines Productes von Potenzen in eine ein-
fache hypergeometrische Reihe. Fiir ¢ =y =1 erhilt man

1 d"(x"(1—a))

2 d = P(—mrtlhl,2)
und setzt man m=—1;§
1 dr (8—1)" .
2" 1.2...n g == F(-—n u—}-1 1, § \

also links die bekannte Function, welche durch Entwicklung von m:
nach Potenzen von % entsteht. Den Ausdruck derselben durch die Reihe auf

der rechten Seite findet man bei Dirichlet (Bd. 17, S.39 dieses Journals).

Auf dhnliche Art erhalt man eine Entwicklung des nten Differentialquotienten
d_ﬂ_;;ﬁ_lf , welcher bekanntlich fir § = cos¢ mit cosng zusammenhangt.

s. 4.

Es macht keine Schwierigkeit, die erzeugende Function der durch (7.)
gegebenen Ausdriicke in derselben Art aufzufinden, wie es im zweiten Bande
dieses Journals S.224 in dem schon §.3 erwihnten besonderen Falle o =y=1
geschehen ist. Man kann sich .dazu der Lagrangeschen Formel bedienen,
nach der

— () & L) | b S @)

d’
x4 5 =

ist, wenn zwischen = und y die Gleichung:

y—=x = hf(y)
Journal fiir Mathematik Bd. LVI, Heft 2 21
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besteht, und hat nur
flx) =xA—xz); g(@)= 2" '(1—2x)7
zu setzen. Macht man
F(—n,a+n,y, z) = X,
und wie oben 2x = 1—§, so erhilt man
2= (A— )= L h—A - YT—20EF A* 1 {h 1 — Y1 —2hEF h* Je—r
Rhy—Y1—2hE+ A*
s 7(7+1) (7+n——1 X

n=>0

Diese Formel, welche sich nicht durch Einfachheit zu empfehlen schien, ist
nicht weiter verfolgt worden, sondern zunichst nur ein besonderer Fall der-
selben.

§. 5.

Man entwickle namlich mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes
(1—2hs4 W)~

nach aufsteigenden Potenzen von 4. Setzt man die so entsichende Reihe

=0y,

n=0
2¢(2¢+4+-1)...RQe+n—1) ,, 2c-|~1
Y, = ( +1)2 + )I/( n,2c¢+n, ,:v),
wenn x und § wie im vorigen Paragraphen zusammenhangen, also auch

Y — ar cle+1)...(c+n—1)(x (1 —x))it=2  d"(xd— x))iRet2n—1)
" (Re+n)(Re+n+1)...e+2n—1)1n dz" )

so wird

§. 6.
Nach den im §.4 mit X, bezeichneten Ausdriicken lafst sich, wenig-
stens so lange ¥ und «¢+1—y positiv sind, eine Function @(z) nur auf eine

Art entwickeln, so dafs also, wenn man ¢ () = = a, X, setzt, die Constanten

n=0
a vollstindig bestimmt sind. Man hat zum Beweise dieses Salzes nur zu
zeigen, dafs

J

myn

:/IX,,, X, 27'(1— x)“ Vdx

0

verschwindet, sobald die ganzen Zahlen m und » von einander verschieden
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sind. Es geniigt aber X, der Differentialgleichung

z(1—2) X'+ (y—(e+ 1)) X = —n(nta)X,,
so dafs
_ [y d@"(1—2) X,
n(nta)d,, __[Xm ) dz
a+1— !
— [, AT T g,
U

also gleich — m(m-|-c)J,, ., wird, woraus man schliefst, dafs J,, , verschwin-
det. Ist m==m, so lafst sich der Werth dieser Constanten leicht angeben,
da offenbar

nnto)d,, = / X! X! 2t (1— z)* -1 da
ist, ferner ’
(n—1)(n4 o1 ‘)/.IX,Z X xr(1—z)*t7dx =/1X,ﬁ' X! .1:7*”“(1 — )t rdz
0 0

etc.,
so dafs man fir J,, den Werth

1 IIn(II(y—1)* 11 (ax+}n—y)
at2n He+tn—1)1(y+n—1)

erbalt.

S. 7.

Fir ein zweites Integral der Differentialgleichung, deren erstes X,
ist, erhidlt man durch die Formel (6.) des §.2 den Werth

zr(1— w)y-%h%{%ﬁiﬁ'(— n,o-tn,y,1)dt,
g

welcher fir ¢ =y =1 in den am Anfange des §.2 erwihnten iibergeht,
wenn man n-+41 fir 7, und g=0, A=1 setzt.
Nach §.3 kann der obige Werth auch durch

hdr (gr+n—1(1—t)2+m=r)  dt
1— —C
or—ay—f on L

g
ersetzt werden, also auch, wenn die Werthe y, o eine Integration durch

Theile gestatten, durch
b py+n—1 (1_t)a+n-—y

@8) Z,= 71— a:)7"'f/' T2y di.
g
21 *
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Die Differentialgleichung ist dann durch
aX,+ bZ,

vollstandig integrirt, wenn a und b willkirliche Constanten bezeichnen.

§. 8.

1 Tdt
Die Resultate, welche Gaufs durch Vergleichung von 7' und f Z_
[

fir die Kettenbruchentwicklung der logarithmischen Reihe gefunden hat, lassen
sich durch Vergleichung von X, und Z, auf die besondere hypergeometrische
Reihe F'(e, 1, 7, x) ubertragen. Man erhalt auf diesem Wege fast ohne
Rechnung die Resultate iiber die Werthe der Niherungsbriche von Ketlen-
brichen, die zuerst durch' Auflosung linearer Gleichungen gefunden worden
sind (Bd. 32, S.208, so wie Bd.34, S.297 dieses Journals).

Es seien ¢--1—y und y positiv, ferner & = 1; bezeichnet man den

Werth von X, fir £ = ¢ mit 7', und setzt

— J— —1r4 ___ fo— T" X"

w, /ﬂ(lt)thdt

so dafs W, eine ganze Function (z—1)*" Grades von x ist, so hat man
offenbar die Gleichung .

1y=1(1—1)e=7 o l(i—-t)“-7

X/ L df.__W—l-/ Tde

und hieraus, wenn man mit @ und & leicht zu berechnende Constanten be-

zeichnet,
Lgy+n—=t({—{)etr—y

%XnF(y, 1, a1, —;—) = W.+ b/ (t— z)*H

Das mit & multiplicirte Integral, nach absteigenden Potenzen von = entwickelt,
fangt mit ="' an (der Grad ist —(n4-1)): wir haben also eine Function

n'** Grades X, die, mit F(gf,I,&—H,%) multiplicirt, eine ganze Function

W, und einen Rest vom —n'" Grade giebt. Seit der Arbeit von Gaufs iber
mechanische Quadraturen ist es bekannt, wie diese Eigenschaft der X, es
moglich macht, sofort die Nenner der Naherungsbriiche des Kettenbruches fir

F(o,1,y, -:7), wie er sich aus der Abhandlung von Gaufs iber die hyper-
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geometrische Reihe (art.13) ergiebt, némlich nach der dortigen Bezeichnung von

x
r—a
1—b
xr—ece
1 —etc.

anzugeben. Der Nenner des 2a'" Naherungswerthes Q,, ist namlich von der

Form
0., = -T"‘*"bl-z'"_l‘l‘ bz‘z'n_z"l" cee +bn)
der des (2n4 1)
Ooryr = ("4 clwn—l’}‘czmn—'z“{“ coede)s

wenn wir & als den ersten, & —a als den zweiten zihlen. Ferner mufs
Q.. oder Q,,,,, mit F(a, 1,7, —‘:7) multiplicirt, gleich einer ganzen Function
von z vermehrt um einen Rest vom Grade —n sein. Es konnen sich daher
Q.. und @,,,, nur durch constante Factoren von F(—n,y+n—1, e, ) und
zF(—n,y+4n, «41,2) unterscheiden; bestimmt man diese gehorig, namlich
so, dafs die hochste Potenz von x die Einheit zum Factor erhilt, so entsteht

0" — wnF(_n,l-—a—n,z-—g/—z”: Ti:’)o

Q‘ln+l = -’L'"HF(—'H, —a—n,1 —-7——2n’ ._1_)

Haben y und e--1—y andere Zeichen, so kann sich an den Resultaten offen-
bar nichts #@ndern.
§ 9.

Wir gehen nun zu der letzten Untersuchung iber, nimlich zur Beant-.
wortung der Frage, ob es fir jeden endlichen Werth der Elemente maglich
ist, die Differentialgleichung (1.) durch einfache bestimmte Integrale vollstandig
zu integriren. Dafs die sechs bestimmten Integrale des §.1 nicht zugleich
gelten, sieht man ohne weiteres ein; indem ich nun nicht nur, wie friher,

V = uf'(1—u)rF-1(1— zu)™*,
sondern auch

W = w(1—u)r—'(1— zu)#
selze, sollen in der folgenden Tabelle die Fille angegeben werden, in denen
/Vdu oder/Wdu eine Losung von (1.) verschafft. Es ist dabei nach den
Vorzeichen von «, B, y—a, y— 3 eingetheilt und, um die Anzahl der Fille
z2u beschriinken, angenommen worden, dafs 3 — e nicht negativ ist.
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Losungen
B |r—B| & |r—e x >1 x <A

4|+ J v

1
1 x 1 »
2l + 1+ | = | + deu / Vdu /Vdu Vdu

3| 4 | = |+ | + /’”Wdu /”Wdu f‘Wdu S TW d

A+ | =4 = / T Vdu Vdu
1
5) + | — | — | + “Vdu
/
6 4| — | —|—|/ Vau “Vau | [“Vauw | [ Vdu
[}] V] i_ [}]
1
1 x
-+ =+ 1/Vdu 1 Vdu
- L
1 @ x 0
8 — | — | — W du W du Wdu Wdu
+ [l [,

"]

Da sowohl fir den Fall, dafs x> 1 als auch fir den, dafs & <<1, zwei
verschiedene Losungen angegeben werden miissen, so erkennt man in der
Tabelle leicht, wann noch Losungen zu suchen sind.
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§. 10. .
Um solche aufzufinden, kann man sich des in §.2 aufgestellien Satzes
bedienen. Dieser giebt nimlich die Beziehungen zwischen den Differential-
gleichungen zweier hypergeometrischen Reihen, deren Elemente ¢, 3, y und
o—a, ¢—f3, ¢+ 1—y sind. Man wende ihn an, indem man an die Stelle
von a, (3, y respeclive 9 —a, 90— 3, 01—y selat, so dafs zugleich 9—«,
o — 3, 0+1—y respeclive in
e—(e—a)=qa, o—(0—B)=f o+l—(e+1—y)=y
ibergehen. Nimmt man nun ¢ so, dafs ¢ — e gleich einer negaliven ganzen

Zahl —n wird, so ist ein Integral der ersten Differentialgleichung eine end-
liche Reihe

Fl—n,ea—p—na+l—y—n,z) = f(x);
die zweite Differentialgleichung ist jetzt die Differentialgleichung (1.) selbst,
nach (2.) findet man also ein Integral von (1) durch die Formel:

b fa—y=n(1—¢t)r—F—n
_/ (t_.r)a—n f(t)dt

oder mit Benutzung der in §. 3 gegebenen Umformung durch die Formel:

Ry e

vorausgesetzt, dafs bei constantem g und A
te+i—y=n({—t)y—F—n
e O+ =2 >)]
ist, und dafs, wenn %=, der Ausdruck in der Parenthese fir f=¢ ver-
schwindet und n-F1—« positiv ist.

Dieses Resultat lafst sich ibrigens leicht verificiren, und &hnliche lassen
sich eben so leicht auffinden, wenn man erwigt, dafs nach Integration durch
Theile auf der rechten Seite unter dem Integrale

1= (1— ¢ )r—F-1(¢ — )= dt
ibrig bleibt, wenn diese Operation erlaubt ist. Dieser Ausdruck, zwischen
9 und A integrirt, ist aber eine Losung von (1.); sind z. B. ¢ und 4 gleich
0 und 1, so giebt die Integration eine Losung der dritten Klasse. Man
schliefst hieraus unmittelbar, dafs auch, wenn die Integration durch Theile
nicht gestattet ist, Z eine Losung von (1.) ist, wenn nur das Integral einen
Werth hat.
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§. 11.
Wir konnen nun die Tafel des §. 9 vervollstindigen.

1) Im ersten Falle fehlen zwei Integrale, wenn & =>1; man kann
offenbar folg=nde hinzufiigen:

/*’ d { th—y (1—t)y——*} (t—x)—tdl,

di»

® At —ty-py
/ di (t— x)"""dt,

wenn n so grofs genommen wird, da’; respective n-41— (3 oder n|1—«
positiv ist. Darf n=0 genommen werden, so smd diese Integrale respective
von der III** und IV*" Klasse.

Ist & <1, so fehlt ein Integral, welches man jedenfalls — (1—a)~#{
setzen kann, wo { der Differentialgleichung (1.) geniigt, wenn man in ihr

o, 3, ¥, x mit 3, y—a, B+4+1—ua, — vertauscht. Man vergl. Form 3)
der IV*" Classe. Hieraus folgt, dafs als fehlendes Integral

dm{tr—F-1(1—1)—=} a+n—~y
—8
— ) / ()

beirachtel werden kann, wenn e+ n-41—y positiv ist. Fiar n=0 erhalt
.. .n ein Integral II'" Classe. '
2) Im 4*" Falle, wenn 2 > 1, kann olfenbar

/“’ dr{tf=r(1—t)r—e—1}
di"

(t—az)Fdt

mit der Bedingung, dafs m»1—p3 positiv ist, als Losung genommen werden.
Ist £ <1, so mache man mit Beachtung der Form 1) der II*" Classe das
fehlende Integral = x~>C, wo { der Differentialgleichung geniigt, in welche
(1.) ubergeht, wenn fir «, 3, y, = resp. ¢, e-+1—y, a4 B3+1—y, x—1
gesetzt wird. Dadurch erhélt man als Losung

/ —a gn {tr—ﬂ—;l(:——t)ﬁ“’} (¢e— L;:_’)""“dz

x-——l

mit der Bedingung, dafs #n41— & positiv sein wufs. Fir n=0 erhalt man
Integrale der III*" und V'* Classe.
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3) Im finften Falle mufs man ein Integral suchen, wenn x >1.
Mit Beriicksichtigung des 4' Integrals I'" Classe setze man = (1—x) g,

und vertausche dhnlich wie oben «, 3, y,  mit y—a, f3, Vs 50 findet man

i
(A—aytf S (1= )

x-—l

mit der Bedingung, dafs n-1—/3 positiv sei. Ist £ <1, so erhélt man zwei

Integrale ,
g [ d" {tB=y (1—t)e—) x \—b
1—ax) fxf i (e— _1) de,

=1
0 dn{ta—y“___t —a} y+n—ﬂ-—l
.,,s:/
Ty ar (e~ dt

resp. mit den Bedingungen, dafs n4+1—p und y-n— 3 positiv sein miissen.
Fir n=0 verwandeln sich die Integrale in solche der VI'*"; VI*" und
I'* Classe.

4) Im 7*" Falle findet man fir  >1

® dr{tr—F-1(1—1)e—

und fir z <<1

a-Y(l.—w)Y’a—l?/.' o d"{tﬂ_tl(:n——t)"ﬂ} (t .’L'-i n-)-a.-ldt

x—l

resp. mit den Bedmgungen, dafs n-}- 3 und n- ¢ positiv sein missen. Fir
n==0 entstehen Integrale der IV*" und I'** Classe.
5) Im 9% Falle erhilt man fir £ >1

® dr{tb-1(1—1t)-} —p—
1—y . v+n—p—1
N xf dir (=) dé

und

® nffa—1(4___ 4\—
wl_,/ dr{t ;ti 1)-#) (E— Tyt d,

X

endlich fir  <<1
=1 (1—z)r—F-*

1—x
Die Bedingungen sind resp., dafs y+n—p3, y+n— e und n|o positiv sein
missen; fir n =0 entstehen Integrale der III*", IV'** und II'" Classe.

e N
g (t—=)" .
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