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6.

Bemerkungen zu Jacob:’s Abhandlung tber
Variationsrechnung.
(Von Herrn E. Heine in Halle.)

L

Der Satz, welchen Jacobi in Crelle’s Journal f. M. Bd. XVII Seite 71
aufstellte, und dessen Richtigkeit im VI Bande des Liouville’schen Journals
Lebesgue S. 17— 35 und Delaunay S. 211— 218 nachgewiesen haben, lafst
sich durch folgende, auf ganz verschiedenen Prinzipien beruhende Betrach-
tungen ohne grofse Rechnung ableiten:

Ist A eine gegebene, u irgend eine Function von &, deren Differential-
quotienten nach x durch u', etc. bezeichnet werden, setzt man ferner

(1) 2Z = (—1yf4u»u® da,
so wird

0Z — (—1)’/Au("’ Ju dx

oder, nach bekannten Sitzen, gleich einem von dem Integralzeichen freien
dn (Au( )

Theile — er sei L — vermehrt um dudr. Bedeutet nun y eine

gegebene Funclion von a, und setzi man u—y! so ist du=yd¢, also
@) 0Z = Lt [yZ8D orap,

Einen gleichen Werth mufs man finden, wenn man zuerst u=y¢ in (1.)
einsetzt, und erst dann variirt; nur die Form, in der beide Ausdricke auf-
treten, wird verschieden, und grade dadurch Jacob?'s Satz erhalten werden.

Substituirt man obigen Werth fir #, so hat % die Form

ot + etV it 08,
wo die « einfache Functionen von y, also auch Functionen von x sind;
folglich besteht Au™ u(™ aus einer Summe von Gliedern =3¢™ P, wo die
B gegebene Functionen von @ (wie die ) sind, und die Indices m und p
die Werthe 0, 1, etc. » annchmen. Setzt man diesen Ausdruck in (1.), so
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lafst sich 2Z leichl auf die Form
3) M+ / (Cott — C, 1t + Cyt"t"— .. + C, 1™ ™) der
bringen, wenn M, wie frither L, keine Integration enthilt, und die C gege-

bene Functionen von & sind. Es besteht namlich g/[;’t""’t‘"’dm erstens aus

Gliedern, fir die m = p ist, die also unmittelbar die Form (3.) haben, zwei-
tens aus Gliedern, in denen m und p verschieden sind. Es sei p >m, und
zwar zunéchst p =m-}1; fir solche Glieder ist

' () 4m) '
/ B (D dp — / B om0 dp — ﬁ’__zL_ — / _g_ £ ¢ ™) day,

also von der Form (3.). Ist p—m>>1, so reducirt man vermittelst Integration
durch Theile, néimlich nach der Gleichung

[t d — 5> — [0 579 dg — [ 1079 da
das Inlegral auf der linken Seite auf solche von den beiden eben betrachteten
Formen, also auch auf die eine Form/}ft(r’t(’)d.r.

Nimmt man nun die Variation von 2% in der Form (8.), so wird
nach dem schon oben benuizten bekannten Saize dZ gleich einem von dem
Integralzeichen freien Theile N vermehrt um

Y ct) , d& (‘ " d (C, t( ")
@) S0 ZOD 4 L LD gt
Es muss daher der Ausdruck (4.) glelch dem Integrale in (2.) sein, d. h.

dr (Au™ d(‘i dr G,.i(")
®) )""—(J;'L‘l Cut‘l‘ 4G, + ot —— ( 2,

dr (Ay("’)

Die Grofse C, ist offenbar gleich y denn da w=y{, so wird

™ = ym t+_;‘_y(n—n)¢'+...

Es ist daher

d"(Ay‘"’t)

. dxn
das einzige Glied, welches einen Beitrag zu C,¢ liefern kann, und dieser ist
offenbar
d"(4y®)
dx®

yt
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Aus diesen Entwicklungen folgt unmittelbar Jacobi’s Satz. Macht man
néimlich

U=A0u-|—d(Au)—|— 'l‘d(A u())

dx"
bezeichnet durch die 4 wiederum gegebene Functionen von &, und setzt u=y{,
wo y eine gegebene Function von 2 ist, so wird nach den obigen Entwicklungen

yU = B0 4. 4 £C)

d.l'" K

wenn die B ahnlich den C, nimlich gleichfalls bekannte Functionen von =

sind. Da ferner
d A' d"(Auy™
)’(Ao) I (4,9 | l ( a\Any" ))

T dxm

ist, so wird, wenn y so gewahlt Wll‘d, dafs es ein Integral der Differential-
gleichung U =0 ist, auch B, verschwinden, also

[yUds = B 4280 1 4 d0BI0)

.1 n—1

wie der Satz von Jacob: behauptet.

Anmerk. Um die Werthe der B, die in jener Abhandlung von Jacobi
nicht in Frage kommen, wirklich zu bestimmen, habe ich das Verfahren etwas
abgeiéindert, indem ich schon friiher durch Theile integrirte, und dadurch

(n)
/Au‘"’u‘")dx auf/ d (Au )dx reducirte. Setzt man in dieses Integral

u =1y, so hat man nur Integrale von der Form /[)’tt"’)d:c statt wie friher

von der Form /B3t {"dx zu behandeln.

1L
Seite 72 stellt Jucobi einen zweiten Satz auf, der gleichfalls von Delaunay
im weiteren Verlaufe der oben erwihnten Arbeit bewiesen ist. Setzt man
nimlich

J =ﬁ(x, Y,y .. y®)de,
so zerfallt bekanntlich dJ in einen Theil wie L und ein Integral / Vdy dz, wo
d dn 1y

dx”
ist. Jacobi behauptet, dafs JV die Form
d(4, oy dr(A, oy
(6. A()\y_‘_ (d}y)_+_... (4 9y™) — W

dx"
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hat. Diesen Satz durch directes Variiren von V zu beweisen scheint Schwierig-
keiten zu haben; ich schlage deshalb folgenden, dem obigen é&hnlichen Weg ein:

Es seien d und § Zeichen von Variationen, die unabhéiingig von ein-
ander sind; alsdann wird die doppelte Variation J6J gleich

(7.) 2 f” (y(m)’ y(ﬂ)) ((Yy(m) 0y'(p) _]__ 0y(m) ()\y(p)) d.z';
wenn das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m und p bezieht, die
man durch Combinationen der Zahlen 0, 1, 2, ... n zur zweiten Klasse mit

Wiederholung ohne Permutation erhilt. Einerseits ist dieser Ausdruck offen-
bar von der Form

L+ [V oy dz,

andrerseits lifst er sich (s. unten) in die Gestalt
8) M—]—ﬁA dy Oy — 4,9y’ 0y’ -+ .- + A4, dy™ 9y ) dx

bringen, folglich nach bekannten Sétzen sofort in

N —l-/WO(y)dx

transformiren. Hieraus folgt unmittelbar, dafs JV gleich W ist, wie behaup-
tet war.

Dafs 00J wirklich die Form (8.) hat, sieht man auf folgende Art ein:
Die Glieder von (7.), fir welche m = p, haben bereits diese Gestalt; in den
ibrigen mag p =>m sein, und von diesen betrachten wir zuerst alle, in welchen
p=m-41. Dann wird

ﬁ (Jy®™ Gy (m+D L gy(m gy ntD)) dg
offenbar auf
‘/},u Ay Oy d
also auf die verlangte Form durch eine einmalige Integration durch Theile
zuriickgefiihrt. Ist endlich p noch grofser, so wird

/},’ (Oy™ Gy ® L §y® Gym) dee
auf
/},'((yy(mw Oy | JyP= gy m+DY d und ﬁ'(d‘y‘"” By ®=0 |- Py ®=D gy ™) d
also schliefslich auf eine der friheren Formen, und daher auf die Form von

(8.) reducirt. —
Januar 1857.




