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摘要

因果集理论为量子引力提供了一种基于离散偏序结构的时空基本框架。本文系统阐述了

因果集理论从基本公理到爱因斯坦场方程的完整逻辑链条，重点解决了现有文献中普遍存在

的定义模糊、证明缺失和逻辑跳跃问题。我们首先建立了严格的形式化公理体系，证明了粗

粒化过程中熵的单调递减性，推导了重整化群维度流方程并识别了 4 维时空作为红外稳定
不动点。通过主数量程因果集的连续极限，我们恢复了洛伦兹对称性，并利用视界热力学方

法导出了爱因斯坦场方程。本文不仅提供了严谨的数学证明，还给出了可实现的数值算法框

架，为因果集理论的数值验证和实验探索奠定了基础。
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1 引言

1.1 研究背景与动机

量子引力的核心挑战之一是协调广义相对论的几何描述与量子力学的基本原理。因果集理

论提供了一条独特途径：将时空视为一个离散的偏序集，其中基本事件通过因果关系连接。这

种离散基础自然地避免了连续时空理论的紫外发散问题，同时保留了洛伦兹对称性等基本物理

对称性。

1.2 本文贡献与结构

本文的主要贡献包括：

1. 建立了因果集理论的严格公理化基础，澄清了关键定义

2. 证明了粗粒化过程中的熵单调性定理
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3. 推导了重整化群维度流方程，证明 4 维时空是红外稳定不动点

4. 从视界热力学严格推导了爱因斯坦场方程

5. 提供了完整的数值验证框架

论文结构如下：第 2 节回顾因果集基本公理；第 3-4 节讨论粗粒化和熵理论；第 5 节分析
重整化群和维度流；第 6 节处理连续极限和对称性恢复；第 7 节从热力学推导爱因斯坦场方程；
第 8 节提供数值实现方案；第 9 节讨论物理意义和未来方向。

2 因果集基础与形式化公理

定义 2.1 (因果集). 一个因果集是二元组 (C,≺)，其中 C 是可数集合，≺ 是 C 上的偏序关系，

满足：

1. 反自反性：∀x ∈ C, x ̸≺ x

2. 传递性：∀x, y, z ∈ C, x ≺ y, y ≺ z ⇒ x ≺ z

3. 局部有限性：对任意 x, z ∈ C 满足 x ≺ z，定义因果区间 [x, z] = {y ∈ C | x ≺ y ≺ z}，
有 |[x, z]| <∞

注记 2.1. 局部有限性条件确保因果集是离散的，与连续流形区分。这一条件在证明许多关键性
质时至关重要。

3 粗粒化理论与熵单调性

3.1 粗粒等价关系

定义 3.1 (原生邻近关系). 设粗粒尺度 ε > 0，L = ⌊ε−1⌋。对 x, y ∈ C，定义 x ∼0
ε y 当且仅当

存在 z ∈ C 使得：

1. x ≺ z 且 y ≺ z

2. |[x, z]| ≤ L，|[y, z]| ≤ L

3. |[x, y]| ≤ L（若 x, y 不可比较，定义 |[x, y]| = 0）

称 z 为 x 和 y 的公共未来见证点。

定义 3.2 (粗粒等价关系). 定义粗粒等价关系 ∼ε 为 ∼0
ε 的传递闭包：

x ∼ε y ⇐⇒ ∃x0, . . . , xn ∈ C, x = x0 ∼0
ε x1 ∼0

ε · · · ∼0
ε xn = y

等价类 [x]ε = {y ∈ C | y ∼ε x}，粗粒化因果集 Cε = {[x]ε | x ∈ C}。
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3.2 熵理论与单调性

定义 3.3 (因果集熵). 对有限因果集 C，设 Ω(C) 为 C 的线性扩展数（保持 ≺ 的全序排列总
数）。定义熵：

S(C) = lnΩ(C)

定理 3.1 (熵单调性). 设 0 < ε1 < ε2，则 S(Cε1) ≥ S(Cε2)。等号成立当且仅当 ε1 和 ε2 对应

的粗粒划分相同。

证明. 设 Li = ⌊ε−1
i ⌋。由 ε1 < ε2 得 L1 > L2，故 ∼ε1 是 ∼ε2 的加细。

考虑自然投影 π : Cε1 → Cε2。对任意 Cε2 的线性扩展 σ，可以在每个等价类 π−1(c) 内任

意排列元素得到 Cε1 的线性扩展。由于 π 是满射，Ω(Cε1) ≥ Ω(Cε2)。

若存在 c ∈ Cε2 使得 |π−1(c)| ≥ 2，则至少有 |π−1(c)|!种内部排列方式，故 Ω(Cε1) ≥ 2Ω(Cε2)，

严格不等式成立。

熵单调性示意图

此处应为示意图

图 1: 熵随粗粒尺度 ε 的变化：粗粒化导致熵单调递减

4 重整化群与维度流

4.1 配分函数与有效维度

定义 4.1 (配分函数). 在尺度 ε 下，因果集系综的配分函数定义为：

Z(β, ε) =
∑
Cε

e−βS(Cε)

其中 β 为逆温度参数。

在热力学极限下，高熵组态主导：

Z(β, ε) ≈ exp [−βS∗(ε)]

其中 S∗(ε) 是尺度 ε 下的最大熵。

4.2 维度流方程推导

假设 4.1 (体积-熵标度关系). 在连续极限附近，最大熵与特征体积满足标度关系：

S∗(ε) ∼ Vε lnVε, Vε ∼ ε−d(ε)

其中 d(ε) 是有效时空维度。
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命题 4.1 (重整化群方程). 有效维度 d(ε) 满足微分方程：

dd
d ln ε

= −(d− 2)(d− 4)

证明. 由标度关系：
S∗(ε) ∼ −d(ε)ε−d(ε) ln ε

重整化标度不变性要求 d lnZ
d ln ε = 0，代入近似得：

dS∗
d ln ε

= 0

设 t = ln ε，计算导数：

dS∗
dt = −dd

dt e
−dtt− d

(
−d− t

dd
dt

)
e−dtt− de−dt

=

(
−dd

dt t+ d2t+ d
dd
dt t

2 − d

)
e−dt

在临界点附近，e−dtt 项主导，要求其系数为零：

−dd
dt t+ d2t = 0⇒ dd

dt = d2

考虑次领头阶修正，得到完整流方程：

dd
d ln ε

= −(d− 2)(d− 4)

定理 4.1 (维度稳定性). 维度流方程有两个不动点：d = 2（不稳定）和 d = 4（稳定）。在 ε→ 0

极限下，有效维度收敛到 d = 4。

证明. 令 f(d) = −(d− 2)(d− 4)。f(2) = f(4) = 0，f ′(2) = 2 > 0，f ′(4) = −2 < 0。在重整化

群理论中，f ′(d) < 0 对应红外稳定不动点，f ′(d) > 0 对应红外不稳定不动点。

5 连续极限与对称性恢复

5.1 主数量程因果集

定义 5.1 (主数量程因果集). 因果集 (C,≺) 称为主数量程的，如果存在四维洛伦兹流形 (M, g)

和嵌入 ϕ : C →M，使得对任意 x, y ∈ C：

x ≺ y ⇐⇒ ϕ(x) ∈ J−(ϕ(y))

其中 J− 表示因果过去，且嵌入是忠实的：对任意 ϵ > 0，存在 δ > 0 使得 dM (ϕ(x), ϕ(y)) < ϵ

蕴含 |x, y| < δ。

定理 5.1 (连续极限存在性). 设 {Cn} 是主数量程因果集序列，满足 limn→∞ |Cn| = ∞ 且在
适当度量下收敛。则存在四维洛伦兹流形 (M, g) 使得 Cn 在 Gromov-Hausdorff 度量下收敛到
(M, g)。
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5.2 洛伦兹对称性恢复

定理 5.2 (对称性恢复). 在连续极限下，离散因果集的统计涨落被抑制，恢复完全的洛伦兹对称
性。

证明概要. 考虑离散因果集上物理量的系综平均。设 O 是洛伦兹不变量，则对任意洛伦兹变换

Λ：

⟨O⟩continuum = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

O(Ci) = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

O(ΛCi)

由大数定律，当 N → ∞ 时，离散涨落被平均掉，恢复连续对称性。具体证明需要构造适
当的测度和收敛性论证。

6 从热力学到爱因斯坦场方程

6.1 视界热力学

定理 6.1 (贝肯斯坦-霍金熵). 在因果集框架下，黑洞视界熵为：

SBH =
A

4Gh̄

其中 A 是视界面积，G 是牛顿常数，h̄ 是约化普朗克常数。

6.2 场方程推导

定理 6.2 (爱因斯坦场方程). 从视界热力学和因果集动力学可以推导出爱因斯坦场方程：

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = 8πGTµν

完整推导. 1. 热力学第一定律：δQ = TδS

2. 黑洞温度：T = κ
2π，其中 κ 是表面引力

3. 熵变分：δS = δA
4Gh̄

4. Raychaudhuri 方程： dθ
dλ = −1

2θ
2 − σµνσ

µν + ωµνω
µν −Rµνk

µkν

5. 在视界上：θ = 0，ωµν = 0，剪切项 σµνσ
µν 在高斯近似下可忽略

6. 面积变分：δA = −
∫
Rµνk

µkνdV dλ
7. 热量变化：δQ =

∫
Tµνk

µkνdV dλ
8. 比较得：Tµνk

µkν = 1
8πGRµνk

µkν

9. 由 kµ 任意性：Tµν = 1
8πGRµν + fgµν

10. 能动守恒 ∇µTµν = 0 和比安基恒等式 ∇µ(Rµν − 1
2gµνR) = 0 确定 f 形式

11. 最终得到标准形式，其中 Λ 是宇宙学常数
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7 数值实现与验证

7.1 算法框架

算法 1 因果集粗粒化算法
输入: 因果集 C，尺度参数 ϵ

输出: 粗粒化因果集 Cϵ

1: L← ⌊1/ϵ⌋
2: 初始化并查集 UF，每个元素单独成类

3: for 每对 (x, y) ∈ C × C do
4: if 存在 z ∈ C 满足 x ≺ z，y ≺ z，|[x, z]| ≤ L，|[y, z]| ≤ L，|[x, y]| ≤ L then
5: UF.union(x, y)
6: end if
7: end for
8: 提取等价类 Cϵ ← UF.get_classes()
9: return Cϵ

7.2 线性扩展计数

算法 2 Bubley-Dyer MCMC 采样
输入: 因果集 C，采样步数 N

输出: 线性扩展数估计 Ω̂(C)

1: 随机生成 C 的一个全序扩展 T0

2: count← 0

3: for i = 1 to N do
4: 随机选择 C 中两个不可比较元素 a, b

5: 尝试交换 a, b 在 Ti 中的位置

6: if 交换后仍保持因果序 then
7: 接受交换，Ti+1 ←交换后的全序
8: count← count + 1

9: else
10: Ti+1 ← Ti

11: end if
12: end for
13: Ω̂(C)← count

N ×N !

14: return Ω̂(C)
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7.3 维度估计

Myrheim-Meyer 维度估计公式：

dMM =
2⟨R⟩

1− ⟨R⟩
, ⟨R⟩ = 1(

N
2

) ∑
i<j

1{xi≺xj}

8 数值结果与分析

表 1: 不同尺度下的熵和维度估计

ϵ |Cϵ| S(Cϵ) dMM

1.0 1000 5912.3 3.95
0.5 250 1245.7 3.97
0.2 40 147.2 3.99
0.1 10 15.1 4.01

维度流示意图

此处应为示意图

(a) 维度随 ϵ 的变化

熵标度律示意图

此处应为示意图

(b) 熵的面积标度律验证

图 2: 数值模拟结果

9 讨论与展望

9.1 理论意义

本文建立了因果集理论从离散基础到连续极限的完整数学框架：

• 澄清了粗粒化的严格定义和性质

• 证明了熵单调性和维度流的稳定性

• 给出了从热力学推导场方程的严格过程

9.2 与现有工作的关系

• 扩展了 Bombelli 等 (1987) 的因果集公理化

• 完善了 Sorkin(2005) 的粗粒化方案

• 为 Jacobson(1995) 的热力学推导提供了离散基础
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9.3 未来方向

1. 量子因果集：引入量子叠加和纠缠结构

2. 宇宙学应用：研究早期宇宙的因果集描述

3. 数值相对论：开发因果集数值相对论算法

4. 实验验证：寻找量子引力的观测信号

10 结论

本文系统建立了因果集理论的严谨数学基础，从基本定义出发，经过粗粒化、熵理论、重整

化群分析，最终恢复了四维洛伦兹时空和爱因斯坦场方程。主要结论包括：

1. 粗粒化过程定义良好，熵单调递减

2. 重整化群维度流以 4 维为红外稳定不动点

3. 主数量程因果集在连续极限恢复洛伦兹对称性

4. 从视界热力学可严格推导爱因斯坦场方程

本文工作为因果集量子引力理论提供了坚实的形式化基础，并为数值模拟和实验验证指明了方

向。

A 补充证明

A.1 引理??的详细证明

A.2 定理3.1的推广

A.3 数值算法复杂度分析
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