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4.
Theoromes relatits aux integrales des fonctions

algebriques.
(Par M. Poisson, a Paris, 1. decembre, 1833*).

I.
v/a comprend sous Ia denomination de fonctions algebriques, non seu-
lement les fonctions rationnelles, entieres ou fractiounaires, et celles qui
sont exprimees par des combinaisons de radicaux, mais encore les quan-
tites determinees par des equations d?un degre quelconque, dont les coe'f-
ficients sont des fonctions rationnelles de la variable.

Les quantites expriaiees sous forme finie sont plus generales: outre
des radicaux, elles peuvent renfermer dans leurs expressions, des logarith-
tnes et des exponentielles, ou bien, elles peuvent dependre d'equations qui
contiennent ees deux sortes de transcendantes, reelles ou imaginaires, ce
qui comprend les arcs de cercle et leurs sinus.

On exposera ci-apres des theoremes sur les integrales des fonctions
algebriques, remarquables par leur grande generalite et par Ia simplicite
des considerations qui y conduisent. Ces theoremes resultent, en effet, du
proccdc vulgaire de Tintegration par partie, ou de Tequation

L fx dy-{-/y da; = tfj + (7,

dans laquelle C est une constante arbitraire, et χ et y sont deux variables,
entre lesquelles nous etablirons successivement diflerentes liaisons* Ils sub-
sisteront egalement, et acquiereront encore plus de generalite, si Γόη rem*
place χ dans cette equation, par im polynome ou une fonction rationnelle
et entiere de x9 que je representerai par X, de sorte qu'on ait

2. fXdy+fyOX^Xy + C.

II.
Supposons d'abord que les variables o? et y soient liees entre elles

par Tequation:
3. #n+£#n~\... + £a^

dans laquelle # , & , . . . . £ , / , «', b', .... k'9 l', sont des ooefficients con*
Journal d. M, Bd.XIL Hft.2. 12
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90 3. Poisson, theoremes relatifs aux integrales des f net ions algdbriques.

Staats et donnes, et n designe im nombre entier et positif, aussi donne.
Faisons, pour abreger,

et, ensuite

Fx sera une fonction algebrique et logarithmique, que l'on obtiendra tou-
jours par les regles de l'integration des fonctions rationnelles ; et Tequation
(1.) deviendra

fxSy = xfx — Fx+C.

D'aiHeurs, on tirera de Tequation (3.) un nombre n de valeurs de χ en
fonctions de j, que je representerai par ju j2, . . , . yn; si donc on met
ϊ\ la place de x, dans Fequation precedente, eelle de ces n valeurs qui
repond a l'indice quelconque /, on aura

4- fji y = yYi—Fyi + C;

d'ou resulte que Pintegrale j ji Sy9 qui est, pour ainsi dire, inverse de

f f x dx, peut toujours s'obtenir en fonction de j, sous forme finie, comme
cette derniere en fonction de x.

On rendra ce theoreme plus general, en partant de requation (2.)
au lieu de l'equation (L). En faisant alors

ffxdX = Fx,

et designant par Υτ , ce que devient X quand on y met jj u la place de
χ nous aurons

en sorte que llntegrale fYi^y s'obtiendra aussi, sous forme finie, en
fonction de y.

Si fx est une fonction entiere, c. 3id., si le coefficient de y dans
Pequation (3.) est une constante C, la fonction Fx ne contiendra pas de
logarithmes. En faisant

cette quantite Pf sera une fonction rationnelle et entiere de y,·· Si donc
on egale a zero le produit

on aura une equation du degre n, savoir,
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4. Poisson, theoremes relatifs aux integrales des fonctions aigdbriques. 91

L = 0,
dont les coefficients A, J3, . . . . K^ L9 seront des fonctions symetriques
des racines yL , y2 , . . . . yn , de Tequation (3.), qui s'exprimeront, par con-
sequent, au moyen de ses coefficients β, 6, ....£, et de son dernier terme
/ — l'y, et qui seront des fonctions rationnelles et entieres de y. Dans ce
cas, les n valeurs de Pi9 ou <}e jYi Sy — C, qui repondent a ·/= l, =2, . . .
... =/2, pourront donc etre regardees coinme les racines d'une equation
du degre n, facile a deduire de l'equation (3.).

III.
Pour donner une application du theoreme precedent, que Γόη puisse

verifier, je suppose que l'equation (3.) ne soit que du second degre et se
rc'duise A
On en deduira, pour ses deux racines,

Ι'γ—1 — ν

en faisant, pour abreger,
v = \T[(t>'y— 1>7— ̂ 'y-v) «r— 01-

En supposant aussi X = jc9 on aura, en meme tems,
Fx = r^+i^+Ξ dxtJ o! oc •5-j-o/07-J-c/

Par les regles ordinaires, on en conclura
Fx — f^+^log^ — a)+Blog(ir — ),f

en dcsignant par α et les deux racines de Tequation
a'^ + '.r+c' = 0,

et faisant, pour abreger,
(α'1 — αμ)α-)-αΌ — αο' _ . (a1 b — a l Q + af c — α c'

(a — )<^ ·"> ( — a)a'*
Par consequent, Tequation (1.) deviendra

et si Γόη y met successivement les valeurs de yt et y2 a la place de
et que Γόη fasse la somme et la diiference des resultats, on aura

fb'Y — b * b—Vy Λ , Γ/ Λ / γι
J -~^Ty a^==: — ̂  — A Iog[(^— ̂  ̂ 2~ *fl

— B log [(/i— ) (72 - )] + const.,

12
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92 4. Po i s SO 7i) thJoremes relatifs aux integrales des fonctions algebriques,

Les proflmts (ji— '-u)(y2 — Λ) et (y^ — )(j2 — ) ne sont auire
chose que le premier membre de Tequation (5.) divise par a — a'y, et
dans lequel on substitueroit successivement <% et β au Heu de χ > et comme
ces substitutions reduisent a zero le coefficient de y dans ce premier mein-
bre, il s'ensuit que Γόη a

Donc, en observant que
b'y — b _ _ jZ/ , aV—a'Jy
a— a1 γ ~~~ a1 ' (a — a7 jX ?

et ayant egard aux valeurs de A et B, la premiere equatiou (6.) deviendra
aV — a'b Γ dy (ab' — a' t). , , . ,

• - 1 - / - "* = *" · " - T» - " *° (a — y) + const. ;a' */ a — a'j a' o v J* \ '
ce qui est, en efFet, evident.

Quant a la deuxieme equation (6.)^ on a d'abord

(yi-a)(yi- ) (a'b—aV) (a+ ) +2a^c - .
(72^)(73-^)"Τ· 2(«-^α'2

au moyen des valeurs de y± et j2 ? et a cause de

a + = —^7? ^ = J,

on trouve

(af — a'6 — a'v)^^ — Z?) — (2ac7 — 2a'c — b'v)(a'y _ a) ?

_ (4a /c /— V*)y~ 2 f l / c — 2a

et cela etant^ cette seconde equation (6.) devient

/
i;5y _ ^ . a'b — aV j (α?/—- αχΖ> ψα^Ο ψγ—V) — g c — ο ο ^; e — a)

ofy — a a7 ' 2 a7^ °^ (a6'— a'b—a'v) (b'y—b) — (2ac/— 2a'c— b^v^yl^ )
. 2a/2c+Q^/3— 2fia/o/— o^7 . (4oV

^ i Ίία — 3α" g4a'c'

ce que Γόη pourra effectivement verifier par les regles ordinaires du cal-
cul integral.

Dans le cas de # = ? le 3e terme de cette formule se presente
eous la forme §; et comme on a alors / 2=4 V5 on trouve —έ pour
s vraie valeur. Si a1 est zero, on supposera d'abord cette constante infiniment
petite, et Γόη developpera ensuite la formule &uivaut les puissances de a1.
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4. Poisson, theorcmes relatifs auoc integrales des fonctions algzbriqiies. 93

IV.
Je suppose actueliement que l'equation qui lie eatre elles les varia-

bles χ et y, ne differe de Tequatioa (3.) qu'en ce qu'elle renferme y2 au
lieu de y, de sorte que nous ayons

7. axn+bxn~l + .... + kx + l=(a'x» + b/xn-L + .... + k'x + l'}y\
Je designerai toujours par yl9 y29 . ... yn9 les n valeurs de χ que

Γόη tire de cette equation, et par Yt ce que devient le polynome X> lors-
qivon y met yi au Heu de x. L'equation (7.) donne aussi

y = +v^(A);
fx etant la meme fonction rationuelle que precedemment. En regardant
le radical v^C/·37) comroe une quantite positive, on devra prendre le sigue
superieur ou le signe inferieur, seien que la variable y sera positive ou
negative. Pour fixer les idees? je supposerai qu'elle soit positive; et si
Γόη fait alors

et que Γόη mette yi au lieu de χ dans l'cquation (2.), eile deviendra

Cette equation subsistera pour les n racines de Tequation (7.). Ea
los substituant successiveraent u la place de yi, et prenant la somme des
resultats^ on aura donc

8. ψ/ι + Ψ72+....+Ψ7» = yr
o Γόη a fait, pour abreger,

Γχ + n+.... + r.« r,
et C etant toujours une constante arbitraire. Or, puisque YI est une fonc-
tion rationnelle de yi9 la somme Y sera une fonction rationnelle et sy«·
metrique des racines de l'equation (7.), dont on pourra obtenir la valeur
eu fonction rationnelle des coefficients de cette equation. Cette quantite
T est donc une fouction rationnelle de y; et, par consequant, l'integrale
fody s'obtiendra toujours sous forme finie.

Donc, en vertu de Tequation (8.), la somme des valeurs de Pin-
tegrale ψχ, qui repondent aux n racines de l'equation (7.) prises succes-
sivement pour la variable x, s'exprimera sous forme finie, en fonction
de y, quoique cette integrale ψ# ne puisse pas s'obtenir sous forme finie,
ni meme se reduire, en general, a des fonctions plus simples, teile que
les fonctions elliptiques.
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94 4· P is O H , t/tcorimes relatifs aux intSgjales des Jonctions alg^ ri

V.
Avant d'aller plus loin, il est bon de verifier ce tbeoreme sur un

exemple.
Supposons, poiir cela, que l'equation (7.) soit

(1_*)( — *) = (l +-*)('* + *) 72,
ou, ce qui est la meme chose,

9. x2 — (1 + /0/W + = 0;
h ^taiit une constante, et en faisant, pour abreger,

Supposons aussi que Γόη ait simplement X = x.
On aura^ daiis ce cas>

10 i r» = i(i+% + i/((i+
) Ja = i(l+ )/i-i/((l+ )y-4A),

pour les deux racines de l'equation donnee. La quantite Υ sera leur
somme en sorte que Γόη aura aussi

Ύ ——

L'integrale representee par φ χ sera

et si nous faisons
/* (7ι+;τ2)5^ — ^ ^ Γ _

J V((l— a?a) (/i2— a;2)) ~ ψ f / V"((l—
eile pourra s'ecrire ainsi

Par consequent, Tequation (8.) deviendra

11. Φ* + Φ/2 = (1+ ) (ϊΐξ^ — log J + <p>i + φ^2 + C.
Elle subsistera pour toutes les valeurs positives de y, en y regardant le
radical v^[(i — #2)(A2 — Λ?2)] comme une quantite positive. Si cette variable
est negative, Tequation (11.) subsistera encore^ en y changeant le signe
du radical, ce qui changera ceux de φα? et φ'#,

On aura, sous forme finie,
φ'# = i I

L'equation (9.) donne
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4. Ρ οι s SO n, thdorcmes relatifs auoc integrales des fonciions algcbriqiies· 95

d'o il rcsulte d'abord
<p'* = i log(l+ ) + i log[2/»ar — 1_ + 2 /·((!-;> *)(Α— /ι a?))];

mais en vertu de I'equation (9.)} on a aussi
(l—

et en faisant

on en conelut
Qx = i Io

Cela etant, nous aurons
Φ'/ι + <P'jr* = log (l +/0 + i log [4 ?2

rir2- 2 y (!+//) (7l+ j2) + (t + )2] ;
et comme5 d'apres la meme equation (9.) dont yt et j2 sont les deux ra-
eines, on a

12. y.y, = , 7ι+/2 = (1+Α)Λ

Π en resulte que la quantite comprise sous le second logarithme se reduira

au carre de - — —^ — ̂ , en ayant egard aux valeurs de p et y> par eon-
sequent, on aura

Au moyen de cette valeur, et en comprenant le terme (!+//) log (l— Λ2)
dans la constante Cy la partie logarithmique disparoitra du second mem«
bre de lequation (ll.)j <1™ deviendra simpiement

Pour determiner la constante C, je supposerai que les integrales
et <py2 s'evanouissent pour j = 0, ce qui rendra nulle cette con*

stante. D'apres les formules (10.) , on a yl = l et J2 = ̂  pour y = 0;
les quantites φγί et φχ2 seront done alors Tiutegrale $x, prise depuis
ar=l jusqu'a J? = YL pour φ jf , et depuis #=/z jusqu'a a?==j2 pour
<pj2; en sorte que Γόη aura fioalement

On veri era cette equation en differentiant ses deux membres par
rapport a y; ce qui donne

or, l'eqtiation (9.) donne aussi, d'apres ce qu'on a vu plus haut,
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96 4. Poisson, tluforcmcs reluti t aux integrales des fonctions

*'— 1);
eii differentiant cette meme equation (9.), il vient

en mettant done suceessivement yL et J2 & la place de #, Sans ces deux
dernieres equations, on aura les valeurs des radicaux contenus dans I/e-
quation differentielle precedente, et des differentielles 8yL et <9j2; et en
vertu des equations (12.), ces quatre valeurs et celle de p rendront cette
equatiou differentielle identique*

II suit de cette verification que l'equation (13.) a Heu; non seule-
ment pour les valeurs positives ou negatives de y, mais aussi pour les
valeurs imaginaires de cette variable. En y mettant y \f~ — l A la place
de y, et changeant le signe de Tun des facteurs sous les radicaux, nous
aurons cette seconde equation

2 2 2 ~~ 2 2 — Λ2))
daus laqueile la variable y sera supposee reelle, et ου Γόη prendra les
radicaux avec le signe -J- ou avec le signe — , selon que ceite variable
sera positive ou negative. En meme terns, les equations (l 2.) deviendront

VI.
L'une ou Tautre de ces equations (13.) ou (14.), la seconde, par

exemple, pourra encore etre verifiee par la transformation des integrales
qu'elle renferme, en fonctions elliptiques.

A cet eiFet, je sup ose la constante h moindre que Tunite, et je fais
l— Λ2 = c2, ^=5 - PT— .7 l — c1 sin2 φ

II en resultera
_ Bx __ _ _ _ θφ _ β

^((1— a72Ko?2 — Aa)) ~ ν^(1— c2 si 2 φ) '
les valeurs de φ qui repondent a Λ?=1 et Λ? = Λ seront φ == f ττ et φ=ϋ;
en appelant donc φχ et φ2, celles qui repondent a yz et y2, l'equation
(14.) prendra la forme:

h Ψι d(p

. Α* » _ __ ,
LJ|7r (l-c2sin>f

ou, ce qui est la meme chose,
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4. ijoissonf theoremes rdatifs aux integrales des fonctions algcbricjites. 97

ΓΨί
J a

__ - _
~ c2 sin? φ) ~ a V\l — c'sin2 <?}

r /». — aj^ + /--, — a*_ ι =
LJo (l — c« ein· φ)» J0 (l — czsina(pfj

D'ailleurs, on a identiquement
h* 8 φ -/4 2 · 2 / · Λ Ν 3 / Λ 2 ^ sio Φ cos cp- — ί— c 2sm 2 ( d ( ~ c 2 d y

(i— c2sin>f
en employant les notations connues de Legendre, pour designer les fonc-
tions elliptiques de premiere et de seconde espece, on aura donc

Mais, d'apres la valeur de x1^ on a
I · /* 2— Λβ) ^ V"(1— ̂  -.,, o · ο Λ χ k16. sm<p = — ̂ - ', cos(p= - ̂ - % v^(l— ^ sin2 φ) = --Ύ COC 7 ^ CO? 7 r V ^y χ

d'ou Γόη conclut, en vertu de Teqiiation (9.),
o» sin y cos

a:
en mettant γ\Γ — l au Heu de y, et prenant le radical avec le meme
signe que y9 comrae le suppose l'equation (14.). On aura donc

quantite qui se reduit a ^χ-2 > en ayant egard aux equations (15.).
Par consequent nous aurons, pour l'equation (14.) trausformee en fonctions

17.

rcsultat facile ά verifier, aip moyen des prpprietes conoues de ce genre
de quautites,

Soit, en efiet^ w un angle t^i que i'on ait
F(c, ΦΟ +F(c, φ.} = F(c, w);

pour 4)e meme angle, on aura aussi, comme on sait,
E (c, vpx) + E(c, φ2) = JE (c, w) + c sin i# sin (pj. sin φ2 ;

d'apres Ja premiere formule (16.), ^ppHquee aux angles φι et φ2, on a
Crelte's Jotirnal il. M. Bd. ΧΠ. Hft. 2. 13
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98 4. Poisson, thJoremes relatifs aux integrales des fonctions

d'ailleurg *
c* sin φ, sin <P2 = -i- /"[(^ - A*) ( rf - A«)] ;

J i Ja

quantite qui se reduit a ' ^ j 2 - j'en vertu des equations (15.); par con-
sequent, l'equation (17.) deviendra

18. /;F(^) + £(^^) = ^^^

Or, on sait aussi que I'angle w sera determine par l'equation *)
_ cosy^ cos yg — sin φ, sin ya V(t— c2 sio2

..... · - — — -- - " ' -- '— ..... · - Ί 5 — : — ̂  -- -." ' v -- '— — — — -- ·
l — c sin (fl sin <f>2

et d'apres les formules (16.), le numerateur de cette expression a pour
valeur ,

quantite qui se reduit a zero? en vertu des equations (15.). On a donc
cos w = 0, iv = f w, sin ̂  = l ;

ce qui rend identique l'equation (18.) qu'il s'agissoit de verifier.

TU.,
Revenons maintenant a l'equation (8.).
En la differentiant par rapport a y, on a

et dans cette equation differentielle entre j, yl9 y2, . . . . yn , ces /2-j-l va-
riables sont separees ; car Γ est une fonction de y (§. IV.), et ΪΊ , Υχ , ...
... ϊ"η, sont respectivement des fonctions de yl9 y29 . . . . yn. Or, en met-
tant successivement ji , y2 9 < · · · yn> au lieu de χ dans l'equation (7.),
on aura

ce Systeme d'equations algebriques entre les n -{- i variables j, jx, y2, ...
• · · Jn 9 satisfera donc a Tequation differentielle precedente; mais il n'en
sera qirune integrale particuliere, parceqiril ne renferme aucune constante
arbitraire.

*) Traue' des fonctions dliptiques, tome 1er, page 22.
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4. 1J o is so n, tfuforemes relatifs aux integrales des f netions alge'bnques. 99

Pour im inclice quelconq e /', ou se rappellera que Γόη a, dans
cette equation differentielle,

'7ί -H' '
et que YI est une fonction rationnelle et entiere de yt , ou un polynome
en yi, d'un degre quelconq e.

VIII.
Le theoreme contenu dans l'equation (8.) est distinct de celui

qu'Abel a donne dans le Journal de M. Grelle*), et dont Legendre
a fait la base du 3e Supplement a son traite des fonctions elliptiques.
Mais on parvient aussi a un theoreme semblable a celui d 'Abel , par les
considerations tres- simples qui nous ont conduit l'equation (8.).

Pour le faire yoir, soient <pLx, $ϊΧ> fix\ \ f2oc, quatre pol^iomes
d'un degre quelconque par rapport a oc: les coefficients des deux premiers
sont des constantes donnees; ceux des deux derniers sont des fonc-
tions rationnelles d'une variable z ; une autre variable y est liee a χ et y
par les deux equations:

(a.) ^iO? = y2<p2ar, /ιΛ? = ̂ /2Λ·,·
d'ou Γόη tire cette troisieme equation

(i.) <Pi*OW -Φ2^(/ι^)2 = o,
entre χ et z. La premiere equation («.) donne aussi

ou Γόη prondra le signe supcrieur ou le signe inferieur, selon que le rap-
pOrt i*~ ^ qui exprime la valeur de y tiree de la secomle equation (a.)?

sera positif ou negatif.
Designons aussi par X une fonction rationnelle et donnee de la seule

variable #, et faisons

•f fr*
le signe etant determine d'apres celui de 7, ou de V^ comme on vient

de le dire. L'integrale /Xdx se composera d'une partie entiere et d'une
partie logarithmique ; en sorte que Γόη pourra toujours la representer par

(ar— )+etc.;

*) J rne III , page 313.
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100 4-· Poisson, tht/oremes relatifs aux integrales des fonctions

P &ant un polynome en #5 et A^ B, etc. , «, , etc. ; designant des con-
stantes reelles ou irnaginaires, dont le nombre sera double de celui qui
marque le degre du denoininateur de X.

Cela pose, si Γόη met ΓΧΰχ au lieu de X dans 1'equatioD (2.),

°n aura f(fxdx) d? +f?x x = yfx**+c'
et d'apres les valeurs precedentes de /, ΨΛ?, /J£<9o?, il en resultera

ψχ + fP dy~{- Af log (x — α) δ j + B/log (a? — β) θ y + etc.
— jP4.^^1og(jc— «)+jrJBlog(^— ) + etc. + 6'.

Mais, en iutegrant par partie, on a
flog (x — «) dy = y log (ar — «) —f^^ ,

etc.;
d'apres la raleur de iXBx, on a aussi

•vr n *s n Adoc , jB5ar . .Xdx—BP = -- -- 3-4- etc.:
£C - « «X - /5 ' '

il en resultera donc
(^ — «) j -j- B /log (a? — β) θ j -f- etc.

etr par consequent
^x+fP3y+fydP—fyXdx = y P+

Donc, a cause de

on aura simplement

En differentiant l'equation ( .) par rapport a Λ? et s, on en deduira
une valeur de da? que je representerai par

dx = X' zi
X' etant une fonction rationnelle de χ et 2. Si donc on fait

XX' f^ — 0

"^•"T"de sorte que Q soit aussi une fonction rationnelle de o? et i;, ou aura
» c.
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4. Poissorij {hdotcmes relatifs aux integrales des fonctions algdbriqiies. 101

Mainteuant, soit m le degre de l'equation (o.) par rapport ΑΛΤ; de-
eignons par z19 z2, .... zm9 ses m racines en fonctions de z, et par Q19

Q2> ·· ·· Qm * les valeurs correspondantes de Q: en faisant, pour abreger,

substituant successivement z19 z29 .... zm9 a la place de a?, dans l'equa-
tion precodente, et prenant la somme des resultats, nous aurons

Or, Z sera une fonction symetrique et rationnelle des racines de l'equa-
tion (Α.), et, consequemment une pareille fonction de ses coefficients;
par consequent l'integrale Γ Z S z s'obtiendra toujours sous forme finie, par
les regles ordinaires; d'ou ii resulte que la somme des valeurs de Tinte-
grale ψ#, qui repondent aux m racines de Tequation ( .), s'obtiendra
aussi sous forme finie, en fonction des coefficients des quatre polynomes
ΦιΛ*> Φ2&9 fi&t fix> ce qui est conforme au theoreme d'Abel que Γόη
vient de citer. Dans cette somme, on devra ajouter ou retrancher les
diverses valeurs de ψ#, selon que les valeurs correspondantes zL9 z29 ...
... zm, de x, rendront positive ou negative la valeur de y9 ou du rap-

port -r~^·

On se borne ici a faire voir que la somme des m valeurs de ψ#
est toujours exprimable sous forme finie; la valeur de cette somme e'ob-
tiendra, dans chaque cas, par le calcul des fonctions symetriques des ra-
cines d'une equation, qui fera connoitre la quantite Z> et ensuite par les
regles de l'integration des fractions rationnelles, qui donneront Tintegrale

*Zdz; mais A bei a donne Texpression generalede cette somme de va-
leurs, ainsi qu'on peut le voir dans son inemoire et dans le Supplement
de Legendre. Cette expression, pour etre appliquee aux notations pre-
cedentes, suppose que Γόη fasse

v fx

ΦΛΤ et fx etant des polynomes ea χ d'un degre quelconque, et Λ designant
une constante donnee»

ΪΧ.
Au lieu de mettre y* a la place de y dans Tequation (3.), ainsi

qu'on Ta fait precedemment (§. 4.), on auroit pu remplacer y par la puis-
sauce quelcouque m de eette Variable, et il est evident qu'ou seroit par-

f
*
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102 4. Poissorij thcorcmes relatifa aux inlcgrates de* fonviions a

venu a une equation (8.) dans laquelle l'integrale ψα? contiendroit la ra-
cine m au lieu de la racine carree d'une fonction rationuelle de x. Plus
generalement encore, on peut etendre l'equation (8.) a l'integrale d'une
fonction algebrique quelconque, explicite ou implicite, et le raisonnement
relatif a cette extension ne sera qu'une repetition de celui qu'on a expose
dans le quatrieme paragraphe.

En eflet, soient X un polynome en oc et fx une fonction algebri-
de cette variable ; si nous faisons

f equation (2.) deviendra
(c.) fXdy+ψχ = yX+C.

Supposons que Γόη fasse disparoitre les radicaux et les deoominateurs dans
i'eqitetion y—fx> designons par Λ = 0 Tequation qui en resuitera, et
soit n son degre par rapport a x. Ou en tirera n valeurs de χ en fonc-
tionsde y; nous les representerons par y19 y2, . . . . yn9 et par Γ, T2, . . .
... Yn > les valeurs correspondantes de X. En substituant successivement
ces Λ valeurs de χ dans l'equation precedente, et prenant ia sorarae des
resultats, nous aurons

ou, ce qui est la meme chose,
Ψ^ι + Ψ^+'-

en faisant, pour abreger,
r1+ra + ....+ r J i == r. !

Or> cette somme Γ sera une fonction symetrique et rationnelle des raci-
nes de l'equation JR = 0; par consequant, une semblable fonction de ses
coiifiicients, et, consequemment aussi, une fonction rationnelle de y. Donc
l'integrale fady s'obtiendra toujours sous forme finie, par les regles or-
dinaires; donc aussi la somme des n valeurs de l'integrale ψ #, d'une fonc-
tion algebrique quelconque, qui repondent aux n valeurs de χ tirees de
l'equation R = 0, est toujours exprimable sous forme finie en fonction de y.

On parviendra a uu second theoreme distinct de cette propositiou
generale, en supposant, comme dans le paragraphe precedent, que Ia va-
riable y soit liee u χ et a une autre variable z, par Tequation
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4, Poiss n, theoremes relalifs aitx integrales des fonctions algebriques. 103

de ce paragraphe. Mettons, de plus, fXSx a Ia place de X dans ψ#
qui deviejidra alors

ΨΑ? = iXfx dx?

et supposons que X soit actuellement une fonction rationnelle, entiere ou
fractionnaire de 07, de sorte que Γόη ait, comme dans ce meine paragraphe,

fXdx = P + ̂ IogOr — a) + logO — )+etc.
En y substituant cette valeur de fXBx au Heu de X, l'equation (c) deviendra

+ C.
Par Tintegration par partie, pratiquee sur les integrales /log (a?
/log(j? — )^y> etc., on reduira cette equation

ou bien a

f a?en mettant pour y s valeur ~- . Or, si Γόη substitue aussi cette valeur
J 1Χ

de y dans l'equation R =0, il en resultera une equation en χ et z que
je designerai par T=z 0, et je representerai par d&z=zX'dz s differentielle
par rapport a ces deux variables, dont X' sera une fonction rationnelle.
En faisant, comme plus haut,

cette quantite Q sera egalement une fonction rationnelle de χ et z, et
Γόη aura

Je designerai par m le degre de l'equation ^£=0 par rapport a a?; je
representerai par zl9 z2, .,.. zm, ses wracines, et par Qt, Q2, .... Qm9
les valeurs correspondantes de Q : en faisant toujours

substituant successivement «χ, «2, . . . . zm9 du lieu de z dans l'equation
precedente, et prenant la somme des resultats, on aura

/>ι = /iJ s
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104 4. Füisson, tJiJüiimes relatifs anx inlfyralet des fonctions Qt

Cela pose, on verra, eomme precedemment, qtie Hntegrale fZ dz
pourra toujours s'obtenir sous forme fiaie« Par consequent, quelles que
soient la fonction algebrique fx et la fonction ratiouuelle X de x> la
somme des valeurs de l'integrale ?, ou fxfxdx, qui repondent aux
valeurs de tirees de Tequation fLx=^fixfx9 laquelle devient, T =r 0
apres qii'on a fait disparoitre les radicaux et les denominateurs; cette somme,
disons-nous, sera toujours exprimable sous forme finie, en fonction de
la variable z, dont les ooefficiens des polynomes }\x et/2o? sont des föne*
tions rationnelles quelconques.
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