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4,
Théorémes relatifs aux intégrales des fonctions
algébriques.
(Par M. Poisson, a Paris, 1. décembre, 1833.)

L
On comprend sous la dénomination de fonctions algébriques, non seu-
lement les fonctions rationnelles, entiéres ou fractionnaires, et celles qui
sont exprimées par des combinaisons de radicaux, mais encore les quan-
tités détermindes par des dquations d'un degré quelconque, dont les coéf-
ficients sont des fonctions rationnelles de la variable.

Les quantités exprimdes sous forme finie sont plus générales: outre
des radicaux, elles peuvent renfermer dans leurs expressions, des logarith-
mes et des exponentielles, ou bien, elles peuvent dépendre d'équations qui
contiennent ces deux sortes de transcendantes, réelles ou imaginaires, ce
qui comprend les arcs de cercle et leurs sinus.

On exposera ci-aprés des théorémes sur les intégrales des fonctions
algébriques, remarquables par leur grande généralité et par la simplicité
des considérations qui y conduisent, Ces théorémes résultent, en effet, du
procdé vulgaire de lintégration par partie, ou de I'équation

1. /xé’y—]—ﬁé‘x:wy-{-ﬂ',
dans laquelle C est une constante arbitraire, et x et y sont deux variables,
entre lesquelles nous établirons successivement diflérentes liaisons. Ils sub-
sisteront également, et acquiereront encore plus de généralité, si 'on reme
place x dans cette équation, par un polynome ou une fonction rationnelle
et entiére de x, que je representerai par X, de sorte quon ait

2. /Xay +/an = Xy+C.

IL
Supposons d’abord que les variables x et y soient liées entre elles
par Péquation:
3. ex'tbx i Fhrtl = (@t ey,
dans laquelle e, o, .... £, I, &', &' .... k', I/, sont des cogfficients con-
Crelle’s Journal d. M. Bd.XIL Hit.2. 12
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stants et donnés, et n désigne un nombre entier et positif, aussi donné.
Faisons, pour abréger,
. ax" bl -k x1
axtb e K = [

/yax =ffxé‘x = Fx;

Fx sera une fonction algébrique et logarithmique, que l'on obtiendra tou-
jours par les régles de lintégration des fonctions rationnelles; et I'équation
(1.) deviendra

. et, ensuite

fxay = xfo — Fx 4 C,
D’ailleurs, on tirera de I'équation (3.) un nombre » de valeurs de x en
fonctions de y, que je representerai par y, ¥,, .... y,; si donc on met
a la place de x, dans I'équation précédente, celle de ces # valeurs qui
répond & Vindice quelconque 7, on aura

4. [rioy =yyi—Fy:+ Cs
dou il résulte que lintégrale / ¥:9y, qui est, pour ainsi dire, inverse de

[ fx dx, peut toujours s’obtenir en fonction de y, sous forme finie, comme
“cette dernicre en fonction de wx.
On rendra ce théoréme plus général, en partant de I'équation (2.)
au lieu de I'équation (1.). En faisant alors
f 0 X = Fu,
et désignant par ¥;, ce que devient X quand on y met y; & la place de

x, nous aurons
fy,.ay =y ¥ —Fy,+C;
en sorte que lintégrale / Y;0y sobtiendra aussi, sous forme finie, en
fonction de y.
Si fx est une fonction entiére, c.a.d., si le coéfficient de y dans
I'équation (3.) est une constante C, la fonetion " ne contiendra pas de

logarithmes. En faisant
yY,—Fy, = P,
cette quantité P; sera une fonction rationnelle et entiére de y;. Si donc
on égale & zéro le produit
. (u—P)(u—P,)....(u—P,),
on aura une équation du degré 2, savoir,
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A 4Byt Ku4 L = 0,
dont les coéflicients 4, B, .... K, L, seront des fonctions symétriques
des racines y,, y,, .+ ¥a, de I'équation (3.), qui s'exprimeront, par con=
séquent, au moyen de ses coéfficients a, b, .... k, et de son dernier terme
l—1'y, et qui seront des fonctions rationnelles et entiéres de y. Dans ce
cas, les n valeurs de P;, ou de / Y; 0y — G, qui répondent & i=1, =2,..,
... =n, pourront donc étre regardées comme les racines d'une équation
du degré n, facile & déduire de I'équation (3.).
IIL
Pour donner une application du théoréme précédent, que I'on puisse
vérifier, je suppose que I'équation (3.) ne soit que du second degré et se
réduise a 5. (a—a'P@d+(b—by)wtc—cy =
On en déduira, pour ses deux racines,
b'y—b-4v Vy—b—v
i = Z(a—a-_’;) » N2 = ZZT-ZH’
en faisant, pour abrdger,
v = y[ly—by—4(a'y —a)(c'y—c)].

En supposant aussi X = x, on aura, en méme tems,

ax*+bx-oc
Fa —/a o x* b o’ dar

Par les régles ordinaires, on en conclura
Iz = 22 4 4log(x—0) + B log(x — @),

en ddsignant par « et 3 les deux racines de I'équation

‘bt =0,
et faisant, pour abréger,
(a’b—ab)a-+a’c—ac’ = 4, (a’b—ab!)f4a’c—ac’ — B
(@—p)a" (B—ea)a ’
Par conséquent, I'équation (1.) deviendra

Syidy = (a'y—0) 2t — Alog(yi—a) —Blog(7;—R) + G,

et si Pon y met successivement les valeurs de y, et y, & la place de y;,
et que l'on fasse la somme et la différence des resultats, on aura

b'y—b b—0
f Y= dy =L —Alog[(y:—a) (y:— )]

a—ay

6. — Blog [(y:— P) (y. — )] - const.,
f voy =+ log(y‘ )+Blog(y' ﬁ)-el-const.

ady—a
12“
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Les produits (y;—a)(y.—ea) et (y1—B)(y.— ) ne sont autre
chose que le premier membre de I'équation (5.) divisé par e —a'y, et
dans lequel on substitueroit successivement & et 3 au lieu de x; et comme
ces substitutions réduisent a zéro le coéfficient de y dans ce premier mem-
bre, il s’ensuit que I'on a

ac’t-ba-tc b B
yl——“)(-n-“):—a_——a’y sy (n—=0)(r.—p) = aﬂa—_{:a/‘;-l-c
Donc, en observant que
Vy—b _ ab!—a'b
a—-—a’y—_ ’+(a—-—a))a”
et ayant égard aux valeurs de 4 et B, la premicre équation (6.) deviendra
ab/—a'b dy (ab!—a’b)
7S aay =T log(a—a'y) + const.;

ce qui est, en effet, évident.

Quant a la deuxiéme équation (6.), on a d'abord
St o (=0
Alo (y — %)+ Blog (yg_ﬁ,)
a’b—ad’, (y,—o)(y,— (a’b—ab’) (e+4p) +2a'c —2ac’ |~ (y,—a) (v,—f
l 1 - o L1 R&) ).
207 8 (y, =) =5+ 2(e—p)a" 18 Gri=ar(ri=p)’
au moyen des valeurs de y, et y,, et a cause de
b’

C/
“+B=“"a_/: “B::;T,

—

on trouve
(y,—a)(v,—B) __ (ab)—a’'bfa’v) 'y —b)—(2ac’—2a’c+1'v) (a’y —a)
(Yo—@)(7,— B = (ab—a'b—a'v)(b'y —b)—RQac'—2ad'c—b'v)(a'y—a)’
(y,—o)(y,— /5’_) (4’ '—0"*)y—2a'c~2ac’ 4+ bV —(a—pf)a'v

(a—a)(y,—0) (4a c'—b7?)y—2d' c—Racd 4+ bb'4-(a—f)a' v}
et cela étant, cette seconde équation (6.) devient

/ voy —_ v_l_ a'b—alb’ (ab!—a'b 4-a'v) (b'y—Db) — (2ac'— 2a’c4- 1) (a'y—a)
a /

/y —_—a 2 i” Og (ab’ / al’l)) (b'y-—b) —_— (2(104__2“,0__ b/l)) (a/y_a)
2a”%ctab”—2aa’c'—a'bh! ) (4a'c'—b") y—2a'o—2ac/+bl!—(a—fia"v
| 2(—f)a" ® (4a'c’ b”)y —2a'c—2ac'}-bb'-(a—f )av+00nst,,

ce que I'on pourra effectivement vérifier par les régles ordinaires du cal-
cul intégral.
Dans le cas de =, le 3° terme de cette formule se presente
. 2-—- v
gous la forme g; et comme on a alors 6'*=4a’c’, on trouve — pour

sa vraie valeur. Si @’ est zéro,on supposera d’abord cette constante infiniment
petite, et I'on développera ensuite la formule suivant les puissances de o’
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Iv.

Je suppose actuellement que I'équation qui lie entre elles les varia-
bles x et y, ne dilfere de I'équation (3.) quen ce qu'elle renferme y* au
lieu de y, de sorte que nous ayons

7. ex’ b kel = (2 b R 1)y

Je désignerai toujours par ¥y, Y., .... ¥,, les nvaleurs de x que
'on tire de cette équation, et par ¥; ce que devient le polynome X, lors-
quon y met y; au lieu de x. L'équation (7.) donne aussi

y = vV {fa);
fx étant la méme fonction rationunelle que précédemment. En regardant
le radical v*(fz) comme une quantité positive, on devra prendre le signe
supérieur ou le signe inférieur, selon que la variable y sera positive ou
négative. Pour fixer les idées, je supposerai quelle soit positive; et si

I'on fait alors
JV(f0oX = ya,
et que I'on mette y; au lieu de x dans I'équation (2.), elle deviendra
JEey+dy = y¥i+C.

Cette {quation subsistera pour les zracines de I'équation (7.). En
les substituant successiveraent & la place de y;, et prenant la somme des
résultats, on aura donc

8. Yyitdyate by, = 9‘1’—/Y9y+0,
ou l'on a fait, pour abréger,
Y+ Y, +...+Y =7,

et C {tant toujours une constante arbitraire. Or, puisque ¥; est une fonc-
tion rationnelle de y;, la somme ¥ sera une fonction rationnelle et sy
métrique des racines de I'équation (7.), dont on pourra obtenir la valeur
en fonction rationnelle des cocfficients de cette équation. Cette quantité
Y cst donc une fonction rationnelle de y ; et, par conséquant, lintégrale
/ Y dy s'obtiendra toujours sous forme finie,

Donc, en vertu de I'équation (8.), la somme des valeurs de l'in-
tégrale Y x, qui répondent aux 7 racines de I'équation (7.) prises succes-
sivement pour la variable x, s'exprimera sous forme finie, en fonction
de y, quoique cette intégrale L& ne puisse pas s'obtenir sous forme finie,
ni méme se réduire, en général, d des fonctions plus simples, telle que
les fonctions elliptiques.
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V.

Avant d’aller plus loin, il est bon de vérifier ce théoréme sur un
exemple.

Supposons, pour cela, que I'équation (7.) soit

(1—2)(h—a) = (L F-2)(h+x)y?,
ou, ce qui est la méme chose,
9. 2®*—{1+AMpxth = 0;

h étant une constante, et en faisant, pour abréger,

1457
-1_———_)’2 = p-

Supposons aussi que I'on ait simplement X = .
On aura, dans ce cas,
10. v = s(1+)p ;v (14727 p*—4 1),
Y2 = %(1+/l)}’-'%wf((1+/’)2l’2—4ﬁ),
pour les deux racines de l'équation donnée. La quantité Y sera leur
somme en sorte que I'on aura aussi

— (knttyy
—r*

fray = —<1+/z>y+a+/z> log ;2.

L’intégrale representée par L sera

__ (l—ac)(h—x;
. . vo = [T aTe) o=
et si nous faisons

(htx®ox xdx _
./V'((l——x”) (hP—x?) ¢, f'f((l_wz) =) Q'x,
elle pourra s'écrire ainsi

Jx = Qr— (14-2)Q'x,

Par conséquent, I'équation (8.) deviendra

1. @yt ey = U+h) (2 —log T2+ @5+ ¢') 4 C.
Elle subsistera pour toutes les valeurs positives de y, en y regardant le
radical y[(1—x?)(A*—x%)] comme une quantité positive. Si cette variable
est négative, I'équation (11.) subsistera encore, en y changeant le signe
du radical, ce qui changera ceux de Qx et @'x,

On aura, sous forme finie,
Q' x = }log[Ra*—1 — 42y (1= (h*— 2V)].
L'équation (9.) donne
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1—x*={U+2)(1—px), Pex =140 (h—px);
d'ou il résulte d’abord
¢'x = 3log(l+h)+ 3log[2pxr—1—L+ 2y (1—px) (h—px))];
mais en vertu de I'équation (9.), on a aussi
(I=px)(h=px) = h— 1+ L) px+p's* = 2*(p*—1);
et en faisant

pHVr—) =1 =y,

Qx = Llog(t+72)+ L log(27x-—1—-/z).
Cela étant, nous aurons
¢'yi+ @ y.=log(14+h) + 3 log[4 ¢*y,y.— 29 (14+12) (y1+-y2) + (14-4)7];5

et comme, d’aprés la méme Squation (9.) dont y, et y, sont les deux ra-

on en conclut

cines, on a
12, yy=h yity.=0+hp,
il en résulte que la quantité comprise sous le second logarithme se réduira

’ 1—17 (l 4 7
au carré de S%}ii))’ en ayant ¢gard aux valeurs de p et ¢; par con-

séquent, on aura
@ yl+¢ Y. = lO"(I-—-/l )+10"( +7)

Au moyen de cette valeur, et en ‘comprenant le terme (1+4)log (1-4%)
dans la constante C, la partie logarithmique disparoitra du second mem-
bre de I'éguation (11.), qui deviendra simpiement

Oy + 0y, = 2(“‘”” 20y 4 g,

Pour déterminer la constante C, ]e supposerai que les intégrales
@y, et Qy, s'¢vanouissent pour y =0, ce qui rendra nulle cette con-
stante. D’aprés les formules (10.), on a y,=1 et y,=/% pour y=0;
les- quantités @y; et @y, seront donc alors lintégrale @x, prise depuis
x=1 jusqua =y, pour Qy;, et depuis x=~/% jusqua x =y, pour
@y.; en sorte que l'on aura finalement
Yy (hd+x*) o (h}- x? 2147
13. ~/: V-((l-—-t’) (h*— x?)) + h V-((i—-.:: I -—:Jc“)) Zi—i-yz)y‘
On vérifiera cette équation en différentiant ses deux membres par
rapport & y; ce qui donne
() dr (r473) 0y, __ 204+m)(A+y*) 3y,
V=D —yD) V(A=) (WP—y3) (=% ’
or, I'équation (9.) donne aussi, d’'aprés ce qu'on a vu plus baut,
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V(=2 (le—a)) = @ (14+-4) v (p—1);
en différentiant cette méme équation (9.), il vient
Re—1472)ploe = (1+h)xdp;

en mettant donc successivement y, et y, & la place de x, dans ces deux
derniéres dquations, on aura les valeurs des radicaux contenus dans I'é-
quation différentielle précédente, et des différentielles 9y, et dy,; et en
vertu des équations (12.), ces quatre valeurs et celle de p rendront cette
équation différentielle identique.

Il suit de cette vérification que Péquation (13.) a lieu; non seule-
ment pour les valeurs positives ou négatives de y, mais aussi pour les
valeurs imaginaires de cette variable. En y mettant y y"—1 & la place
de y, et changeant le signe de I'un des facteurs sous les radicaux, nous
aurons cette seconde équation

5, (hd-2?) 0 5 (hxddx _ _20+ny
14. J, V(d—a?) (x*—h%)) +»/7: V(l—a)(@—r?)) A4y ?

dans laquelle la variable y sera supposée réelle, et ou l'on prendra les
radicaux avec le signe -} ou avec le signe —, selon que cette variable
gera positive ou négative. En méme tems, les équations (12.) deviendront

{41 (1— 42
15 yiy="4, y1+yz=(—+'1“z|L-7y).

VI.

L'une ou lautre de ces équations (13.) ou (14.), la seconde, par
exemple, pourra encore étre vérifide par la transformation des intégrales
quelle renferme, en fonctions elliptiques.

A cet effet, je suppose la constante 2 moindre que l'unité, et je fais

h?.
1—c*sin’g”

1—1t=¢’, =

Il en resultera
dx dp

Vl—z) @ —k%) — V(I—¢sin 7q)}
les valeurs de @ qui répondent & x =1 et x=1/"» seront p =17 et ¢ =0;
en appelant donc @, et @,, celles qui répondent & y, et y,, l'équation
(14.) prendra la forme:

[/;:lV'(i-—c sin® @) +,/q,,\f(1~c sin? (,0)]

-+ 2 = . 2d+ny
i (1"“0 sin (p)z ~ (1-—0 smz(p)T e
ou, ce qui est la méme chose,
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W vy )

+k2[ W'-—-—-—-—-——a({)z l—l— s 8q.o — | =
o (1-——c’sm @p)? 0 (l—o’sm’tp)’

i _2(t4n)
); Y
j/‘ V'(l—-—c sin (p) + [ (1_0 sin q,)z 147 ¢

Dailleurs, on a identiquement
R2O ¢ . sin @ cos
— = = (I—*sin*P) P —? 9. PP
(1—c®sin® ¢)® Ve P V(i—c'sin’g)’
en employant les notations connues de Legendre, pour désigner les fongc-
tions elliptiques de premicre et de seconde espéce, on aura done
hF (e, @)+ F(c, @)+ E(c9 Q) + E(c, ,)

e LT Lo 1oy 2(4n)y smgv, cosq)l c?sing, cos¢p
= hF(c,3m)+E(c, ;%) T14y7 + YV (1—c?sin®¢,) +V'(1——c o’ tp’,)
Mais, d’'aprés la valeur de x? on a
o~ V(x*—n?) hV (1—a? . h
16. sm<p-————cw—l—, cos@:-l———(c—x-—i-), ;f(l—c"sm”(p):-;;

d’ou l'on conclut, en vertu de I'équation (9.),

2 sin s 1
Vi = 7 V1@ == = L (42 ()
en mettant yy"—1 au lieu de y, et prenant le radical avec le méme
signe que y, comme le suppose Féquation (14.). On aura done

c*sim P, cosp, Sln(P, COS(P,’ - hy
T(l—-c’si‘n’tz)l)-l_ Vi—csin?g,) — 7. 2 k) T AR +y (rity);
quantité qui se réduit a L“_Jlifli_—-)l;h)’ en ayant égard aux équations (15.).

Par conséquent nous aurons, pour I'équation (14.) transformée en fonctions

elliptiques,

17. AF(,0) 4 (e, )]+ E(e, )+ E(c,®,) =

h¥(c,$m) +E(", 57)+ 2)1(_:__;—}1
resultat facile a vérifier, ay moyen des propriétés connues de ce genre
de quantités, :
Soit, en effet, w un angle tel que l'on ait
(e, @) +F(e, @) = I'(c, w);

pour ce méme angle, on aura aussi, comme on sait,

E(c, 0,)+ E(c, @) = E(c, w) + ¢ sinw sin @, sin P,
daprés Ja premiére formule (16.), appliquée aux angles @, et @,, on a

Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. 13
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d'ailleurs . . 1 .
¢sin@sin@, = —— l/-[(}'x —h?) ()’: - /12)] H

quantité qui se réduit & 2” (1+h) s en vertu des équations (15.); par con-
séquent, I'équation (17.) devnendra
18, 1 F(c,w)+E(c,w)= hF(c,} w)+ E(c, im)+ 2’1’(_1';")(1 —sinw).

Or, on sait aussi que l'angle w sera déterminé par I'dquation *)

cOs @, cos @, —sin @, s:n(;,V'(l—-c sin?,) V (1—c?sin (p)
1—c*sin® @, sin’ ¢,

et daprés les formules (16.), le numérateur de cette expression a pour

valeur
Elvia—ma—yn— = vii— ) i—m)s

quantité qui se reduit & zéro, en vertu des équations (15.). On a donc
cosw=0, w=3im sinw=1;
ce qui rend identique I'équation (18.) quiil s'agissoit de vérifier.

VIL.,

Revenons maintenant & 'équation (8.).
En la différentiant par rapport & y, on a
VU)oL, +v(fy) o Lh+...+ v (fy)oY, = yd¥;
et dans cette équation différentielle entre y, y,, y5, -+.. ¥u, ces n--1va-
riables sont sépardes; car Y est une fonction de y (§.1IV.), et Y, Y;, ...
««. Y, sont respectivement des fonctions de y,, y,, .... ¥». Or, en met-
tant successivement ¥, ¥, <+ .. ¥a, au lieu de x dans I'équation (7.),
on aura
oyt byt byl = @y By e Ey 1)
Vi by bk by = VT e k1

. . . ] L] . . . . . . . . . . .

Cosw =

N S TN DA S S U TV ) )
ce systéme d’équations algébriques entre les z-}-1 variables y, y., 72, ...
.« « ¥n, satisfera donc & Péquation différentielle précédente; mais il n’en
sera quune intégrale particuliére, parcequ'il ne renferme aucune constante
arbitraire.

®) Traité des fonctions eIliptiQues, tome 1°%, page 22.
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Pour un indice quelconque 7, ou se rappellera que lon a, dans
cette équation différenticelle,
fy: = ayi+oyi7 4.t Ry -1
B o e L ok
et que Y; est une fonction rationnelle et entiére de y;, ou un polynome
en y;, d'un degré quelconque.

VIIL

Le théoréme contenu dans I'équation (8.) est distinct de celui
qu'Abel a donné dans le journal de M. Crelle *), et dont Legendre
a fait la base du 3° supplément & son traité des fonctions elliptiques.
Mais on parvient aussi & un théoréme semblable & celui d’Abel, par les
considérations trés-simples qui nous ont conduit & I'équation (8.).

Pour le faire voir, soient @,x, @,x, f,x, f,x, quatre polynomes
d'un degré quelconque par rapport & x: les coélficients des deux premiers
sont des constantes donndes; ceux des deux derniérs sont des fonc-
tions rationnelles d’une variable z; une autre variable y est lide & x et ¥
par les deux déquations:

() Qux = y*Pyx, ﬂ$=yf3xi
d'ou l'on tire cette troisiéme équation
(b) Pz (fiw) — Pur(fix) = 0,

entre x et z. La premiére équation (¢.) donne aussi

P P,x
y=+= ]/((p x)’
2
ot lon prendra le signe supdrieur ou le signe inférieur, selon que le rap-
f‘lx M . I [ 4 I .
port T qui exprime la valeur de y tirée de la seconde équation (a.),
2 ~
sera positif ou négatif.

Désignons aussi par X une fonction rationnelle et donnée de la seule

variable x, et faisons
i/X‘/(g;%) dx = Jx;

le signe étant déterminé d’aprés celui de y, ou de

Jx
Sax?
de le dire. Lintégrale / X 0x se composera d’'une partie entiére et d’une
partie logarithmique; en sorte que l'on pourra toujours la représenter par

/xax = P+ Alog(x—a)+ Blog(x—p3) + ete.;

comme on vient

#) Tomelll , page 313.
13 %



100 4. Poisson, théorémes relatifs aux intégrales des fonctions algébiiques.

P étant un polynome en x, et 4, B, etc., «, (3, etc.; désignant des con-~
stantes réelles ou imaginaires, dont le nombre sera double de celui qui
marque le degré du dénominateur de X.

Cela posé, si 'on met / X dx au lien de X dans léquation (2.),
MR f([xox)oy+ fyXox =y [Kox+C;

et d’aprés les valeurs précédentes de y, L, f X dx, il en résultera
¢x+fp 3yt A/log(x —a)dy + l}'/log(w—B) 3y -+ ete.
= yP+4yAdlog(x—ea)-+yBlog(ax—p) 4 etc. + C.
Mais, en intégrant par partie, on a

/log(x—u) 0y = ylog(xr—a) — yax,

X — 0
Slog(x—p) 0y = ylog(x—p) —/’ax
ete.;
d’aprés la valeur de / X dx, on a aussi
A(?ac Box
po— — ﬂ+ etc.;

il en résultera donc
.A/log(x—-u)ay-l- B/log(x—-ﬂ) dy + ete."

= y.dlog(x—a)+yBlog(x—f)+ etc. +/y (OP—Xdx),
et, par conséquent
¢x+fpay+/yap fyXax = y P4 C.

Donc, a cause de

SPoy+[frop=yP, y=2%Z,

on aura simplement X7
fix
Ja =/j;ac dx + C.

En différentiant Péquation (4.) par rapport & x et 2z, on en déduira
une valeur de dx que je représenterai par
dx = X'0z;
X’ étant une fonction rationnelle de x et z. Si donc on fait
_‘;if' = Q,
de sorte que Q soit aussi une fonction rationnelle de x et =, ou aura

=anz+ C.
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Maintenant, soit 7 le degré de I'équation (4.) par rapport i x; dé-
signons par z,, 2, .... Z,, 8es mracines en fonctions de z, et par Q,,
Q25 «++. Qn, les valeurs correspondantes de Q: en faisant, pour abréger,

Ot Qoo+ 0, = 2,
substituant successivément z;, 2,y ... Z,, a la place de x, dans I'équa-
tion précédente, et prenant la somme des résultats, nous aurons
Yo+ dnto .tz = /zaz+c.

Or, Z sera une fonction symétrique et rationnelle des racines de Péqua-
tion (4.), et, conséquemment une pareille fonction de ses coéfficients;
par conséquent lintégrale / Z 0z s’obtiendra toujours sous forme finie, par
les rdgles ordinaires; d'ou il résulte que la somme des valeurs de Iinté-
grale Yo, qui répondent aux 2 racines de I'équation (4.), s'obtiendra
aussi sous forme finie, en fonction des coéfficients des quatre polynomes
@, x, P.x, fix, f; ce qui est conforme au théoréme d’Abel que Fon
vient de citer. Dans eette somme, on devra ajouter ou retrancher les
diverses valeurs de ., selon que les valeurs correspondantes z,, z,, ...
.. z,, de x, rendront positive ou négative la valeur de y, ou du rap-

fix
[)OI‘t -f—’—a'; .

On se borne ici & faire voir que la somme des 7 valeurs de Y«
est toujours exprimable sous forme finie; la valeur de cette somme s'ob-
tiendra, dans chaque cas, par le caleul des fonctions symétriques des ra-
cines d’'une équation, qui fera connoitre la quantité Z, et ensuite par les
régles de lintégration des fractions rationnelles, qui donneront Iintégrale
/ Z 0z; mais Abel a donné l'expression générale de cette somme de va-
“leurs, ainsi qu'on peut le voir dans son mémoire et dans le supplément
de Legendre. Cette expression, pour étre appliquée aux notations pré-
cédentes, suppose que Pon fasse

Qx P, x = Qux, X=-—-—-—£f- .

(x—a) (p—.;’
@x et fx étant des polynomes en x d’un degré queleonque, et « désignant

une constante donnée.

IX.
Au lieu de mettre y* & la place de y dans I'équation (3.), ainsi
quon la fait précédemment (§. 4.), on auroit pu remplacer y par la puis-
sance quelconque 72 de cette variable, et il est évident qu'on seroit par-
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venu & une équation (8.) dans laquelle l'intégrale Y x contiendroit la ra-
cine m au lieu de la racine carrée d’'une fonction rationnelle de x. Plus
généralement encore, on peut étendre I'équation (8.) & lintégrale d'une
fonction algébrique quelconque, explicite ou implicite, et le raisonnement
relatif & cette extension ne sera qu'une répétition de celui qu'on a exposé
dans le quatriéme paragraphe.

En effet, soient X un polynome en x et fx une fonction algébri-
que de cette variable; si nous faisons

y = fx, x,bx:ffx 0 X,
I'équation (2.) deviendra
(¢) [Xdy+va=yX+c.

Supposons que l'on fasse disparoitre les radicaux et les dénominateurs dans
Iéquiation y = fx, désignons par R =0 l'équation qui en résultera, et
soit » son degré par rapport & #. Ou en tirera 2 valeurs de x en fonc-
tions de y; nous les representerons par i, ys, +... ¥,, €t par ¥, Y,, ...
... Y,, les valeurs correspondantes de X. En substituant successivement
ces nvaleurs de x dans I'équation précédente, et prenant la somme des
résultats, nous aurons

SO Lt + L) 0y + byt byt by, =
y (Y + %4 .... T,) + const.,
ou, ce qui est l]a méme chose,
Yyitby o by, = y¥— [Ty + const.,
en faisant, pour abréger,
Y, Y, .Y, = T,

Or, cette somme Y sera une fonction symétrique et rationnelle des raci-
nes de P'équation R=0; par conséquant, une semblable fonction de ses
coéfficients, et, conséquemment aussi, une fonction rationnelle de y. Donc
l’intégrale‘ / Y0y s'obtiendra toujours sous forme finie, par les rigles or-
dinaires; donc aussi la somme des 7 valeurs de l'intégrale L a, d’une fonc-
tion algébrique quelconque, qui répondent aux 7 valeurs de x tirées de
I'équation R = 0, est toujours exprimable sous forme finie en fonction de Y.

On parviendra & un second théoréme distinct de cette proposition
générale, en supposant, comme dans le paragraphe précédent, que la va-
riable y soit lile & x et & une autre variable z, par I'équation

fx = yfx,
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de ce paragraphe. Mettons, de plus, /X dx a la place de X dans Yo
qui deviendra alors

Y = / Xfxox;
et supposons que X soit actuellement une fonction rationnelle, entiére ou
fractionnaire de x, de sorte que I'on ait, comme dans ce méme paragraphe,

fX dx = P Alog(x—a)+ Blog(x—B)+ etc.
En y substituant cette valeur de / X dx au lieu de X, I'équation (¢.) deviendra
x,bx-[—/Pay +4/10g(x—u) 3y + B flog(wx—P) 3y + ete. =
Py ydlog(x—a)+ yB log(x—) -+ etc. 4 C.
Par lintégration par partie, pratiquée sur les intégrales f log(x—e) dy,
ﬁog (x—3) dy, etc., on réduira cette équation a
Jx =/yX ox 4 C,

ou bien a

X 1
Vo= [ZLTox4q,

x T . .
en mettant pour y sa valeur j:‘m Or, si l'on substitue aussi cette valeur
2z

de v dans P'équation R =0, il en résultera une équation en x et z que
je désignerai par 7’= 0, et je representerai par dx =X'0dz sa différentielle
par rapport a ces deux variables, dont X’ sera une fonction rationnelle.

En faisant, comme plus haut,
XX fix
~fix = 0,

cette quantité Q sera également une fouction rationnelle de x et z, et
'on aura

Jr = /'Q dz4C.
Je désignerai par m le degré de I'équation 7'=0 par rapport & x; je

representerai par Zj, iy « .. 3., 8€8 M racines, et par Q,;, Qy ... Qp,
‘les valeurs correspondantes de Q: en faisant toujours

Zl+Zg+ccvc+Zm [ —— Z,
substituant successivement z,, z,, . . .. 2,,, au lieu de z dans I'équation
précédente, et prenant la somme des resultats, on aura

Yatdntot Lz, =/Z 9 =} const.
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Cela posé, on verra, comme précédemment, que Pintégrale f VAE

pourra toujours s’obtenir sous forme finie. Par conséquent, quelles que
soient la fonction algébrique fx et la fonction rationnelle X de x, la

somme des valeurs de lintégrale L, ou /X fx dx, qui répondent aux

valeurs de x tirées de l'équation fix = f,xfx, laquelle devient, 7= 0
aprés qu'on a fait disparoitre les radicaux et les dénominateurs; cette somme,
disons-nous, sera toujours exprimable sous forme finie, en fonction de

la variable z, dont les coéfficiens des polynomes f,x et f,x sont des fonce
tions rationnelles quelconques.




