
Ueber algebraische Correspondenzen. 

Zweite Abhandlung: 

Specialgruppen yon Punkten einer algebraischen Curve. 

Von 

A. BRrL~ in Tlibingen. 

In der gemeinsamen ArbeR fiber die algebraischen Functionen 
yon Herrn NS~her und mir (VII. Band dieser Annalen) wird der 
Begriff der ,,Punktgruppen" einer algebraischen Curve an die SpRze 
der Theorie gestellt. Einer solchen kommt insbesondere dann eine 
yon den aussehneidenden Curven in gewissem Sinne unabh~ingige 
Existenz zu, wenn sie ,Specialgruppe" ist. Wit verstehen darunter 
eine Punktgruppe, welche den adjungirten Curven, die durch diese 
Punk~e gehen, weniger Bestimmungsstficke entzieht, als die Anzahl 
der Punkte betr~gt, die sie enth~lt. Eine Specialgruppe, die man 
auf einer Curve gefunden hat, steht jedoch nicht vereinzelt da, sondern 
l~st  sich mit anderen zu einer Schaar yon einer gewissen Mannig- 
faltigkeit zusammenfassen, tier wiederum eine andere solche Schaar 
entspricht. Nach dem Riemann-Roch'schen Satz n~m]ich ~rifft jede 
.adjungirte Curve (n - -  3 )  ter  Ordnung, die aus einer Curve n t~r Ordnung 
eine Specialgruppe ausschneidet, diese in den Punkten einer wei~eren 
Specialgruppe, die einer Schaar angehSr~ deren Mannig~altigkeit dutch 
die Zahl der Punkte der ers~en Gruppe und die Mannigfaltigkeit ihrer 
Schaar bestimmt ist. Wir haben diesem Satz den Namen l~i e man n 's ,  
des eigent]ichen Begrfinders einer Theorie der algebraischen Func~ionen, 
und des um dieselbe verdienten Roch geben zu sollen geglaubt, well 
in den Arbeiten Beider sich wesentliche Bestandtheile dieses grand- 
legenden Satzes vorfinden. Riemann hat in seiner Theorie'der Aberschen 
Functionen (Borchardgs Journ. Bd. 54, w 5) den Zusammenhang zwischen 
den Bestimmungss~ficken einer Specialgruppe und den Constan~en der 
Function, die sie zu Unendlichkeitspunkten besitz~, Ftir einen beson- 
deren Fall aufgestelR und darer die Grundlage flit Roch's (ibd. Bd. 64) 
allgemeine Abz'~hlung der Cons~nten einer algebraischen Func~on ge- 
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liefer~. Auch erkenn~ Riemann im Zusammenhang mi~ der Frage 
nach dem identdschen Verschwinden der @-Func~ionen (ibd. Bd. 65) 
in zwei ibm dor~ nahe gerfickten F~len das gegenseitige Entsprechen 
gewisser Schaaren yon Specialgruppen. Abet es er[ibri~e~ diese Ge- 
sich~spunlr~e in einen algebraischen Satz zusammenzufassen, welcher 
die Reciprocit~ der Specialgruppen allgemein feststeIl~, und dessen 
Fassung auf den Begriff der Punktgruppe mi~ allen seinen Merkmalen, 
Mannigfaltigkei~ der Schaar, U~erscheidung ihrer beweglichen und 
festen Punkte u. s. w.~ sich gr~inde~, wie man ihn in expliciter Form 
weder bei Riemann noch bei. Roch vorfindet. 

Es muss somit festges~ellt werden, class weder Riemann noch 
Roch den nach ihnen benannten Satz wirklich ausgesprochen haben, 
wiewohl neuere Schrif~steller ihn unter dem yon uns vorgeschlagenen 
Namen acceptir~ und zur Grundlage weiterer Untersuchungen gemacht 
haben, ohne dieses Umst~ndes zu gedenken. Allerding~s ~ragen zu 
dieser Auffassung zwei Stellen unseres gemeinsamen Aufsatzes bei, 
in welchen Riemann und Roch die En~deckung jenes Satzes unam- 
schr's zuerkannt~ oder doch nicht ausdr~icklich genug das Neue her- 
vorgehoben wird, das wir hinzugeffi~. Uebrigens hat auch Herr 
NSther schon seinerseits in einer No~e im 97. Bd. des Journals yon 
Kronecker unsere Ansprfic-he auf den Satz geltmnd gemach~. 

Erh~It durch den Riemann-Roch'schen Satz der Begriff der Special- 
grappe eine ausgezeichnete S~llung in der Theorie der algebraischen 
Functionen fiberhaupt, so erschein~ es um so mehr geboten, auf eine 
diesem Begriff noch anhaftende Unsicherheit hinzuweisen, die darin 
bes~eh~, class man die Existenz der Specialgruppen auf einer allgemeinen 
Curve bis jetz~ nut dutch eine summarische Abz~hlung der Gleichungen, 
yon denen sie abh~mgen, naehgewiesen hat, ohne deren gegenseitige 
Vereinbarkei~ zu pr~ifen. Dass hierbei eine T~iuschung nich~ aus- 
geschlossen is~, zeig~ ein Beispiel, das ieh un~en anffihr~n werde. 
Ich beabsichtige nun im Folgenden die Ver~r~iglichkei~ der Gleichungen 
dadurch zu erweisen, dass ich den Weg angebe, auf dem sich die 
gemeinsamen LSsungen finden lassen, und, gewissermassen als Probe 
der St~h.haltigkei~ des Verfahrens, fiir den altgemeinen Fall, n~mlich 
wenn besondere Beziehungen zwischen den Moduln der vorliegenden 
Curve nich~ bes~ehen, die Anzahl der gemeinsamen LSsungen des 
Gleichungssys~ems bes~imme, welche das Problem der Specialgruppen 
mi~ siah brimg~*). Die so gestm!lt~ Aufgabe verlang~ eine vielverzweig~ 

*) Zwar ist die allgemeine Schlussformel, zu tier ich bier gelange, berei~s 
in tier gemeinsamen Arbeit mit~ Herrn NSWaer angegeben, auch in Salmon-Fiedler's 
Geometrie tier h@he~en Curven (3. Aafl.,~S. 422) fibergega_ngen. Abet sie blieb 
~or~ u~)ewiese~, wail dumals die algebraischen H~lf~mi~el ff~r eine ~h'enge und 
aUgem~ae Behandlaug ~er Frage ~och fehl~n. 
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Vorbereitung, und bilde~ eigen~Iich nur das Bindeglied zwisc-hen drei 
wesentlich versehiedenen Untersuchungen. 

Der ers~e Theil dieser Abhandlung (Absehnit~ II) umgrenz~ die 
Bedingungen, welehe das Verschwinden s~mm~lieher Determinanten einer 
Matrix ~naeh sieh zieht, und enth~lt den Beweis f~r eine bereiis bekann~ 
AbzSJalungsformel. Der zweite (Absehn. HI- -V)  besehFfffig~ sieh mit 
der Bestimmung der Werthsysteme~ die ~r Correspondenzen zwisehen 
Punk~en einer Curve zugleieh geniigen. Dieselbe beruht auf den Er- 
gebnissen einer kfirzlich verSffentlichten Abhandlung fiber die reducir~e 
Re sultante*) und einer anderen fiber die Gestalt einer Correspondenz- 
gleiehung**), knfipft an sie jedoch nicht unmiL~elbar an. Vielmehr 
nSthigte mieh die Menge des Stoffes, ein Zwisehenglied auszulassen 
und die einwandfreie Begriindung yon zwei hier benutz~en Formeln~ 
welehe jedoch bereits seit Langem bekannt und auch yon anderer 
Seite bestiifigt sin/l, in einer sp~teren Arbeit; nachfolgen zu lassen. 
Der dritte Theil endlich (VI, VII, VIII) enth~l~ die Anwendung der 
beiden ersten auf das Problem der Specialgruppen im Fa!le einer 
Minimalzahl yon Punkten, welchen Riemann im {} 5 seiner ,~Abel'schen 
Functionen" hervorhebt. 

Ich muss~ bevor ich in den Gegenstand ein~rete~ noch einer sehr be- 
merkenswerthen Methode gedenken, dutch die neuerdings Herr Cas~eI-  
nuovo in einer Note (Bd. V der Berichte der Acad. dei Lincei, Sept. 
1889)~ yon der ieh eben beim Abschliessen dieser Arbeit Kenntniss 
erhalte, das Ergebniss meines dritten Theiles: die Anzahl der Grenz- 
Specialgruppen (rationalen Involutionen), und dariiber hinaus die 
Anzahl s~mmtlicher Specialgruppen, die auf einer Curve vorkommen 
k6nnen, ermittelt. Man kann, wie ich f r~e r  einmal (d. Ann.-Bd. ~) 
gezei~ habe, die Frage der Specialgruppen auf die nach den mehrfach 
schneidenden Sehnen (bezw. gewissen ebenen P&umen) yon Curven in 
h6heren R~umen zurfickf~n'en. Auf Grand nun der Forderung, dass der 
Schluss yon zerfallenden auf nieht zerfallende Raumeurven f~ir diese Ar~ 
yon AbzKhlungen bereehtig~ ist***), bestimmt Herr Castelnuovo an der 
Hand der yon H. S e h u b ert, gesehaffenen Abz~hlungsmet~hoden die ge- 
wfinschte Zahl. Das Resultat des' VIII. Absehni~tes steht zwar, wie ge- 
sag~ an Allgemeinhei~ hinter der Formel des Herrn Cas~elnuovo zur~ck; 
daffir~aber zeig~ die bier gewi~hlte algebr~isehe Formulirung die Mit~el zur 

*) Abhdl. d. MO.uch. Acad. d. Wiss. II. OL Bd. XVII. 
**) Diese Ann. Bd. 31. 

***) Dieses Priucip besitzt in der Gestalts, in der es Herr Cas~lnuovo ver- 
wended, ~Aehnlichkeit; mit~ den im VL und VII.~Abschai~ enL'wickel~n Formeln, 
yon denen es sich jedoeh dutch das (bei mix wechaelude) Vorzeiehen un~er- 
scheidet, und ~heint auf den~elben GrundL~gen wie diese Formeln zu be- 
~ e n .  

21  ~ 



324 ~. Bin,,. 

wirklichen Ausfiihrung der Elimination und zur Berechnung der ge- 
wfinschten LSsungen, und bedaff desha!b nicht nur nich~ der An- 
wendung eines besonderen ,Princips '~, sondern geht~ auch eine Stxecke 
weiter auf dem Wege der Entwicklung zu einem Problem der Algebr% 
der nach meiner Ansicht tiberhaup~ den Resultaten der abz~hlenden 
Geometxie vorgezeichne~ is~. 

I. 

Algebraische Formnlirung des Problems der Specialgruppen. 
Nach w 9 der Abhandlung von Herrn NSther und mir kann man 

das Problem der Specialgruppen, wie folg~, aussprechen: 
Zu Grunde gelegt sei eine algebraische Curve f(xy)---0 yon der 

n ten Ordnung und dem Geschlech~ p ,  mit beliebig vielfachen Punlr~n~ 
deren Zweige sich jedoch gegenseitdg nicht beriihren. Gegeben sei 
ferner eine c~-~-fach lineare Schaar yon adjungir~en (durch jeden 
a-fachen Punkt yon f ( a -  1)-lath hindurchgehenden) Curven: 

~ , ( x y )  + ~2~(xy) + . - -  + ~ ( x y )  ~-- 0, 

wo die a willkiirliche Gr5ssen sind, die ~ ganze Functionen, die sich 
adjun~r~ verhalten. Man soll auf der Curve f eine Gruppe G~ yon 
/~ Punkten so bestimmen, dass die durch sie hindurchgehenden Curven 
der Schaar noch eine ~q-Schaar bilden, wo die Zahl 

q > P - - 1 - - / ~  

w~hrend /~ ~ / )  sein kann. is~, 

Von den Gleichungen: 

,~,~(x2v~) + ,~q~(x~v~) + . . .  + , ~ (x~v~)  = 0, 
p ~ �9 t * ~ o * �9 �9 o �9 * o 

,~,9,,(x~w)+ , ~ @ ~ w ) + - ' '  + - ~ ( x ~ w ) - - 0  

sind alsdann 
r ~- q -- (P-- i-- i~) 

eine ident~sche Folge der iibrigen, e'me Beziehung, die sich ausdrtick~ 
dutch das Verschwinden siimmflicher (/~ - -  r -{- 1)-reihigen Dete.r- 
minanten des aus den ElemenCen cp(xy) gebildeten ,,Rechtecks ~, der 
,Matrix" dieser Determinanten. Es ist also. die Aufgabe t. zu be- 
stimmen, wie viele yon den Punkten x~y~,...xay~ noch willkfirlich 
a-oehmbar sind, d. h. wie viele yon einander unabhi~ugige Gleichungen 
alas Versc hwinden jener De~erminanten mit sich ffihr~. 2. Die Anzahl 
tier Punk~sys~eme zu ermitteln, die nach beliebiger Vefffigung tiber 
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jene willkfirlieh annehmbaren zu diesen gefunden werden kSnnen, so 
dass die angegebenen Gleichungen alle erftillt sind. 

Was die erste dieser Fragen angeht, so ergiebt*) eine einfache 
Abz~hlung (wie such die Ueberlegungen des IL Abschnit~s), class ass 
dem Verschwinde~ der 1)eterminanten des l~echtecks: 

r [ P -  (/~ - -  r -~- 1) -]- 1] ~- r(q -{- 1) 
yon einander unabh~ngige Gleichungen fliessen. Hiernach scheint es, 
als ob unser Problem in dem Falle, dass r(~-f- 1 ) ~ / ~  ist, ~immer 
L5sungen besitzt. Indessen kSnnen sich unter Umst~nden Wider- 
sprtiche einstellen, die sich dadurch kenntlich machen, dass die hn- 
zahl der LSsungen gleich Null wird. Dies txir z. B. in dem Fall: 

R~-3, q=2, r-~-I 
ein, wie man mittelst der Schlussformel des Abschn. VIII bes~tigt. 
In der That liefert der Riemann-Roch'sche Sa~ eine weitere Bedingung 
fiir das Problem, welche in w 9 der erw~hnten Abhandlung aufgestellt 
wird, und die diesen Fall ausschliesst. Die Anzahlbestimmung unter- 
richte~ bier yon dem Eintreten eines Widerspruchs;-  Von dem so 
charakterisirten Problem beansprucht wegen seiner Beziehungen zur 
Modu!nfrage ein hervorragendes Interesse der yon Riemann erwiihnte 
Grenzfa!l, dass bei gegebenem 1) die Zahl/~ einen Maximalwerth an- 
nimm~. Wenn man sich auf adjungirte Curven ( n - - 3 )  tcr  Ordnung 
beschr~inkt, was in diesem Fall der Allgemeinheit keinen Eintrag 
thut, und demnach die Zahl P -~ -p ,  dem Geschlecht der Curve f 
setzt, wo denn der Riemann-Roch'sche Satz die wei~ere Beziehung 
zwischen r u n d  q giebt (a. a. O. w 5): 

( R - -  Q) = 2 (~- -  ~), 
so tritt der erw~hnte Fall ein, wenn (ibd. w 10): 

1) ~ eine gerade Zahl ist, fiir / t - -~a~- -3 ;  r------~--l; q--~l. 

- 7  
2) ,, ,, ungerade ,, ,, ,, / ~ 3 ~  2 ; r-~- ; q-----1. 

Die durch die r willkfirlichen Punkte mitbestimmten / t -  r 
weiteren Pankte sind selbstvers~ndlich nich~ eindeutig erh~ltlieh. Es 
ist vielmehr eine schwierige Aufgabe, die Werthsysteme x~y~ zu linden, 
ffir welche alle (p -- 1)-reihigen Determiaanten jeaes Rechtecks yon 
p Vertical- a n d / t  Horizontalreihen versehwinden, oder such nut dutch 
Abz~hlungen die Anzah! der Spedalgruppen G~ ) zu besthnmen, die zu 
r gegebenen Punkten gefundea werden kSnnen, derart, ~ die dutch 
sie gehenden adjungirten Curven noch eine cvl-Schaar bfldem D~ch 
den l~iemann-Roch'schen Satz wird aber dieses Problem auf ein anderes 

*) Vgl. z.B. Gordan.Ke~ens~eiaer, Determinants, w  



326 A. B~.~.. 

zurfickgef~r~, welches wei~ leichter anzugreifen is~, n~nlich das 
folgende: 

Die Anzahl der Gruppen G~ ) yon Q -~- 2p --  2 - / ~  Punk~n 
zu bestimmen, die zu einem willk'drlich annehmbaren Punk~ gehSren 
und so beschaffen sind~ dams alle dutch sie gehenden adjungir~en Curven 
noch eine ~ - S c h a a r  bilden. Wenn man einerseits r~ andererseits 

-~-1 Punkt wfllkiirlich auf f annimmt, so entspricht jed~r Gruppe 
G~ ), die zu den r Punkten als Specialgruppe yon der angegebenen 
FAgenschaft gehSr~ nut c~ne Gruppe G~, die jenen einen Punkt en~ 
h~l~ well sich durch die /~-~-1 Punkte nur noch eine adjungir~e 
Curve (~r ~ 3) t~ Ordnung legen l'~ss~ und ebenso umgekehr~. Dem- 
nach en~sprechen sich die LSsungen beider Probleme eindeu~ig~ und 
ihre Anzahl ist die gleiche. Wir haben also gewisse Punk~e xlyl, 

P bezw. ~ ~ 3 ist, zu bestimmen~ x~y~ , . . ,  x~y,~, w o  Q = -~ Jr  l ,  = 

ffir welche die linearen Gleichungen: 

( i - ~ - 1 ,  2 ,  . . .  Q) 
in der Weise erffill~ sind, dass jede eine identische Folge der Q -  1 
iibrigen int. Diese Bedingung zieh~ das Verschwinden der Q-reihigen 
Determinanten des Rechtecks nach sich: 

. . .  

. . . 

wi~rcnd noch die Gleichungen bestehen: 

f ( x~ y~ )  - -  O; f ( x = y : )  -=  O; . . .  f ( x e y a )  ~ -  O. 

Das so formulirf~ Problem 1Esst sich mit algebraischen Hilfsmitteln 
erfolg-~eich behandeln, wie ich nun zeigen will. 

Ho 

B~irgaugen ffir das Verschwinden der Determinanten eines Reehtecks.*) 

Y(ir beginnen mi~ der Aufs~ellung gewisser Gleichungen, welche 
die not~hwendige und hinreichende Bedingung darstellen daftir, dass 
alle k-reihigen Determinanten eines .Rechtecks" yon Elementen (einer 
.Mat~.x") mit ~ Horizon~alreihen (.Z~ilen") und k - ] - i  Ver~icalreihen 
(.Reihen"): 

*) Das Nachfolgende enth~t~ den Beweis der in w 1 meines Aufsatzes ~,Ueber 
Elimination u. s. w. (d. Ann. Bd. V) mitgetheilte~ F~ormeln. 
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12 22 3z . . . (~-~-i): 

~, 2, 3, . . .  (k + i), 

verschwinden, wobei die Elemenf~ m~ Ftmetionen yon einer so grossen 
Anzahl yon Veriinderliehen sein mSgen~ class das Problem einen 
Sinn hat. 

Scheide~ man aus den geihen irgend k + 1 aus und vereinig~ sie 
wieder zu einem Rechteek (die Zahl der Zeilen ist immer gleich 7z an- 
genommen, wenn nichts beigeftig~ wird), so bestehen zwisehen den 
k + t Determinanten, die aus dem neuen Rech~eek durch Weglassen 
je einer geihe hervorgehen~ k Gleichungen, die man erh~ll, wenn 
man das gechCeck zu einem Quadrat yon 7z + 1 Zeilen und Reihen 
dadurch erg~nz~ (lass man eine der Zeilen wiederhol~. 

So ffihr~ das Rechteck: 

1 1 1 2 3 4 . . . k A -  lll~, 

(dessen k Zeilen aus der angeschriebenen durch Anhiingen der k Indices 
1 2 . . .  k e n f ~ h e n ) ,  zu den k -l- 1 identischen Gleichungen: 

(1) l e (234 . . .k  + 1 ) +  2e(134.. .k-{-1)-{---.  + (k-{- 1)e(123...k)----O, 

wo (2 3 4 : . .  k "4- 1) die De~erminante: 

21 31 41 . . .  (k-l- 1)1 

( 2 3 4 . . . k - 4 - 1 ) - - = ~  223242 " ' "  (k'4- 1)2 

2~3~4~ . . .  (k-~- 1)~ 

is~, und ~) ~- 1~ 2~ 3 ~ . . .  7z gesetz~ werden kann. Ich sehreibe in der 
Folge die Iden~it~f~n in der ktirzeren Form: 

( la )  ~ 1 e ( 2 3 4  . . .  ~ + I ) = 0 .  ( 0 = - 1 , 2 ,  . . .  ~). 

Wir wollen nun annehmen, 
Rechtecks: 

11123 

versehwinden. Sei also z.B.:  

dass irgend zwei Deferminan~en des 

�9 . .  k-l-  1ilk 

(23 . . ,  ~ +  1 ) = o ;  ( ~ 2 3  . . .  k ) = o .  

Dann besiehen wegen der Identi~iten (1) die k n u 1 GIeichungen: 

2e(1 3 4 - . .  /~ Jr" 1) -]- 3e(1 3 4 . . . .  k n u 1) -}- - - - 
+ k~(~ 2 . . .  ~ -  1, ~ § 1 ) =  o. 

Diese k - I - 1  linearen Gleichungen zwischen den k - - 1  I)e~r.  
minan~en sind aber nur erfiillbar, en~weder- 1. wenn die ~ -  1 Deter. 
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minantan alle Null sind, oder: 2. wenn alle (/~ : -  1)-reihigen Deter- 
minanten des Rechtecks yon k -  1 Reihen und k Zeilen: 

11 13  1tl o o �9 ~ �9 

alas wieder abgekiirzt dutch: 

[12 3 . . .  ktl~ 
bezeichnet werden mSge, verschwinden. 

Enthalten also beispielsweise alle Elemente zwei VerKnderliche 
x, y, so verschwinden alle Determinanten z~gleich ftir diejenigen Werthe- 
paare, welche die zwei: 

( 2 3 . . . k - 4 - 1 ) ,  ( 1 2 3 . . .  /~) 

zum Verschwinden bringen, aber nicht die Determinanten des Rechtecks: 

I12 3 . . .  ~ll 
auf Null reduciren. Der Ausdruck also, der gleich Null gesetzt die 
Werthe einer der beiden Variabeln ergiebt~ fCir die alle Determinanten 
versehwinden, (die ,Resultante" des Rechteeks) ist ein Quotient, dessen 
Z~lrler die Resultante aus jenen beiden Determinanten ist, und dessert 
Nenner gleich der Resultante aus den Gleichungen des Rechtecks mit 
2 Verticalreihen weniger ist. Die Bildung der Let~zteren ist abet im 
Allgemeinen eine leichtere Aufgabe, auf welche die Erstere somit 
zuriickkommt. Man kann dieses Ergebniss noch in einer anderen 
Form ausdriicken, die wir im Folgenden vorziehen. Wenn man n~mlich 
nnter: 

( 1 2 3  . . .  k §  

die An~ahl tier L~sungen (ira obigen Fall: Werthepaare) versteht, 
welehe aUe Determinanten des entspreehenden l~eehtecks zum Vet- 
schwinden bringen, (den Grad der ,,Resultante des Rech~ecks'~), ferner 
under: {i~ . . .  ~)~ (~34 . . .  ~ +  ~)~} 

die Anzahl derjenigen, die gleichzeitig die beiden in { } eingeschlossenen 
Determinanten zu Null machen, so ist nach dem Gesagten: 

(2) ( 123 . . . / ~3 t -1 )~ -  {( I23 . . .k )~(234. . . /~- - ] -1)~}  - -  (23. . .k)~.  

Man kann nun weiterhin die Ermittlung der L~Jsungen, welche 
die Determinanten der Matrix: 

II1 2 3 . . .  k +  2 h  
verschwinden machen, zm-iiekff~ren auf die eben gelSs~e Aufgabe, 
u~d~findet die.Anzahl dieser LSsungen - -  unterAawendung einer tier 
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eben eingef~hrten Bezeichnungsweise analogen -- durch die Formel 
ausgedrtickt: 

( 3 )  (1 2 3 . . .  k-I- 2)~ ~- {(1 2 3 . . .  k-{- 1) (3 4 . . . / ~  % 2)~ 

- {(i ~ 3...k)(34 ... k+ i)~ + (34...k), 

wo wieder: {(123...k-{-1) (34... k~2)~ die Anzahl der 

LSsungssysteme (diesmal yon wenigstens 3 Ver'anderlichen) bedeutet, 
die zugleich die Determinanten "der eingeschlossenen Matrix und die 
einzeln bezeichnete Determinante zu Null machen, u. s.w. Anstatt 
jedoch diese Formel gesondert zu beweisen, wende ich reich gleich zu 
der allgemeinen Aufgabe~ diejenigen L5sungssysteme zu fmden~ die 
alle Determinanten des Rechtecks: 

I1~ 2 3 . . .  k + ~ll~ 

zum Verschwinden bringen~ beziehung~sweise die Anzahl: 

(123... k§ 

dieser L5sungen zu ermitteln, wok ~ iist." 
Hinsichtlich der Beschaffenheit der Elemente seize ich den so- 

genannten ,allgemeinen" Fall voraus~ d. h. ich nehme an~ dass das 
Verschwinden der einzelnen Determinanten der Rechtecke (yon/~ Zeilen) 
wirklich soviele Bedingungen mit sich bringt, wie beispielsweise in 
dem Fall~ dass die einzelnen Elemente ganze Functionen gleichhohen 
Grades mit unbestimmten Coefficienten aller Ver'~nderlichen sind. -- 
Die Zahl der Ver'~nderlichen sei mindestens gleich, i-}- 1. Dann l~s~ 
sich zuniichst zeigen~ class das Verschwinden aller Determinanten der 
beiden Rechtecke (I ~ g ~ i): 

(4) {lll~31"i''~+l''"k'':'k+g--lll'lli, + 1 . . k -]- g]] 

mit k - t - g  --  1~ bezw. / ~ - { - g -  i Reihen und je ~ Zeilen (der untere 
Index k ist weggelassen worden)~ d . h .  der /~-reihigen des ersten~ 
der ( k - ] - g -  i)-reihigen des zweiten Rechtecks, immer auch alas 
Verschwinden der Determinanten der folgenden beiden Rechtecke --  
ich werde abkfirzend auch yon dem ,Verschwinden der Rechtecke '~ 
sprechen - -  : 

/ l l~23 . , .  ~ . . .  k . . .  k +glt, (5) I t1~+ 1 . . .  k-.{- g -]-- 111 
nach sich zieht, ausser wenn die Determinanten des Rechtecks: 

I1~ -!- 1 . . .  k + g -  111 

zugleich Null werden. 
Was das Letzte der Rechtecke (5) angeht, so verschwindet dasselbe 

offenbar immer dann~ wean  das Letzte der (4) verschwindet. 
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Hinsich~lich des ers~en der (5) betrach~e man die Sys~eme yon je 
k linearen Gleichungen yon der Form: 

(6) ~ ( u l )  e(a=a a . . .  u,_a, i + l ,  . . .  ~ + g - - 1 ,  k + g) = O, 

wo u I a s . . .  e~_~ irgend i - - g  versehiedene der i Reihen 

1 2 3 . . . i  

vors~etlen. Auf der linken Seite versehwinden infolge cler Voraus- 
setzung die Glieder mi~ den Faetoren: 

(ata+ . . .  ~_g, i + 1 ,  . . .  k + g - - 1 ) ,  
(a+a 3 . . .  a+_~, i + 1, . . .  /~ + g), 

( a t ~  . - .  ~i-g, i + l ,  . . .  k + g ) ,  

und die Gleichungen (6) n~hmen die Gestalt an: 

( / +  1)e ( a~a2 . - .  a~_~,, i +  2, - - -  /z + g) 
+ (i + 2 ) e  ( a , a ~ - . .  a,_~, i +  1, i + 3, - - -  k + g) + . . .  
+ (~+g- i)r (~u+ ... ~+g--2, ~+g) =o. 

WeAl jedes dieser Sys~me yon je/~ Gleichungen n u t / ~ - - ( i -  g ) -  1 
Terme besitzt, so mtissen entweder die darin auftxetenden JOetermina~ten 
einfach verschwinden~ oder es mfissen die aus den Coeff~ienten gebildeten 
Rechiecke verschwindende Determinan~en haben~ also entweder: 

1. Alle De~erminan~en yon der Form: 

(~ ,~+ . .  - ~,_~, i + ~ , . . .  ~ + g),  

(a~u~ . . . a~_~, i + 1, i +  3 , . . . k  + g) ,  

(=,,~ �9 �9  e+_~, i+  1 , . . . ~ + g - - ~ , ~ + g ) ,  
oder ktirzer yon der Form: 

(7)  ( ~ , ~ 2  " 

verschwinden, wo 

die t~: 

die 3: 

bedeuten. 

"" ~+-~/~,t~= �9 "" t~+~-~-~, k + g), 

( i - -g )  verschiedene Elemente aus den: 1~ 2, 3 . . .  i ,  
+ g - - i - - 2  Elemente aus den: i + l , . . . k + g - - 1  

Oder aber 2., verschwinden ~ (/~ + g - -  i - -  1)-reihigen Deter- 
minanf~n des Rechtecks: 

(s) I t i+  1, c+ 2,:..~+g-- I I1. 
Verfolgen wir zun~chs$ unter Ausschl~s der ~weqten die ers~e Annahm% 
da~ ~ l i e h  +die Dete~-minanben (7) ve~sehwinden~ und bilden die 
Idoni~t~: 
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~'(,~,)~(,~2 . . . .  , ~ , ~ + , ,  i + 9 , . . . 4  + g) ~ o,  

wo die a l a 2 . . ,  a~--~l aus den Zahlen: 1 2 3 . . .  i + I ausgow~h!t 
sind~ so verschwinden wegen (4) und (7) die Glieder mit den Factoren: 

(aiu2. . .a~_~_l,  i + 2 ~ . . . k + g - - 1 ) ,  

(a~3 �9 �9 �9 u~-g41, i + 2 , . . .  k + g), 
(at ~3- . .  a~_g+,, i + ~ , . . .  k + g), 

(a~a~ . . . a~_g , i + 2, . . .  k + g) ,  

und es bleiben die Gleichungen: 

(9) q+2)e(a~,~...a,_~+~, i + 3 , . . . k + g )  
+(i+3)e(a~a2...a~_a+~, i+2,  i+4, . - .k+g)  
-]-.-.-{- (~-{-g --  1)e (a~ u~...a~._~+~, i+ 2~...~ .at-g-- 2~ k + g )  ~-0. 

Die ( k +  g--i--  2)-reihigen Determinanten des Rechtecks: 
[ [ i + 2 ,  i + 3 , . . . 7 : + g - - 1 [ 1  

kSnnen nich~ versehwinden, weil sons~ der ausgesehlossene Fall 9. 
eintreten wiirde, dass nb~mfich die des Rechtecks (8) verschwinden. 
Daher miissen nothwendig die Coefiieienten versc~windea, die in den 
Gleiehungen (9) auftreten, n~imlich aUe Determinanten yon der Form: 

( , ~ , ~  , . . ~ _ ~ ,  r  . . ~ + ~ - , - ~ ,  ~ + g) ,  

wo die a irgend welche Zahlen der Reihe 1 2 . . .  i + 1, die fl solche 
der Reihe i + 2 . . . / ~  -~- g - -  1 bedeuten. Darch Fortsetzung dieses 
Sehlussverfahrens gelangt man in dem betrachteten 1. Fall zu dem 
Ergebniss~ dass a~e Determinan~en, die k - [ -g  als IetzCe Reihe eni- 
haRen, und folgiich, wegen der ersten der Bedingungen (4)~ auch alle 
Delerminauten der Rechte.cke (5) verschwinden, q. e. d. 

Betraehten wit ferner den ausgeschlossenen zweiten Fall, dass 
n~mlich das Reehteck (8) verschwindet. Man kann diejenigen Glei- 
chungen anzugeben vertangen~ welche~ combinirt mii dem Verschwin- 
den yon (8): 

(8) t t i +  1, i +  2 , . , . ~ + g - -  1 l, 
das Verschwinden der Rechtecke (4) nach sich ziehn, hus dem eben 
Bewiesenen ergiebt sich sofort~ dass dies der Fall ist~ wenn man die 
Bedingung zufiigt, class neben (8) noch eine aus irgend ~-{-g ~ 2 
Reihen des ersten Rechtecks in (4) bestehende Matrix, z. B. : 
(Sa) [l~ ~ . - . ~ + ~ - ~ i [ ,  
verschwin4ei. In tier That folgi~ ebenso, wie aus dem Verschwinden 
der (4) das der (5) sieh erg~ebg~ das der (4)~ aus dem de~ (8)und (S a), 
Und zwar umfasst dieses Sy'stem (8), (S a} ~ ~ 1 ~ ,  ~u d-one~u tiberr 
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01) 
al|e verschwinden. 
Versehwinden beider 
Verfahren bier ab. 

haupt durch das Bestehen der (8) die (4) vexsehwinden, d. h. all,. oben 
ausgesehlossenen Fglle. Dean, wean das ers~e Rechteck (4) verschwiu- 
den soll, so muss unter Anderen gewiss auch das Rechteck (S a) ver- 
schwinden. 

Wir schliessen hieraus, dass siianmtliche LSsungen, die das System 
(4) zu Null machen, i~ zwei Theile zeffallen, ngmlich: 

1) Diejenigen, welche das System (5) zum Verschwinden bringen, 
2) Diejenigen, ffir welche das System (8), (8a) zu Null wird. 
Die letzteren zerfallen ihrerseits in derselben Weise wieder in 

Solche, welche das System (4) zn Null machen~ und solche, ffir welche 
das System: 

(9) I l l +  1 . . . k + g - 2 1 ]  
Null wird. Combinirt man dies mit einem System yon k + g -  3 
Reihen der Matrix (8a), also z. B. mit: 

(9a) II 12 3 . . .  k + g - -  3 11, 
so verh~lt sich (9), (9a) gegenfiber (8), (Sa) wiederum ebenso, wie 
das letztere System gegeniiber (4), und wie dieses gegentiber (5), u. s. f. 
Man gelaugt dutch Verl~ngerung dieser Kette zuletzt zu einer Einzel- 
determinanM und einem Rech~eck: 

(10) ( 1 2 3 . . . k ) ,  }lr 1 , . . . ~ +  iII, 

aus deren Versehwindungswerthen wieder diejenigen auszuscheiden sind, 
f'dr welche die Determinanfen des Rechtecks: 

11/+ 
Weil nun umgekehrt die letztere Bedingung das 
Recktecke (10) nach sich zieht, so bricht das 

Man kann das Ergebniss desselben darstellen durch eine Gleichung 
Ftir die Anzahl (1 2 3 . . .  k -t- i)~ der LSsungen~ welche die k-reihigen 
Determinanten des Recktecks: 

tt 12  +  llk 
zum Verschwinden bringen. Man ermitC~elt zun~chst die Anzahh 

{ ( 1 2 3 . . . k + i - -  1),(i + 1 , . . .  k + i)k} 

der Werthsysteme, die zugleieh die Determinanten der Rechtecke (bezw. 
die Einzeldeterminan~e): 

]1123.. .k+{--1tl ,  ( i+ 
zum Verschwinden br:mgen (ffir g----i in (4), (5)), zieht davon ab die 
Anza.hl: 

{ ( 1 2 a . . . k + i - - 2 ) k  (~+  1 , . . . k + i - -  1)~} 
deter, f ~  welche die den Klammern en~sprechenden Rech~ke zu 
Null werden, nadu~m ~ die Zahh 
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{ ( 1 2 3 ,  . . ~  -t- i - - 3 ) ~  ( / +  1, . . .  ~ -k  i - -  ~h} 
ermittel~ und abgezogen ist (diese Zahl ~ritt also mi~ posit~ivem Vor- 
zeichen in die Formel ei~)~ u. s. w. /~/a~ er/d/lt so die Belduasforme3: 

(11) _ ( 1 2 3 . . . k  Jr- ' 3 , ~  { ( 1 2 3 . . . k J u i - - l ) j , ( i  + 1 , . . .  k-I-i),} 
- -  { ( 1 ~ 3 . . .  ~ + i - 2 ) ~ f f + ~ , . . .  k + i - 1 ) ~ }  
-{- { ( 1 2 3 . . .  k -[- / - -  3)k (/ -}- 1 , . . .  k-I-i--2),} 
. . . .  (-- 1)'(i-[- 1, . . .  k)~. 

Hiernach wird insbesondere: 

(~ 2 3 ) : -  { 0 2 h  (~3h] - (2h, 
(1234)a  ~ {(123)3 (234)3} - -  (23)3, 

(12345)a---{(1234)3 (345h} ~ {(123)a (34)~} + (3)a 
U. S.  W.  

Ffir die Anwendung auf die Rechtecke des Specialgruppenproblems 
kann man die Formel (11) noch in eine einfachere Gestalt bringen. 
In diesem Falle n~mlich unterscheiden sich die einzelnen Verticalreihen 
der Rechtecke nut durch den Index in der Bezeichnung: r (p~,... (p~ 
der eingehenden ganzen Functionen, sind abet fiir die Abz~hlung~ da 
die (p alle yon dem gleichen Grad m -  3 sind~ gleichwerthig. Es 
gentig~ also da~n~ siatl die Re{hen einzeln zu benennen, die Rech~i- 
ecke nut dutch die Anzahl der eingehenden Vert-icalreihen zu kenn- 
zeiclmen. Mit dieser Ab~iirzung geht die ~ormd (11) /iber in die 
fo~ende: 
(i~) ( ~ + ~ ) =  { ~ + ~ -  l ,  ~} - -  { ~ + ~ - ~ ,  ~ -  ~l 

+ { ~ + ~ - a ,  ~ - ~ }  . . . .  (-1),(~--~), 

in welcher Gestal~ sie unfmn angewand~ wird. 

III. 

Correspondenzen, die zwischen mehreren Punkten einer Curve bestehen. 

Das zu behandelnde System yon Gleichungen~ durch welches das 
Verschwinden der De~erminanten des in der Einleitaug aufgestellten 
Rechtecks seinen Ausdruck finde~ bereitet der Frage nach tier 
yon fiberfliissigen Factoren" freien Resultante nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten, weil zwischen den Paaren yon Ver~.nderlichen~ die 
in den Elementen des R~chtecks auftzeten~ je eine Gleic'hung be- 
steht~ die aussagt~ (lass die ihnen entsprechenden Punk~ auf der 
Curve f liegen. 

Im Allgemeinen enthalten die aus den Rechtecksbedingungen~ wie 
sie der vorstehende Abschnitt liefert, fliessenden Gleichungen alle 
Variabetnpaare~ die alas Problem mit sich f~hrt. Es entsteht somS~ 
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die Aufgabe, die Anzahl der LSsungen zu ermitte]n eines Gleichungs- 
systems yon der Form: 

9 ( x , y ,  , x:y , . . . = O ,  

~b(xlyl ,  X2y2, �9 . �9 X}y~) == O, 

( x ,  y , ,  x ~ y 2 ,  �9 �9 �9 x+y+)  ~ O,  

wiihrend zugleich die Beziehungen stattfinden: 

f ( x , y ~ )  ~ 0; f (x2Y2)  - -  0; . . .  f (x~y~) = O. 

Die Gleichungen r ~ 0, ~P-----0,.. .  verm5ge deren zwischen den 
Punkten x l y l ;  x ~ y 2 ; . . ,  xky~ ein Entsprechen stattfindet, und die ich 
deshalb frfiher ,,Correspondenzgleichungen" oder , ,Correspondenzen"  
genannt babe, werden in den zu be~rachtenden F~illen theilweise oder 
al|e befriedig~, wenn irgend ein Variabelnpaar xi!t~ gleich einem ano 
deren x~y~ wird; die tp, ~ , . . .  verschwinden auch, wenn irgend einer 
der Punkte xi Yi in einen der einfachen oder vielfachen Punkte yon f 
(,, Ausnahmepunkte") hereinrfickt, dutch welche die adjungirten Curven 
alle hindurchgehen. 

Wir nehmen an, um diese MSglichkeiten zu umfassen, dass ffir 
den Ausnahmepunk~ x~ ~ - a m ,  Yi ~ b~, wo (am, b~) ein a-facher Punkt 
yon f ist ( u >  1), die Function ~ sammt ihren ersten, zwei ten, . . .  
( ~ ) -  1) ten partie]len Differentialquotient~n nach x~yl verschwindet, 
oder, wie wir kfirzer sagen wollen, dass die ,,Correspondenzcurve" 
~(x~yi)  ~ - -0  (wenn 9 a]s Function nur der Variabeln x~y~ angesehn 
wird) einen ~i(~)-fachen Punkt in am, b~ besitzt, ebenso r  einen 
r Punkt u. s. w., wobei jedoch eine gegenseitige Berfihrung 
zwischen den Zweigen dieser vielfachen Punkte der Curven 

f=O, ~=0, ~=0, . . .  
ausgeschlossen sein mbge. ~ Wiewohl in den sp~er zu betrach~enden 
F~llen die Curven 

~ r  
= o ,  v ( x , v , )  = o . . .  

x~---xj, y~=y~ ( i , j=l ,2 . . .k)  
je nur einen einfachen Punk~ haben, m5gen doch vorerst der All- 
gemeinheit wegen auch diese Pun~e als mehffache angesehen werden. 
Bekanntlich*) ist die Zahl, welche die V ielfachheit (die ,Werthig- 
keit") etwa tvon q~(xiy~) fiir x~ .~ -xk ,  yt ~---y~ angiebt, dieselbe, wie 
die Vielfachheit der Curve ~p(Xkyk) fla" xk ~ x l ,  y~ ~ yi .  

Die vorliegende Aufgabe ist in einzelnen F~llen, so insbesondere, 
wenn zwei Correspondenzen zwischen zwei Punkten vorliegen (k--~2), 

*) Diese Anaalen, Band 31, S. 877. 
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sowie ftir /~ ~ 3 und k ~ 4 schon frf.ther yon mir und Anderen 
behandelt women*). Inzwischen habe ich die allgemeine Formet 
gefunden und eine auf den Fall ?~ ~ 2 sich stfitzende Begriindung 
derselben, die in den folgenden Abschnitten en~al~en isK Ich beginne 
mit einer Zusammens~ellung der auf den Fall yon zwei Correspondenzen 
mit zwei Variabelnpaaren beziiglichen Formeha, deren AhleiOang ich 
jedoch fiir eine andere Gelegenheit aufsparen muss. 

Zwischen drei Punkten k, r, s (mit den Coordinaten x~y~, x~y~, x,y,)  
der Curve f ~  0, fiir die also: 

f(x~y~) -~. O, f(x~y~) .-~ O, f (x ,y , )  ~ 0 

ist, mSgen zwei Correspondenzen bes~hen: 

9(x~,yT,, x,y,, x , y , )~  O, 
~,(x~yk, x,.y,., x , y , ) ~ 0 ,  

deren .Werthigkeiten" wir beziehungsweise dutch: 

bezeichnen. Also fiir z. B. x~ ~ x~, y~ ~ y~ versehwindet (p mitsammt 
den 1., 2 . , . . .  (r 1) ten Differentialquotienten nach x~, Yk, w ~ e n d  
die (p~je~ nicht alle zugleich verschwinden. , 

Die gemeinsamen Werthepaare (Sehnittpunkte) der Gleichung 
(p ~ 0, als Curvengleichang fiir die Coordinaten x~y~ (bezw. x~y~, x,y,) 
aufgefass~, mit f ~ 0, besteken aus: 

1. Auf f fesOiegenden, d. h. yon der Lage der Punk~ r,  s, 
bezw. k , s ,  and k , r  uuabh~n~gen Punkbe~ (a), ( f l ) . . .  (mit den 
Coordinaten a~ b~, a~ b~, . . . ) ,  die auch singul~e Pankte yon f sein 
kSnnen. In den nachfolgenden Anwendungen ist das Verhalten der 
Correspondenzen das yon ,,adjungirtmn" Curven. Wit nennen diese 
festen Pankte: Ausnahmepunkte. Ihre Annahme wird dutch jene An- 
wendungen erfordext. 

2. Aas ver~nderlichen abet raidonaI bekannten SchnittpunkCen~ 

3. Aus im Allgemeinen rational nich~ h-ennbaren, mit r ,  s ver- 
~nderlichen , , freien" SchniOrpunkten. 

Die Anzahl der leLz~eren sei 

9~ (bezw. ~,, 9,) fiir r ~--O; ~/~(r W) t'tir #~ ~ O. 

Dann ist: 

g 

**) Ibd. Bd 6, S. 33; ferner die abweichende Dar~ethng in Clebs~.Linde~ 
mann, aualyt. Geom. & Ebe~e S. 720. 
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wenn [ ~ ]  die Ordnung (der Grad) yon ~ hinsichflich der Coordinaten 
yon (~), ~, die Ordnung yon f ,  a die VieIfachheit yon f in einem 
Ausnahmevunkt,  in welchem qv~ (~) die Vielfachheit yon ~ ( z ~ y ~ ) ~ 0  
ist, _Y" die Summe fiber alle Ausnahmepunkte bedeutet, in denen 
~ ( ~ y ~ )  verschwindet, endlich ~ ,  ~ ,  ~ die Vielfachheit der in (2) 
erw~hnten Schnittpunkte (,Werthigkeiten") ist. Analog ist: 

Wenn man aus den Gleichungen ~-~-0, ~ : 0, f= 0 die Gr5ssen 
x~y~ eliminirt~ so liisst sich die yon fremden LSsungen freie Resultante 
nur dutch einen (ira Allgemeinen selbst mit Hfilfe yon f-~-0 nicht 
ausflihrbaren) Quotien~en aus mehreren Correspondenzen zwischen r~ s 
darstellen*), den man jedoch beziiglich seines Verhaltens gegen~ber 
f als eine einzige Correspondenz auffassen kann,  wobei nfthigenfalls 
selbst negative Zahlen als Werthigkeit  nicht ausgeschlossen s ind~) .  
Dieser Quotient ( ,  gebrochene Correspondenz"):  

x,y,) = 0 
oder kiirzer: 

s)  = O 

ha t ,  als Function yon (r) (der Coordinaten x , .yr)  aufgefasst: 

, f r e i e "  Schnittpunkte***) mit f =  0,  und besitzt in (r)---~ (s) einen: 

-4"aehen Punkt.  p bedeutet das Geschlecht der Curve f. Die Zahlen 
~ und ~ ,  sind als Differenzen der entsprechenden Zahlen fiir Z~ihler 
und Nenner des Bruches ~ aufzufassenr 

*) Clebsch-Lindemann, Geometrie, 6. Abtheflung, IV, S. 731, S. 747. 
**) VergL Hurwitz, fiber Correspondenzen, d. Ann. Bd. XXVIII, S. 561, 

sowie die Abh. d. Verf. in d. Ann. Bd. VII, S. 611 ft., und Bd. XXYI, S. 405. 
***) Es ist nich~ ausgeschlossen, dass auch yon diesen freien Punkten in 

besonderen F~len einige in die Ausnahmepunkte rGcken, so z.B. immer in 
einen solchen, ffir den in beiden Correspondenzen die Vielfachheit je kleiner als 
die Werthigkeit ist, was fibrigens in den folgenden Anwendungen nicht vor- 
kommk Wir wfirden alsdann auch diese a]s frsie Schnittpunkte rechnen. 

t') S. d.. AbhdL d. Verf. in Bd. VI, S. 42, S. 46 mad Bd. VII, S. 611 d. Ann., 
sowie Clebsch-Lindem~m~, Geometrie, S. 734 . -  Allgemein hat in jedem a-fachen 
Ponkt. yon f, der ~p~(a)-facher bez. ~#~)-faehe~ Ausnahmepunkt yon qv und ~ ist, 

einen- 
- 

-fachen Punkt. --  Ich ft~hre ~och den Crrad [~r] des Quo~ienten Q (als Differenz 
dar Gradzahlen von Zg.hler und Nenner aufgefasst) hinsichtlich x r y  r an (unter 
den Grad yon f~ [~r] den yon ~ in xry r u. s. w. verstanden): 
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Die gebrochene Correspondenz Q(x~y~, xsys)~-0 will ich in der 
Folge, als Resaltat der Elimination yon (k) aus r ~--0, ,P ~---0 mi~ 
(tp,p)(~) oder kiirzer (r bezeichnen. Entsprechend werden damn d/e 
Zahlen fiir die freien Schnithpunkte mit f und die Werthigk~ der 
l~esultante f2 dutch: 

(1) ((pr -~- Q, ~-- tp. r -a t- r (p~ - -  21o(p~. r 

dargesteIlt, wo bier, wie in der Folge der obere Index die diminirte~ 
Variabeln angiebt. Uebrigens ist: 

(~r = (~ r 

Diese Formela gel~en auch dann, wenn die gegebenen Correspondenzen 
r ~ selbst ,,gebrochene" sind, weil die entsprechenden Ausdriicke 
sich aus den bilinearen ftir Z~i3aler und Nenner ein.zeln hergestdlten 
dutch Addition und Subtraction zusammensetzen lassen. 

In Anlehnung an diese Formeln die ich wie gesag4 als bekamnt~ 
voraussetze, kann man nun sogleich den n~chst hSheren Fall behan- 
deln, wo drei Correspondenzen zwischen v/er Variabelnreihen ge- 
geben sind: 

~(xjyl, xky~, x~yr, x~y,)= O, 
O(x~y,, x+y+, x~y~, x,y,)==0, 
Z(x~y~, x~,yz,, x,.y,., x+y+)=0, 

und ffir die durch E|imina~ion yon (1) and (k) aus diesen Glei- 
chungen und: 

f(x~ Yl) ~ -  O, f(x+y~) --~ 0 
entstehende (gebrochene) Correspondenz: 

~(~, s) = o  
die Zahlen Q~ und Q~, bes~immen, welohe den Grad trod die Wert+hig~ 
kei~ angeben. Ich beschr~ke reich zu diesem Behufe auf den Fail, 
dass in einer der Co~espondenzen, z. B. +(p ~ 0, eines+ der Variabela- 
paar% etwa xlyt, gar nichl auf~rit~, und bes~imme jene Zahlen ffir 
diesen besondzren Fall, indem ich aaf dem frtiher angegebenen Wage 
xly t aus ~p ~---0~ ~ ~ - 0  eliminire, ferner aus der so erhaltenen (ge- 
brochenen) Correspondenz: 

r r,  s) = 0, 
in Verbindtmg mit: 

~(k, r ,  s) ~ - 0  
mad f ~ - 0  die Variabeln (/0 we~haffe. Aus den fiir diesd Resut~an~ 

;~a~matisaho A-n~len, X~x~. 22 



bestimmten Zahlen ((pr und (~pO)~, letter man nun die dem a//- 
geme/ne~ Fall entsprechenden Zahlen ab dutch Zuftigen derjenigen 
Oheder, die aus Grfmden der symme~rischen Oestal~ dieser Formeln zu 
erg~inzen sind. 

Die Rechffertigung ffir dieses Verfahren beruht auf der Einsicht 
in einige allgemeine F_,igenschaften der ~esul ta~  aus mehreren Corre- 
spondenzgleichungen~ die wir zuniichst zusammenstellen wollen. Ge- 
geben seien k Jr- 1 Correspondenzgleichungen zwischen den /~ -{- 2 

Opt--O, q~--O, ~-~-0, e ~ - ~ O , . . . , & ~ - - O ,  

wo noch die Gleichung: 

ftir jedes Paar der Ver~inderlichen erfiillt i s t . '  Wir verstehen unter 
der l{esulhznte aus diezen Corresponden~gleichungen die linke Seite der 
dutch Elimination yon ( 1 ) ( 2 ) . . .  (k) entstehenden Correspondenz: 

P(x~y~, x,y,) --. O, 

welche als Function yon (r) aufgefasst ausser in den Ausnahmepunk~en 
die Curve f nut noch in solchen Pankten (r) ~iir-~, zu welchen Systeme 
(1) (2) . . .  (k) geflmden werden kSnnen, die allen Correspondenzen 
zugleich geniigen. Bezeichnet man eines der Werthsysteme yon 
(1) (2) : . .  (k), welches den ersten k Correspondenzen allein (also allen 
mit Ausnahme yon ~?) bet beliebig gegebenem r, s gent i~ und keinen 
Ausnahmepunkt enth~t ,  mit (h), so ist die Resultante P darstellbar 
in der Form einer symmetrischen Function aller Werthsysteme It, 
n~nlich durch das Product: 

p_~_~ 

wo l'I~ ~) das Product fiber alle 

in einem der Werthsysteme (h)) 

~rr~ ~) 

~ )  (~(~} die Function ~ geschrieben 

ist b O o abet und O 1 ganze Functionen 
der Coefficien~en der Correspondenzen ~, ~ . . .  (ausser ~) sind~ von denen 
0 o dazu dient, den Nenner in H ~  wegzuheben, und in Produc~e yon 
Po~uzen zerf~ll~ deren Exponen~n die G r ~ z a h ~  [@j], [@2]...[~k] yon 

hin~chtliah x~yl, x 2 y 2 , . . ,  sind, w~Jarend O 1 in Producte zerfs 
yon Potenzen, deren Exlmnenten*) sind: 

I. Die Vielf~z~, die das Verschwinden yon ~ hin~cht- 

*) Vorausgese~zt ist hierbei, dass, abgesehen yon den Ausnahmepunk~en, 
die Correspondenzen alle zugleich nur f~ir ~ e  Wer~hsysteme der Variabeln 
I, 2 . . . .  r ~ei gegebenem~s) verschwinden, dass also, g~ometriseh zu reden, in 
den durch die Yariabelnpaare bes~mmte~ h~heren R~umen con/inuirliche Gebilde 
w/e CarV~n, F l~heu , . . .  nie~ allen geme, msam sind. 
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lich der Variabeln ( 1 ) ( 2 ) , . . .  in den Ausnahmepunkten a, ~ . . .  
angebea: ~(a), ~2(~, . .  -, ~1(~)~ ~ , . . .  

2. Die Werth~i2szahlen ~1~, ~13," -. ~I~ , . .  �9 Im Uebdgen sind 
80 01 yon den der Correspondeaz ~ zugehSrigen Zahlea unabhin~g. 

Ich iibergehe bier den Beweis ffir die Richfigkeit dieser Dar- 
stellung der Resulf~uf~ P, die, der Form nach unsymmebdsch, doch 
in der Ausrechnung die efforderliche Symmetde hinsichtlich aller den 
k + 1 Correspondenzen zugehSrigen Coefficieaten besitzt, mid verweise 
deshalb auf meinen Aufsatz fiber die reducirte Resulf~nte. 

Die Symmetrie yon P hinsichtlich der Correspondenzea zieht eine 
symmetrische Gestalt nach sich auch der t~'ormel~ flit den Grad [P~ 
yon P hinsichflich xrYr, f ~  die Werthigkeitszal~ Prs, sowie f i r  die- 
jenigea Zahlen, welche die HShe des Verschwindeas in den Ausnahme- 
pun ea ausdr aen: was aann a u a  
noch ffir die Zahl der freien Schnittpu, nkte P~ yon P ~ - 0  mit f--~-0 
gil~ welche sich linear und homogen aus diesen GrSssea zusammensetzt: 

P. ~-- [P.]n --~z P(. ~) - -  P.~, 

und entsprechend ffir P,. Aus der angeffihr~en Darstellung yon P 
folg~ aber, dass in die Ausdrficke [P~], P(~), P~ und P, yon den der 
Correspondenz zugeh5rigen Zahlea nur die Gradzahlen [~] ,  [@~], . . .  
die Werthigkeif~zahlen ~ und die Vielfachheitszahlen ~(1~), ~(~), . . .  
(bezw. also deren lineare Combinationen @~, ~ . . . ,  wo 

ist) eingehen kSnnea. Was den Nenner O1 angeht, so ist dies nach dem 
Gesag~ea unmittelbar klar, und der Zghler OoH~(~) theilt diese Eigen- 
schaft mit der angegebeaea Form tier ]~esultante aus irgendwelchea 
Gleichungea, die keine gemeinsamen LSsungssysbme besitzen. 

Man beweist nunmehr leicht, dass die Ausdrficke [ P ] , . . .  
1) nothwendig lineare homogene ~unctionen der GrSssen [a~], ~ ) ,  ~ 

(oder auch der ~) sind. Denn verm5ge ihrer algebraischen Bedeutung 
besitzen diese GrSssen die Eigenschaft, dass sie, wean man F~ die 
Correspondenz ~ die~ t~ Poteaz einer ebensolchen ~ se~t: 

hi das ~-fache tier en~precheadea Zahlen f~r ~ fibergehem Andere_m~ 
seits verwandelt sich dann auch die Resultante P in die Xt~ Pof~nz 
der Resulf~n~e 1~ aus ~ ~,  . . .  ~/, d. h. die Zahlea [P~],.... werden 
das ~-fache der entsprechenden [iP~], . . . ,  Sieht man also die Zahl 
P~ als Funcfionszeichen an, so wird: 

Diese Funcfionalgleichung bestimm~ aber P,~ als Fmeare ~omogene 
22* 
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Function der GrSssen [~,], . . . ,  und analoges gilt ffir die Zahlen 
[P~], P~(a), P~, q. e. d. Da sich dieselben den anderen Correspondenzen 
gegeniiber'ebenso ~erhalten, so folg~, dass sie homogene lineare Aus- 
driicke in den en~sprechenden Zahlen ffir jede einzelne Correspondenz 
~, ~ , . . .  ~ sin& 

Wir beweisen noch eine ~we/te Eigenschaf~ dieser Ausdriicke. 
Die un~eren Indices an den Zahlen [~], ~ ,  ~{a), ~ sind den ein- 
zelnen Variabelnpaaren x~yo x$y~, x q y q , . . ,  zugeordne~. Wir be- 
haupten nun: 

2) Dass in jedem Glied der Ausdriicke [P~], . . .  alle Indices der ~u 
eliminirenden Variabel~ 1 , 2 , . . .  k, sowie divjenigen des Ausdruc~ 
se~st (r, bez. s), wirklich mindestens einmaZ auftreten miissen. Denn 
wiirde in einem Glied z. B. der Index 1 fchlen, so kSnn~ es ein/a'eten, 
dass das Variabelnpaar xl y~ iiberhaupt gar nicht vorkommr ohne dass 
der Wer~a dieses Gliedes sich auf Null reducir~. Abet wenn xly l 
allen~halben ausfiele, so wiirden im Allgemeinen die k + 1  Correspon- 
denzen zwischen nur k Punk~en yon f 2, 3 , . . .  /~, r mi~ einander 
unvertaZaglich sein. Die Zahlen [ P ] , . . .  miissen also in diesem Fall 
verschwinden, was nut so mSgtich is~, class der Index 1 in jedem Glied 
auftritL Ein ~hnlicher Schluss gill fiir die Zahlen r, s. 

Die beiden erw~'hnten EigensehafCen ermSglichen nun die Bildung 
der altgemeinen Ausdriic~/iir [P.], P**~ P(~), P, an der Hand eines 
Recursionsverfahrens. Man geh~ n~mlich yon dem besonderen 'Fall 
aus, dass in einer der Correspondenzen, z .B.  cp, die Variabeln 
(1) ( 2 ) . . .  (k - -  1) nich~ vorkommen, bestimm~ die gewiinschten kus- 
driicke ffir diesen Fall mit Hilfe der Formel fiir den niichstniederen 
yon nur k Variabeln und ffig~ dann die fehIenden GIieder aus Symmetrie- 
grfinden ~a, indem man z. B. aus dem u eines Gliedes wie 
( p ~ O ~ q . . .  auf die ausgefallenen Glieder: ~ q r  (P~q~P~/x,--. 
u. s. w. schliess~. Nach dem Gesaghm ist Ieiehr zu ersehen, dass man 
auf diesem Wege zu allen fiberhaupt mSglichen Gliedern geIang4. 
Denn weft die Variabeln k, r u n d  s in 9 auf~reten, also der specielle 
Fall alle Glieder der linearen homogenen Funefion mi~ [r r . . .  
[r ~ , . . .  [~] ,  ~ , , . . .  ( p ~ , . . .  liefer~, so ka, n, da wegen der 

/ 

Eige~schaf4 (2) die Indices k, r ,  s in allen Gliedern vorkommen, 
fiberhaul~ kein Glied ausgefallen sein, ffir welches nich~ andererseit~ 
ein Mu~.4~rglied vorhanden ist. Zahtencoefiiden~en und die yon f her- 
r~brenden Factoren sind dann jedesmal zu iiber~agen. 

Wenn bun abet aus den dem speciellen Fall ent~p.rechenden Aus- 
driicken dutch Zuffigeu bloss der symme~rischen Glieder die attgemeinen 
Formeln ableiCbar sind, so muss~umgekehr~ ein symmeta'isch MnsichC- 
lich der 9~ ~;~ - - .  ~ gdbildeh~r h u ~ c k  yon den angegebenen Eigen- 
schaf*~ea, ,dot ~u': 



Ueber algebra/sche Correspondenzen II. 341 

[m~] : [ '~2 ]  : - ' "  ----" [m~-~]  : O, 

= = . . ,  = = = o ,  

~ : 0 ,  (q ----- 1, 2 , . . . / ~ ,  r= s; 1~ ~-- 1, 2 , . . .  k - -  I )  

auf jenen speciellen sieh reducir~ die allgemeine Formel dars~e!len. 
Ich werde im ns Abschnit~ zeigen, dass diese Bedingungen 

yon den beiden nachfolgenden ~'ormeln*) efffillt werden, durc~ welche 
der Ausdruc~ fiir die Anzahl P~ -~- (~PZ �9 �9 a)~ ~'''~ der freien Schnitt- 
punkte der resultirenden Corres~ondenz P ( r s ) ~ - 0  m/t f =  0, sow/e der 
fiir die Werthigkei~ P~, ~ (r - . .  ~)(/~'"~) (wo der obere Index 
jedesmal die eliminir~en Veri~nderlichen angiebt) zuriickgeffihrt wird 
auf die entsprechenden Ausdriicke ffir nut je k Correspondenzen~ aus 
denen k -  1 Variable eliminirt werden: 

~' P, : QPg '  Z . . .  ~)(/~"'~):  S q ~ , . ( r  � 9  O)(~ ~'''~-~) 

#~(~...~-1) 
" " J i , ~ "  :l 

i : l  

( 2 )  

~ .  ~ -  ( ~ r  �9 �9 
- -  

~ S ~  (OZ O~ (~'''~-~> 

Hier bedeutet p das Gesehlech~ yon f ,  ~ die Summe fiber alle k -[- 1 
dutch Vertauschung yon cp mit ~p~. . .  @ aus dem angeschriebenen 
Glied entstehenden Glieder. 

~ o  

C~)rrespon'denzen zwischen mehreren l~_~!~ten einer ~rve .  Fortsetzung. 

Die Symmetrie der am Schluss des vorigen Absehnit~s aufges~ell~en 
Ausdrtieke hinsiehflieh der 1~ -[- 1 Correspondenzen ~ . . .  ~ lieg~ auf 
der Hand**). Es bleibt zu erweisen, dass far den Fall, dass in der 
Correspondenz (p die Variabeln 1, 2 , . . .  k -  1 nich~ aaftve~n~ ~p also 
yon der Form is~: 

~(x~y~, x~y,, x~y~)- 0 

jene Formeln iibergehen in so~che, die, under hnnahme ihrer Gil~igkeit 

en~wickeln lassen, sind im Folgenden nich~ erforderlich und weggelassem 
**) Nicht unmi~etbar 1 ~  sich die Symme~e dieser Ausdrficke hinsidht~ich 

der k Variabeln I, 2 , . . .  k erkennem F6r den Nachwois derse]t~n w ~  Rhn- 
liehe Umformungen wie in Nr. V n~hig. 
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ftir bloss k Correspondenzen mit ~-{-1 Variabelnpaaren, sich au[ 
directem Weg aufs~llen lassen. 

Eliminirt man in dem letzterw~hnten Fall die Variabeln 1, 2~... k - -  1 
aus den Correspondenzgleichungen ~p, ~ , . . .  ~ in Verbindung mi~ f~-0~ 
so gelaug~ man zu einer Gleiehung: 

r  ~, s) = 0. 
Elimin_i~ man aus dieser und: 

~(~, r ,  s ) - -  0; f - - 0  
etwa (k), so erh~l~ man far die Resultan~e ~(x,.y,., x~y~)~-. 0 vermSge 
der Ausdriicke (1) in IH die Zahlen: 

oder ~ in der eingef'tihr~en Bezeichnungsweise: 

�9 . .  ~ ) s  ~ , ( v z . . .  ~)(/~ ~ - ' )  

- ~ / ~ z . . .  ~ ,  , 

�9 . .  ~)~ + ~ ( v ~  �9 � 9  ~ ) , , -  ~ , ( r  ~)~, 

- -  ~ .  0 P ~ -  -- O)~, 

wo in~der zweiten Formel der obere Index, der die eliminirten Variabeln 
angiebt, weggelassen wurde. 

Dies sind die gesuehten ]7ergleichsformeln. 
Andererseits lassen sieh nun die Formeln (2) fiir P~ und P~j am 

Schlusse des vorigen Absehni~ts mit Hilfe der Bedingungen, die das 
NiehC-vorkommen der Variabeln 1, 2~ . . .  k -  1 in q~ ausdriicken: 

~ - - 0 ;  ( p ~ - 0 ;  (~t~-1~2,...k--1; y~-l,2,...k,r~s) 
in folgende Form b r i n g e n -  wenn man durch Einsehliessen .in eekige 
Klammern das Resultat der Einf'tihrung dieser Bedingungsgleiehungen 
ausdrackr 

k i n 1  

I 

k - - 1  

I 

*) ~e~,V~rw~chslaag mit den oben durch ebensotche Klammern bezeielmetr 
Gradaa/~aa ist wold ausgeschlossen. 
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wo die Summe S dasselbe bedeutet, wie oben S ,  unf~r Ausschluss 
jedoch des Buchstabens ~p (d.er also an seiner Stelle bleibt, w~rend  
~, Z . - .  @ wechse]n). Urn in diesen Ausdriicken die Summe 

~ , , . ( , ~ z . . .  a)~ 
und die analogen als explicRe Functionen der 9~ darzustellen, besthnme 
man die dem Resultat der Elimination yon 1~ 2 ~ . . .  k -  2 aus den 
Correspondenzen ~, eo, . .  �9 @: 

( z ~  �9 �9 �9 a ) ~  "~-~  = r  ~, ~, s) 

entsprechenden beiden charak~eristischen Zahlen: 

r - -  (Zoo- . -  a)~_~, 
�9 �9 . e~')~..-1,k. 

Wird alsdann (/~) aus: 

(~)' ~ -  0~ 

(p (/~ -- 1,/% r, s) -~- 0 

eliminir~, indem man sich vorbeh~t, ers~ nachtrggZ/ch die Bedingungen: 

ep~_l == 0, g~-l,~ -~- 0 

einzuffihren, so erh~iR man f~r die Resulta~e: 

r ~, s)---- ( ~ z ~  -.  �9 ~)(~'~"~-~, 

vermittelst der Formeln (1) des vorigen Paragmphen~ unter Einf~rung 
der erw~nten Bedingungen, die Zahlen: 

[(~r ] [(~z.-.~)~ ~'~-~] ~ r163 ~ (z~ .- j~-, , 
�9 ^,(12...k--I~ , ]~-~ . [(~r ~-- [( ,~z..~,- = '~,~,-r ,p~,.(z~.-. al~''''~-2~ 

Daher wird endlich: 

[,~ ~,, ( ,~z. . .  ~)s = ~ s#,,. ( z ~ , . . .  ~)s 

[ s  #,,.., ( ~ z  �9 �9 .e)~]  ----- ~,, s # , , . , ( z ~ . . ,  e )~_ , ,  

[,s,,,. (~,z. . .  ~),~,.] = ~,~,. ,s #,,, ,. ( z ~ . . .  ,,")~,., 
wo wieder in den letzten beiden Formeln der obere Index weggelassen 
wurde. 

Ebenso erh~ilt man 

[ ( ~ z  . . .  ~ ]  ( ~ =  1 , ~ . . . ~ -  1). 

Z. B. fftr ~;-~- 1 elhninire man zun~achst aus Z~ e , - - .  @ die Variabeln 
2~ 3 ~ . . . / ~ -  1 und bilde eine Resultante yon der Form: 

�9 " (0) ,  ,-, = o, 

Eliminirt man Z; aus dieser und- 
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(<,), ,-, =o  
under" dem Vorbehalt, nachtr~glich ~p~ ~ 0, r ~--- 0 zu 
erh~l~ m a n  ffir die Resul~u~e die Zahlen: 

se tzen ,  so 

O ' ~  O" " r  

�9 . /'" 03 ~'h(2~'"k--1) 
- -  9 ~ ( Z ~ -  O)~'"~-~)--~,z -..~,-)~ 

Daher schliesslich: 

~ " h / ~ Z - . . a h ~  ~ = ~ S r  ( Z a . . .  ~)~}" "~-~ - ~ S r  . �9 �9 ,,;~(~"" ~-~ 

und die entsprechenden aus dieser dutch Vertauschung yon 1 mi~ 
2, 3, . .  �9 k - -  1. 

Se~z~ man diese Werthe in den obigen Ausdruck flir [P~] ein, so 
erh~l~ man: 

[P~] - -  ~ , ( r  �9  -~)~ + ~ s o , ( z ~ . . .  o . ) , , _ ~  - p ~ , ( ~ z  �9 
k - - I  k - - I  

1 

� 9  O ) ~  
J 

- - i 0 ~  S r  ~)~_~. 

ttier is~ der Coefficient yon ~ :  
k - - 1  

S r  �9  �9 a)~_~ - -  p ~ '  r  (z 
1 

~1~o nach der ersten der Formeln (2) des 
gewand~ auf den Fall/~ ~ 1 s~att k, gleich 
Coeffici~n~ yon iu~k~ gleich: 

r ~... k--~) --(~z...o)~-- S r  

= -  ~ ( ~ z . . . a ) ~ .  

o ~  . . . # ) i ~ ,  

vorigen Abschni~ts, an- 
( r  ~)~, ferner der 

k ~ l  

1 

Also sidmmt die erhattene Formel ffir [P~] mit der oben auf directem 
Wege abgeleite~en ffir !~r fiberein. Ganz ebenso reducir~ sich [P~,] 
auf /~8- Hiermit is~ die L~cke in dem Beweis der Formeln (2) des 
vorigen Abschnit~s ausgefdllt 

Die explici~e Darstellung der CorrespondenzformeIn ffir die F~le 
b ~ 2, b ~ 3 is~ yon mir sowie yon Herrn IAndemann mi~ einem 
directen Beweis an den oben angegebenen Often fr~iher schon gegeben 
worden. ~ Ffir daM Folgende genfig~ es, die Recursionsformel za 
kennen. Ich wende dieselbe nunmehr auf einen besonderen Fall-an. 
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V. 

Symmetrisch gestalteto Corroslmndenzen, 
Die am Schlusse des Abschnit~s III aufgestell~en Formeln lassen 

sich in eine wesentlich einfachere Gestalt bringen, wenn man die 
Annahme macht, dass die einzelnen Correspondenzen, deren gemein- 
same LSsungen zu bestimmen sind, hinsichtlich der Variabeln (1 ) (2) . .  
. .  k, r~ s je symmetrisch gebildete Ausdriicke sin& Alsdann kann man~ 
unter Einffihrung kiirzerer Bezeichnungen, setzen: 

~ ~- r ~ - . . .  ~__ r ~- q~,. ~--- (p, ~--- ~p, 

Schreib~ man ferner: 

( kq -  1)! ~ I .  2 . 3 . . .  k(~ q- D, 
und se~zt: 

1 1 

1 kz ( ~  " " ~ ) ~ ' ~  (~Tp...a)" ( f ~  i ~ 1, 2 , . . . ,  k, s) 

und so wei~er, so gehn die Formeln (2) (IH) fiber in: 

o)' = o ) -  o)'. 

Die eingefiihrten Ausdriicke ( ~ . . .  ~) und ( ~ r  ~)' fahren for~ 
eine geometrische ~edeutung zu besitzen. Denn da in FoIge der sym- 
metrischen Gestalt atler Gleichungen die Elimination der VerKnderlichen 
1, 2 , . . .  k auf dieselbe Endgteichung ffihr~, wie die yon irgend 
anderen k der k -Jr- I Variablen ~ 1 ~ 2 , . . . ,  k,  r ,  so mfissen sich alle 
LSsungen, die es fiberhaupt giebt, in Gruppen yon je (k- l - l ) !  zusam- 
menfassen lassen, deren jede nur einem (auf die k Jr- 1 Variabeln in 
(/~-{- 1-) ! verschiedene Arten ver~heilbaren) LSsungssystem entspn'cht. 
Die Anza]g der "verschiedenen LSsungssysteme is~ somit tier (kq-1) t~ 
Theil der frfiheren, also glei~ch ( ~ . . . - ~ ) .  Die~e~ ist also z. B. ffir 
2 Correspondenzen gleieh ((p ~,) ------ q~, ~ p c p ' ~ ' .  Die Correspondenz 

, P ~  0 seIbs~ wird zur k! to~ Potenz, und die W~thigke42 demnach nur 
derek! t~ Theft der fraheren, oder ~ , ~  ~ ( ~ r  ~) .  F~r 2 ~Corre- 
spondenzen z. 13. wird: 
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Wir bedfiffen fiir das N~chstfolgende noch einer Abkiirzung. Unter: 

( ~ . . .  ~) 
mSge der Werth des Ausdrucks ( (p ip . . .  ~),  geschrieben in: 

$ 

tp --  ~'~ ~P --  , p , . . .  ~ - -  ~', 1o --  1 
a~statt: 

verstanden werden, also: 

( ~ . .  . ~)-~ ( ~ ' . . ,  ~V-~f,~.-~,-..~-~,~-~. 
Man fibertr~gt diese Bezeichnungsweise auch auf den Ausdruck far 
die Wert~igkeit, sowie auf eine beliebige Anzahl yon Correspondenzen, 
so dass also z. B.: 

q~ ~- q~, 

( ~ v )  ~- (~ - -  ~') (~ - ~') - (~ - -  ~)~'~, 
( ~ ) '  ---- (~ - ~,)~, + (~ - ~,) ~ , _  ~ , ~ ,  

U. S. W.  

ist. 
Zwischen de~ so definirten Ausdriick~ 5estehen nun die folgenden 

t~iehungen, die f'~r die Anwendung fundamental sind: 

" " = i i "  - " " 
(3) 

t ( ~ . . . ~ ) ' ~ -  ( ~  . ~ ) -  ( ~ . . .  ~). 

Diese Pw, cursionsformeln fiir symmetrische Correspondenzen sind wei~ 
einfacherer Nahtr,  als die frtiheren (2) III, und lassen fernere Trans- 
formationen zu+ die dem Angriff atff alle Probleme, welche auf solche 
Correspondenzgleichungen ftihren, ein weites und vielseitiges Feld 
erSff~-_ en. 

Es handelt sieh zun~hst um den Beweis dieser Formeln. Fiir 
den Fall k ~- I folgen sie sofort aus einer Zusammenstellung de.rjenigen 
fur (~p) ,  (~p) ' ,  (~-) .  - -  Wit schliessea nan, yon k auf k-{- 1. 

V ermSge der (2a) ha~ man: 

(A) 6~ + 1 ) ( ~ V Z . . .  e) ---- ~(V~. . .  e) + ~ V ( ~ Z .  �9 �9 e) 
- - ~ ' ( ~ . . .  a ) ' - - ~ ' ( ~ Z . . .  ~ ) ,  

(B) ( ~ . . .  a ) ' ~  ~ ' ( ~ Z . . .  a)  + s * ' C ~ z - . -  ~)  
- -  ~ ' (~Z �9  �9 ~ } ' - -  ~ V ' ( ~ . . .  a ) ,  

wo wieder ma~er ~ die Summe aller aus dem angeschriebenen Glied 
dutch Ver-Causchung yon ~ mi~ Z, - - -  ~ (r bleib~ ~ seiner S~elle) 
~nt~andenen Terme z,a verstehen ist. ~. Nimmt~ ma~ die Formeln (3) 
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als bewiesen an ffir den Fall yon irgend /~ Correspondenzen, wie 
~,  g , . . .  #,  so hat man: 

V ( ~ x ~ . .  �9 #) ~ ~ ( z ~ . . .  a) - - ~ ' S r  ~)', 
~ ' ( ~ z ~  �9  �9 a )  -~  ~ ' ( z ~  �9 . .  a )  - p ~ ' ~ v ' ( z ~ . . ,  a ) ' ;  

Daher: 

o ' ( ~ z  �9 . .  a )  ~-- ( ~ - -  ~ ' ) s ~ ' ( z . . .  a )  - (~ - ~ ) ~ ' s v ' ( z .  �9  

~ ~ , p ' ( x . . . # )  

- - ~ ' .  {S~P'(Z.. .  ~) -{- (~ --  1) S~P'(Z. �9 .@)'}. 

Hiernach wird: 

s ~ ' ( ~ z . . .  #)' ~ s r  ~ ) - - s  ~ ' ( ~ z . . .  ~) 

- ~ s f { C z . . .  ~) - ( z . . . ~ ) }  

+ ~' { s v ' ( z . . . a )  - p s ~ ' ( z . . .  a)" 
+ @ - ~ ) s v ' ( z . . .  a ) ' } .  

Daher endlich nach einer kleinen Reduction: 

= ~ .  k ( r  ~) - pg, 'k { ( r  a )  - ( v z  � 9  a )  } 

= ~ { ~ ( ~ z . . - ~ ) -  p ~ ' ( v z . . .  ~ ) ' } .  

Die rechte Seite der Formel (h) ist somit das ~k-F-1)-fache dieses 
letzten Klammerausdrucks trod die erste der Formeln (3) hierdurch be- 
wiesen, well sie ffir 1~ ~ 1 gilt. 

Dieselbe lgsst sich nun beim Beweis der swe/ten verwenden. "Sieht 
man wiederum diese f:dr 1~ Correspondenzen als richtig an~ so erh~iIt 
man vermSge (B): 

(Ba)  ( ~ Z . . . ~ ) '  ~ -  ~ ' ( r  a)  

+ ~ ' { ( ~ - ~ ' ) ( z " ' ~ )  ( p - ~ ) ~ , ( z . . . ) }  

-Abet wail (2a,  V):" 

(,~z a)' sw{(z a)  (z  a) ,}  

is L so wird: 

B r  ~ ( r  

Mit Hfilfe dieser Beziehungen 

. . .  #)' . . . . . . . .  , 
- -  (r . .  �9 a).~ 

erkenn~ man abet s o g t e i ~  dass ~ die 
rechte ~ f ~  v~n~(B~,) ~ der yon: 
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( ~ , . . .  ~ ) -  ( ~ v . . .  ~ ) =  ~ ( ~ , . . .  ~ ) -  ~, ~ ' ( ~ , . . . ~ ) '  

- { (9  - ~') [ (~ , . . .  ~ ) -  (~ , . .  �9 ~)'] 
- (~, - 1)~, '[(r  ~ ) ' -  ( r  ~)'l} 

fibereinsfimm~, womi~ die ]et~zte der Formeln (3), nachdem der Fall 
k ~ 1 oben erledig~ worden, bewiesen ist. 

VL 

Symmetrisch gebildete Corresl~ondenzen. Andere 6estalt der 
Correspondenzformel. 

Ich hebe noch eine andere Gattung yon bemerkenswerthen Formeln 
hervor, die aus denen (3) durch Umformung sich ableiten. So z. B. 
ist far 4 Correspondenzen: 

----- ~.  E ( ~ ) z -  p(~,) 'z ']  - p~'.  [(~,~,) z" + (,p ~,)'z - 2(~ v)'z" 
- -  2(p - -  1)~" ~'z'] 

wenn man: 
(~,~,)" - -  (~ ,~, ) ' - -  (~,~)' = 29,'~,' 

u. s. w. einf~rt. 
Diese Formel gestattet eine Anwendung auf solche F~le,  wo eine 

Grup~rung der vorhandenen vier Corr~spondenzen zu je ~weien erwiinscht 
erscheint. In ~.uticher Weise l~ksst sich die Formel ffir mehr CorTe- 
spondenzen, beliebigen Gruppirungen entsprechend, in folgender Weise 
umgest~lten. 

Sind die gegebenen Correspondenzen (alle symmetrisch gebildet 
hinsichflich der Variabe]n): 

(p~----O; ~ 0 ; . . . ~ - 0 ;  ~ - O ; ~ O . . . t t - - - - O ,  

und bedeuten ( ~ 0 . . .  ~) ,  ( ~ . . .  g) die Ausdrfieke fiir die Anzahl 
der den g Correspondenzen ~p, ~ . . .  #'und den h : , ,  ~ . . . / ~  zukommen- 
den gemeinsamen LSsungen, wenn yon den g + h ver~aderlichen 
Punkten auf f -~-0  h bezw. g. beliebige fes~ angenommen werden, 
( 9 ~ . . .  #)" die Werthigkeit der durch Elimination ~on g -  1 Variabeln 
resul~irenden Correspondenz, oder, wie wit under Benu~zung der Be- 
zeichmmg (s. vor. Absehni~*): 

( ~ . , . . '  ~ ) =  ( ~ v . . .  ~)~,-~, , - , . , . . .~ , - ,  
k ~  de~niren kSnnen: 

(~ ,~ , . . .  a)" =- (~,~, . . .  0.) - -  ( ~ . . .  ~); 
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setzt man analog: 

( ~ r  ~ ) " =  ( ~ r  ~)' - -  ( ~ , . . .  ~)', 

U. S. W.~ WO: 

(,~, ,a)' [( ,~, ~)'] 
�9 �9 �9 ~ - -  �9 - �9 ~ - ( p ' ,  ~ p - - ~ p ' , - -  . ~ -  1 

ist, also die Reihenfolge der Opera~ionen ( ) und ( )" verfauschbar, 
so ~sst sich der Ausdruck f'ff/r die Anzahl ( ~ . . .  g) der gemeinsamen 
L6sungen a l I e r  Co~respo~denzen ~ --~ O, @ ~-- O , . . .  ~t ~- 0 als Summe 
vo~ Producten aus den entsprechenden Zahlen f'~,r einerseits nu t :  

q), 'P, ._.. ~,  

und andererseits denen f~r den ~est: 

durch folgende Formal*) darstel~en: 

( ~ .  . . ~ )  = ( ~  . . . ~ ) ( ~  . . . ~ )  - (~1) ( ~  . . . ~ ) "  ( ~ .  . . ~ ) "  

(4) 

WO : 
(~)  p(p - a) . . .  (p - i + ~) 

I .2 . . i  ' 

das Geschlecht der Curve fist, und die Reihe an der S~elle abbrich~ 
wo zuerst einer der mit oberen Indices versehenen Klammerausdrticke 
verschwindet 

Die Formeln (4) lassen sich als eine Eigenschaft gewisser dutch 
(3) definir~n Functienen auffassen und unabh~ngig yon ihrer alge- 
braischen oder geometrischen Bedeu~ng wie folg~ beweisen. Wir 
vexsf~hen un%er: ( )' und: ( ) gewisse auf die in der Klammer vor- 
kommenden Ausdrficke angewand~e Operationen, zwischen denen die 
Beziehung bes4eht: 

( ) ' = (  ) - ( ) ,  
so dass also: 

a" - -  b' ----~a ~; ~---b-- b; u. s. w. 

Die Operation ~ mSge auf ein zOroduc~ wirken in der Weise, dass: 

Dana ist: 

*) Diese Formel, sowie einige a~ldere der hier~pub!ir Ergebrdsse babe 
ida berei~ ira Sommer ~1885 ~Herrn Kleln~brieflich mif~e~eil~o 
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und, unter (P) 

(aby .~- ab -- alJ ~-. ab - -  ( a - - d )  (b--b') ~- aV + bd --  d r .  
Ferner sei: 

~ = p - I ;  

einen Binomialcoefficienten verstanden: 

Dann ist:  

(p)- _ (~ - -  1) 

ein Ausdruek, der gleieh 1 ist ffir i = O, und verschwindet, wenn 
an Stelle yon i -  1 eine negative Gr'Ssse trite. Hiernach ist die 
Operation ( )', auf das Product angewandt: 

(c)  

Wit se~zen (a')'~-. d" 

also: 

((Pi) ab ) ' - -  (Pi ~ ~) ab "4- (P -~ 1) (ab" + b d - - d b ' )  . 

a(~)~ u. s. w. and nehmen noch an: 

a~) -~ a(~); b(~) ----- b(~) , 

a (~4-1) ~-- 0 ;  b (h+D . - -  0 

ferner g >_~ h.  
Definir~ man endlich, unter der Voraussetztmg: 

~ '  ~ - 0  
die wei~ere Operation: 
(D) 

so gelang~ man dutch 
Formel~ die unter den 
gebracht werden kann: 

(5) 

{a ,  c} =- ac - va 'c ,  

wiederholte Anwendung derselben zu einer 
obigen Annahmen fiber a ,  b in die Gesfalt5 

h 

0 

Zun~chst n~mtieh isf, wenn c" ~--O: 

{a, c}(o ~--- a(Oc .at- ida(~I) - -  2ia(Oc" - -  (p - -  i)a(i+~)d. 

Fiir i ~ 0 geht diese Formal in (D) fiber. Man beweisg ihre Richfig- 
keit leich~ mitf~lst eines 8r yon i auf i + 1 under Anwendung 
vo~ (O). 

Wit nehmen nun wei~r (5). als bewiesen an, and zeigen, dass 

{ b}, .el dio  ebr=ht  ordon 
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kann, jedoch in der Anordnung: {a, {b, e} }. Dann ist; die Oimgkeit 
yon (5) auch f~r h + I nachgewiesen, weil ers~: 

verschwindet, und fiir h ~ 1 (5) auf (D) zurfickkommt. 
Man kann den Ausdruck: 

{a, b}' ~- - - I~( - -1)~  (~) a(Ob(o 1" 

rail Hilfe yon 

Wegen: 

(C) auf die Form bringen: 

I 2 (  - a)'a(O (~) ~ib(O + (p--i)b('+')] {a,b}'~----. 7 
0 

h--]- ~ 

1 ( . -{- -~ ~ --1)i-l a(i) (P) i[ - b(O ..~- b(i-1)] 
1 

b(k+ 1) ~ b(~-~) - -  0 
l~st sich die erste Snmme zwischen den Grenzen 0 und h-{-1  
nehmen ~ und man erh~l~ dutch Vereinigung beider Summen: 

h+l  

{a, b ) ' ~ ~ ( - - 1 ) ' a ( O  (P) [--ib('-l)+2ib(O-~-(I0--i)b('+l)]. 
0 

Daher wird: 

hi, b} - p + .  b}' 
n+l 

= ~  (--1) '  (~)  a(O[cb(O --}-i db('-~)--2idb(O--(p--i)db(~+ ~,] 
0 

z-t-1 
= ~ ( - - 1 ) ' ( ~ )  a'0. {b,c}(O={a, {b,c}}, q. e. d. 

0 

Auf die hiermit bewiesene Formel (5) kommt aber die (4) zuriick, 
wenn: 

o ) - - a ,  b 
und: 

{a, b} = (r �9 ~) 

gese~zt wird. Diese le~z~e Vergleichung is~ gestath~, nachdem gezeigr 
ist, dass die Opera~ion { } eine'associa~ive isL In der Tha~ sind die 
Formel (D) und die fr'dheren Annahme, u hinsichflich der Opera~ionen 
()" und (~ keine anderen, als die in (3)~i:(&bschn. V) aufgest~lf~n, 
und aus der Vorausse~zung~ dass die Zahl der Correspondenz~n 
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~,  , . . .  ~ ist, folgt, weil a ~- ( ~ P . . .  #) eine homogene Function 
gter Ordnung der cp, ~', ~,,, ~p ' . . .  ~' ist, class deren (g ~ 1) t~ Differenz 
a(~-~) versehwindet. Dasselbe gilt ffir die (h-~-1) t~ Differenz yon b. 
Dies ist abet eben die Bedingung, die oben noch eingefiihrt wurde, 
und somit ist die Formel (4) gleichfalls bewiesen. 

VH. 

LSsung dos Probloms dot Spocialgrnppon. 
Das Vorstehende gew~hrt nun die Mittel~ um das in I. formulirte 

Problem zu 15sen. A]gebraisch zu reden~ handelt es sich um Be- 
s~immung der Systeme yon Werthepaaren x l y l ,  x 2 y 2 , . . .  Xkyk, welche 
s~nmtliche k- reihigen Determinanten des Rechtecks: 

~p2(xjyl) ~(xlyl)  . . .  ~k+,(x~yl) 
(6)  ~(x2y~) ~.~(x2y~)... ~+,(x~y~) 

zum Verschwinden bringen~ w~hrend die Gleichungen bestehen: 

f ( x l y l )  ~ O, f (x2y~)  ~ 0 . . .  f ( x , y ~ )  ~ -  O. 

Wit  schicken der allgemeinen Erledigung der Frage den Fall i ~ 1 
einer Matrix mit einer Verticalreihe mehr~ als Horizontalreihen auf- 
~reten~ voraus. Das Problem s~ellt fiir die k Punlr~e der Curve zwei 
Bedingungen, also sind 2 dutch die tibrigen k -  2 (beliebig wiihl- 
baren) bestimmt. Au~ wieviel verschiedene Arten? erf's man auf 
dem dutch die Formeln des w 2 angegebenen Wege: 

(k .-{- 1) --~ (k, k) - -  ( k - -  1), 

wonach zuerst die Anzahl (k, k) yon Punktepaaren auf f, fiir welche 
irgend 2 Determinanten des Rechtecks (sie m5gen ~,  ~ heissen) ver- 
schwinden~ zu bes~immen ist. Man hat bier den Fall yon zwei Corre- 
Sl)ondenzen zwischen den Punk~en (1), (2), . . .  ]~ yon f. Eliminir~ 
man aus ~ ~--0, ~ ~---0 etwa x~yk mit Hilfe yon f-~ 0, so besitzt 
die Resul~ao~e als Curvengleichung hinsichflich irgend eines der nicht 
eliminir~en Variablenpaare aufgefasst mit f ~ 0 noch: 

C ~ )  ~-  (~) (V) - -  p(~) '  (~)' 
~,freie" Schni~punlr~e, wo (~) die Anzahl der mit (1) bewegliehen 
Schnit~punl~e yon ~ ~ 0 mi~ f - - 0  isL die nicht in die Ausnahme- 
pu~O~e und nichl.in die fibrigen rational angebbaxen Pauk~ fallen, 
also. 

= ~ s - - ~  ~ - -  ~) - (~  - ~) - O) 
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indem die in ,9 und r auftretenden Ausdriicke 9 , 9 ~ . . .  ~ ,  die wit 
hinsickflick jeder der Variabeln vom Grad s annehmen, sick nach der 
frfiheren Annahme zu f adjungir~ verhaltmn, d. h. in jedem a-fachen 
Pun~e yon f ~ 1-fache Punkte haben und e~wa dutch a e{nfaehe 
Ausnahmepunlr~ yon f noch alle hindurchgehen. Ferner ist (~)" die 
Wer~higkeit yon ~ ,  d.h.  die Vielfachheit des Verschwindens yon #~ 
wenn eines der x~ y~ gleick einem anderen wird, also hier: 

(~)" ---~ (~)'-~- 1. 
Setzt man: 

so wird: 

und man hat: 

~s - -  ~ *(~ - -  1) - -  } - -  ~ = M, 

(~) = ( v )  = M + i ,  

(~, ~) ---- ( a , )  - -  ( M  + ~)~ - -  ~. 
Um hock die in der obigen Formel vorkommende Zahl (k ~ 1) 

(sowie allgemein die fiir (/~ - -  i) der Formel (12) yon II) zu besfimmen, 
bedarf es nicht der Correspondenzformel. Denn die Werthsys~me, fiir 
die alle Determinan~en des 
ecks verschwinden: 

~(x~w) 

(auf der sckmalen Sei~e stmhenden) Reckt- 

erhglt man, z .B.  die 
, , (~v~) 

wenn man 

t ~ m . 

irgend eine der 

o 

. . .  ~ v - ~ ( x ~ V ~ )  

k Determinanten, 
darck Weglassen der letmten Horizontalreihe en~stehende, gleick Null 
setz~. Sic liefer~, sofern e~wa die / ~ -  2 ersten Punk~ als gegeben 
angesehen werden, fftr den ( / ~ -  1) t~ hock: 

a ( ~  - -  1) - (k  - -  2 )  - -  ~ = M + 2 ~ 8  

freie Punk~e x~-ly~-l. Die gleichen W erthepaare wiirden sick abet 
fiir x~y~ ergeben, wenn man sta~ der letzten die vorle~zt~ Zeile weg- 
liesse. Diejenigen freien ~ M e p a a r e / ~ -  1, /~, welcke beide Deter- 
minanten zugleich zu Null macken~ sind also, under Weglassung der 
zusammenfallenden ~ die: 

2 

Paare, die sick aus jenen ~l~ + 2 bilden lassen. Ffir sie verschwinden 
ausserdem yon selbst alle Detexminanten der Matrix, welcke die zwel 
let~oen Reihen en~halten. Es ist also: 

23 
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Unter Einsetzung dieses Wer~es und des 
die Anzahl der LSsungen des Problems im 

(7) (k -.-~ 1) = (k + 1)~ =-- ( M +  1) 2 

( /~+ 1)~ ~__(M2+ I )  

Wit  wenden uns nun sogleich zu dex 

fiir (k, k) erh~i man ftir 
Falle i ~ 1: 

allgemeinen Aufgabe, die 
Anzahl (k + i) der Systeme yon i + 1 Punkten der Curve f so zu be- 
stimmen~ class sie zusammen mit k -  i -  1 gegebenen dersdbeit Curve 
die Determinanten der Matrix (6) s~mmtlich zum Verschwinden bringen. 
Die SchlussformeI (12) in II. ffihr~ diese Frag~ zurfiek auf die Berech- 
nung der einzelnen Summanden des Ausdrueks: 

( /~+i)~- { k + i - - 1 ,  k } - -  {k+i--2,  k--1 } + {k+i- -3 ,  k--2} . . . .  

-it-(-- 1) ~-~ { k , / z - - i +  1} + ( - -  1)' (k--~) (8) e=, 
~----- ~ (--1)r { k +  i - -o ,  k - - q +  1} + ( - -  1) ' (k--/) .  

e~--I 

Beziiglich der Bere~hnung yon ( k -  i) kann ich auf die oben vor- 
genommene yon ( k -  1) verweisen. Genau dieselben Ueberlegungen 
fiihren auf die Formel: 

(9) (k - -  i) ~-- (M+ i + 1 ) ( M + , ) . . .  ( M +  1) ( M  + i + 1) 
1 . 2 . . . i + ~  ~ i + 1  ' 

die der Reihe nach auf die F~lle i ~ 1, 2 , . . .  i anzuwenden sein 
wird. Die. Summanden in (8) sind einzeln mit Hilfe der Formel (5) 
des vorigen Paragraphen zu berechnen und zwar: 

~g=h 

1)(r), 

wo die obexe Grenze h gleich der Meineren der Zahlen 0 und i - - o +  1 
ist, weil (k 31- i - -  0), (k - -  0 + 1) Aggregate yon i - -  0 + 1, bezw. 0 
(symmetrisch gebildef~n) Correspondenzen bedeuben~ diese le~zteren 
Zahlen also die Stelle yon g und h in VI. ver~reten. Die WerChigkeifs- 
z~ len  dieser Correspondenzen sind alle gIeich 1, und s~mmfliche 
Zahten (&)~ (~p), . . .  (der freien Punk~e) sind gleich M + 1. - -  Isr 
irgend eine der Zahlen i, i -  1, . . .~  so hat. man~ in den Bezeich- 
nungen yon VI: 

(k+ 

wo ( ~ - - ~ )  gle!ch (k -{ -0 ,  geschrieben in M -  1, ~ -  1 s~att in 
M~ $ is~, und ebenso: 
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d a h e r ,  n a c h  z -  f a t h e r  W i e d e r h o l u n g  d i e s e r  Operatr ion:  

(E) (k__  ~)(~ _~ ( M - { -  ~ - -  ,~ n t- 1) 
~ _  ~nt_ 1 �9 

Ich habe nun an der ]:[and dieser Beziehungen den folgenden Aus- 
druck f'gr die allgemeine Zahl (k n u 6) (in ausfiihrlieher Schreibweise) 
(k -{- L)~) gefunden: 

o 

(10) { M  + 1"~ 

- ( ~ ) ( ~ - : ) +  , 
wo die obere Grenze fiir ~: 

fiir ~ ungerade, 
2 

L fiir ~ gerade 
2 

ist. Ich beweise deren Pdch~igkei~ dureh einen Schluss yon i -  1 
auf i ,  indem ieh sie fiir ~ ~ 0, 1, 2, . . .  i - -  1 als bewiesen ansehe. 

Zun~ichst ist wieder (k -~- ~)', (k -{- 0 " ~ . , .  (k ~t- ~)(~) im Anschluss 
an die Formel (10) zu bilden. VermSge der (C) des w VI wird: 

\ , - -  2~ + ~ ) j  = 
o 

.A 

_ y ( _  1 ~ [ ( ~ ) 1 ~ - ~  - - ~ _ ~ j + ( ' ~  I)(~ ~ ~ ) ]  - -  - -  - - 2 ~ - { -  . ' 
o 

w o  i m m e r :  

~> (a)=i; (_~, )=(e , )= . . .=o 
vorausgesetzt ist. Man kann dem Ausdruck in der Klammer [ ] dutch 
Anwendung der Formeha: 

(p)  ( p - - 1  - - 1 ) ,  

~ - - 2 1 ]  qt" ~--2/~--}-1 " - ~ k ~ - - 2 1 - - ~ - l )  

die Ges~al~ geben: 

2a* 
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oder, unter Beiziehung ohnedies verschwindender Glieder und Aenderung 
des Summationsbuchstabens der ersten Summe: 

(k + , ) ' - - ~  
0 

Ml 

0 

WO n u n :  

- 1 )  : m -  _ 

- - 1 )  ( M ~ - _ 2 ~ - - 1 ) ,  
(-- 1)z ( p 3, 

$ 

2 
At "--  * - - 1  

2 

ist. Dieser Ausdruck hat dieselbe Form, wie (10), und nach ,-maliger 
Wiederholung des Processes folgt: 

(O) (k + ,)(*) = ~ .  (--1)  l ~t - - 2 ~ t - - , + l  , 
0 

wo wegen der Gleichungeia (F) die Formel yon selbst an der richtigen 
Stelle abbricht, so dass die obere Grenze weggelassen werden konnte. 

Geht man nun mit den Ausdrticken (E), (G) in die Formel (9a) 
ein, mit dieser und (9) in (8), so kommt eine dreifache Summe~ die 
sich so schreiben liisst: 

~_ o=* (M+ 0--Y) 

O - - ~ - -  2 Z +  1 ) - r  
l~---0 

i + 1  " 

Da diese Summe da abbricht, wo einer der Factoren Null ist, so ist 
die Summationsfolge vertauschbar, die Summenzeichen kSnnen voraus- 
gesetzt werden, und die Factoren vereiu~gt. Nun ist: 

Setzt man daher: 

so wird: 

(k + 0 , - - -  ( -  1), , •  1 - 

q - - ,  \ i - - ~ + , - - 2 e +  1)" 
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Ziehg man aus der Summe alas (]lied heraus, ffir welches v ~---0~ 
6~---0, und folglich 

= : ,  

ist, so liisst sich dies mi~ dem vor dem Summenzeichen stehenden zu: 

vereinigen, und in: (/z Jr- i)~ ~- A - -  B ist der Rest: B die drei- 
fache Summe, nur dass ~ yon der unteren Grenze 1 ab geh~. Wir 
verwandeln in .B die untere Grenze fiir ~ in O, indem wir ein (]lied 
addiren und subtrahiren, das dlesem Werth entsprich~, und f[ir welches 
denn auch v ~ 0 sein muss, wenn das Glied nicht yon selbs~ ver- 
schwinden soll. l~ach Einfiihrung eines neuen Summationsbuchstabens: 

erh~lt man so: 

( -  1) ~ 
6-~--1 

-]- ~ ' - = S - " ~ - -  1 ) *  (~)  ( M  ~-}- v ) ( i  - -  ~, - -  2~ q - M - -  20 q- 11)  ~ (__ 1) ~ ~ . ) ,  
0~--1 ~ 0  ~..~-0 

wo die un~ere Grenze ffir v aus: ( - - z )  in: 0 verwandel~ wurde, well 

ftir negative ~, verschwinde~. Die Grease v ~ 6 --/~ is~ aus ~lmlichem 
Grunde immer ~ 6 zu nehmen. Aber der Wer~h des zweit~n Gliedes 
in B isg Null, well fiir 6 ~ �9 ~ 0: 

,~(--1)~ (~ )  ~-0" 
~--~0 

reducir~ sich also auf das ers~ Glied rech~s. Was A angeh~ 
so beweist man mi~ Hilfe bekann~er Rela~ionen zwischen Binomial- 
coefficienten~ wie wit in IX. zeigen werden, dass die Summe .~ aus- 
fiihrbar ist, n~mlich: 
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Demnach wird: 

A. BRILL. 

(__ 1)o (p~ f M - -  2~ + 1~ 
\ i - - 2 6 + 1 ]  \o]  

in Uebereinstimmung mit der Formel (10), w. z. b. w. 

VIII. 

Algebraische Functionen, die in einer Maximalzahl yon Punkten der 
Curve Null and unendlich werden. 

Diese Functionen sind Quotienten yon ganzen Functionen ( n -  3) ter 
0rdnung, die sich adjungirt, verhalten und in den Punkten e/her der 
Specialgruppen G~ (x), fiir die Q ein Minimum ist, verschwinden. Man 
hat, um die Anzahl dieser Gruppen zu finden, die Formel (10) des 
vorigen Abschnitts auf den Fall anzuwenden, dass: 

s - - ~ n - - 3 ;  a----0; k + i - ~ p ,  
a l s o :  

n ( ~ - -  3) - - L  ~ ~(a  - -  1) - -  k ~ 2 p  - -  2 - -  k M 

ist~ und, in Uebereinstimmung mit den Bezeichnungen des I. Abschnitts: 

zu setzen, wi~hrend q ~ 1 ist. Dann ist die Anzahl der GruFl~en 
G(e ~) yon Q Punk~en einer Curve yore Geschlecht p, welche zu einem 
willki~rlich angenommenen dieser t)unkte so bestimmbar sind, dass dutch 
G~ 1) eine r-fach unendliche Schaar yon adjungirten Curven ( n -  3) t~ 
Ordnung geht, gleich: 

+}-1--2 

~-~-0 

Diese Formel wurde zuerst in der Abhandlung yon Herrn N S the r  
und mir im VII. Bd. clieser Ann. S. 296 ohne Beweis verSffentlicht. 
Ein Vergleich derselben mit der des Herrn C a s t e l n u o v o  lehrt, dass 
die Summation ausffzhrbar sein muss. In der That bestehefi (je nach- 

dem p gerade oder ungerade, also Q ~ - P - +  1 oder P + 3 ist) 
2 ~ 2 

die folgenden merkwttrdigen Beziehungen: 

(,? 
-- --gv 
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Den Nachweis derselben erbringe ich in der nachs~ehenden Note. - -  
Mit weniger Aufwand an Rechnung beweist man im Folgenden eine 
andere Beziehung zwischen Binomialcoefficienien. 

IX• 

Eino Relation zwischon Binomialcoofficionten. 

Es handelt sich um den nachtr~glichen Beweis der in VII. a. E. 
benutzten Identit~i~: 

(--  1)" ( M  -[-v -[- 1)(M___~:) [M -~ 1~ 
v-~-I = ~, i-l- 1 ]" 

Man kann dem Ausdruck unter dem Summenzeichen die Form geben: 

M 
(Mv~-~l~-l)/M+l~ki--v] ~--- (M ~I"~" 1) {(M-{- 1--Mi-{-v) + (M-~v-- i) } 

W O  : 

v --[- 1 --~ y, 

gesetzt wurde. Man hat also, wenn S die zu bestimmende Summe ist: 

ffir: 

Weil ferner: 

/z~---i-{-1 /z-~-/~ 

( - ' )"  

k~--iq-1. 

i 1).~_0 O+ 
ist, so braucht die erste Summe bloss his ~ - - i  ausgedehn~ zu werden. 
Fiigt man noch je ein Glied zu, das dean Werth ~ ~ - 0  entspricht, 
so wird, indem man es wieder abzieht:  

= - -  f ( i )  - -  f (~)  - k  \ i -Jr- 1 ] ,  

wenn: 

0 

gesetzt wird. Diese Summe l~sst sich" nun auswerthen, indem man 
alas altgemeine Glied als den i ~  Differentialquot~en~n e'mer passend 
bestimmten Potenz yon x,  genommen ftir x ~ 1, auffasst~ und die 
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Summe auf die Berechnung des i t~ Differengialquo~ien~en einer Po~enz 
des Binoms 1 -  x zurfickfiihr~. In der Tha~ ist: 

f( i)  = W d~' ( - -  1)~' x 
- l x ~ - I  

En~sprechend wird f(/~) ~ ( - -  1)~+1 also: 

f(i)  + f(k) = O, 
hiernach: 

S--~\i2 r-l]' w.z .b .w~ 


