Ueber algebraische Correspondenzen.

Zweite Abhandlung:
Specialgruppen von Punkten einer algebraischen Curve.

Von

A. Bron in Tibingen.

In der gemeinsamen Arbeit i{iber die algebraischen Functionen
von Herrn Nother und mir (VII. Band dieser Annalen) wird der
Begriff der ,Punktgrappen einer algebraischen Curve an die Spitze
der Theorie gestellt. Einer solchen kommt insbesondere dann eine
von den ausschoeidenden Curven in gewisserm Sinne unabhingige
Existenz zu, wenn sie ,Specialgruppe ist. Wir verstehen darunter
eine Punktgruppe, welche den adjungirten Curven, die durch diese
Punkte gehen, weniger Bestimmungsstiicke entzieht, als die Anzahl
der Punkte betrigt, die sie enthdlt. Eine Specialgruppe, die man
anf einer Curve gefunden hat, steht jedoch nicht vereinzelt da, sondern
lisst sich mit anderen zu einer Schaar von einer gewissen Mannig-
faltigkeit zusammenfassen, der wiederum eine andere solche Schaar
entspricht. Nach dem Riemann-Roch'schen Satz nimlich trifft jede
-adjungirte Curve (% — 3)** Ordnung, die aus einer Curve nt Ordnung
eine Specialgruppe ausschneidet, diese in den Punkfen einer weiteren
Specialgruppe, die einer Schaar angehort, deren Mannigfaltigkeit durch
die Zahl der Punkte der ersten Gruppe und die Mannigfaltigkeit ihrer
Schaar bestimmt ist. Wir haben diesem Satz den Namen Riemann’s,
des eigentlichen Begriinders einer Theorie der algebraischen Functionen,
und des um dieselbe verdienten Roch geben zu sollen geglaubt, weil
in den Arbeiten Beider sich wesentliche Bestandtheile dieses grund-
legenden Satzes vorfinden. Riemann hat in seiner Theorie der Abelschen
Functionen (Borchardt’s Journ. Bd. 54, § b) den Zusammenhang zwischen
den Bestimmungsstiicken einer Specialgruppe und den Constanten der
Function, die sie zu Unendlichkeitspunkten besitzt, fiir einen beson-
deren Fall aufgestellt und damit die Grundlage fiir Roch’s (ibd. Bd. 64)
allgereine Abzihlung der Constanten einer algebraischen Function ge-
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liefert. Auch erkennt Riemann im Zusammenhang mit der Frage
nach dem identischen Verschwinden der &-Functionen (ibd. Bd. 65)
in zwei ihm dort nahe geriickten Fillen das gegenseitige Entsprechen
gewisser Schaaren von Specialgruppen. Aber es eriibrigte, diese Ge-
sichtspunkte in einen algebraischen Satz zusammenzufassen, welcher
die Reciprocitit der Specialgruppen allgemein feststellt, und dessen
Fassung auf den Begriff der Punktgruppe mit allen seinen Merkmalen,
Mannigfaltigkeit der Schaar, Uxnterscheidung ihrer beweglichen und
festen Punkte u. s. w., sich griindet, wie man ibn in expliciter Form
weder bei Riemann noch bei Roch vorfindet.

Bs muss somit festgestellt werden, dass weder Riemann noch
Roch den nach ihnen benannten Satz wirklich ausgesprochen haben,
wiewohl neuere Schriftsteller ihn unter dem von uns vorgeschlagenen
Namen acceptirt und zur Grundlage weiterer Untersuchungen gemacht
haben, ohne dieses Umstandes zu gedenken. Allerdings tragen zu
dieser Auffassung zwei Stellen unseres gemeinsamen Aufsatzes bei,
in welchen Riemann und Roch die Entdeckung jenes Satzes unum-
schrinkt zuerkannt oder doch nicht ausdriicklich genug das Neue her-
vorgehoben wird, das wir hinzngefiigt. Uebrigens hat auch Herr
No6ther schon seinerseits in einer Note im 97. Bd. des Journals von
Kronecker unsere Anspriiche anf den Satz geltend gemacht.

¥irhilt durch den Riemann - Roch’schen Satz der Begriff der Special-
gruppe eine ausgezeichnete Stellung in der Theorie der algebraischen
Functionen iiberhaupt, so erscheint es um so mehr geboten, auf eine
diesem Begriff noch anhaftende Unsicherheit hinzuweisen, die darin
besteht, dass man die Existenz der Specialgruppen auf einer allgemeinen
Curve bis jetzt nur durch eine summarische Abzéhlung der Gleichungen,
von denen sie abhingen, nachgewiesen hat, ohne deren gegenseitige
Vereinbarkeit zu priifen. Dass hierbei eine T#uschung nicht aus-
geschlossen ist, zeigt ein Beispiel, das ich unten anfiihren werde.
Ich beabsichtige nun im Folgenden die Vertriglichkeit der Gleichungen
dadurch zu erweisen, dass ich den Weg angebe, auf dem sich die
gemeinsamen Losungen finden lassen, und, gewissermassen als Probe
der Stichhaltigkeit des Verfahrens, fiir den allgemeinen Fall, nimlich
wenn besondere Beziehungen zwischen den Moduln der vorliegenden
Curve nicht bestehen, die Anzahl der gemeinsamen Liésungen des
Gleichungssystems bestimme, welche das Problem der Specialgruppen
mit sich bringt*). Die so gestellie Aufgabe verlangt eine vielverzweigte

*) Zwar ist die allgemeine Schiussformel, zu der ich hier gelange, bereits
in der gemeinsamen Arbeit mit Herrn Nother angegeben, auch in Salmon-Fiedler's
Geometrie der hoheren Curven (3. Aufl, S. 422) iibergegangen. Aber sie blieb
dort anbewiesen, weil damals die algebraischen Hilfsmittel fiir eine strenge und
allgemeine Behandlung der Frage noch fehlten,



Ueber algebraische Correspondenzen IL 323

Vorbereitung, und bildet eigentlich nur das Bindeglied zwischen drei
wesentlich verschiedenen Untersuchungen.

Der erste Theil dieser Abhandlung (Abschnitt IT) umgrenzt die
Bedingungen, welche das Verschwinden simmtlicher Determinanten einer
Matrix nach sich zieht, und enthilt den Beweis fiir eine bereits bekannte
Abzihlungsformel. Der zweite (Abschn. III—V) beschiftigt sich mit
der Bestimmung der Werthsysteme, die # Correspondenzen zwischen %
Punkten einer Curve zugleich gentigen. Dieselbe beruht auf den Er-
gebnissen einer kiirzlich vertffentlichten Abhandlung iiber die reducirte
Resuitante*) und einer anderen iiber die Gestalt einer Correspondenz-
gleichung**), kniipft an sie jedoch nicht unmittelbar an. Vielmehr
nothigte mich die Menge des Stoffes, ein Zwischenglied auszulassen
und die einwandfreie Begriindung von zwei hier benutzten Formeln,
welche jedoch bereits seit Langem bekannt und auch von anderer
Seite bestétigt sind, in einer spiteren Arbeit nachfolgen zu lassen.
Der dritte Theil endlich (VI, VII, VIII) enthilt die Anwendung der
beiden ersten auf das Problem der Specialgruppen im Falle einer
Minimalzahl von Punkten, welchen Riemann im § 5 seiner ,,Abel’schen
Functionen“ hervorhebt.

Ich muss, bevor ich in den Gegenstand eintrete, noch einer sehr be-
merkenswerthen Methode gedenken, durch die neuerdings Herr Castel-
nuovo in einer Note (Bd. V der Berichte der Acad. dei Lincei, Sept.
1889), von der ich eben beim Abschliessen dieser Arbeit Kenntniss
erhalte, das Ergebniss meines dritten Theiles: die Anzahl der Grenz-
Specialgruppen (rationalen Involutionen), und dariiber hinaus die
Anzahl simmtlicher Specialgruppen, die auf einer Curve vorkommen
konnen, ermittelt. Man kann, wie ich frither einmal (d. Ann.-Bd. 2)
gezeigt habe, die Frage der Specialgruppen auf die nach den mehrfach
schneidenden Sehnen (bezw. gewissen ebenen Réumen) von Curven in
hoheren Riumen zuriickfithren. Auf Grund nun der Forderung, dass der
Schluss von zerfallenden auf nicht zerfallende Raumecurven fiir diese Art
von Abzéhlungen berechtight ist **¥), bestimmt Herr Castelnuovo an der
Hand der von H. Schubert geschaffenen Abzihlungsmethoden die ge-
wiinschte Zahl. Das Resultat des VIII. Abschnittes steht zwar, wie ge-
sagt, an Allgemeinheit hinter der Formel des Herrn Castelnnovo zuriick;
dafiir aber zeigt die hier gewiihlte algebraische Formulirung die Mittel zur

#) Abhdl, d. Miinch, Acad. d, Wiss, IL Cl. Bd. XVIL

#¥) Diese Ann. Bd. 31,

*¥%) Dieses Princip besitzt in der Gestalt, in der es Herr Castelnunovo ver-
wendet, - Aehnlichkeit mit den im VI. und VII, -Abschnitt entwickelten Formeln,
von denen es sich jedoch durch das (bei mir wechselnde) Vorzeichen unier-
scheidet, und scheint auf denselben Grundlagen wie diese Formeln zu be-
ruhen,

21¥



324 A, Bgriir.

wirklichen Ausfithrung der Elimination und zur Berechnung der ge-
wiinschten Losungen, und bedarf deshalb nicht nur nicht der An-
wendung eines besonderen ,,Princips®, sondern geht auch eine Strecke
weiter auf dem Wege der Entwicklung zu einem Problem der Algebra,
der nach meiner Ansicht iiberhaupt den Resultaten der abzihlenden
Geometrie vorgezeichnet ist.

I

Algebraische Formulirung des Problems der Specialgruppen.

Nach § 9 der Abhandlung von Herrn Néother und mir kann man
das Problem der Specialgruppen, wie folgt, anssprechen:

Zu Grunde gelegt sei eine algebraische Curve f(zy) = 0 von der
nte® Ordnung und dem Geschlecht p, mit beliebig vielfachen Punkten,
deren Zweige sich jedoch gegenseitig nicht beriihren. Gegeben sei
ferner eine oof—!-fach lineare Schaar von adjungirten (durch jeden
a-fachen Punkt von f (¢ — 1)-fach hindurchgehenden) Curven:

e, @1 (2y) + @, P2 (2Y) + - - - + arpr(zy) =0,
wo die o willkiirliche Grossen sind, die ¢ ganze Functionen, die sich
adjungirt verhalten. Man soll auf der Curve f eine Gruppe Gg von
R Punkten so bestimmen, dass die durch sie hindurchgehenden Curven
der Schaar noch eine oo?-Schaar bilden, wo die Zahl

q>P—1—R
ist, wihrend B % P sein kann.
Von den Gleichungen:

@, (2,9) + e, @, (zyy) + - - - + arpr(2,9,) =0,
oy @y (2, ?/2) + Gy @y (“’2 Y2) + - + “P‘I’P(xz?/z) =

» - . . -

o, (xR?/R)-i' o P, (“’R?/R)'i" + “P‘PP@R?IR) =

sind alsdann
r=¢q— (P—1—R)

eine identische Folge der iibrigen, eine Beziehung, die sich ausdriickt
durck das Verschwinden simmtlicher (B — r -+ 1)-reithigen Deter-
minanten des aus den Elementen ¢(zy) gebildeten ,,Rechtecks®, der
,,Matrix® dieser Determinanten. Es ist also. die Aufgabe 1. zu be-
stimmen, wie viele von den Punkten 2,v,, ... 2zyz noch willkirlich
annehmbar sind, d. h. wie viele von einander unabhanglge Gleichungen
das Verschmnden jener Determinanten mit sich fiihrt. 2. Die Anzahl
der Punkfsysteme zu ermitteln, die nach beliebiger Verfiigung iiber
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jene willkiirlich annehmbaren zu diesen gefunden werden konnen, so
dass die angegebenen Gleichungen alle erfiillt sind.

Was die erste dieser Fragen angeht, so ergiebt®) eine einfache
Abzihlung (wie auch die Ueberlegungen des II Abschnitts), dass aus
dem Verschwinden der Determinanten des Rechtecks:

r[P—(B—r+1)+1]=r(@+1)
von eimander unabhdngige Gleichungen fliessen. Hiernach scheint es,
als ob unser Problem in dem Falle, dass r(q- 1) < B ist, -immer
Losungen besitzt. Indessen kOnnen sich unter Umstinden Wider-
spriiche einstellen, die sich dadurch kenntlich machen, dass die An-
zahl der Losungen gleich Null wird. Dies tritt z. B. in dem Fall:
R=3, g=2, r=1

ein, wie man mittelst der Schlussformel des Abschn. VIII bestitigt.
In der That liefert der Riemann-Roch’sche Satz eine weifere Bedingung
fiir das Problem, welche in § 9 der erwihnten Abhandlung aufgestellt
wird, und die dlesen Fall ausschliesst. Die Anzahlbestimmung unter-
richtet hier von dem Eintreten eines Widerspruchs, — Von dem so
charakterisirten Problem beansprucht wegen seiner Beziehungen zur
Modulnfrage ein hervorragendes Interesse der von Riemann erwihnte
Grenzfall, dass bei gegebenem P die Zahl B einen Maximalwerth an-
nimmt. Wenn man sich auf adjungirte Curven (n — 3)t Ordnung
beschrinkt, was in diesem Fall der Allgemeinheit keinen Eintrag
thut, und demnach die Zahl P = p, dem Geschlecht der Curve f
setzt, wo denn der Riemann-Roch’sche Satz die weitere Beziehung
zwischen r und ¢ giebt (a. a. 0. § 5):

(B— @) =2(r—9),
so tritt der erwihnte Fall ein, wenn (ibd. § 10):
1) p eine gerade Zahl ist, fiir R-—-—-—%‘—-—-S; r-—:l;--—l; q=1.

3p—17 p—3
2) » » ungerade ,, » »n DB= s 3 =3

; g==1.

Die durch die # willkiirlichen Punkte mitbestimmten B — 7
weiteren Punkte sind selbstverstindlich nicht eindeutig erhiltlich. Es
ist vielmehr eine schwierige Aufgabe, die Werthsysteme z;y; zu finden,
fir welche alle (p — 1)-reihigen Determinanten jenes Rechtecks von
p Vertical- und R Horizontalreihen verschwinden, oder auch nur durch

Abzihlungen die Anzahl der Specialgruppen G zu bestrlmmen, die zu
r gegebenen Punkten gefunden werden kinnen, derart, dass die durch
sie gehenden adjungirten Curven noch eine ool-Schaar bilden. Durch
den Riemann-Roch’schen Satz wird aber dieses Problem auf ein anderes

¥) Vgl. z. B, Gordan.Kerschensteiner, Determinanten, §.8.
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zuriickgefiihrt, welches weit leichter anzugreifen ist, nidmlich das
folgende:

Die Anzahl der Gruppen G§’ von @ = 2p — 2 — R Punkten
zu bestimmen, die zu einem willkiirlich annehmbaren Punkt gehoren
und so beschaffen sind, dass alle durch sie gehenden adjungirten Curven
noch eine oc”-Schaar bilden. Wenn man einerseits », andererseits
¢ = 1 Punkt willkiirlich aof f annimmt, so entspricht jeder Gruppe

G?, die zu den 7 Punkten als Specialgruppe von der angegebenen

Eigenschaft gehort, nur eine Gruppe G5, die jenen einen Punkt ent-
halt, weil sich durch die R -+ 1 Punkte nur noch eine adjungirte
Curve (» — 3)ter Ordnung legen lisst, und ebenso umgekehrt. Dem-
nach entsprechen sich die Losungen beider Probleme eindeutig, und
ihre Anzahl ist die gleiche. Wir haben also gewisse Punkte z,y,,

3 . )
Lolsy -« ZoYo, WO @ = —g— -+ 1, bezw. = p;— ist, zu bestimmen,

fiir welche die linearen Gleichungen:

o @y (%:Y:) + o @y (2:Y:) + - - - + P (2:Y:) = 0,
(=1,2,...9)
in der Weise erfiillt sind, dass jede eine identische Folge der @ — 1

iibrigen ist. Diese Bedingung zieht das Verschwinden der @-reihigen
Determinanten des Rechtecks nach sich:

@1 (%1y,) P2T1Yy) - - . @p(2yYy)
1 (%2 42) Po(Z2Ya) - - - Pp(229)
. - - . w - - - - - - . ,

®; (ZeYa) P2(%e¥e) - - - Pp(ZeYe)
wihrend noch die Gleichungen bestehen:

f@9) =0; f(2:9,) =05 . .. f(Zeye) = O.
Das so formulirte Problem lisst sich mit algebraischen Hilfsmitteln
erfolgreich behandeln, wie ich nun zeigen will.

IL
Bedingungen fiir das Verschwinden der Determinanten eines Rechfecks.*)

Wir beginnen mit der Aufstellung gewisser Gleichungen, welche
die nothwendige und hinreichende Bedingung darstellen dafiir, dass
alle k-reihigen Determinanten eines ,,Rechtecks* von Elementen (einer
,, Matrix®) mit & Horizontalreihen (,,Zeilen®) und % - ¢ Verticalreihen
(,,Reihen‘):

*) Das Nachfolgende enthiilt den Beweis der in § 1 meines Aufsatzes pUeber
Elimination u. s. w. (d. Ann. Bd. V) mitgetheilten Formeln.



Ueber algebraische Correspondenzen IL 3927

1&&..@+%
12,3 (o),

1623 .. . B+
verschwinden, wobei die Elemente m, Functionen von einer so grossen
Anzahl von Verdnderlichen sein mogen, dass das Problem einen
Sinn hat.

Scheidet man aus den Reihen irgend % -} 1 aus und vereinigt sie
wieder zu einem Rechteck (die Zahl der Zeilen ist immer gleich % an-
genommen, wenn nichts beigefiigt wird), so bestehen zwischen den
% 4 1 Determinanten, die aus dem nenen Rechteck durch Weglassen
je einer Rethe hervorgehen, & Gleichungen, die man erhilt, wenn
man das Rechteck zu einem Quadrat von % + 1 Zeilen und Reihen
dadurch erginzt, dass man eine der Zeilen wiederholt.

So fithrt das Rechteck:

11284 ...5-+114

(dessen % Zeilen aus der angeschriebenen durch Anhiingen der % Indices
12...F entstehen), zu den % +4 1 identischen Gleichungen:

(1) 1,(234...k4+1)+ 2,(134...k4+1)+ -+ + (E+1),(123... k) =0,
wo (234:..%k- 1) die Determinante:

2,3, 4, ... (b4 1),
%34 . b+ 1,

2;, 3;¢ 4k (k + l)k
ist, und ¢ =1, 2,3, ...k gesetzt werden kann. Ich schreibe in der
Folge die Identititen in der kiirzeren Form:

(1a) D/ 1,@284...k+1)=0 (¢=1,2,... )
Wir wollen nun annehmen, dass irgend zwei Determinanten des
Rechtecks:

@34...bE+1)=

Nres ... k-4 1,
verschwinden. Sei also z. B.:
23...k4+1)=0, 123...k=0.
Dann bestehen wegen der Identititen (1) die k |- 1 Gleichungen:
2(134 - k4 1)+3,(134 - -EF1)4---
+&(12---k—1,k+1)=0.

Diese k -} 1 linearen Gleichungen zwischen den k— 1 Deter-
minanten sind aber nur erfiillbar, entweder: 1. wenn die & — 1 Deter-
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minanten alle Null sind, oder: 2. wenn alle (¥ — 1)-reihigen Deter-
minanten des Rechtecks von & — 1 Reihen und % Zeilen:

2,3, ...k

2% 3% ... I
das wieder abgekiirzt durch:
23 ...5|

bezeichnet werden moge, verschwinden.

Enthalten also beispielsweise alle Elemente zwei Verdnderliche
x, y, so verschwinden alle Determinanten zugleich fiir diejenigen Werthe-
paare, welche die zwei:

23...k41), (123...%)
zum Verschwinden bringen, aber nichi die Determinanten des Rechtecks:
123 ... k%|

auf Null reduciren. Der Ausdruck also, der gleich Null gesetzt die
Werthe einer der beiden Variabeln ergiebt, fiir die alle Determinanten
verschwinden, (die ,,Resultante* des Rechtecks) ist ein Quotient, dessen
Zihler die Resultante aus jenen beiden Determinanten ist, und dessen
Nenner gleich der Resultante aus den Gleichungen des Rechtecks mit
2 Verticalreihen weniger ist. Die Bildung der Lefzteren ist aber im
Allgemeinen eine leichtere Aufgabe, auf welche die Erstere somit
zuriickkommt. Man kann dieses Ergebniss noch in einer anderen
Form ausdriicken, die wir im Folgenden vorziehen. Wenn man namlich

unter:
123 ... k4 1)

die Anzahl der Losungen (im obigen Fall: Werthepaare) versteht,
welche alle Determinanten des entsprechenden Rechtecks zum Ver-
schwinden bringen, (den Grad der ,Resultante des Rechtecks‘), ferner

unter:
{123 Lok (234 ... k—l—l)k}

die Anzahl derjenigen, die gleichzeitig die beiden in {} eingeschlossenen
Determinanten zu Null machen, so ist nach dem Gesagten:

@ (123...k+1p={(123... k) (234.. . k+1%} — 23... ke

Man kann nun weiterhin die Ermittlung der Losungen, welche
die Determinanten der Matrix:
1123...%4 2]

verschwinden machen, zuriickfilhren auf die eben geloste Aufgabe,
und -findet die-Anzahl dieser Losungen — unter Anwendung einer der
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eben eingefiihrten Bezeichnungsweise analogen — durch die Formel
ausgedriickt:

(3) (123...k+2)k={(123...k+1)(34,..k+2)}
—{(123...5)34... b+ 1)} +(34...h),
wo wieder: {(123...k41)(34. -« k+2)} die Anzahl der

Liosungssysteme (diesmal von wenigstens 3 Verdnderlichen) bedeutet,
die zugleich die Determinanten der eingeschlossenen Matrix und die
einzeln bezeichnete Determinante zu Null machen, u. s. w. Anstatt
jedoch diese Formel gesondert zu beweisen, wende ich mich gleich zu
der allgemeinen Aufgabe, diejenigen Losungssysteme zu finden, die
alle Determinanten des Rechtecks:

1123 ... k4 ¢l
zum Verschwinden bringen, beziehungsweise die Anzahl:

(123 ... %+ )

dieser Losungen zu ermitteln, wo 4 > ¢ ist.

Hinsichtlich der Beschaffenheit der Elemente setze ich den so-
genannten , allgemeinen* Fall voraus, d. h. ich nehme an, dass das
Verschwinden der einzelnen Determinanten der Rechtecke (von k Zeilen)
wirklich soviele Bedingungen mit sich bringt, wie beispielsweise in
dem Fall, dass die einzelnen Elemente ganze Functionen gleichhohen
Grades mit unbestimmten Coefficienten aller Verdnderlichen sind. —
Die Zahl der Verinderlichen sei mindestens gleich: ¢ 4 1. Daun ldsst
sich zunichst zeigen, dass das Verschwinden aller Determinanten der
beiden Rechtecke (1 < g < %):

@ {][123...z',z‘—l—l,...k,.:.k-l-g—l”,
lit+1,... k+g)

mit k£ 4 g — 1, bezw. & 4 g — ¢ Reihen und je t Zeilen (der untere

Index % ist weggelassen worden), d. h. der k-reihigen des ersten,

der (k -} 9 — ¢)-reihigen des zweiten Rechtecks, immer auch das

Verschwinden der Determinanten der folgenden beiden Rechtecke —
ich werde abkiirzend auch von dem ,Verschwinden der Rechtecke*

sprechen —:
®) {j]l23.,.i...k...k+gﬂ,
le+1... k4941
nach sich zieht, ausser wenn die Determinanten des Rechtecks:
fle+1...k+g—1j
zugleich Null werden. '

Was das Letzte der Rechtecke (5) angeht, so verschwindet dasselbe
offenbar immer dann, wenn das Letzte der (4) verschwindet.
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Hinsichtlich des ersten der (5) betrachte man die Systeme von je
k linearen Gleichungen von der Form:

©®) D) (@) (@t ... tigy i1, ... kb g—1, E4g)=0,
WO o,y ... &y irgend ¢ — g verschiedene der ¢ Reihen
123...¢

vorstellen. Auf der linken Seite verschwinden infolge der Voraus-
setzung die Glieder mit den Factoren:

(0!10(2 LY ai—g, i+ 1, LRI k+g“"1),
(grty ..v ti_g, 041, ... k4 g),
(a10£3 ¢« o ai....g, 2:+ 1’ LR k + g),

?

und die Gleichungen (6) nehmen die Gestalt an:

G+ Ve (etyey - iy, 142, - k4 9)
T+ @+ (s -rtiyg, t+1,¢43,---bkt+g)+4---
+E+g— Doy - k+9—2,k+49)=0.
Weil jedes dieser Systeme von je k Gleichungen nur & — (1 —g) — 1
Terme besitzt, so miissen entweder die darin auftretenden Determinanten
einfach verschwinden, oder es miissen die aus den Coefficienten gebildeten

Rechtecke verschwindende Determinanten haben, also entweder:
1. Alle Determinanten von der Form:

(“1“2' * - Cig, i+2: tt 'k+g);
(g -ceig, t+1,14+3,---k+9),
(y@yevttig, 641, k4+9—2,k49g),
oder kiirzer von der Form:
(D (@yoy <« - 0tiy BBy -+ - Pryg—i2, b+ 9),
verschwinden, wo
die a: (¢—g) verschiedene Elemente aus den: 1,2,3...4,
die B: k49— ¢ — 2 Elemente aus den: ¢4 1,...k4g—1

bedeuten.
Oder aber 2., verschwinden « (k- ¢ — ¢ — 1)-reihigen Deter-
minanten des Rechtecks:

®) hed1,i42,...6+9—1].
Verfolgen wir zuniichst unfer Ausschluss der zweiten die erste Annahme,

dass nimlich die Determinanten (7) verschwinden, und bilden die
Identititen:
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D)o@ -+ @icgry i 2, - - -k g) =0,

wo die @@, ... & 44y aus den Zahlen: 123...7- 1 ausgewshlt
sind, so verschwinden wegen (4) und (7) die Glieder mit den Factoren:

(10 cv s gpy, 0 42,...5F+9g—1),
(052113. . .Oli._g_g:]_, 7;+2,...k+g),
(o5 ... gp1, i+ 2,... k4 9),
(ey ... 00y ,042,...%k49),
und es bleiben die Gleichungen:
O (@+2)p(e @y tigts, e43,---k4-9)

F(@+3)e (g @ @igia, 142, 04, k+g)

+- +(Zc+9—‘ 1)9(“1 Gy« Ui—gt1) i’+2:"'k+g“‘2; k+g)=0'
Die (k- g—%— 2)-reihigen Determinanten des Rechtecks:

li+2,i+3,...k+g—1|

konnen nicht verschwinden, weil sonst der ausgeschlossene Fall 2.
eintreten wiirde, dass nimlich die des Rechtecks (8) verschwinden.
Daher miissen nothwendig die Coefficienten verschwinden, die in den
Gleichungen (9) auftreten, ndmlich alle Determinanten von der Form:

(ey ;.. tigir, BiBs- - - Brig—i-2, B4 9),
wo die ¢ irgend welche Zahlen der Reihe12...¢ 1, die § solche
der Reihe ¢ 4 2...% 4 g — 1 bedeuten. Durch Fortsetzung dieses
Schlussverfahrens gelangt man in dem betrachteten 1. Fall zu dem
Ergebniss, dass alle Determinanten, die k -} g als letzte Reihe ent-
halten, und folglich, wegen der ersten der Bedingungen (4), auch alle
Determinanten der Rechtecke (5) verschwinden, q. e. d.

Betrachten wir ferner den ausgeschlossenen zweiten Fall, dass
nimlich das Rechteck (8) verschwindet. Man kann diejenigen Glei-
chungen anzugeben verlangen, welche, combinirt mit dem Verschwin-
den von (8):

(8) fe4+1,¢42,.,.k+9g—1],

das Verschwinden der Rechtecke (4) nach.sich ziehn, Aus dem eben
Bewiesenen ergiebt sich sofort, dass dies der Fall ist, wenn man die
Bedingung zufligt, dass neben (8) noch eine aus irgend kg — 2
Reihen des ersten Rechtecks in (4) bestehende Matrix, z. B.:

(8a) 123...k4+9—2],

verschwindet. In der That folgt ebenso, wie aus dem Verschwinden
der (4) das der (B) sich ergiebt, das der (4) aus dem der (8) und (8a).
Und zwar umfasst dieses System (8), (8a) alle Falle, in denen iber-
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haupt durch das Bestehen der (8) die (4) verschwinden, d. h. alle oben
ausgeschlossenen Fille. Denn, wenn das erste Rechteck (4) verschwin-
den soll, so muss unter Anderen gewiss auch das Rechteck (8a) ver-
sehwinden.

Wir schliessen hieraus, dass simmtliche Losungen, die das System
(4) zu Null machen, in zwei Theile zerfallen, ndmlich:

1) Diejenigen, welche das System (5) zum Verschwinden bringen,

2) Diejenigen, fiir welche das System (8}, (8a) zu Null wird.

Die letzteren zerfallen ihrerseits in derselben Weise wieder in
Solche, welche das System (4) zu Null machen, und solche, fiir welche
das System:

9) li+1...k4+9—2)

Null wird. Combinirt man dies mit einem System von .- g — 3
Reihen der Matrix (8a), also z. B. mit:

(9a) H123...k4+g— 3|,

so verhadlt sich (9), (9a) gegeniiber (8), (8a) wiederum ebenso, wie
das letztere System gegeniiber (4), und wie dieses gegeniiber (5), u. s. f.
Man gelangt durch Verlingerung dieser Kette zuletzt zu einer Einzel-
determinante und einem Rechteck:

(10) (123...%), |i4+1,...k4+1],

aus deren Verschwindungswerthen wieder diejenigen auszuscheiden sind,
fiir welche die Determinanten des Rechtecks:

(an li+1,...5|

alle verschwinden. Weil nun umgekehrt die letztere Bedingung das
Verschwinden beider Recktecke (10) nach sich zieht, so bricht das
Verfahren hier ab.

Man kann das Ergebniss desselben darstellen durch eine Gleichung
fir die Anzahl (123 ...% 4 ¢); der Losungen, welche die k-reihigen
Determinanten des Recktecks:

§123... k44l
zum Verschwinden bringen. Man ermittelt zunichst die Anzahl:

{A23...k+i— (64 1,...5+4 i)}
der Werthsysteme, die zugleich die Determinanten der Rechtecke (bezw.
die Finzeldeterminante):

N123...k4+¢—1}, ¢G+1,...%k47)
zum Verschwinden bringen (fiir ¢ == ¢ in (4), (5)), zieht davon ab die
Anzahl:
{(123... k4+¢—2% @+ 1,.. . k41— 1))
derer, fiir welche die den Klammern entsprechenden Rechtecke zu
Null werden, nachdem zuwvor die Zahl:
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{123,. . k4+i—3n G+ 1,... 547 —2)}
ermittelt und abgezogen ist (diese Zahl tritt also mit positivem Vor-
zeichen in die Formel ein), u. s. w. Man erhilt so die Schlussformel:

(11) (128 ... k4 = {123 ... kFi—1%G+1, ... kti))
— {128 .. EFi— G+, .. i — 1))
4 {123 .. . k+i—3)(+1, ... k+i—2))
— e (—1FGFT, - BN

Hiernach wird insbesondere:

(123), = {(12), (23),} — (s,
(1234)3 = {(123)3 (234)3} — (23)3:
(12845); = {(1234); (345),} — {(123); (34)} + (3)s

u. 8. wW.

Fiir die Anwendung auf die Rechtecke des Specialgruppenproblems
kann man die Formel (11) noch in eine einfachere Gestalt bringen.
In diesem Falle nimlich unterscheiden sich die einzelnen Verticalreihen
der Rechtecke nur durch den Index in der Bezeichnung: ¢, @,,... @,
der eingehenden ganzen Functionen, sind aber fiir die Abzdhlung, da
die @ alle von dem gleichen Grad m — 3 sind, gleichwerthig. Es
geniigt also dann, statt die Reihen einzeln zu benennen, die Recht-
ecke nur durch die Anzahl der eingehenden Verticalreihen zu kenn-
zeichnen. Mit dieser Abkiirzung geht die Formel (11) diber in die
folgende:

(12) E+)={k+i—1,k} —{k+2¢—2,F — 1}
+ (k=3 k—2} — - (—1fGE—),

in welcher Gestalt sie unten angewandt wird.

IIL.
Correspondenzen, die zwischen mehreren Punkten einer Curve bestehen.

Das zu behandelnde System von Gleichungen, durch welches das
Verschwinden der Determinanten des in der Kinleitung aufgestellien
Rechtecks seinen Ausdruck findet, bereitet der Frage nach der
von iiberfliissigen Factoren’ freien Resultante nicht unerhebliche
Schwierigkeiten, weil zwischen den Paaren von Verinderlichen, die
in den Elementen des Rechtecks anftreten, je eine Gleichung be-
steht, die anssagt, dass die ihnen entsprechenden Punkte auf der
Curve f liegen.

Im Allgemeinen enthalten die aus den Rechtecksbedingungen, wie
sie der vorstehende Abschnitt liefert, fliessenden Gleichungen alle
Variabelnpaare, die das Problem mit sich filhrt. Es entsteht somit
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die Aufgabe, die Anzahl der Losungen zu ermitteln eines Gleichungs-
systems von der Form:

Q& Yy XoYas - - - Tayp) =0,
10(“’1?/17 ZoYgy « o« xkyk) = Oa

* - -

F@ Yy, ZoYs, .- ZaYz) =0,
withrend zugleich die Beziehungen stattfinden:

f@9) = 0; f(@a1) =05 ... f(@rys) = 0.

Die Gleichungen ¢ =0, ¥ =0, ... vermbge deren zwischen den
Punkten 2,9,; Z,%,; . - . Zx¥x ein Entsprechen stattfindet, und die ich
deshalb frither ,, Correspondenzgleichungen oder ,, Correspondenzen®
genannt habe, werden in den zu betrachtenden Fillen theilweise oder
alle befriedigt, wenn irgend ein Variabelnpaar z;y; gleich einem an-
deren z;y; wird; die ¢, ¥, ... verschwinden auch, wenn irgend einer
der Punkte z;y; in einen der einfachen oder vielfachen Punkte von f
(,, Ausnahmepunkte ) hereinriickt, durch welche die adjungirten Curven
alle hindurchgehen.

Wir nehmen an, um diese Moglichkeiten zu umfassen, dass fiir
den Ausnahmepunkt z; = a,, ¥ = b, WO (@, b,) ein e-facher Punkt
von f ist (¢ > 1), die Function ¢ sammt ihren ersten, zweiten, ..
(@i® — 1)ten partiellen Differentialquotienten nach z;y; verschwindet,
oder, wie wir kiirzer sagen wollen, dass die ,,Correspondenzcurve“
@ (z:y;)) = O (wenn ¢ als Function nur der Variabeln z;y; angesehn
wird) einen g@/9-fachen Punkt in a,, b, besitzt, ebenso ¥ (z;y;) einen
¥ -fachen Punkt u.s. w., wobei jedoch eine gegenseitige Beriihrung
zwischen den Zweigen dieser vielfachen Punkte der Curven

f=0,0=0,9=0,...

ausgeschlossen sein moge. — Wiewohl in den spiter zu betrachtenden
Fallen die Curven

) @(z:y) =0, ¥(2y) =0...

fiir

Ly = Tj, Y= Y; (’l:,j=1,2,. .k)

je nur einen einfachen Punkt haben, modgen doch vorerst der All-
gemeinheit wegen auch diese Punkte als mehrfache angesehen werden.
Bekanntlich¥*) ist die Zahl, welche die Vielfachheit (die ,, Werthig-
keit*) etwa won @(z:¥;) fir ;= 2, ¥: = ¥y, angiebt, dieselbe, wie
die Vielfachheit der Curve @ (z:y:) fir o = @, Yo = ¥:.

Die vorliegende Aufgabe ist in einzelnen Fillen, so insbesondere,
wenn zwei Correspondenzen zwischen zwei Punkten vorliegen (A=2),

*} Diese Annalen, Band 31, 8. 377.
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sowie fiir £ = 3 und % = 4 schon frilher von mir und Anderen
behandelt worden®). Inzwischen habe ich die allgemeine Formel
gefunden und eine auf den Fall % = 2 sich stiitzende Begriindung
derselben, die in den folgenden Abschnitten enthalten ist. Ich beginne
mit einer Zusammenstellung der auf den Fall von zwei Correspondenzen
mit zwei Variabelupaaren beziiglichen Formeln, deren Ableitung ich
jedoch fiir eine andere (elegenheit aufsparen muss.

Zwischen drei Punkten %, , s (mit den Coordinaten 29z, 2- Y., ,9s)
der Curve f= 0, fiir die also:

f@y) =0, flzy) =0, f(zy,) = 0
ist, mogen zwei Correspondenzen bestehen:

@ (T, ZrYry) 2sYs) =0,
w(xk?/ky ZrYr, xsys) == 02

deren ,,Werthigkeiten® wir beziehungsweise durch:

Piry Viry Qiss Vrsy Prsy Prs

bezeichnen. Also fiir z. B. 23 = #,, ¥z = ¥, verschwindet ¢ mitsammt
den 1., 2.,... (gz, — 1)t» Differentialquotienten nach 2, ¥, wihrend
die @gten nicht alle zugleich verschwinden. ,

Die gemeinsamen Werthepaare (Schnittpunkte) der Gleichung
¢ = 0, als Curvengleichung fiir die Coordinaten 2y (bezw. 2,y,, %:Ys)
aufgefasst, mit f = O, bestehen aus:

1. Auf f festliegenden, d. h. von der Lage der Punkte r, s,
bezw. k, s, und %, r unabhingigen Punkten (a), (8) . .. (mit den
Coordinaten @, be., asbs, .. .), die auch singulire Punkte von f sein
konnen. In den nachfolgenden Anwendungen ist das Verhalten der
Correspondenzen das von ,,adjungirten“ Curven. Wir nennen diese
festen Punkte: Ausnahmepunkte. Ihre Annahme wird durch jene An-
wendungen erfordert.

2. Aus verinderlichen aber rational bekannten Schnittpunkten,
nimlich 7y = %, Y= Y} Te == L5, Yo = Ys und & = Zsy Yr == ¥Ys-

3. Aus im Aligemeinen rational nicht trennbaren, mit r, s ver-
anderlichen ,,freien‘ Schnittpunkten.

Die Anzahl der letzteren sei

Px (bezw. Pr, ¢8) fﬁl‘ ‘P = O; %(’d}r; ’lf’s) ﬁir 11)=—’-""- O.
Dann ist:
W"'—"‘”“{q}k} - gﬁ'ﬁa)*%r“ Prs,

**) Tod. Bd 6, S. 33; ferner die abweichende Darstellung in Clebsch-Linde-
mann, analyt. Geom. d. Ebene S. 720.



336 A. Bamr.

wenn [¢@z] die Ordnung (der Grad) von ¢ hinsichtlich der Coordinaten
von (k), n die Ordnung von f, « die Vielfachheit von f in einem
Ausnahmepunkt, in welchem @® die Vielfachheit von ¢(z:y:) =0
ist, X die Summe iiber alle Ausnahmepunkte bedeutet, in denen
@ (2:y:) verschwindet, endlich ¢z,, @1,, @-. die Vielfachheit der in (2)
erwahnten Schnittpunkte (,, Werthigkeiten*) ist. Analog ist:

@r =[] — X €9 — @i — s

Wenn man aus den Gleichungen ¢ =0, ¥ =0, f=0 die Grossen
24z eliminirt, so ldsst sich die von fremden Losungen freie Resultante
nur durch einen (im Aligemeinen selbst mit Hiilfe von f= 0 nicht
ausfithrbaren) Quotienten aus mehreren Correspondenzen zwischen 7, s
darstellen®), den man jedoch beziiglich seines Verhaltens gegeniiber
f als eine einzige Correspondenz auffassen kann, wobei nothigenfalls
selbst negative Zahlen als Werthigkeit nicht ausgeschlossen sind*¥*).
Dieser Quotient (,,gebrochene Correspondenz‘):

Q2 Y-, 2:Ys) =0

Q(r,s)=0
bat, als Function von (r) (der Coordinaten z,y,) aufgefasst:
Q. = rPr + Vr @ — 29 P, Yir
,, freie Schnittpunkte ***) mit f = 0, und besitzt in (r) = (s) einen:
Qs = @rs Pt + Vrs P2 — Pr Vs — PrsVir

-fachen Punkt. p bedeutet das Geschlecht der Curve f. Die Zahlen
Q, und Q,, sind als Differenzen der entsprechenden Zahlen fiir Zahler
und Nenner des Bruches Q aufzufassent).

oder kiirzer:

#) Clebsch-Lindemann, Geometrie, 6. Abtheilung, IV, S. 731, 8. 747,

*% Vergl. Hurwitz, iiber Correspondenzen, d. Ann, Bd. XXVIII, 8. 561,
sowie die Abh. d. Verf. in d. Ann. Bd. VII, S. 611 ff,, und Bd. XXXI, 8, 405.

##+) Es ist nicht aunsgeschlossen, dass auch von diesen freien Punkten in
besonderen Fillen einige in die Ausnahmepunkfe riicken, so z. B. immer in
einen solchen, fir den in beiden Correspondenzen die Vielfachheit je kleiner als
die Werthigkeit ist, was iibrigens in den folgenden Anwendungen nicht vor-
kommt. Wir wiirden alsdann auch diese als freie Schnittpunkte rechnen.

) S. d: Abhdl d. Verf. in Bd. VI, 8. 42, §. 46 und Bd. VII, 8, 611 4. Ann,,
sowie Clebsch-Lindemann, Geometrie, S. 734, — Allgemein hat in jedem «-fachen
Punkt, von £, der g®-facher bez. 9 ?-facher Ausnahmepunkt von ¢ und % ist,
Q einen:

¢I§a)¢k+ "Pl(ga) Qr — qokr't!’;i“) ™ ‘P}fa) - @kr"l’kr(““"l)
-fachen Punkt. — Ich fihre noch den Grad [52,.] des Quotienten Q (als Differenz
der Gradzahlen von Zihler und Nenner anfgefasst) hinsichtlich z,y, an (unter »
den Grad vor f, [9,] den von ¢ in z,y, u. s. . verstanden):

{Q"] = {‘pf} Vi +{¢r} Pr— Prr ["PB} — Y [‘Pk} — Py W (N — 1).
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Die gebrochene Correspondenz Q(2,¥%,, %:%;) = 0 will ich in der
Folge, als Resultat der Elimination von (k) aus ¢ = 0, ¢ = 0 mit
(p3)® oder kiirzer () bezeichnen, Entsprechend werden dann die
Zahlen fir die freien Schuittpunkte mit [ und die Werthigkeit der
Besultante Q durch:

(q"‘l’)r(k) =Q, = oY -+ P, Pr — 2P¢kr'¢']cra
1 (‘P’ﬁ)s(k) = Qs = @ ¥z + Vs Or — 2P Prs Vs
(9710)2'(.1:) = Q= Prs Pi + Prs P — ¢]a'"/’ks — Qs Yrr

dargestellt, wo hier, wie in der Folge der obere Index die eliminirien
Variabeln angiebt. Uebrigens ist:

(@#)" = (p9)".
Diese Formeln gelten auch dann, wenn die gegebenen Correspondenzen
@, P selbst , gebrochene* sind, weil die entsprechenden Ausdriicke
sich aus den bilinearen fiir Ziahler und Nenner einzeln hergestellten
durch Addition und Subtraction zusammensetzen lassen.

In Anlehnung an diese Formeln die ich wie gesagt als bekannt
voraussetze, kann man nun sogleich den nichst hoheren Fall behan-
deln, wo dres Correspondenzen zwischen wier Variabelnreihen ge-
geben sind:

P(Z1Y1 5 TrYes ZrYry ZsYs) =0,
Y219y, ZaYes TrYrs ZsYs) =0,
2@ Y1, DeYes TrYrs 2sYs) =0,
und fiir die durch Elimination von (1) und (%) aus diesen Glei-

chungen und:
fx9) =0, f(z:y:)=0

entstehende (gebrochene) Correspondenz:

Qr,s)=0
die Zahlen Q, und Q,, bestimmen, welehe den Grad und die Werthig-
keit angeben. Ich beschrinke mich zu diesem Behufe auf den Fall,
dass in einer der Correspondenzen, z. B. ¢ = 0, eines. der Variabeln-
paare, etwa z,¥,, gar nicht auftritt, und bestimme jene Zahlen fiir
diesen besonderen Fall, indem ich auf dem friiher angegebenen Wege
2.y, aus P =0, gy =0 eliminire, ferner aus der so erhaltenen (ge-
brochenen) Correspondenz:

ok, r,8)=0,

ok, r,5)=0
und f==0 die Variabeln (k) wegschaffe. Aus den fiir diese Resultanie
Mathematische Annalen. XXX VI, 22

in Verbindung mit:
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bestimmien Zahlen (@p®), und (p®),, leitet man nun die dem all-
gemeinen Fall entsprechenden Zahlen ab durch Zufigen derjenigen
Glieder, die aus Griinden der symmetrischen Gestalt dieser Formeln zu
erginzen sind.

Die Rechtfertigung fiir dieses Verfahren beruht auf der Einsicht
in einige allgemeine Eigenschaften der Resultante aus mehreren Corre-
spondenzgleichungen, die wir zuniichst zusammenstellen wollen. Ge-
geben seien k 4 1 Correspondenzgleichungen zwischen den k-2

Variabelnpaaren 2,9, Z,9,, - - - L&Yz, ZrYr, Z:Ys (kurz 1D©2)...k,r, s):
p=0,9p=0,14=0,0=0,...,8=0,
wo noch die Gleichung:
f=0
fiir jedes Paar der Verinderlichen erfiillt ist. © Wir verstehen unter

der Resultante aus diesen Correspondenzgleichungen die linke Seite der
durch Elimination von (1) (2)... (k) entstehenden Correspondenz:
P(2ry-, %:9s) =0,
welche als Function von (r) aufgefasst ausser in den Ausnahmepunktien
die Curve f nur noch in solchen Punkten (r) trifft, zu welchen Systeme
D @) ...(k) gefunden werden konnen, die allen Correspondenzen
zugleich gentigen. Bezeichnet man eines der Werthsysteme von
(1) (@) ... (k), welches den ersten % Correspondenzen allein (also allen
mit Ausnahme von &) bel beliebig gegebenem 7, s geniigt und keinen
Ausnahmepunkt enthélt, mit (h), so ist die Resultante P darstellbar
in der Form einer symmetrischen Function aller Werthsysteme 2,
nimlich durch das Product:
9T

P= o7

wo TT9® das Product iiber alle & (8(“) die Function # geschrieben
in einem der Werthsysteme (h)) ist, O, aber und O, ganze Functionen
der Coefficienten der Correspondenzen ¢,¥,... (ausser &) sind, von denen
©, dazu dient, den Nenner in TT9* wegzuheben, und in Producte von
Potenzen zerfillt, deren Exponenten die Gradzahlen [9,], [9,]...[9] von
9 hinsichtlich z,y,, #,9,, ... sind, wihrend O, in Producte zerfillt

von Potenzen, deren Exponenten*) sind:
1. Die Vielfachheitszahlen, die das Verschwinden von & hinsicht-

*) Vorausgesetzt ist hierbei, dass, abgesehen von den Ausnahmepunkten,
die Correspondenzen alle zugleich nur fiir discrete Werthsysteme der Variabeln
1,2, ...r (bei gegebenem s) verschwinden, dass also, geometrisch zu reden, in
den darch die Variabelnpaare bestimmten hoheren Riumen continuirliche Gebilde
wie Curven, Flichen, ... nicht allen gemeinsam sind,
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lich der Variabeln (1) (2), ... in den Ausnahmepunkten «,f, ...
angeben: &,@, 8,@, . ., 9,6, 8,0, ..

2. Die Werthigkeitszahlen &4, 3, - - « ®1z, . . . Im Uebrigen sind
0, ©, von den der Correspondenz & zugehGrigen Zahlen unabhingig.

Ich iibergehe hier den Beweis fiir die Richtigkeit dieser Dar-
stellang der Resultante P, die, der Form nach unsymmetrisch, doch
in der Ausrechnung die erforderliche Symmetrie hinsichtlich aller den
% + 1 Correspondenzen zugehdrigen Coefficienten besitzt, und verweise
deshalb auf meinen Aufsatz iiber die reducirte Resultante.

Die Symmetrie von P hinsichtlich der Correspondenzen zieht eine
symmetrische Gestalt nach sich auch der Formeln fir den Grad {P,}
von P hinsichtlich z,y,, fir die Werthigkeitszahl P.,, sowie fir die-
jenigen Zahlen, welche die Hohe des Verschwindens in den Ausnahme-
punkten «, B, . .. ausdriicken: P, P; P P®. . was dann auch
noch fiir die Zahl der freien Schwittpunkte P, von P =0 mit f =0
gilt, welche sich linear und homogen aus diesen Grossen zusammensetzt:

P, =[P]n — DaP® — P,

und entsprechend fiir P,. Aus der angefiihrten Darstellung von P

folgt aber, dass in die Ausdriicke [P,], P, P,, und P, von den der
Correspondenz zugehdrigen Zahlen nur die Gradzahlen [8], [8,], ...
die Werthigkeitszahlen 9;; und die Vielfachheitszahlen 8, 8, ...
(bezw. also deren lineare Combinationen &, 9,. .., wo

9 = [9:]n -—2058',-(“) Y S S

ist) eingehen konnen. Was den Nenner O, angeht, so ist dies nach dem
Gesagten unmittelbar klar, und der Zshler ©,TT8® theilt diese Eigen-
schaft mit der angegebenen Form der Resultante aus irgendwelchen
Gleichungen, die keine gemeinsamen Ldsungssysteme besitzen.

Man beweist nunmehr leicht, dass die Ausdriicke [P],...

1) nothwendig lineare homogene Functionen der Grissen [8], 99, 94
(oder auch der 9;) sind. Denn vermdge ihrer algebraischen Bedeutung
besitzen diese Grossen die Eigenschaft, dass sie, wenn man fiir die
Correspondenz & die i* Potenz einer ebensolchen 7 setzt:

=,
in das A-fache der entsprechenden Zahlen fiir v {ibergehen. Anderer.
seits verwandelt sich dann auch die Resultante P in die i'* Potenz
der Resultante R aus ¢, v, ..., d. h. die Zahlen [P,],... werden
das A-fache der entsprechenden [R,],..., Sieht man also die Zahl
P,; als Functionszeichen an, so wird:
Prs{i[nd, An®,.. ) =4, Pr(nd, 249, .. ).
Diese Functionalgleichung bestimmt aber P,. als lineare homogene
22+
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Function der Grossen [%], ..., und analoges gilt fir die Zahlen
[P,1, P\®, P, q.e. d. Da sich dieselben den anderen Correspondenzen
gegeniiber ebenso verhalten, so folgt, dass sie homogene lineare Aus-
driicke in den entsprechenden Zahlen fiir jede einzelne Correspondenz
®, %, ... sind.

Wir beweisen noch eine zweife Eigenschaft dieser Ausdriicke.
Die unteren Indices an den Zahlen [8:], 8,,, &/, ; sind den ein-
zelnen Variabelnpaaren ¥, %p¥p, %Yy, . . . zugeordnet. Wir be-
haupten nun:

2) Dass in jedem Glied der Ausdriicke [P,), ... alle Indices der zu
eliminirenden Variabeln 1, 2, ...k, sowie diejenigen des Ausdrucks
selbst (r, bez. s), wirklich mindestens einmal auftreten miissen. Denn
wiirde in einem Glied z. B. der Index 1 fehlen, so kionnte es eintreten,
dass das Variabelnpaar z,y, iiberbaupt gar nicht vorkommst, ohne dass
der Werth dieses Gliedes sich auf Null reducirt. Aber wenn 2,y
allenthalben ausfiele, so wiirden im Allgemeinen die % 1 Correspon-
denzen zwischen nur % Punkten von f 2,3, ... %k, v mit einander
unvertriglich sein. Die Zahlen [P], ... miissen also in diesem Fall
verschwinden, was nur so moglich ist, dass der Index 1 in jedem Glied
auftritt. Ein dhnlicher Schluss gilt fiir die Zahlen 7, s.

Die beiden erwihnten Eigenschaften ermdglichen nun die Bildung
der allgemeinen Ausdriicke fiir [P,], P,y P, P, an der Hand eines
Recursionsverfahrens. Man geht niimlich von dem besonderen Fall
aus, dass in einer der Correspondenzen, z. B. ¢, die Variabeln
M @) ... % — 1) nicht vorkommen, bestimmt die gewiinschten Aus-
driicke fiir diesen Fall mit Hilfe der Formel fiir den nichstniederen
von nur % Variabeln und fiigt dann die fehlenden Glieder aus Symmetrie-
griinden zu, indem man z. B. aus dem Vorkommen eines Gliedes wie
Qi PrsYpq - - - auf die ausgefallenen Glieder: @pg ¥rs 2+« Poq¥PiYrse - -
u. s. w. schliesst. Nach dem Gesagten ist leicht zu ersehen, dass man
auf diesem Wege zu allen iiberhaupt moglichen Gliedern gelangt.
Denn weil die Variabeln %, r und s in ¢ auftreten, also der specielle
Fall alle Glieder der linearen homogenen Function mit [@:], @z, ...
(9, @y« - - [@], @sy -« - Prry ... liefert, so kann, da wegen der
Eigenschaft (2) die Indices %, r, s in allen Gliedern vorkommen,
iiberhaupt kein Glied ausgefallen sein, fiir welches nicht andererseits
ein Musterglied vorhanden ist. Zahlencoefficienten und die von f her-
rithrenden Factoren sind dann jedesmal zu iibertragen.

Wenn nun aber aus den dem specicllen Fall entsprechenden Aus-
driicken durch Zufiigen bloss der symmetrischen Glieder die aligemeinen
Formeln ableitbar sind, so muss umgekehrt ein symmetrisch hinsicht-
lich der @, #, ... 9 gebildeter Ausdruck von den angegebenen Eigen-
schaften, der fiir:
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[ =[] =. = [gra] =0,
q;g’“).—;.— ¢§a)=--'=g)ﬁ1==¢(lﬁ)==--.:0,
Pe=0, (@=12,...kns p=12,...k—1)

auf jenen speciellen sich reducirt, die allgemeine Formel darstellen.

Ich werde im nichsten Abschnitt zeigen, dass diese Bedingungen
von den beiden nachfolgenden Formeln*®) erfilllt werden, durch welche
der Ausdruck fiir die Anzahl P, = (@vy . .. 9128 der freien Schwitt-
punkte der resultirenden Correspondenz P(rs) = 0 mit f = 0, sowie der
fiir die Werthigkeit P,; = (@@y ... 31 ® (wo der obere Index
jedesmal die eliminirten Verdnderlichen angiebt) zuriickgefithrt wird
auf die entsprechenden Ausdriicke fiir nur je & Correspondenzen, aus
denen k£ — 1 Variable eliminirt werden:

(P, = (o9 y... )% D= So.(¢y ... 82D
i=k

“st%r @y ... 922D,

=1

2 )
( ) Prs= ((PTPZ e '3')5.132"‘1’) = Sq;rs(gl;x Ve ,9-»312-..1:—-1)

==

— 28’ Qir(Py . . . DRI,

L t=1l
Hier bedeutet p das Geschlecht von f, S die Summe iiber alle £ -} 1

durch Vertauschung von ¢ mit ¢y...9 aus dem angeschriebenen
Glied entstehenden Glieder.

IV.
Correspondenzen zwischen mehreren Punkten einer Curve. Fortsefzung.

Die Symmetrie der am Schluss des vorigen Abschnitts anfgestellten
Ausdriicke hinsichtlich der % -+ 1 Correspondenzen @ ... 9 liegt auf
der Hand*¥). Es bleibt zu erweisen, dass fiir den Fall, dass in der
Correspondenz ¢ die Variabeln 1,2, .. . k — 1 nicht auftreten, ¢ also
von der Form ist:

‘p(xkyka ZrYr, xsys) =0
jene Formeln wibergehen in solche, die, unter Annahme ihrer Giltigkeit

¥) Die Formeln fir [P} und [P,®], die sich leicht mit denselben Hilfsmitteln
entwickeln lassen, sind im Folgenden nicht erforderlich und weggelassen.

¥¥) Nicht unmittelbar lisst sich die Symmetrie dieser Ausdriicke hinsichtlich
der L Variabeln 1,2,...% erkennen. Fir den Nachweis derselben wiren &hn-
liche Umformungen wie in Nr. V nothig.
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fiir bloss & Correspondenzen mit k- 1 Variabelnpaaren, sich auf
directem Weg aufstellen lassen.

Eliminirt man in dem letzterwdhnten Fall die Variabeln 1, 2,...k—1
aus den Correspondenzgleichungen ¥, %, . . . ¥ in Verbindung mit /=0,
so gelangt man zu einer Gleichung:

ok, r,s) =0.
Eliminirt man aus dieser und:
ok, r,)=0; f=0

etwa (%), so erhilt man fir die Resultante B(2,v,, 2,94;) = 0 vermoge
der Ausdriicke (1) in III die Zahlen:

R, = (‘P ¢)1(rk)= @y b, -+ ‘qu)r — 2_p99lcr¢kr;

-ch = (99 ¢)£fs) == Qg q)k + (Pkd)rs —_ Q’qu)ks - ¢ks¢lcr:
oder, in der eingefithrten Bezeichnungsweise:

_R,,. = @y (¢x e ﬁ)§‘12"'k—1)+ q’k("l)x L. 8)512...]5_1)

— 2p@u(¥g.. . By Y,
R,s = Prs (¢Z R ‘3')1c + @k(’px . ’9)7'3 —_ ‘pkr('/’x oo a)ks
— Qs (¥x - - - Do,y
wo in der zweiten Formel der obere Index, der die eliminirten Variabeln
angiebt, weggelassen wurde.

Dies sind die gesuchten Vergleichsformeln.

Andererseits lassen sich nun die Formeln (2) fiir P, und P,, am
Schlusse des vorigen Abschnitts mit Hilfe der Bedingungen, die das
Nichtvorkommen der Variabeln 1,2,...% — 1 in ¢ ausdriicken:

o2=0; @uu=0; (1=L12,...k—1; u=1,2,...L,1,s)

in folgende Form bringen — wenn man durch Einschliessen .in eckige
Klammern das Resultat der Einfilhrung dieser Bedingungsgleichungen
ausdriickt ¥):

Pl =¢r @y.-. 8+ [8¢ (pr... Nl —poue @y ... s

k—1

— PZ[S"PM@Z eoe ®ir] — P8V (@Y - - - Drl,

Prel =@rs (¥ ... 8+ [STPN(‘PZ e e ] — @ (P .. . s

k—1
— 2{5’% (@% - - - i — [Sver(@r.. . Mus].
1

¥ Eine Verwechslung mit den oben durch ebensolche Klammern bezeichneten
Gradzahlen ist wohl ausgeschlossen,
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wo die Summe S dasselbe bedeutet, wie oben S, unter Ausschluss
jedoch des Buchstabens ¢ (der also an seiner Stelle bleibt, wihrend
¥, % ... wechseln). Um in diesen Ausdriicken die Summe

S"/’r(q)x c e DR

und die analogen als explicite Functionen der ¢ darzustellen, bestimme
man die dem Resultat der Elimination von 1,2,...% — 2 aus den
Correspondenzen 4, @, .. - &:

(o ... 9242 =@ (k—1,k,7,5)
entsprechenden beiden charakteristischen Zahlen:
Oy =0 ... M1,
i1,z = (A . . . Ni—1,z.
Wird alsdann (%) aus:
¢ =0,
ok —1,k7r,8 =0
eliminirt, indem man sich vorbehilt, erst nachérdglich die Bedingungen:
Pr1=0, @r15=0
einzufithren, so erhilt man fiir die Resultante:
S, 1, 8) = (pgo ... PLTED,

vermittelst der Formeln (1) des vorigen Paragraphen, unter Einfithrung
der erwihnten Bedingungen, die Zahlen:

Uo®k 1=[oz-- "] =g Gby =g (g0... 005",
(e®)r] = [(@g.. . er ") = @urPhs = @rr (... 023",
Daher wird endlich:
(8¢ (@x. . K" = gu 8% (go... T,
[S e (g . - 8] = @; SV (g@... 1,
{S Yrr (q)x . e 'ﬂ)kr] == QJI:,.S'II%,. (xﬁ) P 8‘)b—-1,

wo wieder in den letzten beiden Formeln der obere Index weggelassen

wurde.
Ebenso erhilt man

(@g-. -] G=1,2...%k—1).

Z. B. fiir ¢ =1 eliminire man zunichst ans g, @,... 9 die Variabeln
2,3,...k— 1 und bilde eine Resultante von der Form:

o (1), &, 7, ) =0,

Eliminirt man % aus dieser und:
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@ ((1}: k, r, S) =0

unter' dem Vorbehalt, nachtriglich ¢, = 0, @z =0 zu setzen, so
erhilt man fiir die Resultante die Zahlen:

(@] =[pro ... M= [P + 0P, — @1, ir — P12%s
= Qr oy, — Prr Py

23---%2—1 28 k—1
= @i (go... )5 ) ).

— @rr (107 )(uc
Daher schliesslich:

S¢1r(¢%-. .'3‘)1,- =:ﬁ¢]g8¢1r(xw:- q&):([zrs.“k-l) -_ ¢krs¢1r(xma ..8‘)5_2;,3'"1‘_1)

und die entsprechenden aus dieser durch Vertauschung von 1 mit
2,3,...k— 1L

Setzt man diese Werthe in den obigen Ausdruck fiir [P,] ein, so
erhilt man:

[Pl=o-(@x... %+ @S0 (xo ... 1 — e, (Vg ...

k—1

E—1
.._.p{(pk S'l/hr(x w... a)ir + ¢k128¢ir (Zﬁ) e &)370}
1 1

— P Prr Szpk,.(xm e @)},.1.

Hier ist der Coefficient von ¢;:
E—1

Sy, (g6 ..« iy — P2¢ir (xe ... 9)ir,
1

also nach der ersten der Formeln (2) des vorigen Abschnitts, an-
gewandt auf den Fall ¥ — 1 statt %, gleich (¢y...d),, ferner der
Coefficient von pgi, gleich:

k—1
— (@ gD — {Szbkr (o A — D8y (o ‘“’9)"‘}
1

= - 2(¢’xoo -'ﬂ')kro

Also stimmt die erhaltene Formel fiir [P,] mit der oben aunf directem
Wege abgeleiteten fiir B, liberein. Ganz ebenso reducirt sich [P,,]
auf R,,. Hiermit ist die Liicke in dem Beweis der Formeln (2) des
vorigen Abschnitts aunsgefiillt.

Die explicite Darstellung der Correspondenzformeln fiir die Fille
k=2, k=3 ist von mir sowie von Herrn Lindemann mit einem
directen Beweis an den oben angegebenen Orten frithér schon gegeben
worden. — Fiir das Folgende geniigt es, die Recursionsformel zu
kennen. Ich wende dieselbe nunmehr auf einen besonderen Fall an.
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V.

Symmetrisch gestaltete Correspondenzen.

Die am Schlusse des Abschnitts III anfgestellten Formeln lassen
sich in eine wesentlich einfachere Gestalt bringen, wenn man die
Annahme macht, dass die einzelnen Correspondenzen, deren gemein-
same Losungen zu bestimmen sind, hinsichtlich der Variabeln (1) (2)..
.. k, r, s je symmetrisch gebildete Ausdriicke sind. Alsdann kann man,
unter Einfiihrung kiirzerer Bezeichnungen, setzen:

¢! =q)2 ="’=¢k =¢r==q)3:(p’
1/’1 ==¢2 =""“——'¢'k =¢r=¢s:¢;
r
Pro=QPi3=" " =@ =9,
¢12=¢13="‘=¢r.§=¢’)

Schreibt man ferner:

kF+11=1.2.3... k1),
und setzt:

1 1
o (PY--- )= m(¢¢...ﬂ)k =...=(pp...9),
(@Y. D= (9.8  (firi=1,2,...,k3)

und so weiter, so gehn die Formeln (2) (I1H) iiber in:

2a) EHDOY...8) =8¢ (¥3...8) —pS¢([¥y...9),
(@9 ... 9 =8¢ (¥y...8)— S¢'(vg...d).
Die eingefiihrien Ausdriicke (v ...d) und (@v¢ ...8) fahren fort,
eine geometrische Bedeutung zu besitzen. Depn da in Folge der sym-
metrischen Gestalt aller Gleichungen die Elimination der Verinderlichen
1, 2,...% auf dieselbe Endgleichung fiihrt, wie die von irgend
anderen k der k£ -} 1 Variablen 1,2,...,%, 7, so miissen sich alle
Losungen, die es iiberhaupt giebt, in Gruppen von je (k- 1)! zusam-
menfassen lassen, deren jede nur eimem (auf die & -+ 1 Variabeln in
(k-+1)! verschiedene Arten vertheilbaren) Losungssystem entspricht.
Die Anzahl der "verschiedenen Lisungssysteme ist somit der (k- 1)t
Theil der fritheren, also gleich (p% ...#). Diese.ist also z. B. fiir
2 Correspondenzen gleich (p9)= @9 — pg'p’. Die Correspondenz
“P.== 0 selbst wird zur %!%= Potenz, und die Werthigkeit demnach nur
der k!t Theil der fritheren, oder gleich (@ ...#d). Fir 2 .Corre-
spondenzen z. B. wird:

(p9) = oo+ vo —2¢'yp".



346 A, BgiLr.

Wir bediirfen fiir das Nachstfolgende noch einer Abkiirzung. Unter:
(p¥...8)
moge der Werth des Ausdrucks (@9 ...#), geschriehen in:
o —¢, vt —9,...8—9,p—1
P, P, ... T P
verstanden werden, also:

(¢¢ ce 8) = (¢¢ e %)W,w—fl/» s G, p—1-
Man iibertrigt diese Bezeichnungsweise auch auf den Ausdruck fiir
die Werthigkeit, sowie auf eine beliebige Anzahl von Correspondenzen,
so dass also z, B.:
E) = — 97’:
P =0,
(p9) =@ —9) @ —¥)— (p — No'¥,
(P9) = (9 — )W + (¥ —¥) ¢ —2¢¢

u. s. W.

anstatt:

ist.
Zuwischen den so definirten Ausdriicken bestehen nun die folgenden
Bezichungen, die fir die Anwendung fundamenial sind:

3) {(‘P'f’x. B =oWy... 9 —pg Wy, .. D),
(@v... = (pv...9 — (p¥...d).

Diese Recursionsformeln fir symmetrische Correspondenzen sind weit
einfacherer Natur, als die fritheren (2) III, und lassen fernere Trans-
formationen zu, die dem Angriff auf alle Probleme, welche auf solche
Correspondenzgleichungen fiihren, ein weites und vielseiliges Feld

eroffnen.
Es handelt sich zunichst um den Beweis dieser Formeln. Fiir

den Fall 7 = 1 folgen sie sofort aus einer Zusammenstellung derjenigen
fiir (pv), (p¥), (p¥). — Wir schliessen nun von % auf £ - 1.
Vermoge der (2a) hat man:

Ay E+V(pvr...-D=o@r...9+8v(px...9)

— 29 (@g.. .3 —pSY¥(px... 9,
(B (o9%... 9 =9 @1...8)+ 8¢ (91-..9)

— @y . — 8% (px...9),
wo wieder unter S die Summe aller aus dem angesehriebenen Glied

durch Vertauschung von % mit g, ... (@ bleibi-an seiner Stelle)
entstandenen Terme zu verstehen ist.  Nimmt man die Formeln (3)
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als bewiesen an fiir den Fall von irgend %k Correspondenzen, wie
@, %, -.-2, s0 hat man:

8v(pgo...9) =9S¢ (qo...3) —pySp(ze...d),
Sv(pgo.. H=9S¥(qo...8) —pe'S¥(yo ...d);
Dabher:

S (pg...N=(—¢\S¥(x... 9 —(p—NPSY(y... 3
= oS¢ (y...9)
— ¢ {SY (.. D+ (p—1S¥({H-... 9}

Hiernach wird:

S¢'(pxg...8) =S¢ (px.. ) — 8¢ (pr...9)
=S {(x... 9 —(R...9)}
+o{Sv(x. .. ¥ 8’) pSvP(z-- &
+(p — 1)S¥(x...9)}.

Daher endlich nach einer kleinen Reduction:

S¢p(pg... 89 —pS¥(py...3)
=@ . k@y...9) —pek{(wy...9) —@r... 9}
=k{p@y-.- ) —p9(¥y... 8)}.
Die rechte Seite der Formel (A) ist somit das ¢ 4 1)-fache dieses
letzten Klammerausdrucks und die erste der Formeln (3) hierdurch be-
wiesen, weil sie fir k=1 gilt.

Dieselbe lisst sich nun beim Beweis der zweifen verwenden. “Sieht
man wiederum diese fiir k& Correspondenzen als richtig an, so erhilt
man vermoge (B):

(Ba) (9¥1...9) — @' (¥g...9)
+ 8¢ {@-—-—q»)(x‘ 9= (p—1)¢' (1.9}
-Aber weil (2a, V):-
@r.. . H=8v{(x...9)—(x...9)}

ist, so wird:

SV B =@z 9 — @ ... ).

Mit Hilfe dieser Bezichungen erkennt man aber sogleick, dasy die
rechte Seite von (Ba) mit der von:
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(0¢...9)—(p9...9)=0®.. )-—ptp’(«b )
—{o— ) [@... 9 —@...9)]
— (@ —Dgl@...8 —@... 9}

ibereinstimmt, womit die letzte der Formeln (3), nachdem der Fall
k=1 oben erledigt worden, bewiesen ist.

VL

Symmetrisch gebildete Correspondenzen. Andere Gestalt der
Correspondenzformel.

Ich hebe noch eine andere Gattung von bemerkenswerthen Formeln
hervor, die aus denen (3) durch Umformung sich ableiten. So z. B.
ist fiir 4 Correspondenzen:

(pvre)=(p¥) 0 —p(ppy)o
= o.[(pp)r—r(e¥) 1 1—po . [(o¥) 1 + (92) 1 —2(p9) ¥
—2(p— Do’ ¥'y]
= (9 (o) — p(@3Y oy + 222U 94y (o)’

wenn man: L
(99)" = (9¥) — (9¥) =2¢'¢
u. s. w. einfiihrt.

Diese Formel gestatiet eine Anwendung auf solche Fille, wo eine
Gruppirung der vorhandenen vier Correspondenzen zu je zweien erwiinschi
erscheint. In dhnlicher Weise lisst sich die Formel fiir mehr Corre-
spondenzen, beliebigen Gruppirungen entsprechend, in folgender Weise
umgestalten.

Sind die gegebenen Correspondenzen (alle symmetrisch gebildet
hinsichtlich der Variabeln):

e=0; p=0;...9=0; e=0;{=0...0=0,

und bedeuten (g ...#d), (¢§...u) die Ausdriicke fiir die Anzahl
der den g Correspondenzen ¢, 9 ... dundden % : & ¢ . . . p zukommen-
den gemeinsamen Losungen, wenn von den ¢ -+ & verinderlichen
Punkten auf f=0 & bezw. g beliebige fest angenommen werden,
(9% . . . &) die Werthigkeit der durch Elimination yon g — 1 Variabeln
resultlrenden Correspondenz, oder, wie wir unter Benutzung der Be-
zeichnung (s. vor. Abschnitt):

(P2...9)=(9% ... Vp-g,y—y',rpt
kiirzer definiren konnen:
(@%... 00 =(p9...0)— (99 .- D)
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setzt man analog:

(p9p...8) = (p%...9) —(p¥... D),

. S. W., WO:
((p,‘p e 'ﬂ), = [(lp¢ LR ’3')’190*‘9'#/'—-‘4#',"'10"1

ist, also die Reihenfolge der Operationen ( ) und ( ) vertauschbar,
so ldsst sich der Ausdruck fiir die Anzahl (pv ... u) der gemeinsamen
Losungen aller Correspondenzen ¢ =0, ¥ =0, ... u = 0 als Summe
von Producten aus den enisprechenden Zahlen fiir einerseils nur:

@, ¥,... 9,
und andererseits denen fiir den Rest:
&, 6,... 1,

durch folgende Formel®) darstellen:

(o) =(o...0)t...0)— (}) @v...0) (c5...uY
@ ; +(8) v .. 9t wy

L — (‘g) (9 ... (L. . 0" + -

Gﬁ pip—1).. (p—i+n’

wOo:

1.2 ..¢

p das Geschlecht der Curve f ist, und die Reihe an der Stelle abbricht,
wo zuerst einer der mit oberen Indices versehenen Klammerausdriicke
verschwindet.

Die Formeln (4) lassen sich als eine Eigenschaft gewisser durch
(3) definirten Functionen auffassen und unabhingig von ihrer alge-
braischen oder geometrischen Bedeutung wie folgt beweisen. Wir
verstehen unter: ( ) und: () gewisse auf die in der Klammer vor-

kommenden Ausdriicke angewandte Operationen, zwischen denen die
Beziehung besteht: _
(Y=0)—0()
so dass also:
d=a—a; b=>b—b;u s w

Die Operation g moge auf ein Product wirken in der Weise, dass:
£
a.b"-—':ﬁ»b:b;a‘
Dann ist:

*) Diese Formel, sowie einige andere der hier:publicirten® Ergebuisse habe
ich bereits im Sommer '1885 Herrn Klein' brieflich mitgetheilt,
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(ab) = ab — ab = ab — (a—a") (b—b) = ab } ba — o'}V
Ferner sei: _
p=p—1
und, unter (IZ) einen Binomialcoefficienten verstanden:

G-
O=-0)-C¢7)-¢=1

ein Ausdruck, der gleich 1 ist fiir ¢ =0, und verschwindet, wenn

an Stelle von ¢7— 1 eine negative Grosse trith. Hiernach ist die
Operation ( ), auf das Product angewandt:

©  (Bar)=(iT1) a0+ (7)) @ rra—an).

Wir setzen (a') = a” = a®, u. s. w. und nehmen noch an:

Dann ist:

a¥ = a®; b® — p®)

also:
avt) = 0; B+ = 0
ferner g > h.
Definirt man endlich, unter der Voraussetzung:

cll p— 0
die weitere Operation:
{D) {a, ¢} = ac— pa’c,
so gelangt man durch wiederholte Anwendung derselben zu einer

Formel, die unter den obigen Annahmen iiber @, b in die Gestalt
gebracht werden kann:

(5) {a,b}=ab— (11,) ab 4 (127) o b"-—-(g) &b e (— 1) G’&)am B®

={$@ﬂ%ﬂ¢%%

Zunichst nimlich ist, wenn ¢” = O:
{a, c}? = a¥¢c 4 icatD — 24 ¢ — (p — 4)atHVc.
Fiir ¢ = 0 geht diese Formel in (D) iiber. Man beweist ihre Richtig-
keit leicht mittelst eines Schlusses von ¢ auf ¢ 4 1 unter Anwendung
von (C).
Wir nehmen nun weiter (5)-als bewiesen an, und zeigen, dass

der ‘Ausdruck {{cg, b}, a} wieder anf die Form (5) gebracht werden
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kann, jedoch in der Anordnung: {a, {®, c}} Dann ist die Giltigkeit
von (B) auch fiir 2 4 1 nachgewiesen, weil erst:
{5, 1049

verschwindet, und fiir A =1 (5) auf (D) zuriickkommt.
Man kann den Ausdruck:

{a, 0} = [Zh'(-—- 1y (?3) o) b@]'

mit Hilfe von (C) auf die Form bringen:

{a, b}' -“-"'%;2(— 1)ia® (f) [0 - (p —3) bE+Y]

PR
+ __11; 2(_ 1)i-1® (2:) i[— b 4 B6-D],
1

Wegen:
DD — PO+ = 0

lisst sich die erste Summe zwischen den Grenzen 0 und % - 1
nehmen , und man erhdlt durch Vereinigung beider Summen:

A1
{a,b} = %2(__ 1) a® (f) [—8B6—D 42450 4 (p—3)bG+D],
0
Daher wird:

{{a, b}, c} =c.{a, b} — pc. {a, b}’

A1
=D~y ({’) A [eb® 44 ¢ BED—24¢ bO —( p—i) ¢ BEHI]
0

=§1’(~1)i (1:) a® . {b, c}(i)={a’ {v, c}}, q e d.

Auf die hiermit bewiesene Formel (5) kommt aber die (4) zuriick,

wenn:
(p9p... 9 =a, (§...u)=0

{a,b} =(@¥...u)
gesetzt wird. Diese letzte Vergleichung ist gestattet, nachdem gezeigt
ist, dass die OQeration { } eine- associative ist. In der That sind die
Formel (D) und die fritheren Annahmen hinsichtlich der Operationen

() und () keine anderen, als die in (3). (Abschn. V) aufgestellten,
und aus der Voraussetzung, dass die Zahl der Correspondenzen

und:
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@,y ...9 ist, folgt, weil g = (p% ... ) eine homogene Function
g'** Ordnung der ¢, ¢, 9, ¢’ ... ist, dass deren (g - 1)t Differenz
alst?) verschwindet. Dasselbe gilt fiir die (k2 4 1)t Differenz von b.
Dies ist aber eben die Bedingung, die oben noch eingefithrt wurde,
und somit ist die Formel (4) gleichfalls bewiesen.

VII.
Losung des Problems der Specialgrappen.

Das Vorstehende gewshrt nun die Mittel, um das in I. formulirte
Problem zu losen. Algebraisch zu reden, handelt es sich um Be-
stimmung der Systeme von Werthepaaren z,y,, 2,¥,, . . - Z¢¥, welche
sammtliche k-reihigen Determinanten des Rechtecks:

@1 (219) Po(21Yy) - - - Peri(19y)
(6) ‘P 1 (xz ?/2) ‘Pz (-772 ?/2) . Oryi(229,)

P4 (x,,yk) %(xkyt) - Prpi(Z2ye)
zum Verschwinden bringen, wihrend die Gleichungen bestehen:

fzy) =0, f@y)=0...f(xey)=0.
Wir schicken der allgemeinen Erledigung der Frage den Fall ¢ =1
einer Matrix mit einer Verticalreihe mehr, als Horizontalreihen auf-
treten, voraus. Das Problem stellt fiir die % Punkte der Curve zwei
Bedingungen, also sind 2 durch die iibrigen %k — 2 (beliebig wihl-
baren) bestimmt. Auf wieviel verschiedene Arten? erfihrt man auf
dem durch die Formeln des § 2 angegebenen Wege:

kE+1)=(kk —F—1),

wonach zunerst die Anzahl (%, k) von Punktepaaren auf f, fiir welche
irgend 2 Determinanten des Rechtecks (sie mogen &, 9 heissen) ver-
schwinden, zu bestimmen ist. Man hat hier den Fall von zwei Corre-
spondenzen zwischen den Punkten (1), (2), ... % von f. Eliminirt
man aus & =0, ¥ =0 etwa 2y, mit Hilfe von f=0, so besitzt
die Resultante als Curvengleichung hinsichtlich irgend eines der nicht
eliminirten Variablenpaare aufgefasst mit f = O noch:

®9) =) (¥) —p(®) @Y
,freie Sehnittpunkte, wo (9) die Anzahl der mit (1) beweglichen
Schmttpunkte von & = O mit f= O ist, die nicht in die Ausnahme-
punkte und nicht-in die idbrigen rational angebbaren Punkte fallen,
also:

(8)=*ns-——2a{a—-1) —(k—1)—ag,
@ =ns—Da@—1)—(k—1)—0,
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indem die in & und ¢ auftretenden Ausdriicke ¢,, ... ¢, die wir
hinsichtlich jeder der Variabeln vom Grad s annehmen, sich nach der
fritheren Annahme zu f adjungirt verhalten, d. h. in jedem &-fachen
Punkte von f & — 1-fache Punkte haben und etwa durch ¢ einfache
Ausnahmepunkte von f noch alle hindurchgehen. Ferner ist (9) die
Werthigkeit von &, d.h. die Vielfachheit des Verschwindens von #,
wenn eines der z; y; gleich einem anderen wird, also hier:
@ =@)=1

Setzt man:

ns-—-za(u«—— 1) — % —6 =M,
so wird:

@=@)=MU+1,

kb)) = @Y) =M+ 1)* —p.

Um noch die in der obigen Formel vorkommende Zahl (£ — 1)

(sowie allgemein die fiir (5 — ¢) der Formel (12) von II) zu bestimmen,

bedarf es nicht der Correspondenzformel. Denn die Werthsysteme, fir

die alle Determinanten des (auf der schmalen Seite stehenden) Recht-
ecks verschwinden:

| @ (®1Y) P2(@1%1) - - - Pr-a(@19y)

Py (%292) P2(Z2¥2) - - - Pr1(22Y2)

und man hat:

-
L3

- - - . -

oy (e ye) Po(ZrYe) - .- Pr ()
erhilt man, wenn man irgend eine der k Determinanten, z. B. die
durch Weglassen der letzten Horizontalreihe entstehende, gleich Null
setzt, Sie liefert, sofern etwa die % — 2 ersten Punkte als gegeben
angesehen werden, fiir den (£ — 1)t noch: ”

ns— Dlaf@—1) —(k—2) —o=MU+2
freie Punkte #pyr. Die gleichen Werthepaare wiirden sich aber
fiir 23 ¥ ergeben, wenn man statt der letzten die vorletzte Zeile weg-
liesse. Diejenigen freien Punkicpaare k — 1, k, welche beide Deter-
minanten zugleich zu Null machen, sind also, unter Weglassung der
zusammenfallenden, die:

(M+2)(M+1)
2

Paare, die sich aus jenen M - 2 bilden lassen. Fir sie verschwinden
ausserdem von selbst alle Determinanten der Matrix, welche die zwel
letzten Reihen enthalten. Es ist also:

M+)M+D _ (M2
& — 1) =22 ,,.( g')

Mathematische Annalen, XXXVI. 23
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Unter Einsetzung dieses Werthes und des fiir (%, %) erhdlt man fiir
die Anzahl der Losungen des Problems im Falle 7 = 1:

@ E+D=G+ =@ +1p—p—(¥F7)
G+="F") —»

Wir wenden uns nun sogleich zu der allgemeinen Aufgabe, die
Anzahl (k -+ ©) der Systeme von © 4 1 Punkten der Curve f so zu be-
stimmen, dass sie susammen mit k — i — 1 gegebenen derselben Curve
die Determinanten der Matrix (6) sdmmitlich zum Verschwinden bringen.
Die Schlussformel (12) in II. fithrt diese Frage zuriick auf die Berech-
nung der einzelnen Summanden des Ausdrucks:

(bt-i)={k+i—1, k} — {k+i—2, k—1} 4 {k+i—3, b—2} —--
® ) +(— l)i_l{k, E—i4 1}_}_(_1);(}5_2-)
o=

—=— 8 (—Defkti—o, k—o+1} -+(— 1} (k—i).
=1

Beziiglich der Berechnung von (k —¢) kann ich auf die oben vor-
genommene von (k — 1) verweisen. Genau dieselben Ueberlegungen
filhren auf die Formel:

N MA-i+ D) Mt .M+ (M1
©) (- = WRIEDIED - QED _ (M i),
die der Reihe nach auf die Fille 4= 1,2,...¢ anzuwenden sein
wird. Die, Summanden in (8) sind einzeln mit Hilfe der Formel (5)
des vorigen Paragraphen zu berechnen und zwar:

ze=h
98) {kti—e, k—o+1}=_ (— 1) (L) -ki—e) (h—o+ 1),
=0
wo die obere Grenze b gleich der kleineren der Zahlen ¢ und ¢—o-1
ist, weil (k4 ¢—9), (k — ¢ + 1) Aggregate von ¢ — ¢ -}- 1, bezw. ¢
(symmetrisch gebildeten) Correspondenzen bedeuten, diese letzteren
Zahlen also die Stelle von g und % in VI. vertreten. Die Werthigkeits-
zahlen dieser Correspondenzen sind alle gleich 1, und simmtliche
Zahlen (9), (¥), ... (der freien Punkte) sind gleich M -} 1. — Ist ¢
irgend eine der Zahlen ¢, 2 — 1, ..., so hat man, in den Bezeich-
nungen von VI:

Gty =F+)—EF); E—of =Fk—0)—EF=0),

wo (k -+ ) gleich (k- ), geschrieben in M — 1, p — 1 statt in
M, p ist, und ebenso:

e—y =("5 - ()=,
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daher, nach 7-facher Wiederholung dieser Operation:

(E) k—oyo= (M7 FHD.

Ich habe nun an der Hand dieser Beziehungen den folgenden Aus-
druck fir die allgemeine Zahl (k -+ 1) (in ausfiihrlicher Schreibweise)

(5 + &)k) gefunden :
(k + ) —-2(-—~ 1) (p) ( L — 2211$11) -

. =(”fi5) (”)(5—1)"“()(”3
| -G =)+

wo die obere Grenze fiir 1:
t+1
2

fiir ¢« ungerade,

A=

L o
5 fiir ¢ gerade

ist. Ich beweise deren Richtigkeit durch einen Schluss von 72 — 1
auf 7, indem ich sie fiir 1 =0,1,2, ... ¢ — 1 als bewiesen ansehe,
Zunichst ist wieder (kX 4 ¢), (54 )", ., . (k4 ¢)® im Anschluss
an die Formel (10) zu bilden. Vermdge der (C) des § VI wird:
4

(k—l-'v)'=Z’("1)z )(4:2211-1_-{_11 ]

=S [0 (o) + (2D (5]
wo Immer:

(F) (8)=I; (fl)_—:(__‘_z2)=‘.._____0

vorausgesetzt ist. Man kann dem Ausdruck in der Klammer [ ] durch
Anwendung der Formeln:

B=G=)+C77),
('34: 22},;” + (z~ﬁ21) ({I: 22111-;_-!_ 11

die Gestalt geben:
[ 2] 6{:22;—1——1—}1)'1"( A 1)( L-—_?zs)}

23*
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oder, unter Beiziehung ohnedies verschwindender Glieder und Aenderung
des Summationsbuchstabens der ersten Summe:

@t =3 (07 [(TF ) - ()] -

=St (TY),

‘W0 nun:
t

2
t—1

2
ist. Dieser Ausdruck hat dieselbe Form, wie (10), und nach z-maliger
Wiederholung des Processes folgt:

® trr= T (T (BT,

wo wegen der Gleichungen (I) die Formel von selbst an der richtigen
Stelle abbricht, so dass die obere Grenze weggelassen werden konnte.

Geht man nun mit den Ausdriicken (E), (G) in die Formel (9a)
ein, mit dieser und (9) in (8), so kommt eine dreifache Summe, die
sich so schreiben lisst:

G + i — --9&’(—-1)92( @) (M)

2y C7) G+

(M 441
Fen(E Y.
Da diese Summe da abbricht, wo einer der Factoren Null ist, so ist
die Summationsfolge vertauschbar, die Summenzeichen konnen voraus-
gesetzt werden, und die Factoren vereinigt. Nun ist:

GCT)=GEICT7);

Setzt man daher:

Ai=

A+t rT=0,

=1y (M) -

-8 3 3@ o)

g=1 a=0 7

so wird:
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Zieht man aus der Summe das Glied heraus, fiir welches z =0,
¢ =0, und folglich

6 E)=-0C77)-
6)\z)  \z y
ist, so lasst sich dies mit dem vor dem Summenzeichen stehenden zu:

A=(_1)i(M+i+1__9_‘ I)Q(M—{—g) M+11)

i1
-2 oM

vereinigen, und in: (k4 ¢); = A4 — B ist der Rest: B die drei-
fache Summe, nur dass ¢ von der unteren Grenze 1 ab geht. Wir
verwandeln in B die untere Grenze fiir ¢ in 0, indem wir ein Glied
addiren und subtrahiren, das diesem Werth entspricht, und fiir welches
denn auch z =0 sein muss, wenn das Glied nicht von selbst ver-
schwinden soll. Nach Einfiihrung eines neuen Summationsbuchstabens:

V=@ —7T
erhilt man so:

p—- 3w (@) (i)

—1—21—57’(—— e (6) (M) E 28 ) X e Q)

wo die untere Grenze fiir » aus: (— 7) in: O verwandelt wurde, weil

(M + v
Y4
fiir negative » verschwindet. Die Grosse 7 = 6 — 1 ist aus Zhnlichem

Grunde immer < ¢ zu nehmen. Aber der Werth des zweiten Gliedes
in B ist Null, weil fir ¢ > 7> 0:

D=1y ( ) —o0.
=0
B reducirt sich also auf das erste Glied rechts. Was 4 angeht,

so beweist man mit Hilfe bekannter Relationen zwischen Binomial-
coefficienten, wie wir in IX. zeigen werden, dass die Summe A aus-

fithrbar ist, nimlich:
M+ 1
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Demnach wird:
k4 ip—4—B= Z(—-—l)a(f’)( Ay

in Uebereinstimmung mit der Formel (10), w. z. b. w.

VIIL

Algebraische Functionen, die in einer Maximalzahl von Punkten der
Curve Null und unendlich werden.

Diese Functionen sind Quotienten von ganzen Functionen (n — 3)ter
Ordnung, die sich adjungirt verhalten und in den Punkten einer der

Specialgruppen Gé", fiir die @ ein Minimum ist, verschwinden. Man
hat, um die Anzahl dieser Gruppen zu finden, die Formel (10) des
vorigen Abschnitts auf den Fall anzuwenden, dass:

s=n—3; 6=0; k4 i=p,
also:
M—nn—3)— Dale—1)~k=2p—2 1}
ist, und, in Uebereinstimmung mit den Bezeichnungen des 1. Abschnitts:
k=0Q; M=2p—2—k=R; i=r,
zu setzen, wihrend g =1 ist. Dann ist die Anzahl der Gruppen

G von Q Punkten einer Curve vom Geschlecht p, welche zu einem
willkiirlich angenommenen dieser Punkie so bestimmbar sind, dass durch

G eine r-fach unendliche Schaar von adjungirten Curven (n — 3)er
Ordnung geht, gleich:

le—te+7e= v () (3 L1250).

Diese Formel wurde zuerst in der Abhandlung von Herrn Nother
und mir im VII. Bd. dieser Ann. S. 296 ohne Beweis verdffentlicht.
Ein Vergleich derselben mit der des Herrn Castelnuovo lehrt, dass

die Summation ausfithrbar sein muss. In der That bestehen (je nach-

dem p gerade oder ungerade, also @ = % —|- 1 oder = £~+—3 ist)
die folgenden merkwiirdigen Beziehungen:

2.2 C) (f___; ) 5%

3p—5

g - Zer 025 22 (i2)

=0
v 2 — 2v 5

o)
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Den Nachweis derselben erbringe ich in der nachstehenden Note. —
Mit weniger Aufwand an Rechnung beweist man im Folgenden eine
andere Beziehung zwischen Binomialcoefficienten.

IX.
Eine Relation zwischen Binomialcoefficienten.

Es handelt sich um den nachtriglichen Beweis der in VII a. E.
benutzten Identitit:

S () - (5

Man kann dem Ausdruck unter dem Summenzeichen die Form geben:

(ﬂ{ﬁji‘—l (]ﬁvl) (M+y+l){(M+1~@—!—v +(Mf£—-z}
(" @)+ GEO ),

v+1l=p
gesetzt wurde. Man hat also, wenn S die zu bestimmende Summe ist:

WO:

3= S (rrn @) -Ser (@)
fiir: il
Weil ferner: .
(i+1)=0

ist, so braucht die erste Summe bloss bis g==7 ausgedehnt zu werden.
Fiigt man noch je ein Glied zu, das dem Werth g = 0 entspricht,
so wird, indem man es wieder abzieht:

s —— 1) — 1@ +(5) + (%)

—— 1) —r® + (53

S () (@) =ro

gesetzt wird. Diese Summe Hisst sich' nun auswerthen, indem man
das allgemeine Glied als den st Differentialquotienten einer passend
bestimmien Potenz von z, genommen fiir z = 1, auffasst, und die

wenn:
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Summe auf die Berechnung des ¢t Differentialquotienten einer Potenz
des Binoms 1 — z zuriickfiihrt. In der That ist:

(@) -;Ir [ dd; Z (— 1 (;) x”“‘l__

G Lo -
Entsprechend wird f(k) = (— 1)+, also:
@) +1(k) =0,

S= (‘%[_’__{_11), w. z. b. w.

|

|

hiernach:




