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Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel.
(Von C. W. Borchardt.)

(Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 25. Februar 1858.)

Einer sehr frihen Epoche in der Kenntnifs der elliptischen Integrale
gehort das }ngebnifs an, dafs die Bestimmung des completen elliptischen In-

tegrals erster Gattung -

in dq

(1') / 2 2’) Toin 2

/ Ym*cosg*+ n'sing
. auf die Berechnung des arithmetisch-geometrischen Mittels von = und =
zuriickkommt. Indem man die Landensche oder die Gaufssche Trans-
formation zweiter Ordnung auf das complete Integral (1.) anwendet, fin-
det man, dafs dasselbe unverindert bleibt, wenn man fir m und » deren

arithmetische und geomelrische Mittel m, — } (m+n), n, = 1/;:717 setzt. Wie-
derholt man diese Operation unter Einfiihrung der Bezeichnungen

my, =} (m,4-mn,), n,=ymn,

my =} (my4-n,), ny=7ym,n,, etc.
so nahern sich die beiden Reihen von Grofsen

' m, my, m,,

n, n, n,
derselben Grenze w, d. h. dem arithmetisch-geometrischen Mittel von m und
n nach Gaufsens Bezeichnung, und der Werth des Integrals (1.) ergiebt sich
1

1
= lag.—.
z w

Die umgekehrte Aufgabe, von dem arithmetisch-geometrischen Mittel
als dem Grenzwerth, auf welchen die wiederholte algebraische Operation fihrt,
auszugehen und' dessen Berechnung auf die Bestimmung des elliptischen In-
tegrals zurickzufahren, bietet bedeutend grofsere Schwierigkeiten dar, in so
fern man hierbei die Transformation des elliptischen Integrals nicht voraus-
setzen darf, also durch andre Mittel zum Ziel gelangen mufs. Der hier fol-
gende Aufsatz beschafligt sich mit der Losung dieser Aufgabe.
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128 Borchardt, uber das arithmetisch-geometrische Miftel.

Das arithmetisch - geometrische Mittel w von m und = sowie jede
Function von w hat der Definition nach die Eigenschaft, unverindert zu blei-
ben, wenn man fir = und n deren arithmetisches und deren geometrisches
Mittel setzt. Sie geniigt also der Functionalgleichung

() f(m,n) = f(3(m+ n), ymn),
und umgekehrt ist jede Function f, welche dieser Gleichung geniigt, eine
blofse Functiop von w, da man durch unendlich oft wiederholte Anwendung
f(m, n) = f(w, ) findet. . Die Beslimmung des arithmelisch - geometrischen
Mittels kommt also auf die Losung obiger Funclionalgleichung zurick.

Man siebt der Natur der hier zu losenden Aufgabe nach voraus, dafs
die gesuchte Function f{m,n) einer partiellen Differentialgleichung geniigen
mufs. Eine weitere Ueberlegung zeigt, dafs diese partielle Differentialgleichung -
sich durch. schickliche Wahl der Unbekannten auf eine gewohnliche Differential-
gleichung zurickfihren lifst. Wenn man ¢.m und ¢.n an die Stelle von m
und n setat, so geht zugleich @ in ¢.w dber; w ist daher eine homogene
Functioh erster Ordnung von m und n, mithin sind die partiellen Differential-

quotienten und -aa—;‘:i homogene Funclionen der Ordnung Null von 2 und

ow
om
n, d. h. nur von dem Quotienten % abhangig. Da iberdies f(m,n) eine
~ blofse Function von w ist, so hat man die Proportion:

of  of 8w dw

Der Quotient —g{—aﬁn’—} ist also fir alle Functionen f ein' und dieselbe Function
von —'nf;, die von einer gewohnlichen Differentialgleichung -abhangt, wahrend f
einer partiellen Differentialgleichung genigt. Bezeichnet man mit @ und » die
partiellen Differentialquotienten von f nach m und n, so wird also —;—- die
abhingige Variable, ?"3— die unabhéngige Variable der zu suchenden Differen-
tialgleichung sein. ‘

Anstatt nun die Quotienten %- und -5— sogleich in dielRebbnung ein-
sufibren, thut man gut, die Homogeneitit der Variablen beizubehalten. Man

hat zwar dann anstatt eines Differentialquotienten, der nach —'-:f genommen ist,
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die beiden nach = und nach » genommenen zu betrachien, indessen hiingen
dieselben von einander ab. So hat man z. B. fir den ersten Differentialquo-

. v
tienten von T;

3 G 1w ()
oder nach Multiplication mit y,

0= }—[—n » _ d"’ ,

"W om 6m 81 dn

so dafs man anstatt des Differentialquotienten von -;— nach -; einen Ausdruck,
den ich mit ¢ bezeichnen’ will, zu betrachten hat, welcher durch die Doppel-
gleichung zu definiren ist

@E) = m{,u o a”; = v 8[»}

om " Om "{”'aT;— on
Um die gesuchte Differentialgleichung zu erhalten, wird man folgendes
Verfahren einzuschlagen haben:

Wenn man aus der gegebenen Functionalgleichung (2.):
[(m, n) = f(my,n,),

wo m, = }(m-n), n,= ymn, durch Differentiation neue Gleichungen ab-
leitet, so findet man zwischen den Differentialquotienten von f(m,n) und
f(m,,n,) Relationen, die weniger einfach sind als die zwischen den Functionen
selbst bestehende, die aber doch gestatten, jeden Ausdruck, der m, n, f(m, n)
und seine Differentialquotienten nach m und % enthélt, in einen andern zu
iransformiren, welcher aus m,, n,, f(m,,n,) und dessen Differentialquotienten
nach m, und n, zusammengesetzt ist.

Gelingt es nun, diesen Ausdruck so zu wihlen, dafs der transformirte
ebenso aus m,, n, und f(m,, n,) gebildet ist wie der urspringliche aus m, n
und f(m, n) oder dafs sie sich wenigstens nur durch einen von der unbe-
kannten Function freien Factor von einander unterscheiden, so wird man
durch einen unendlichen Progrefs zur Bestimmung dieses Ausdrucks gelangen,
indem man denselben auf einen solchen zurackfihrt, in welchem m und n
beide durch dieselbe Grofse w ersetzt sind. Diese Bestimmung wird also zu
einer Relagtion zwischen m, n, f(m,n) und den Differentialquotienten von f
fahren, d. h. zu der gesuchten Differentialgleichung. An dem vorliegenden
Beispiel lafst sich das Verfahren folgendermafsen durchfihren: | |
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Bezeichnet man mit u, und », die nach s, und n, genommenen Diffe-
rentialquotienten von f(m,,n,), so erhilt man durch Differentiation der Gleichung
f(m,n) = f(m,,n,) nach Fortschaffung der Nenner

2Yym.u = ym.u,4yn.v,
2yn v = yn .u,+ym.v,.

Dies sind die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung. Man kann von
denselben zu den drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung tbergehen, in-
dessen sind dieselben nach der oben angefihrten Doppelgleichung (3.) nicht
unabhéngig von einander, sondern es folgt aus zweien die dritte. Es genigt
daher z. B. diejenigen beiden zu betrachten, welche aus den Differentialglei-

chungen erster Ordnung (4.) durch Differentiation nach  allein hervorgehen.
Dies ergiebt

,,,,u+zwn"’“ 2,,,,u1+(v:n——‘-"—+v L) Gt (Yo 4 ym d,,)""'
2/ =gyt (1 G i am>%’:: +(yn Lt tymg) g

Man weifls iiberdies nach den friberen Betrachtungen, dafs die Differential-

) |

quotienten zweiter Ordnung von f(m,n) also die Grofsen 2—2’ % nur in

" solcher Verbindung vorkommen konnen, wie sie sich in dem mit / bezeichneten

Ausdruck (3.) finden, d. h. in der Determinante yai——vgﬁ- Man hat dem-

nach aus den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung (4.) und aus den
beiden zweiter Ordnung (5.) die Determmante zu bilden und erhilt

—-2}/—-W+4an(u—-—v L) = ——ﬂ/——(ul )
dmy |Ym || 2 o
+ om |Yn ym gﬁf ‘-55-:-‘-
on Vm ¥n i
+ == l 8;4, 7
m | yn fm on, Bn:
Fuhrt man dem Ausdruck I entsprechend den Ansdruck !, durch die Doppel-
gleichung *

0 d
l-—‘ml(t“'l '_""1’1 a:;l - -—-nl(yt a" .l a:l
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ein, so reducirt sich das erhaltene Resultat auf folgende einfache Gleichung:

(6) —2uvtdl = —j(id—) LBzl mny

mgn,

Diese Transformation hat noch nicht den oben auseinandergesetzten Charakter,
da die ersten Diﬁ'eréntialquotienten linker Hand in der Verbindung uv, rechter
Hand in der Verbindung uj—»; vorkommen. Da aber u und » lineare
Functionen von u, und », sind, so ergeben sich hieraus u’, uv und #* als
lineare Functionen von ui, w,», und »;. Zwischen zwei gegebenen quadra-
tischen homogenen Verbindungen von u, v und zweien solchen von y,, »,
besteht daher immer eine und nur eine Relation. So erhdlt man zwischen u»
und w*—»* einerseits, u,», und ui—»] andrerseits aus den Gleichungen (4.)
“die Relation |

() F(*—n) gy mn (@2 —) = § =" V— B — ) v, - oy (15— ).

Multiplicirt man nun die friher erhaltene Gleichung (6.) mit — }(m*—n?) und
addirt sie zu dieser, so erhilt man

(8) mn (1“ —1°) 4 (m*—n®) (uy—1) = V—-— {ml"l(!‘l ”2)"!‘("‘1"‘”1)(.“1”1“1)}9
also, wenn man den Ausdruck

mn (u? —97) - (m* — %) (uy —1)
mit y(m, n) bezeichnet, ,
' p(m,n) = %w(ml,n,).

Indem man diese Transformation Wiederholt anwendet, bekommt man eine
—n  m—

m

2Ymn ’ 21/m,ml
nihern und deren Product um so mehr gleich Null wird. Dies Product mul-
tiplicirt in 1 (w, w), welches, wie leicht zu sehen, ebenfalls gleich Null wird,
ist dem Ausdruck y(m, n), von dem ausgegangen wurde, gleich, also hat man
y(m,n) = 0,

(9)  mn(ut—2)4 (m— ) (ur —1) =
Es genigt also der Quotient % in Beziehung auf die unabhingige Variable

, etc., die sich immer mehr der Null

Reihe von Factoren

d. h.

—:.- einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung. 1In der That,

setzt man

”S&—n.’b’v =
= =Y,
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so erhilt man die einfache Differentialgleichung

2 2 d xy
m(l,-y~){_(1_~1:)_i__l = 0
oder

10) z(1—a) L (@ ty)(1—ay) = 0.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades, welche
wie die vorliegende von der Form

d-
4 = 4"+ By+C

lst kann bekanntlich immer auf eine lineare der zweiten Ordnung zuriickge-
fihrt werden, in der niamlichen Art, wie es mit der Riccatischen Differential-
gleichung zu geschehen pflegt. Eine solche Zuriickfihrung gelingt durch ver-
schiedene Substitutionen, in dem vorliegenden Fall z. B. durch die Substitution

dv
. v _ dx
Y = T oFav T d(xv) ?
dx
p dv .
wo ¥ = —— ist.
dx
Man erhélt alsdann fir » die Differentialgleichung
2
1) 0= (e—a) T8t (1—32) L _ g,
Die gebrauchte Substitution kommt aber damit iberein, dafs man von
’ of : ‘
dem Quotienten —;—'-: g’; zu derjenigen Function f(m, n) ibergeht, welche
am

. . . 1
eine homogene Function — 1" Ordnung von m und n also proportional —
ist, Denn fir eine solche hat man

= [ muta,
daher
. _‘lL — my
Y =" T T e
also wenn man mf, was blofs von .z'=—:'-:— abhingt, mit v bezeichnet
| dv
__ ___ dx
y - dv 9
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" was die frihere Substitution ist. Ebenso wirde die Substitution
.v!
Yy = —?v_*_.l.t.ﬁ

der Betrachtung der homogenen Function /o = f(m, n) der Ordnung — ¢ ent-
sprechen, aber fir keinen Werth aufser fir o =1 giebt diese Formel eine
Substitution, welche zu einer linearen Differentialgleichung fahrt. Hierin also
liegt der Grund, warum der reciproke Werth des arithmetisch-geometrischen
Mittels betrachtet werden mufste.

Die lineare Differentialgleichung (11.) wird also von dem Ausdruck

v= ‘:7’:‘ befriedigl, wo w das arithmetisch-geometrische Mittel von m und n,

und w=% ist. Dies Ergebnifs allein, verbunden mit der Nebenbedingung,

dafs fir sm —n auch w =m wird, oder, was dasselbe ist, dafs fir r =1
auch v=1 wird, wirde zur vollstindigen Bestimmung des arithmetisch-
geometrischen Mittels geniigen, wenn man auch nicht wifste, dafs die Glei-
chung (11.) die Differentialgleichung des completen elliptischen Integrals in
Beziehung auf seinen Modul ist. Mit Voraussetzung der von Legendre gege-
benen Integration der Gleichung (11.) erhélt man als ihr vollstindiges Integral

— CF(2)4 G,F (),
wenn man unter F'(x) das complete elliptische Integral erster Gattung des
‘Moduls @ versteht, und z, = y1—4*® selat. Fir =1 wird F(x)= oo,
F(x,) = 4n. Damit der zugehorige Werth von v die Einheit sei, mufs man

also C=0, Cl=% setzen, und erhélt

m 2 i
= — == —F —
v w 7 (@) = / Ym*cosg -|—n smtp
Es hat keine Schwierigkeit, die Zurickfihrung der urspriinglich er-
haltenen nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung auf eine lineare

zweiter Ordnung ohne Einfahrung des Quotienten a:=-% zu bewirken. Man

gelangt dann fir die homogene Function —1*" Ordnung f(m,n) = —:,-, also,

was dasselbe ist, fir das complete elliptische Integral (1.) zu einer linearen
Diiferentialgleichung zweiter Ordnung, welche nur Differentialquotienten zweiter
Ordnung nach m und n genommen enlhalt und ihrer Einfachheit wegen an-
gefiahrt zu werden verdient.
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Bezeichnet man mit @, b, ¢ die Differentialquotienten zweiter Ordnung,
so dafs
op b — Ou o oy

a=———

om’ n = om ST
so erhialt man, wenn f eine homogene Function —1'" Ordnung ist,
—2u = ma-}nd,

—2v = mb -+ nc,
daher
2(nu—my) = (m*— n*)b—mn(a—c).

Ueberdies ergiebt sich aus der Doppelgleichung (3.)

| = m(ub—va) = —n(uc—rb)
der neye Werth

(. —my)l = mn{(u*—v*)b— uv(a—c)}.

Mit Benutzung hiervon geht die Differentialgleichung (9.)

mn (12— ) (m? — 1) (ur — 1) = 0,
nachdem man sie mit 2 (nu — my) multiplicirt hat, in folgende iber:

{(m* — %) b+ mn (a — &)} {(m* — W)y —mn (1 — 1)} = 0.

Der zweite Factor zerlegt sich wiederum in die beiden my— ny, my + ny,
von denen der erste von der friheren Multiplication mit demselben herrihrt,
wihrend der zweite mu-}-ny mit der Function f(m, n) selbst, abgesehen vom
Zeichen, identisch ist. Verschwinden kann daher nur der erste Factor
(m* —n*)b-|mn(a—c) und es genligi demnach der reciproke Werth f des
arithmetisch - geometrischen Mittels w von m und n, oder, was dasselbe ist,
das elliptische Integral (1.) der Diﬂ'erentialgleichung-

(12') ‘0 — (mz 'z) aman (a'f a!f )

Mit Beriicksichtigung der leicht zu verificirenden Relationen

__d*z*) sy di(xv) 3 d*
wa= g, mb=—g,  me=gn

geht (12.) in

0= (1— d (.rv) ta d’([i—x']v)

iber, welcﬁe Diﬂ’erentialgleichung mit (11.) nberemshmmt,
Berlin, im Februar 1858.




