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lieber das arithmetisch-geometrische Mittel.
(Von C. W. Borc/iardl.)

(Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 25. Februar 1858.)

feiner sehr frühen Epoche in der Kenntnifs der elliptischen Integrale
gehört das Ergebnifs an, dafs die Bestimmung des completen elliptischen In-
tegrals erster Gattung CD rn

 f« /

auf die Berechnung des arithmetisch -geometrischen Mittels von m und n
zurückkommt. Indem man die Landensche oder die Gaufssche Trans-
formation zweiter Ordnung auf das complete Integral (t.) anwendet, fin-
det man, dafs dasselbe unverändert bleibt, wenn man für m und n deren
arithmetische und geometrische Mittel mt — ±(m~\- n), r^ = yV/ setzt. Wie-
derholt man diese Operation unter Einführung der Bezeichnungen

«2 = i (»l! + fti), W2 =

»»3 = i (»12 -f »2)9 W3 =

so nähern sich die beiden Reihen von Gröfsen *
m, »tu m2, . . .
n, nx, 2 , . . .

derselben Grenze , d. h. dem arithmetisch-geometrischen Mittel von m und
n nach Gaufsem Bezeichnung, und der Werth des Integrals (1.) ergiebt sich

= **.!-.*

Die umgekehrte Aufgabe, von dem arithmetisch-geometrischen Mittel
als dem Grenzwerth, auf welchen die wiederholte algebraische Operation fährt,
auszugehen u n d v dessen Berechnung auf die Bestimmung des elliptischen In-
tegrals zurückzuführen, bietet bedeutend gröfsere Schwierigkeiten dar, in so
fern man hierbei die Transformation des elliptischen Integrals nicht voraus-
setzen darf, also durch andre Mittel zum Ziel gelangen mufs. Der hier fol-
gende Aufsatz beschäftigt sich mit der Lösung dieser Aufgabe.

17*
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128 Borchafdt) über das arithmetisch-geometrische Mittel.

Das arithmetisch-geometrische Mittel von m und n sowie jede
Function von hat der Definition nach die Eigenschaft,, unverändert zu blei-
ben, wenn man für m und n deren arithmetisches und deren geometrisches
Mittel setzt. Sie genügt also der Funclionalgleichung

(2.) f(m, n] = /-Q (m -f n], ySif),
und umgekehrt ist jede Function f, welche dieser Gleichung genügt, eine
blofse Function von , da man durch unendlich oft wiederholte Anwendung
f(m9n) = f((o,(o) findet. Die Bestimmung des arithmetisch-geometrischen
Mittels kommt also auf die Lösung obiger Funclionalgleichung zurück.

Man sieht der Natur der hier zu lösenden Aufgabe nach voraus, dafs
die gesuchte Function f(vn, n] einer partiellen Differentialgleichung genügen
mufs. Eine weitere Ueberlegung zeigt, dafs diese partielle Differentialgleichung
sich durch schickliche Wahl der Unbekannten auf eine gewöhnliche Differential-
gleichung zurückführen läfst. Wenn man q.m und q.n an die Stelle von m
und n setzt, so geht zugleich in q.w über; ist daher eine homogene
Functioh erster Ordnung von m und n, mithin sind die partiellen Differential-

r^ r*

quotienten -s— und -3-* homogene Functionen der Ordnung Null von m und

n, d. h. nur von dem Quotienten — , abhängig. Da überdies f(m, n) eine

blofse Function von ist, so hat man die Proportion:

dm ' dn dm * dn

Der Quotient - - ·̂ - ist also für alle Functionen f ein und dieselbe Function* oft dw· '

von JL^ die von einer gewöhnlichen Differentialgleichung abhängt, während/*

einer partiellen Differentialgleichung genfigt. Bezeichnet man mit und v die
4M

partiellen Differentialquotienten von f nach m und n, so wird also — die

abhängige Variable, — die unabhängige Variable der zu suchenden Differen-
tialgleichung sein.

Anstatt nun die Quotienten — und — sogleich in die Rechnung ein-
zuführen, thut man gut, die Homogeneität der Variablen beizubehalten. Man
hat zwar dann anstatt <?m*?s Differentialquotienten, der nach — genommen ist,
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Borchardt) ber das arithmetisch* geometrische Mittel. 129

die beiden nach m und nach n genommenen zu betrachten, indessen h ngen
dieselben von einander ab. So hat man z. B. f r den ersten Differentialquo-

tienten von —

0 = ·« (JL) + „ e ( J L )
dm \ μ / ' dn \ μ /

oder nach Multiplication mit μ2

Λ ( dv 3μ \ , ( dv Βμ \0 = ηιΐμ-τ -- v-~ -ftt Ιμ-χ -- r-~\.r dm dm J ' r g« dw P

so dafs man anstatt des Differentialquotienten von — nach — einen Ausdr ck,

den ich mit / bezeichnen' will, zu betrachten hat, welcher durch die Doppel-
gleichung zu definiren ist

dv du \ j dv dso ^ ι(3.) / = -r -- -vr-^ J ( ' dm. dm

Um die gesuchte Differentialgleichung zu erhalten, wird man folgendes
Verfahren einzuschlagen haben:

Wenn man aus der gegebenen Functionalgleichung (2.) :
f(m, n) = f{m^n^

wo iw1==|(m-f Λ), % = y'mii> durch Differentiation neue Gleichungen ab-
leitet , so findet man zwischen den Differentialquotienten von f(w, n) und
f(muni) Relationen, die weniger einfach sind als die zwischen den Functionen
selbst bestehende, die aber doch gestatten, jeden Ausdruck, der m, n, f(m, n)
und seine Differentialquotienten nach m und n enth lt, in einen ndern zu
transformiren, welcher aus «ι19 f^, f(m^ wj und dessen Differentialquotiehten
nach vnl und nl zusammengesetzt ist.

Gelingt es nun, diesen Ausdruck so zu w hlen, dafs der transformirte
ebenso aus iw19 nA und f(mL^n^) gebildet ist wie der urspr ngliche aus m, n
und f(m, n) oder dafs sie sich wenigstens nur durch einen von der unbe-
kannten Function freien Factor von einander unterscheiden, so wird man
durch einen unendlichen Progrefs zur Bestimmung dieses Ausdrucks gelangen,
indem man denselben auf einen solchen zur ckfuhrt, in welchem m und n
beide durch dieselbe Gr fse ω ersetzt sind. Diese Bestimmung wird also zu
einer Relation zwischen m, n, /*(m, it) und den Differentialquotienten von f
f hren, d. h. zu der gesuchten Differentialgleichung. An dem vorliegenden
Beispiel l fst sich das Verfahren folgendermafsen durchf hren:
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180 Borekardt, über dm arithmetisch"geometrische Mittel

Bezeichnet man mit und i\ die nach mt und % genommenen Diffe-
rentialquotienten von f(m^n^ so erhält man durch Differentiation der Gleichung
f(m,ri) = /"(wi^Wj) nach Fortschaffung der Nenner

(4.)

Dies sind die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung. Man kann von
denselben zu den drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung übergehen, in-
dessen sind dieselben nach der oben angeführten Doppelgleichung (3.) nicht
unabhängig von einander, sondern es folgt aus zweien die dritte. Es genügt
daher z. B. diejenigen beiden zu betrachten, welche aus den Differentialglei-
chungen erster Ordnung (4.) durch Differentiation nach m allein hervorgehen.
Dies ergiebt

l 0 / du i \ f du. , , dv< \dm,i , f , du* , , dv< \ an.- — + 2y w-R£- = - -^ 4-( #*- - :-1-4·Vn-Tr-M-TT-1 + (yw-r^ ^.yn~- j-^r1·,ymr ' Y dm 2Vmr 1 ' \r dm. T r dm./ötw T V r dw, j r dn. / dm '

dm dw,

Man weifs überdies nach den früheren Betrachlungen , dafs die Differential-
r\

quotienten zweiter Ordnung von f(m,n) also die Gröfsen - -, -^ — nur in

solcher Verbindung vorkommen können, wie sie sich in dem mit l bezeichneten

Ausdruck (3.) finden, d. h. in der Determinante -* -- r-J^-· Man hat dem-öm om*
0ach aus den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung (4.) und nns den
beiden zweiter Ordnung (5.) die Determinante zu bilden und erhält

dm

an,
dm

V m

/m ^n

A · -*i
ÖM, df,"T-'ssr

ÖH,

Führt man dem Ausdruck / entsprechend den Ausdruck ^ durch die Doppel-
gleichung *
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orchardt, ber das arithmetisch -geometrische Mittel. 131

ein, so reducirt sich das erhaltene Resultat auf folgende einfache Gleichung:

Diese Transformation hat noch nicht den oben auseinandergesetzten Charakter,
da die ersten Differentialquotienten linker Hand in der Verbindung μν, rechter
Hand in der Verbindung μ\ — v\ vorkommen. Da aber μ und v lineare
Functionen von μι und v± sind, so ergeben sich hieraus μ2, μν und v2 als
lineare Functionen von μ2, μ1ν1 und v\. Zwischen zwei gegebenen quadra-
tischen homogenen Verbindungen von μ, ν und zweien solchen von μΐ9 rl

besteht daher immer eine und nur eine Relation. So erh lt man zwischen μν
und μ2— v2 einerseits, μ^ι und μΐ — ν\ andrerseits aus den Gleichungen (4.)
die Relation
(7,) \(η2-

Multiplicirt man nun die fr her erhaltene Gleichung (6.) mit — |(m2— n2) und
addirt sie zu dieser, so erh lt man

(8.) mn (^-^fK-n'X^-O «yfftfi
also, wenn man den Ausdruck

imi(jii2 — ̂ ) + (m2 — η2}(μν —
mit y(m,ri) bezeichnet,

/ \ —ψ (m, n) =

Indem man diese Transformation wiederholt anwendet, bekommt man eine
Reihe von Factoren mll , m*~~ni etc., die sich immer mehr der Null

n hern und deren Product um so mehr gleich Null wird. Dies Product mul-
tiplicirt in ^//(co^co), welches, wie leicht zu sehen, ebenfalls gleich Null wird,
ist dem Ausdruck ψ (m, n), von dem ausgegangen wurde, gleich, also hat man

φ (m, n) = 0, >
d. h.

(90 rnnW- O + (m2 - n2) (^ - /) = 0.
Es gen gt also der ^Quotient — in Beziehung auf die unabh ngige Variable

— einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung. In der That,
liit

setzt man
n^ _ v _
m ~ ̂  * '̂
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§ 132 Borchardt, über das arithmetisch -geometrische Mittel.

so erhält man die einfache Differentialgleichung

oder
(10.) ^(l_^)

Eine Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades, welche
wie die vorliegende von der Form

ist, kann bekanntlich vimmer auf eine lineare der zweiten Ordnung zurückge-
führt werden, in der nämlichen Art, wie es mit der Riccatischen Differential-
gleichung zu geschehen pflegt. Eine solche Zurückführung gelingt durch ver-
schiedene Substitutionen, in dem vorliegenden Fall z. B. durch die Substitution

dv
v* dx

f dv .

Man erhält alsdann für v die Differentialgleichung

Die gebrauchte Substitution kommt aber damit überein, dafs man von
t ?

dem Quotienten —= * zu derjenigen Function f(m,n) übergeht, welche
'dm

eine homogene Function — lter Ordnung von m und n also proportional —
ist. Denn für eine solche hat man

0 =
daher

mv
y — — f+nv '

also wenn man mf, was blofs von = — abhängt, mit v bezeichnet

do_
dx

~~ 4-jr— 'V^X rfjr
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Borchardt, über das arithmetisch" geometrische Mittel. 133
\

was die frühere Substitution ist. Ebenso würde die Substitution

der Betrachtung der homogenen Function Jv = f(m, n] der Ordnung — p ent-
sprechen, aber für keinen Werth aufser für = 1 giebt diese Formel eine
Substitution, welche zu einer linearen Differentialgleichung führt. Hierin also
liegt der Grund, warum der reciproke Werth des arithmetisch -geometrischen
Mittels betrachtet werden mufste.

Die lineare Differentialgleichung (11.) wird also von dem Ausdruck
t?— — befriedigt, wo das arithmetisch -geometrische Mittel von m und n,

nund x = — ist. Dies Ergebnifs allein, verbunden mit der Nebenbedingung,

dafs für m = n auch —m wird, oder, was dasselbe ist, dafs für # = 1
auch v = l wird, würde zur vollständigen Bestimmung des arithmetisch-
geometrischen Mittels genügen, wenn man auch nicht wüfste, dafs die Glei-
chung (11.) die Differentialgleichung des completen elliptischen Integrals in
Beziehung auf seinen Modul ist. Mit Voraussetzung der von Legendre gege-
benen Integration der Gleichung (11.) erhält man als ihr vollständiges Integral

„ /~t I/V^-N J f~1 I7V_ \i? g""— \_s JF i &j -j- fy« jff *},

wenn man unter F(x) das complete elliptische Integral erster Gattung des
Moduls versteht, und xl = yi — x2 setzt. Für x = l wird jF(a?)=<x>,
F(x^ = | . Damit der zugehörige Werth von v die Einheit sei, mufs man

o
also C=0, Ci = — setzen, und erhält

™ 2 J7,, , 2 f±n
v — — == —ln#i) = —m l -n ^ x/ n J w2 sin *

Es hat keine Schwierigkeit, die Zurückführung der ursprünglich er-
haltenen nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung auf eine lineare

zweiter Ordnung ohne Einführung des Quotienten # = — zu bewirken. Man

gelangt dann für die homogene Function — lter Ordnung f(m, n) = —, also,

was dasselbe ist, für das complete elliptische Integral (1.) zu einer linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche nur Differentialquotienten zweiter
Ordnung nach m und n genommen enthält und ihrer Einfachheit wegen an-
geführt zu werden verdient.
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134 BofeAardt, ber da* arithmetisch-geometrische Mittel.

Bezeichnet mm mit a, b, v die Differentialquotienten zweiter Ordnung,
so dafs

so erh lt man, wenn f eine homogene Function —l ter Ordnung ist,
— 2 μ «=

daher
2(ημ — mv) = (m* — n*}b — mn(a —

Ueberdies ergiebt sich aus der Doppelgleichung (3.)
/ = m(μb — va) = — n(pc-vV)

der etie Wertfa

Mit Benutzung hiervon geht die Differentialgleichung (9.)
mn(^2 — ϊ^) + (βι2 — Λ2)(>^— /) = Ο,

nachdem man sie mit 2(ημ — mv) multiplicirt hat, in folgende ber:
{(»' _ Λ2) b + »m (« — i?)} {(m2 - η*}μν — mn(^t — v*}} = 0.

Der zweite Factor zerlegt sich wiederum in die beiden mv—ημ,
von denen der erste von der fr heren Multiplication mit demselben herr hrt,
w hrend der zweite ιημ-\-ην mit der Function f(m, n) selbst, abgesehen vom
Zeichen, identisch ist. Verschwinden kann daher nur der erste Factor
(m2 — w2) b -f mn (a — c) und es gen gt demnach der reciproke Werth f des
arithmetisch -geometrischen Mittels ω von m und n, oder, was dasselbe ist,
das elliptische Integral (1.) der Differentialgleichung:

(12.) 0 =*= (m2^n2)^ J v y

Mit Ber cksichtigung der leicht zu verificir enden Relationen

geht (12.) in

aber, welche Differentialgleichung mit (11.) bereinstimmt.
Berlin, im Februar 1858.
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