Teoria de Grupos—SO(2)
Teoria Clasica de Campos En éste capitulo mostraremos la conexién entre teoria cldsica de campos
y la relatividad especial.
Al combinar las nociones de teoria de grupos con el célculo de variaciones para explorar las
ecuaciones diferenciales sujetas a restricciones de simetria, surgen los dos teoremas de Noether [1].



Teoria de Grupos—SO(2)

Estos teoremas establecen una conexién profunda entre las simetrias y las leyes de conservacién.

Una representaciéon matricial de SO(2), corresponde al Grupo de matrices 2 x 2 ortogonales de
determinante 1

cosf) sin6
R(0) = < sinf cos 9) ’
donde
1\ _pTioy _ pf_py . [€osO —sinb 9 .2,
R™(0) =R'(0) = R(—0) = (sinH cos > , det[R(A)] =cos” @ +sin“0 =1.

Este es un grupo continuo. Por lo tanto se puede generar a partir de transformaciones
infinitesimales. Para ello, considere el generador del Grupo de Rotaciones en dos dimensiones

(T)ab = —l€ap, (1)

tal que

—(% 1 @)



Teoria de Grupos—SO(2)

Z €ac€ch = —0ap -

(o

Entonces

(), )



Teoria de Grupos—SO(2)

Definimos una representacién matricial del Grupo de las rotaciones como

R(6) =exp (iT0)
-3 )" (4)

n:

Con esta definicién R() is ortogonal ya que

y ademas

det[R(6)] = det [exp (iT8)] = exp[i Tr(7)8] = ® = 1. (6)



Teoria de Grupos—SO(2)

Para realizar la expansién de Taylor en la ec. (4), podemos usar la matriz de traza nula y hermitica
en ec. (3) y generalizar sus potencias para n entero

— 0 —i 2n __ 10 2n+1 __ 0 —i
T_<i o)’ ’ _<o 1)’ T\ o)

Entonces
_ N = (i67)"
R(0) = exp (i0T) = Z(:) o

—~ 2n! prd (2n+1)!

S 02!1 1 oo 02n+1 0
=2 (0 (1)> T2 ) G (: ol>

n=0 n=0 '



Teoria de Grupos—SO(2)

cosf sinf
_<—sin0 cos@) ()

Este grupo es Abeliano, ya que

R(61)R(62) = R(62)R(61) (8)



Teoria de Grupos—SO(2)

si x es un vector en SO(2)

x — x' =Rx, xT = x'T=xTRT, (9)

x-x=x'x—=xTx=x"RTRx=x"x=x-x. (10)



Teoria de Grupos—SO(2)

En mecdnica clésica el Lagrangiano es una funcién de escalares y por lo tanto un vector debe
aparecer en forma de producto escalar, como en el caso de la energia cinética que es proporcional a
v-v



Teoria de Grupos;,»A'Igebras de Lie

U=exp|i) Ti#], (11)
j

donde ¢/ son los pardmetros del grupo y T; los generadores del grupo en una representacién
matricial especifica.



Teoria de Grupos—>Representacién del dlgebra para U(1)

Sea 1) un vector en el espacio U(1), en el sentido que puede sufrir transformaciones de cambio de
fase del tipo

¥ = =UO) ="y
¢* _ T,Z),* :¢*U*(0) — w* e—i@Y ) (12)

Podemos definir el producto escalar como

Yo =9t o Y =T UTO) U)W =T =1 (13)



Teoria de Grupos—> Construccién de Grupos a partir del dlgebra

Considere el dlgebra
K?=-1, (14)

Exploraremos a continuacién las representaciones matriciales fundamentales de dimensién 1 x 1y
2 X2
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Teoria de Grupos—SO(1)

Considere el generador 1 x 1

K=—i, (15)
que genera el elemento del grupo dilaton, SO(1), [?] R(&)

) =, (16)

que corresponde simplemente al grupo de las exponenciales reales. Un nimero real puede sufrir una
transformacion

x—=x =e"x, (17)

que corresponde a su vez a un boost por la cantidad €. Podemos definir un producto escalar
invariante como la divisién de nimeros reales tal que

X ex  x
=2 —x.v. 18
y' ey y Xy (18)

x-y—=x.y =

11



Teoria de Grupos—SO(1, 1)

Queremos obtener una representacién 2 x 2 del algebra

K?=-1,

(19)

donde K es el tnico generador. Para hallar una representacién de esta dlgebra en términos de

matrices 2 x 2 considere el generador

0 —i
(% 7)
que genera un elemento del grupo SO(1,1) con pardmetro &

N = exp (iEK) .

Para realizar la expansién de Taylor, considere

0 —i -1 0
0 _ _ 2 __
K _12><27 K - <_I O> 9 K - < O _1> )

(20)

(21)
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Teoria de Grupos—SO(1, 1)

n n n n 0 —i
K> =(—1)"12x2, K2+t =(-1) < . OI>'

Entonces,

N =exp(iEK) = Z (igrk)”

nl
n=0
_ = 2n §K)2n = 2n 1 fK 2n+1
_n:O 2n! +Z} ’ (2n+1)!
& e £ (0
_n:o(_ ) om 1) (o 1) +;’(‘1) 2nroi Y (—i 0)

£ /10 e A
Z2n| (0 1>+Z(:)(2n+1)! 1 o>

_ [cosh{ 0 . 0 sinh &
- 0  cosh¢ + sinhé 0

13



Teoria de Grupos—SO(1, 1)

_ [cosh& sinh§
_’<§nh§ coshﬁ) ’ (22)
Podemos entonces definir el grupo SO(1,1) como el grupo de las matrices 2 x 2 que satisfacen la
condicién
Ngh=g, (23)

donde

= ((1) _01> . (24)
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Teoria de Grupos—SO(1, 1)

Six = (x° xl)T es un vector en SO(1,1)

x — x' =Ax, xT = x'T =xTAT, (25)

x-x=x"gx > xTgx =x"NTghx =x"gx=x-x. (26)
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Teoria de Grupos—SO(1, 1)

16



Teoria de Grupos—SO(1, 1)

SON) « SUN)

SE S [SE]
SO(3) g%isomorfofy SU(2)

rotaciones reales SO(2) §L> U

L
i

rotaciones imaginarias SO(1,1)

1)  numeros complejos de norma 1

~— X - )

SO(1) exponenciales reales

61 B Bs 21 22 23

SO(1,3) . - SU((2)x SU(2)




Teoria de Grupos—SO(3)

(Li)jk = _ieijk . (27)
Explicitamente
00 0 0 0 i 0 —i 0
(=10 0 —i =10 00 2=|i 0 0
0 i 0 —i 00 0 0 0

Estos generadores satisfacen el dlgebra (suma sobre indices repetidos)
(L U] =iejl”. (28)
donde el conmutador de dos matrices A y B se define como

[A,B] = AB — BA. (29)

18



Teoria de Grupos—SO(3)

donde, haciendo los mismos pasos que para SO(2) en (7),

1 0 0 cosfhh 0 —sinb, cosfl3 sinf3 O
R(61) =10 cosf; sinf; |, R(62)= 0 1 0 R(03) = | —sinf3 cosf3 0] ,
0 —sinf; cosb; sinf, 0 cosf, 0 0 1

(30)

10



Teoria de Grupos—SO(3)

R(0) =R(01)R(62)R(03)

C1C2 — C35152 C1C2 + C3C1S2 S35
= —c15 — 3515 —s15 + o 36 |, (31)
5351 —S53C1 (&]

donde ¢; = cosb;, s; = sinb;.
Claramente, el Grupo SO(3) es no Abeliano, es decir

R(61)R(62) # R(62)R(61)

20



Teoria de Grupos—SO(3)

El producto escalar bajo SO(3) es invariante:

x-x=xx—=xXTx=x"RTRx =x"x=x-x. (32)

21



Teoria de Grupos—SU(2)

J

) () (0

que al dividirlas por dos, dan lugar a los generadores del Grupo. Las constantes de estructura del
Grupo corresponden a €. Como los generadores no conmutan, SU(2) es un Grupo de Lie no
Abeliano. Definiendo los generadores de SU(2) como

donde 7/

T =7 (35)

27



Teoria de Grupos—SU(2)

Un elemento del Grupo puede escribirse como
i

U(9) — eiTiQ,- ~1+ ITIH, =1+ 1%91 (36)

Como antes, 6; son los pardmetros de la transformacién. Usando las propiedades T;, podemos
mostrar que la representacién matricial 2 x 2, U(0), satisface

@ Unitariedad: U~%(8) = U'(8). En efecto

cit i
UT(B)U(G) :eflT Q;eIT 0;
_efiTiGIeiT’Q;

la identidad 2 x 2.

23



Teoria de Grupos—SU(2)

@ Especial (Special): Usando la formula de Jacobi para la exponencial de una matriz, A,
dete? = e 4 tenemos que

det[U(0)] = det {exp [i Tr (T7) 6;]}

De esta manera T; genera el grupo de matrices 2 x 2 unitarias y de determinante 1: SU(2).

24



Teoria de Grupos—SU(2)

J=L+S

L € SO(3) .
»

S € S0(3) S €SU(2)

Figura: momento angular total para la tierra y un electrén no relativista. creditos
https://www.flaticon.com/authors/smashicons y Wikipedia

A
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Teoria de Grupos—SU(2)

Los objetos mds simples que pueden sufrir transformaciones SU(2), corresponden a vectores
columnas de dos objetos complejos, como dos funciones de ondas, donde cada funcién de onda
puede tener una de dos posibilidades de carga (una carga mas que en U(1))

vy * *
V= <w2> : v = (v w3, (37)
La transformacién de este doblete bajo SU(2) es

vV =U(9)V
v — Wt =wiyi(e). (38)

26



Teoria de Grupos— Producto escalar en SU(2)

Sean Wy T, dobletes SU(2). Hemos definido el producto escalar SU(2) de la forma Wi, por
ejemplo. Pero hay otra forma de construir el producto escalar para SU(2). Mds especificamente,

tenemos
. \Vl _ Tl
v (). r- (). )

Podemos definir un producto que es invariante bajo SU(2) como el producto escalar bajo la
“métrica” de SU(2) (suma sobre indices repetidos)

VT = eV, T, = VT =capUac Upg Ve Ty
= (V11U — Ur2Ua1) (V172 — W, Ty)
=e® (det U)W, T,
=PV, T}, (40)

Es claro ademds que

Vv.T = eab\UaTb :W1T2 — \Ule . (41)



Teoria de Grupos— Producto escalar en SU(2)

Con el contenido de campos de W, siempre es posible definir el doblete adjunto de SU(2) como

v=("%) 42)

En tal caso es posible escribir el producto escalar SU(2) es una forma matricial, la cual muestra una
invarianza mas evidente

VT = eV, T, =U;Ts — Uy
=V3To — (—V1)Ty
=V3Ty + ViTy
=V3Ty + ViTy
=52 VT,
=viT. (43)
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Teoria de Grupos— Producto escalar en SU(2)

Por lo tanto, el producto escalar entre dos dobletes de SU(2) se puede escribir en cualquiera de las
dos formas

v.T, or wiT, (44)

En adelante, usaremos la primera forma.
Ejemplo: Escribir ¥ - T en forma matricial

V. T = Gabwa’rb :Wng - Wle
=— (V21 = (=V1)T2)

== (v —uy)" G;)
L

=—viT. (45)

20



Teoria de Grupos— Producto escalar en SU(2)

Usando la correspondiente identidad para los delta de Kronecker
W, T, =52UET,
:GadGCd\U:TC , (46)

y con el intercambio a <+ d, tenemos que

‘:lvia (eabTb> :edaeca\UZTc

e
:ead\UZ (e*°T¢) . (47)
Por consiguiente
v, =2V (48)

En forma matricial, tenemos

~ €11 €2\ (V]
V= 1
(o =) )

20



Teoria de Grupos— Producto escalar en SU(2)

A

=i V" . (49)
Ejemplo: Demostrar (45)
v T =yhr
iU T =T
—iTV T =wTy
iV T =vTT

im(im)V - T =inp Ut
v.T=—vwir, (50)

21



Teoria de Grupos— SU(N)

En general, si N°> — 1 generadores A,, satisfacen el algebra

[Na; Ab] = i fape A, (51)
con
AL =A,, Tr(A)) =0, (52)
entonces las matrices N x N
U(0) = exp (iN,67) (53)

son unitarias y de determinante 1, y constituyen la representacién fundamental de SU(N).

k¥l



Teoria de Grupos— SU(N)

Los objetos mds simples que pueden sufrir transformaciones SU(N), corresponden a vectores
columnas de N objetos complejos, como N funciones de ondas por ejemplo, donde cada funcién de
onda puede tener una de N posibilidades de carga (N — 1 cargas mas que en U(1))

vy
Vs
= .| wh=(wi ws v, (54)
Yy
La transformacién de este multiplete bajo SU(N) es
VW =U(O)V
v — W =wiyi(e), (55)

donde

0:(91702a"' 79N2—1)‘ (56)



Teoria de Grupos— SU(N)

La definicién del producto escalar es

v.v =iy, (57)
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Teoria de Grupos— SU(N)

La representacién adjunta para SU(N) esta definida por

o] = —ifupe. (58)

25



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—

Los seis generadores independientes del Grupo de Lorentz SO(1, 3) se pueden definir a partir del
tensor antisimétrico

(le)aﬂ :ieuypoepaaﬁ > (59)

donde se usa la convencién de suma sobre indices repetidos que estén contraidos (uno como
superindice y el otro como subindice): p, v, o, 5 =0,1,2,3, alin en el caso de que sean indices
latinos: /,j,k =1,2,3.

Los seis generadores independientes satisfacen el dlgebra del grupo SO(1,3)

[JH | JP7] =i(g"P JHT — ghP JV7 — g7 JHe 4 gh JuP) | (60)
donde
1 0 0 0
0O -1 0 0
AR
©1=|0 o 1 ol (61)
0 O 0o -1

denota la forma matricial del tensor g#”.

26



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—

Cualquier representacidon matricial de esta dlgebra debe obedecer las mismas reglas de conmutacién.

De las las matrices 4 x 4

(S )ap =€ €pgap

nos interesan realmente las componentes definidas como

(Juy)aﬁ = gom' (JW/)A,/B :I-gaveuypaepgwﬂ )

Teniendo en cuenta la identidad

podemos escribir

7 € pras = 0108’ g — 81507

()0 = (80" = 6" 38".)
() =i (5,0 — 8V 56"
() =i (g8 s — ¥ 5")

(62)

(63)

(64)

(65)

7



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—

donde p y v rotulan cual de las dieciséis matrices se desea, mientras que « y 3 rotulan las
componentes de las matrices. Estas matrices satisfacen la relaciones de conmutacién (60).
Usando la ec. (65)

(J")" 5 =i (g"0"s — 0°g™) . (66)

Las dnicas componentes diferente de cero son

(J09)°, = ig®'; =i, () = —itog” =i. ©7)
Entonces
0 /00 00 /0 0 0 0 i/
. |i 000 02y |0 000 03, _ [0 000
0 00O 0 00O i 000

28



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—

Definimos
Ki=J0=_J%, (69)
Ademas
(J’j)aﬁ =i(g"*V5—6'3g"). (70)
Las tnicas componentes diferente cero son
(1), =i ("5 m — 5ing”) - (71)
Definiendo

Li = Zep ™, (72)

N~

tenemos en términos de componentes que

N
L), :Eﬁi'k v
mo2 m

20



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—

L (6160 S
i . .
=5 <€ijkgﬂ5km - GUk(Sngkl>

]
/ !
:2 <€im_€im>

(Li)py = — i€itm (73)

donde, L; son los generadores de SO(3) en ec. (27), escritos como matrices 4 x 4 con la primera fila
y la primera columna nulas.

40



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—

En resumen, el conjunto de 16 generadores asociados al tensor antisimétrico de 16 matrices 4 x 4
()% 5 =i (86" 3 — 0" 38"") (74)

es equivalente a los seis generadores

000 O 0 0 00 00 0 O
000 O 0 0 0 i 00 —i 0
L=lg 00 —i| L=1y o0 00| =10 i 0 o
00 i 0 0 —i 00 00 0 O
0 —i 00 0 0 —i 0 0 00 —i
i 0 0 0 00 0 O 0 00 O
Ki=1o o 0 ol Ko=1_; 0 0o ol Ks=10o 00 o (75)
0 0 00O 00 0 O i 00 0

41



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—De seis a dieciseis

Cuando se quieren obtener las tres componentes temporaloides, T', y las tres componentes
espacialoides S’ a partir de un tensor antisimétrico, 7, se usan las siguientes definiciones

. . 1.
T =770 s’ zie“k'ﬁk. (76)

Cémo se mostrard a continuacién, dichas expresiones se puede invertir de tal manera que

TO=T Ti =Sk (77)

Vi)



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—De seis a dieciseis

Por lo tanto

wio =& , Wim =€jlm®)’
JO =K', Jm =i (78)
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Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—De seis a dieciseis

Teorema: La representacion 4 x 4 del Grupo de Lorentz se puede obtener de la exponenciacién de
los generadores matriciales 4 x 4 J¥ y los pardmetros w,,,

uv
A = exp <—in'12> , (79)

44



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—De seis a dieciseis

Recordemos que

cosh& = 25211 ~ 1+ 0(&)

_ X g2t )
Smhg:ZOQn—i—l)! ~{+0(€),
Un boost infinitesimal a lo largo de x es
1 £ 0
N oo =00 (iKY = |5 ¢ ]
0 0O

donde el generador de boost es

=
N
[l
O O O O
O O O O

= O O O

45



Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—De seis a dieciseis

Usando la expansién de Taylor (22), tenemos que

coshé; sinhé; 0 0 coshé, 0 sinhé O
poy sinh&; coshé 0 0 poy 0 1 0 0
{n&)" ) 0 0 1 0| &)} sinh& 0 coshé& 0]
0 0 01 0 0 0 1
coshés 0 0 sinhés
0 10 0
B —
sinh&s 0 0 cosh&s

Similarmente, una rotacién por un angulo infinitesimal 6 = 03 alrededor del plano xy (o sobre el eje

2)

{AMV }xy—rotation ~

coor
Lr

oo

~ o oo
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Grupo de Lorentz: SO(1, 3)—De seis a dieciseis

Que como hemos visto, puede obtenerse a partir de los generadores del Grupo de rotaciones SO(3),
generalizados a matrices 4 x 4

0
10
0

A7



Representaciones 2 X 2 del Grupo de Lorentz: SL(2, C)—

Aqui nos enfocaremos en la representaciones mds simples no triviales del Grupo de Lorentz. Estas
corresponde a las representaciones no equivalentes 2 x 2: (%, 0)y (0, %) del grupo SL(2, C) con
elementos

.ot
2(30) =P\ Ty
donde los seis generadores independientes estan dados por
i

ot = 7 (c¥'a” —a¥at) . (86)

satisfacen el dlgebra de Lorentz, eq (60), tal que

o =(c? o), ' = (o0 7), (87)
con
00 =150, oo :(01702,03)
70 =150, T =5 =(—0t, 0% -0 (88)

que incluyen las tres matrices de Pauli (34), con &lgebra (33)
A8



Representaciones 2 X 2 del Grupo de Lorentz: SL(2, C)—

WMVO'MV:—iE'O"i‘O'O'.

Aqui hemos usado la notacién de subir el indice con la métrica
i e e g

§'=g"¢=28"¢i=—¢&.

Por consiguiente

.ot o . O
IOJNVT:E'E"_/O'E.
Comparando con la expresién general (77)
JH
—inT =i§-K+i0-L,

tenemos que los generadores para la representacion (%, 0) del subgrupo SL(2, C) son

o (o4
Koxo = — i Lo =2
2x2 /2 y 2x2 >

40



Representaciones 2 X 2 del Grupo de Lorentz: SL(2, C)—

La ecuacién (86) se puede escribir en términos de los seis generadores independientes
correspondientes a los boosts y las rotaciones

S10) =S = exp (E~%+i9-%> , (89)

La otra representacién independiente es

[5]* = 5(07%) =S* =exp (E % +i9-%>*
:exp<g-"2*—io-"2). (90)

Las componentes de S serdn denotadas como [S]QB. En tal caso, S* es otra representacién diferente
2 x 2 de SL(2, C). Esta se denota con (0,3), y con el fin de enfatizar la diferencia, sus
componentes se denotan con indices acentuados con puntos d,B, ---. De modo que sus
componentes seran denotadas como [S*]dﬁ.

50



Representaciones 2 X 2 del Grupo de Lorentz: SL(2, C)—

s

La componentes de las matrices de Pauli se definen como o

g i y o
("), =4 ( gﬁgwﬂ _ a’o’m-/a““fﬁ)

i

ot5Y —ov5M P
4 a

Por ejemplo, de la ec. (77)

de modo que

(001)11 - (‘701)22 =0, (‘701)12 = (‘701)21 =~

y haB  tal que

(91)
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Representaciones 2 X 2 del Grupo de Lorentz: SL(2, C)—

En resumen, las tres posibles representaciones del dlgebra de Lorentz

[J,u,y po’] —I( vp Juo _ ,U,le/O' _ gyonp _|_guchup)

1 0 0 O

0 -1 0 O
I -

0 0 0 -1

son el conjunto de 16 matrices 4 x 4, J*¥, el conjuntos de 16 matrices 2 x 2, 6*” y el conjunto con
los 16 conjugados:

() =i (g0 — 0V 5g™) o =

1%
Ng = [exp <—iw,u,J2>]

con o el vector de matrices de Pauli.

— H=V 1% KUV
400 a’, o), o
(o°, o= (07,

oMV B . * UV B
<—lwW >} , 5*0-/5 =|exp (iwuyg)] .
« &
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Unidades Naturales—

En 2018 se presentd el borrador de la resolucién, efectiva a partir del 20 de mayo de 2019, en la
cual la humanidad adopta como base el sistema natural de unidades.
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Unidades Naturales—

Lo que esto significa es que de ahora en adelante los valores de estas constantes tendran un valor
exacto para siempre:

Avcs =9192631 770 Hz,
€ =299792458m/s,
h =6.626 07015 x 10734 Js,
e =1.602176634 x 1071°C,
k =1.380649 x 1072 J/K,
Na =6.02214076 x 10?3 mol~L.

R4



Unidades Naturales—

El error se pasa a la medida de la correspondiente cantidad SI. Ver
https://pdg.1bl.gov/2019/reviews/rpp2018-rev-phys-constants.pdf:

s: The second, symbol s, is the Sl unit of time. It is defined by taking the fixed
numerical value of the caesium frequency Avcs, the unperturbed ground-state
hyperfine transition frequency of the caesium-133 atom, to be 9192631770 when
expressed in the unit Hz, which is equal to st

m: The meter, symbol m, is the Sl unit of length. It is defined by taking the fixed
numerical value of the speed of light in vacuum c to be 299 792 458 when expressed in
the unit ms~!, where the second is defined in terms of the caesium frequency Avcs.

kg: The kilogram, symbol kg, is the S| unit of mass. It is defined by taking the fixed
numerical value of the Planck constant h to be 6.626 07015 x 10~3* when expressed
in the unit Js, which is equal to Kgm?s~1 | where the meter and the second are
defined in terms of ¢ and Avcs.
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Unidades Naturales—

Teniendo en cuenta que 1eV = 1.602 176 634 x 1071°J (exact),

107° GeV =1.602 176 634 x 1071° J
1GeV =1.602 176 634 x 10710 J (93)

De la masa en reposo del protdn, por ejemplo,

mpyc? =1.67262192369(51) x 102" kg x (299792458 ms™*)?
1 GeV
1.60217634 x 10-10J

=1.503277615985 x 1010 J
—=938.272 088 16(29) MeV ,

podemos obtener la equivalencia entre masa y energia en unidades naturales: ¢ =1

mp =938.272046(21) MeV
~]1 GeV. (94)
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Unidades Naturales—

de modo que

1kg = 5.609589 12(42) x 10%° GeV .

Calcule la energia cinética de un mosquito de 2 mg, moviéndose a 1.45 Km/h

1h 1000m
— 1.45km/h——
v Skm/h e 0s Tkm

=0.4m/s

1
K= 5mv2 =0.5 x 2 x 10~®kg(0.4 m/s)?

—1.6x10°7)J
=1TeV.

(95)

(96)

(97)




Unidades Naturales—

Teniendo en cuenta que [27]
c =299 792 450 ms* (exact), (98)
podemos obtener la relacién entre longitud y energia a partir de

fic =1.054 571 817 x 1073* Js x 299 792 458 ms !

~3.161 526 28 x 1072° Jm
1 GeV
1.602 176 634 x 10-10
=1.973 269 804 x 1071° GeV m. (99)

~3.161 526 28 x 1072° J

Entonces Aic = 0.1973 269 804 GeV fm.
podemos obtener la relacién entre el tiempo y la energia de

h
= 1.054 571 817 x 1073* Js = 6.582 119 569 x 10~25 GeV's, (100)

h= —
27

1943



Unidades Naturales—

Similarmente para la relacidén entre temperatura y energia, tenemos de la constante de Boltzman
k =1.380 649 x 10723 JK™1 = 8.617 333 262 x 10~ GeV K. (101)

Los factores de conversidn del sistema MKS a MPU estdan dados en la Tabla 1 después de hacer
h=c=k=1

6.582 119 569 x 10~2°s fiGeV ™1
1.973 269 804 x 10~ °m fic GeV !
1kg 5.609 588 603 x 10?° GeV/c?
1K 8.617 333262 x 10~ /k GeV
299 792 458 ms 1 c
m kg 2.842 278859 x 107107, ¢ 1

Tabla: SI +» MPU (exact)
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Unidades Naturales—

En la Tabla 1 las unidades sin factores se han puesto en el lado donde resultan mas comodos para
describir el mundo subatémico. De esta manera las distancias y los tiempos del mundo subatémicos
son mas simples en MPU, mientras que la masa y la temperatura son mas simples en el sistema SI.
Usando wolfram alpha es posible cambiar entre estos dos sistemas de unidades. Por ejemplo

@ https://www.wolframalpha.com/input?i=1cm+to+hbarxc/GeV

@ https://www.wolframalpha.com/input?i=1s+to+hbar/GeV

@ https://www.wolframalpha.com/input?i=m_p+to+GeV/c"2

@ https://www.wolframalpha.com/input/7i=6.58211899E-25+GeV/hbar+to+s
@ https://www.wolframalpha.com/input/?i=1E-15+m+to+hbar*c/GeV

@ https://www.wolframalpha.com/input?i=convert+610500610501+per+second+to+
GeV+per+reduced+Planck+constant

@ https://www.wolframalpha.com/input?i=8.2%10"{-9}GeV"{-2} (hbar*c) **2+to+barn
@ https://www.wolframalpha.com/input?i=8.2%10"{-9}GeV~{-2} (hbar*c)**2+to+cm~2
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Unidades Naturales—

De la constante de Fuerza electrostatica K = 1/(4mep), podemos obtener el valor de la constante
de estructura fina electromagnética o = e?/(4mephc)

— ~ C*zN 2 _ C72K 3.—-2
4meg  4m x 8.854 x 10712 M = 2 < 8.854 x 1012 gm-s
1

N i % 8.854 x 10,12C—2 x 5.6096 x 102°GeV x (5.068 x 10'°GeV~1)3
™ .

33—2
« (1510 x 1024Gev 1) 2 x LI
C

~2.84 x 10%°C2hc

1.602 x 1019 c>2
hc

~2.84 x 10%°C2 x ( :
e

7206 x10°

hc
o2
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Definimos la cantidad adimensional o, como

2
1
S ~7206x1073~

Y= Areohc ~ 137

conocida como la constante de estructura fina, que no puede tomar un valor numérico diferente sin
importar el sistema de unidades que se use. De modo que no se puede tener un sistema de unidades
que normalice todas las constantes fisicas presentes en «. Sélo 3 de las cuatro constantes e, h, € y
¢ pueden ser normalizadas, y la otra queda dependiendo del valor de «.

El propdsito de las unidades naturales es simplificar las expresiones algebraicas que aparecen en las
leyes fisicas.

El sistema de unidades naturales que usaremos es el de las Unidades de Planck Modificadas (MPU)
Gy =1, h=1 c=1, e =1, k=1, (102)
de modo que

e = Vira, or a=—. (103)

62



Unidades Naturales—

Example
Calcule la energia potencial de Coulomb para una par de protones (o electrones) separados una
distancia | = hc/GeV = 0.1973 269 631 fm

V= Ke? . e?
| 4rep(hc) GeV Tt
2
= GeV. 104
dreghc € (10 ))

Como V tiene unidades de energia, de la ec. (104) resulta de nuevo «.



Notacidn relativista—

Las transformaciones de Lorenz se definen como la transformaciones que dejan invariante al
producto escalar en el espacio de Minkowski definido como

2 w 2
X x=x%=guxtx’ =x" — Zx’x’ =x% —x-x (105)
i

donde pu,v =0,1,2,3, i =1,2,3 y se asume suma sobre indices repetidos. Finalmente la métrica
usada se define como

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 0 -1
donde {g,,,} denota la forma matricial del tensor g, .
El producto de dos cuadrivectores se define en forma similar como
x-y:gWx“y”:xoyo—x-y (107)

El inverso de la métrica es
(e} ={guw} " = {guw} (108)
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Notacidn relativista—

tal que
8" gar = 0 . (109)
Bajo una transformacién de Lorenz.

xH = X = N XY (110)

La invarianza del producto escalar en ec. (107)

Xy =x-y. (111)
implica que

x-y=x -y = gWX/“y'V
= glw/\“axa/\y/jyﬁ
= Mg\ sxyP . (112)
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Notacidn relativista—

Por consiguiente, la condicién para que el producto escalar en el espacio de Minkowski definido por
la métrica g,,,,, sea invariante bajo transformaciones de Lorenz es

N o g\ 5x%y" = gapxy” (113)
y por consiguiente
8ap = N'agu\’s, (114)
o, reorganizando los indices mudos
g = (N8 o {gwh = (N {gas} {0} (115)
En notacién matricial
g=Ngh, (116)
que define el conjunto de matrices A que forma el Grupo de Lorentz SO(1, 3) estudiado en la sec. ?7.
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Notacidn relativista—

Introducimos ahora un cuadrivector que lleva intrinsecamente el indice abajo

0 o 0 o0 0
w — W — <at, a, @, az> — (80,V) (117)

Las propiedades de transformacién para d,, se pueden obtener a partir de la ec. (110)

(A—l)/‘axla :(A—l)/u'a/\ozllxu

S
—xt, (118)
1 o 1
X/z/ = (A ) ija (119)
o
1 v 1
=0 (120)
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Notacidn relativista—

de modo que la transformacién de Lorenz para 0, = 9/0x*, es

0 N
ox'* :( ) #Oxv

9}, =0,(N1)" .

(121)

Note que A es constante y no afecta la derivada en si.
Imponiendo la invarianza sobre el producto escalar

0% = g 9,0, (122)

y repitiendo los pasos que dieron lugar a la ec. (112) pero para la métrica contravariante

_a-1\E_aBa-1\T] ¥
—(A g7 | (AT (123)
Como una forma de acortar las operaciones, podemos definir que la métrica permita bajar los indices

Xy = guxt, (124)
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Notacidn relativista—

y de igual manera imponemos que la métrica inversa suba los indices
xt = g'x, . (125)
de la ec. (115) tenemos que

g g =8N 8o\’

60 =NgPA°, | (126)
o
NHNE, =68 . (127)
Ya que
(A A% =6 (128)
el inverso de A es
(A, =Nt (129)
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Notacidn relativista—

(A, = A, (130)
Usando ec. (130), tenemos que
£ =) g
:/\augaﬁ/\ﬁu
w
()

(131)
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Notacidn relativista—

de modo que, usando (130)

/I AUV
X'y =N %

Xy =x, (N1 (132)

w’

y comparando con (119), podemos concluir que x,, transforma de la misma manera que 1/x* .
La invarianza de Lorentz del producto escalar es entonces ahora mucho mds directa usando (132)

— 14
Xy =gux'y’ =xy" = xy" — x/’Ly’” :xl,(/\ 1) M/\“pyp

=x,0,y"
=x,y" . (133)
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Notacidn relativista—

Como un ejemplo de Transformacién de Lorenz consideremos el cambio de un sistema en reposo a
un sistema inercial con velocidad constante, v, a lo largo del eje x,

t— vx

Vv1—y2
X — vt
Vv1—v2
/ y
z

~
<~ =

X'} =

N < X =+
NS X
|

v vy

vy v
0 0
0 0

cosh& sinh¢&
sinh§  cosh &
0 0
0 0

o= OO
= O O O

N < X =~

o= OO
— O O o

N < X =~
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Notacidn relativista—

={N" X"}, (134)
donde 1
cosh ¢ = sinh§ = —vr, and = — 135
=1 3 gl LV (135)
Y, por ejemplo:
t — vx
tcosh& + xsinhé =~v(t — vx) = —. 136

Note que en efecto
cosh? € —sinh? ¢ = ~%(1 —v?) =1.

Podemos ver que las transformaciones de Lorenz para un boost en x, dan lugar a una de las
matrices de boost que definen el grupo de Lorentz, SO(1, 3), dadas en la ec. (83). En efecto, el A*,
definido en la ec. (134) satisface la condicién en ec. (115),

cosh sinhg 0 O 1 0 0 O coshé sinhg 0 O

ATgh = sinh{ cosh¢ 0 01|10 -1 0 O sinh{ cosh 0 0
0 0 1 0|0 0 -1 O 0 0 10

0 0 01 0o 0 0 -1 0 0 01
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Notacidn relativista—

coshé —sinhé 0 0 coshé sinhé 0 O
sinh( —coshe 0 O sinhé coshé 0 O
0 0 -1 0 0 0 10
0 0 0 -1 0 0 01
cosh? £ — sinh? ¢ cosh&sinh —coshésinhg 0 0
cosh € sinh & — cosh € sinh & sinh? & — cosh? ¢ 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

(137)
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Notacidn relativista—

Denotaremos los cuadrivectores con indices arriba como
x = (x%, x!, x?, x3) = (x°, %) (138)
Entonces el correspondiente cuadrivector con indices abajo, usando la ec. (124), es
X, = (X0, X1, %2, x3) = (X%, —x, —x?, —x3) = (x°, —x). (139)

Con esta notacién, el producto escalar de cuadrivectores puede expresarse como el producto escalar
de los dos vectores de cuatro componente x* y x,,.

Xt =(x% x' 5, x%) = (t,x,y,2) = (t,x) (140)
p* =(p°, p*, p* p°) = (E, px, Py, pz) = (E,P) (141)

De la relatividad especial tenemos que

E=ym
p=ymv. (142)

75



Notacidn relativista—

Por lo tanto, ya que vZ=v2 = |"|2

E? —p? =+2m?(1— ) =m?. (143)

El invariante de Lorentz asociado a p* corresponde a la ecuacién de momento energia una vez se
identifica la masa de una particula con su cuadrimomentum

p> = pup =m’>=E> —p°. (144)
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Notacidn relativista—

Para esta ecuacion se suele definir dos casos limites.

@ Limite no relativista: Para p = 0, es decir cuando la particula estd en reposo se reduce a la
famosa ecuacién, (con c? = 1)

E=m. (145)
o Limite relativista: Para p?> > m?, la ecuacién E? = p® 4+ m? se reduce a
E=pl. (146)

Por lo tanto para una particula de masa cero, su energia total da cuenta de su cantidad de
movimiento.
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Notacidn relativista—

Del calculo vectorial
0 8 8 8 0

Este cuadrivector tiene intrinsecamente el indice abajo. La correspondiente derivada con indice

superior es
=9 (0 0 0 O0N_(0 0 0 0
T Oxy \Ox Ox1 Oxx Ox3)  \Ox0T Ox1T Ox27 Ox3

_(06 _06 90 98
~\ot’ ox’ 9y’ 0Oz
=(80,-V) = (8°, - V). (148)

Por consiguiente:
V=_— (149)
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Notacidn relativista—

Entonces, para un cuadrivector J#
u 0J°
oI =——+V-J (150)
ot
Esta expresién da lugar a la ecuacién de continuidad 9, J* = 0, y al provenir de un producto escalar
entre dos cuadrivectores resulta ser un invariante de Lorentz. El operador cuadratico es, usando la

ec. (105)

D58u6“:8060—V2:———————. (151)
Por consiguiente la ecuacién de onda para un campo ¢(t, x, y, z) con velocidad de propagacién
2 _
cc=1 o2 2
— —V =0, 152
(52 -72) (152)

es también invariante de Lorentz
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Notacidn relativista—

Como veremos en el Capitulo ??, los operadores de energia y momentum de la mecdnica cudntica
también forman un cuadrivector

P = (p°,p) = (H.p) (153)

con H, y p dados en la ec. (?7). Entonces

0

pr=iot =i(8°0) = i(a,—

V) (154)

Por lo tanto, una posible ecuacién mecanico cudntico relativista se puede obtener a partir de
interpretar la ecuacién de conservacidén de energia-momentum en términos de operadores aplicados
sobre un campo escalar?

(Bup" — m?) & =0
(=0,0" — m?) ¢ =0
(0,0 + m*) ¢ =0, (155)
Que es conocida como la ecuacién de Klein-Gordon para un campo ¢ de masa m. A diferencia de la

ecuacién de Scrodinger, esta ecuacién no puede interpretarse directamente en términos de mecanica

0



Notacidn relativista—

cudntica porque no tiene asociada una probabilidad positivo-definida debido a la segunda derivada
con respecto al tiempo:

(000° + 9;0" + m*) ¢ =0
(aoao =Y 00+ m2> ¢ =0
(aoao —Y 00+ m2> ¢ =0
> VZ+m?) o (156)
ot? '

La interpretacidn correcta se debe hacer en el marco de la Teoria Cudntica de Campos donde se
cuantiza ¢ y su variable candnica conjugada (a definir posteriormente) en lugar de cuantizar x y px.

'En el capitulo 20, obtendremos dicha ecuacién a partir del principio de minima accién.
a1



Notacidn relativista—

Del electromagnetismo tenemos entonces que
= (82,9) = (p,J) (157)

AP = (A A) = (¢,A) (158)
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Notacidn relativista—

De ésta manera podemos definir el campo electromagnético, como un campo clasico vectorial de
Lorentz?, que ademds posee la propiedad gauge local:

AR — AP =N\ AY
Aulx) — AL(X) =A,(x) — 9ux(x).

2Hay un detalle sobre la transformacién de Lorentz interna x es ser estudiadad en detalle luego.
a3



otacidn relativista—
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Notacidn relativista—

Calcule la fraccién de la velocidad a la que puede ser acelerado un protén en el LHC. Recuperando
los factores de ¢
1
E :’}/mC2 e

Vi-F

Elevando al cuadrado

(159)

Despejando 3, obtenemos

mp = 938.272013(23)MeV/c?, and E = 7 TeV

v — N 000000001 ~ ar



otacidn relativista—
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Notacidn relativista—

La amplitud de decaimiento del mudn es

= (%)2 9:7?:3 169 £

con x = me/my, e I(x) =1—8x% — 24x*In(x) + 8x® — x®. Entonces

[, = 3.00867837568648 x 10 1° GeV (164)

El tiempo de vida media del mudn se define como

1
7, = - =3.32371850737231 x 10*8 Gev !
w

=3.32371850737231 x 10™® x 6.582 118 99 x 10~ %5
=2.197 03(4) x 10~ °s. (165)

La longitud de decaimiento se define como

1

1 o Cro (1 8Y



Espinores de Lorentz—

Hasta ahora hemos definido la representacién [S].” del subgrupo de Lorentz (3,0) y su
correspondiente conjugado en el subgrupo (0, %) Para definir el producto escalar en este subespacio
debemos introducir un objeto de dos componentes o = 1,2 que transforma bajo esta representacién
el cual recibe el nombre de espinor de Weyl [45, 46]. Sea entonces el espinor de Weyl, &,, tal que

o — &, =S¢5 (169)
& — €8 =571, (170)

donde & = 1,2. Los correspondientes espinores conjugados, o simplemente anti-espinores de Weyl,
pertenecen a la representacién (O, %) y hemos definido

& =(&)" - (171)
En efecto
B

a

=) = (@) =¢n={s} @)y =151"¢ = ¢ [5] (172)

fo3=3



Espinores de Lorentz—

Podemos escribir finalmente la transformacién del anti-espinor de Weyl en la representacién

(0,1/2), como
B. . (173)

€= (&) = € =5 ST]

Hemos visto que usando las convenciones adecuadas podemos ahorrarnos la escritura de la métrica

en la definicidén de producto escalar. Para ello es necesario definir la transformacién inversa asociada
a espinores con indices arriba. Como hicimos con el caso de la cuadriderivada, vamos a introducir un
espinor que tenga su indice intrinsecamente superior y que transforme con la representacién inversa
de (3,0)

n* — 77'& :nﬂ [S_I]ﬂa . (174)
Sacando el conjugado
() = () ={[s71,"} (v*) - (175)
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Espinores de Lorentz—

y definiendo
=) (176)

tenemos que

= (1571 .

e s gy :[(5_1)*]5 ;

En efecto, (5‘1)T es una representacién independiente del subgrupo de Lorentz (0, %) que es
generada por el siguiente conjunto de 6 generadores independientes que también satisfacen el
dlgebra de Lorentz

7 = L (Gha¥ —5Vah),
4
tal que
it .o
(5 )0y = (‘Wz)

Ejercicio: Para esta representacion, encuentre los generadores de boots y rotaciones: Ly K.
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Espinores de Lorentz—

Usando la indentidad
(s'=(s") . (177)

en la ec. (177)

o= (s :n*ﬂ' 7 (178)
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Espinores de Lorentz—

Para evitar hacer uso explicito de la métrica en cada una de las dos representaciones de SL(2, C),
definimos el producto escalar directamente entre indices contraidos con la condicidén de que sea
entre espinores o anti-espinores de Weyl que pertenezcan a la misma representacién de SL(2, C) y
que tengan un orden diagonal, ® ., para los espinores y un orden anti-diagonal, &4 ¢, para los
anti-espinores, a saber

n-&=n"Ea, §-§ =%, n-1=0""a,
& -n"=£ 0", &&= -6, ntent =ng o0t (179)

Con las definiciones y convenciones anteriores la invarianza de cada uno de estos productos
escalares queda garantizada, por ejemplo, usando (174) y (169) y

N €= Lo =" € =" [S7Y 7S¢,
=77’85Z§w
=n’és.

Note que un producto escalar entre un espinor conjugado con otro sin conjugar no tiene sentido

pues pertenecen a espacios diferentes.
Q2



Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Tenemos los siguientes objetos que transforman bajo las representaciones del Grupo de Lorentz

b — ¢ =0 Scalar field,
AP — AP =N\F A Vector field,
dy — 6,2 =0, (/\_1)”“ Cuadridivergencia,
£ — &, :Saﬁgg Left-handed spinor field + *,

n* —n'“ :[5—1]/3&77,8 Left-handed anti-spinor field + *, . (180)

03



Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Nombre Simbolo  SU(N) Nombre Simbolo Lorentz
N-plete escalar v uv fotdn A AH AV
. _ 14
anti-N-plete escalar  WT wtyf derivada 0, Oy (/\ 1) B
Tabla: Productos escalares: Wiw, O A",  AYA,, 0,0"

donde, gop = No guuN\p, g = (Ail)ﬂ gaﬁ(/\il)y

« B
Nombre Simbolo Lorentz u(1)
e: electrén izquierdo o S.P¢s elf¢,
(eR)T: positrén izquierdo n“ n? [5*1];‘ n* e
(eL)T: positrén derecho (foé)Jr = fl 5; [ST]ﬁd fjie_"e
. _11¢ : . .
eR: electrén derecho (77"‘)T =pfe [(ST) 1} BUT B elfpia

Tabla: Definicién de transformaciones de Lorenz
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Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Productos escalares

@ Escalares de Majorana: £%¢, + gigfd, N%Na + ninm.

o Escalar de Dirac: n“¢, + flnT @

o Escalar subgrupo SL(2, C) pero vector bajo SO(1,3): ST&#S = A*,5": Esta identidad aparece
en la combinacién de productos escalares i§;,0"“*0,&, , como se vera posteriormente en
detalle.
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Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Campos | Lorentz | SU(3)¢ | SU(2). | U(1)y
Q 3! 3 2 | 1/6

L 2 1 2 —~1/2
(ug)! 0 3 1| -2/3
(dg)" 03 3 113
(er)" ns 1 1|1

H - 1 2 |12

Tabla: Campos fundamentales del modelo estandar
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Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Campos | Lorentz | SU(2), | U(1)y | U(1)g—1
L1 L ‘. 2 | —12 | |
() | w1 ] 1 e
(I/R)T ns 1 0 —v

H - 2 12 | h

o - 1 -1 o1

02_ - 1 -1 (%]

S - 1 0 s

Tabla: Fermiones y escalares. El signo en la primera columna denota la carga eléctrica

Evite

(vr) L-H, y VRUR . (181)
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Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Permita
! (IS
S| )\
4 I
! 1
1 (o] - (d) ~ oy
X3/ _ — ~ - \XZ / -~ ~ \
, \ / \
/ \
/ -= ' (b) \
: T . L @ 1 e ©
L Xy | X1 VR |
A 4
o H , H
I |

Figura: Verde: L, amarillo: vg, rojo: Xy
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Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Para U(1),:
(a) - —% - % — 1
1 1
(b) : 5 1=-— 5
(c) : -1=-1+0
(d) : —1=-1+0. (182)
Para U(1)g_,
(a) : [+ 1 =01
(b) : e+ h=l
(c): oy =v+e
(d): 01 =02+S. (183)
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Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

Combinado con SU(2), y Lorentz

(@): Li- Ljoy
(b): (er)TH-L
() : vreg o
(d):of05S. (184)
La condiciones de consistencia para U(1)g_; son
o1 =21
e=/—nh
oo=v+1—h
s=01—02=2l—-v—I+h=1-v. (185)

Con/=—-1yh=0

o1 =-2



Leyes de Kirchhoff generalizadas— Resumen de productos escalares

e=-1
o =v—1
s=—1—-v. (186)
Para evitar
(wr)'L-H,  vgrg, (187)
requerimos que
—v—1+0#0, 2v #0. (188)
de modo que
v#—-10. (189)
A modo de ejemplo, para v = —4, entonces s =3y oy =—-5cono; =-2,/=e=—-1y h=0.

@ Demuestre que el producto escalar SU(2) entre L; iguales es cero (i = 1,2)

o Establezca las condiciones para que 0; = 0, .



De lo Infinitesimal a lo integral—

De hecho, en el contexto de la teoria de campos, para cada tipo de particula (y su correspodiente
antiparticula) debe existir un tinico campo que permea todo el Universo [9]:
Un beneficio de las QFT es que los cuantos de un campo dado deben ser idénticos porque
todos son excitaciones del mismo campo, de forma parecida a como dos ondas en el mismo
estanque son idénticas en muchos aspectos. Debido a que un solo campo explica la existencia
y naturaleza de trillones de cuantos, las QF T representan una unificacion enorme. El campo
universal electrén-positrén, por ejemplo, explica la existencia y naturaleza de todos los
electrones y todos los positrones.

En palabras de Zee [44] (pag. 120 Capitulo I, seccién 4), por ejemplo
[...] todas las particulas elementales, y por lo tanto todos los dtomos, son absolutamente
idénticas entre si, y por consiguiente indistinguibles. Deberia reconocerse como un triunfo
de la teoria cuantica de campos el hecho de que sea capaz de explicar la identidad y la
indistinguibilidad absolutas (de las particulas) de forma fdcil y natural. Cada electron en el
Universo es una excitacion de uno y el mismo campo electrénico .

De esta manera, podemos considerar los 10%° fotones de la radiacién césmica de fondo como
excitaciones del campo cuantico electromagnético que permea todo el Universo.



La cuerda clasica unidimensional —

Considere una cuerda de longitud L formando un circulo de radio R. Es conveniente considerar un
conjunto de N particulas de masa m a lo largo de la circunferencia, unidas por resortes de longitud /
y constante eldstica k. Los modos vibracionales de la cuerda a lo largo de la circunferencia se

obtienen en limitede N - ooy /=0

N-1. N

Figura: Modelo Cuerda



La cuerda clasica unidimensional —

De acuerdo a la figura 4, si ¢; = ¢(z;, t) es el desplazamiento de la i—esima masa desde su posicién
de equilibrio, entonces el Lagrangiano del sistema de N particulas y resortes es:

L / ; Nl
5’772 <8QZ> 5/(2 ¢I+1 ¢I) ) (190)
i=0 i=
1 N—1 1 N—1 o
=5m (¢,) §k (Gis1— i), (191)
i=0 i=0

donde ;11 — ¢; es el desplazamiento relativo entre un par de resortes. Si 1 es la densidad de la
cuerda, T la tensién y v la velocidad, entonces

_m
=

T =k (192)
T
V2:*.
1



La cuerda clasica unidimensional —

(192) En el limite /| - 0y N — oo, tenemos
q;i = &(Zh t) — (5(27 t)v (193)
que representa la funcién de campo del desplazamiento de una masa infinitesimal de su posicién de

equilibrio. Entonces

1 N—-1 m 1 N—1 Q_ﬁ L — (Z) 2
- = =N (kD) (“F’) )
—2 —~ / < > 2 — /
1 N—-1 L2 1 N—-1 Q_Si-',-l - Q_ﬁi 2
% (¢,~) /- = > T </ > I (194)

En el limite continuo Y (---)/ — [(--+) dz, entonces

_ /fi [ (gf) (gfﬂ gz — /Oudz, (195)



Definiendo

tenemos

=3 )

() 27 R _ _
S= /t1 /0 L (8¢/3t, 8¢/82) dtdz.

0¢
0z

¢»=VT9,
1 oo\> T
£(00/0t,00/02) =3 | & af) -1
C1(1 (9¢)°
2| v2 \ ot (

)l

(196)

(197)

(198)

(199)



La cuerda clasica unidimensional —

La generalizaciéon de la densidad Lagrangiana a tres dimensiones esta dada por
11 (06\> [9s\> [00\> [0\
== |Sl=] (=] - (=) — (= 2
£(00/01.06 /0,000y, 06/0z) = [ (50) - (50) - (5) - (52) | oo
O en forma mds compacta, cambiando a un sistema de unidades en el cual v = 1:

£(0,0) = 500" (201)

Note que para una onda mecanica con velocidad de propagacién v, la ecuacién anterior se usa sélo
a modo de notacién. Sélo cuando la velocidad de propagacién es la velocidad de la luz la densidad
Lagrangiana contiene un producto escalar bien definido, el cual es invariante bajo transformaciones
de Lorentz. En este caso el producto escalar corresponde al médulo al cuadrado del cuadrivector

0.



La cuerda clasica unidimensional —

De hecho 0, hace las veces de la coordena generalizada g en el Lagrangiano convencional. La
coordenada generaliza g para a ser ¢ de modo que en general se espera que la densidad
Lagrangiana también dependa en ¢

1
£(¢a a,uﬁb) = §8u¢ 8“¢- (202)

En tres dimensiones, la densidad Lagrangiana debe ser ahora integrada en un volumen, V, para
obtener la Lagrangiana

Lz/ﬁ(qﬁ,@ugb)dxdydz, (203)
14

Como L tiene unidades de Energia, en el sistema de unidades naturales las coordenadas tienen
unidades de inverso de Energia y por consiguiente la densidad Lagrangiana debe tener unidades de
Energia a la cuarta. Finalmente, ya que la cuadridivergencia d,, = 0/0x", tiene unidades de Energia,
de la ec. (202) podemos concluir entonces que el campo ¢, tiene unidades de Energia:

[£]=E*and [0, =E — [¢] = E. (204)

108



La cuerda clasica unidimensional —

La Accién para el campo es entonces

(%]

S[o, 9,9] :/ L(¢,0,0) = /Rﬁ(qb,@”gb)d tdxdydz = /R£(¢,aﬂ¢)d4x, (205)
51

donde los corchete en S significan que la Accién es un funcional de las coordenadas generalizadas

&, Ou, d* x es el cuadrivolumen diferencial y R es el cuadrivolumen en el cual se integra la densidad

Laggrangiana para obtener la Accién.



La cuerda clasica unidimensional —

Los términos de la densidad lagrangiana que contienen derivadas del campo, como en la ec. (202),
se denominan términos cinéticos. Para dos campos reales ¢1(x) y ¢2(x) la parte de términos
cinéticos se puede escribir sin perdidad de generalidad en la forma

L(0u01. 0ub2) = 30,1061 + D262, (206)



La cuerda clasica unidimensional —

Esta densidad lagrangiana de dos campos reales independientes puede escribirse de una forma
matematicamente mucho mas elegante si los combinamos en un (inico campo escalar complejo:

o :qﬁl\—g@ y su conjugado — Q" = o1 \le@ (207)
En efecto, la densidad lagrangiana se reduce a
£(8M¢7 N¢) M¢ 8#¢’ (208)

ya que es justo el médulo de la cantidad compleja

Oud1 + 10,02
3#(1)5%7

de modo que
L =0,¢0" 0"
= ‘8u¢‘2



La cuerda clasica unidimensional —

1 1
=5 910" P1 + §3u¢23“¢27

Note que en el lenguaje de la Accién, 0,0, y 0,¢" corresponden a variables generalizadas
independientes en la densidad Lagrangiana.

Escribirlo de esta manera hace evidente una simetria continua subyacente. Este Lagrangiano es
naturalmente invariante bajo rotaciones en el plano (¢1, ¢2), lo que en el lenguaje del campo
complejo corresponde a una invarianza de fase global bajo el Grupo U(1).

De hecho, haciendo las transformaciones

¢— ¢ =e y ¢ = =T, (209)
tenemos que
L— L =0,¢" o'
_ qu* e—i0 e—i9 a,u¢

=0,0" 00
=C. (210)



La cuerda clasica unidimensional —

A diferencia de la transformacidon de Lorentz, la invarianza de fase es una transformacidn interna del
campo



Propiedades de la Accién—

El teorema de Gauss establece que

/V-Ad3x_/A-dS. (211)
v S

Generalizado a cuatro dimensiones, tenemos

/d4xau77“:/dalm“
R o

donde R es el volumen en cuatro dimensiones (4D) y o la correspondiente hipersuperficie en tres
dimensiones.

(212)



Propiedades de la Accién—

Para una densidad Lagrangiana modificada con una derivada total de un cuadrivector
L= L+ 0u(n"(x)) (213)

donde n*(x) es cualquier funcién de los campos de la densidad Lagrangiana original. Si asumimos
que dichos campos se anulan sobre la frontera, da lugar a la Accién

5’:/d4x£’:/d4x£+/d4x8un”
R R R

:/ d4x£+/n“do’#
R o

=S, (214)

para una hipersuperficie suficientemente grande.



Problema variacional de Noether—

Estamos interesados en los cambios que sufre la Accidén cuando se transforman los campos. Por
ejemplo, bajo una transformacién de cambio de fase del campo complejo en la ec. (208)

¢ ¢ =e’¢, (215)
si consideremos una transformacion de fase pequefia

6 — ¢ ~(1+i0)o
=p+i06. (216)

Podemos definir el cambio en el campo como

06 =¢' — ¢ =(ip)0 — 0¢" = ¢ — ¢" =(—id")0 (217)

de modo que el cambio en el campo es lineal en el pardmetro de la transformacién 6.



Problema variacional de Noether—

De otro lado, cuando se escriben las ecuaciones de Maxwell en términos del cuadrivector de
potencial A*(x), estds resultan invariantes bajo la transformacién (??) (con x — )

Al (x) — At (x) =AH(x) — 0"0(x)
SAH(x) = AF(x) — A¥(x) = — 0M0(x) . (218)
donde 6(x) es una funcién arbitraria que se conoce como parametro de la transformacién. En este
caso el cambio del campo va con al cuadriderivada del parametro de la transformacion.

La Accién debe ser también invariante bajo este tipo de transformacidn, es decir, para el cambio en
la Accién

§5=0. (219)



Problema variacional de Noether—

Por definicién, si una funcién f(x’) es infinitamente diferenciable en un entorno de un punto a, su

serie de Taylor alrededor de ese punto a estd dada por:

f"(a)
2!

f.’///(a)
3!

F(x') = f(a) + F(a)(x' — a) + (X' — a)? + (X' —a)p3+... (220)

Para evaluar la funcién en un punto ligeramente desplazado de x, definimos nuestro nuevo punto de
evaluacién como

x'=x+6x, (221)

y expandimos la serie alrededor del punto base a = x.
Sustituyendo x’ y a en la férmula general obtenemos:

f‘//
f(x+6x) = f(x)+ f'(x)(x + dx — x) + 2(f<)(x+5xx)2 +... (222)
Por lo tanto, la serie infinita se trunca de forma exacta como:
f'
Flx+ 0x) = £ + T 5 1 0(0x2) (223)

X



Problema variacional de Noether—

Para expandir una funcién alrededor de un cambio infinitesimal, dx, usaremos la expansién a primer
orden:

f(x +dx,y + dy) %f(x,y)—k?i&x—kg;&y.. (224)
Algunos ejemplos
o f(x)=1
flx+dx)=14+0=1
o f(x)=x

f(x 4 0x) = x + 0x



o f(x) = x?
f(x + 0x) = x + 2x0x + O(6x?),
que coincide a primer orden con la expresién exacta
f(x + 6x) = x + 2x6x + 6x*.
e f(x) = cosx
f(x + 6x) ~ cos x — sin xdx + O(6x?)
que coincide a primer orden con la expresidn exacta

cos(x + dx) = cos x cos(dx) — sin x sin(dx)

~ cos x — sin x0x + O(6x?).



Problema variacional de Noether—

Para N campos asociados a un parametro de transformacion 6, la dependencia explicita e implicita
de la densidad Lagrangiana da lugar al funcional de Accién

S[65, D x] = /R d* x L(6, Bubii x) (225)

El problema variacional de Noether, que es diferente al principio de Hamilton, puede ser establecido
en los siguientes términos:

i Cuales son las condiciones generales que se deben satisfacer para que una dada variacién en la
variables explicitas e implicitas permitan que la Accién pueda quedar invariante, y de aqui 0S = 0,
donde 0S puede o no contener un término de frontera?

Definiendo el cambio interno en el campo como en (305)

d¢i(x) = ¢j(x) = di(x), (226)

y el cambio en x bajo una transformacién de Lorentz infinitesimal como3

xt — X" = xF 4 Sxt (227)



Problema variacional de Noether—

tenemos que la variacién en las variables dependientes e independientes de la Accién son

05 = /R d*x' L (¢}, 0,0} x') — /R d*x L (¢i(x), upi(x); x*)

ox'*

R 8X“

d*x L (¢; + d¢i, Ou(@i +60i); xH + oxt) — / d*x L (¢, iz xH) (228)
R

Derivando (227), reemplazadando

oOx'#

OxH

=140, (6x"), (229)

y expandiendo

oL
L (¢ + 667, 0,(di + 60); x + 0x*) ~ L{j, Dui: x Z [ oy 50 ¢_)au(5¢,-) + (9,L) 6x*
I ni

(230)



en la expresién anterior, tenemos que

o5 = [ 1+ 0, (0% { £(61, 0,011 Z[a Lo |(§f¢i)au(a¢,-)] + (0,00
—/Rd‘*xc(@-,amf;x“)

= / d*x [0, (5x)] L + / d*x {Z [ 7. 5i + (6;[)8“(5(;5;)] +(au,c)5xﬂ}+o(52)

6+ L
8¢/ a(aud)/)

/ d*x {[0, (6x")] £ + (9,.L) 5xH} + / d*x Z[ a,i(dqb,-)} +0 (6%

(231)
N 4 4 oL . oL 1 oL .
N/Rd x 0y, (Lox!) +/Rd X E,- {a¢i5¢, + 0y [8((‘3,1@)5(;5'} oy [8(3;@/)] 5(]5,} )



Problema variacional de Noether—

donde hemos aplicado la regla de la cadena sobre los primeros dos términos y el dltimo término de
la ec. (231). Reordenando los términos con derivada total

0> = /dﬁlx8 [mx 900 (m, ] /d4 Z{a¢, [(§£¢)]}5¢" (232)

3;Cual es la ley de conservacién que corresponde a los boosts de Lorentz ?: ver
https://physics.stackexchange.com/a/12561


https://physics.stackexchange.com/a/12561

Problema variacional de Noether—

La condicién §S = 0 implica que
/ d* x> &g = / d* xd,B", (233)
R ; R

donde

oL
(0ui)

& :aﬂ[ oL ] oL 3¢; . (234)

aono)) " oo B“—&Sx“—i—za



Ecuaciones de Euler-Lagrange—

Obtenemos entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada campo ¢;

oL oL
Oy [8(8“@)} ~ 90 =0 (235)



Ecuacién de continuidad—

Las transformaciones que bajo algunas condiciones dejan invariante a la accién, van a estar
relacionadas con cargas conservadas. A continuacién definiremos, con un ejemplo conocido, que es

una carga conservada.
Para entender el significado fisico de la ecuacién de continuidad consideremos una cuadri-corriente

asociada por ejemplo a la densidad de carga y a la corriente eléctrica. Expandiendo la ecuacién de
continuidad en sus componentes espaciales y temporales tenemos que

9,j" =0
doj° + 0;j" =0, suma sobre i
j° )
— +V.j=0. 236
or TV (236)

Integrando sobre el volumen y aplicando el teorema de Gauss

0
/d3xaj+/j-d5:0. (237)
v ot Js



Ecuacién de continuidad—

Si interpretamos j como la densidad, p, de una cierta carga Q, tal que

Q:/d3xj°:/d3xp, (238)
4 4

entonces, si escogemos S como una superficie suficientemente grande para contener toda la
distribucién de carga Q en su interior, tendremos que la integral sobre la superficie se anula

/j.dszo, (239)
S

y por consiguiente

=0. (240)

Es decir, que la carga es independiente del tiempo, y por lo tanto se conserva.



Tranformaciones externas—

Un desplazamiento infinitesimal, que equivale a repetir un experimento en laboratorio desplazado en
el tiempo o en el espacio, puede parametrizarse sin perdida de generalidad como

xt — X" =xt 4 ox! (241)

Para visualizar mas facilmente la situacién para un campo escalar, supongamos de momento que
dx* corresponde a una traslacién espacio—temporal.

Tenemos
¢'(X') = ¢/ (x + 6x) (242)

~ ¢ (x) + (())‘aﬂx(/f)ax# (243)

= [8(x) + dp(x)] + aiu[qﬁ(X) + 0 (x)]ox" (244)

~ 6(x) + 56(x) + 22 g (245)

OxH



Tranformaciones externas—

donde, por simplicidad, ¢ es un campo real. Entonces,

B(x) = () ~ 6(x) = 80(x) + 20 . (246)
Para una traslacién, Ad(x) = 0, ver figura 5. De modo que
d¢p = —(0up)ox", (247)
y la transformacién del campo ¢ como consecuencia de la traslacién es
6 = () = 6(x) — 58(x) = 6(x) + (00" (249)
P ()

9O

X X

Figura: Traslacién de funcién y coordenadas en una dimensién: ¢(x) = ¢/(x’)



Primer teorema de Noether— Transformaciones externas

Consideremos el caso en el cual el campo es sélo afectado en su dependencia espacio-temporal.
Como ocurre para una la transformacién externa de traslacién global discutida en la Seccién ?77.
Alli, un desplazamiento constante

Xt — XM =xt 4 5xt (249)
ocasiona un cambio en un campo escalar de Lorentz dado por la ec. (247)
6pi = — (0ui) 6x” . (250)

De acuerdo al Teorema 1 de Noether, los cuatro posibles pardmetros de desplazamiento deben dar
lugar a cuatro ecuaciones de continuidad para (suma sobre indices repetidos)

oL
wﬁ:)

=01 LIX” Za ¢ (D, ;) 6x”
,LL ]

B =L8x* + Z Bl Sohi



v
§ :a 5y (ui) = 3L | bx
( m,
=_ Tﬁéx , (251)

donde, hemos definido

Z o, 0~ 0L (252)

si los campos ¢; satisfacen la ecuaciones de Euler-Lagrange, & = 0, tenemos que
0, (Thox")=0. (253)

Si dx¥ es constante, como se espera en el caso de sistemas inerciales, se satisfacen las cuatro
ecuaciones de continuidad (una para cada v)

ouT) =0. (254)
El tensor T}/ proviene de asumir la homogeneidad del espacio y el tiempo y es llamado el tensor de

momentum—energia [?]
132



Primer teorema de Noether— Transformaciones externas

La densidad Hamiltoniana se obtiene de Tg. Para un sélo campo, ¢

oL .
H:nga—q.jgb—ﬁ (255)
0o(x
— r(x) ‘g(t ) ¢ (256)

Comparando con la expresion correspondiente en la formulacién Lagrangiana de la Mecanica
Cldsica, tenemos que si ¢(x) es la variable candnica, la variable canénica conjugada es 7(x)

oL

m(x) = B0H0x) D) (257)

El teorema de Noether en este caso establece que la invarianza de la Accién bajo traslaciones
temporales da lugar a la ecuacién de continuidad (150) para v =0

9, TL =0 (258)



Primer teorema de Noether— Transformaciones externas

cuya carga conservada corresponde a la energia

H = / dBx 179 = / d®*xH. (259)
v v
De igual forma la invarianza bajo traslaciones espaciales de lugar a ecuaciones de continuidad para
cada componente v =i (i =1,2,3)
2, TH =0, (260)

cuyas densidad de cargas conservadas, T,-O, que en forma vectorial escribiremos como TO dan lugar
a la conservacion del momentum

P:/ P*xTO. (261)
14

Generalizando a un campo complejo

oL oL
T# = 7(81/@%)) + (8V¢*)8

9(000) @) F (262)



Segundo teorema de Noether—

Tanto la transformacién del campo ¢ como la del A* se pueden escribir en términos de una
transformacion en términos del parametro infinitesimal local 6(x) y su derivada como

(5¢,’ = aj (¢f, 8ﬂ¢;) Q(X) + b;’ (¢f, 6ﬂ¢;) 81,9(X), para ¢; = ¢, ¢*, AH (263)



Segundo teorema de Noether—

S S 4
E /dx€,5¢, /dx@ [8 ) 5¢>]
’ 8£ 14
Ej/d“xg (aif + b"9,0) E:/d“x@“{[ ((fwl} a@—l—b,ﬁyﬁ)}
oL y
E/dxf:a.9+§ /d4x5b“8«9 E/d“xa{[a m,} a,0+b,'8y9)}. (264)

Extrayendo la derivada total del término de lado izquierdo

Z/d x€a€+2/d4 (E:b1'6) — 9, (E:b)) 6 Z/d4x6 {[ m,)] (a,-9+b,-”8,,9)}
Z/d4x539 Z/d4 (&bt)] Q_Z/d“xa {[ M)] (a,-0+b,”aye)—8,-b¢”0}

4 _ 4 8£ X v e,
/d [Eiai — 0, (E:b)] 0 = /dxa {[8@@)} (ai6 + b70,0) 5,b¢‘9}. (265)

136



Segundo teorema de Noether—



Segundo teorema de Noether— Teorema 1 de Noether para simetrias internas globales

Para campos de materia con un pardmetro de transformacién constante 6, los coeficientes b = 0,
de modo que

Z/dx[ga,]H_Z/d“x@{ @) } (266)

Como 0 = cte, tenemos la identidad

Zga,—a [Za 0.6 ] (267)

Si no imponemos que los campos satisfagan las ecuaciones de Euler-Lagrange, podemos formular:
Teorema 1 generalizado: Para un conjunto de « pardmetros constantes 0, existen « relaciones

> Eiaio = — Ot (268)

donde, para cada pardmetro 6,

=Y [a(g,ib;)] 3i - (269)

i



Segundo teorema de Noether— Ejemplo con campo escalar complejo con invarianza de fase global

De modo que

[ oL oL oL
= . {au _8(8@;)3'} — 0(8“@')8“3;_ %a;} . (270)



Segundo teorema de Noether— Ejemplo con campo escalar complejo con invarianza de fase global

Teniendo en cuenta que

Z{ e 5 = Za Xk

oL oL
= 00,0) 55,67
=ioHp* uqb — i@MqS*a“qb
0. (271)

Este resultado particular para campos complejos se mantiene en general para el conjunto de campos
que dependan sélo del pardmetro y no de la derivada del pardmetro, es decir, para el (sub)conjunto

de campos de materia con b’ = 0: ver Teorema 3 de [36].
Entonces

(272)

¥ a0 [za L



Segundo teorema de Noether— Ejemplo con campo escalar complejo con invarianza de fase global

De este modo, recuperamos la identidad asociada con el Teorema 1, con
. oL
M= Z ﬁai, (273)
1
Retomando la identidad para campos de materia con un pardmetro de transformacién constante 6

Z Eiai =0,4", (274)

si imponemos ademads que los campos de materia satisfagan las ecuaciones de Euler-Lagrange, de
modo que & = 0, resulta claramente como la ecuacién de continuidad

D" = 0. (275)

Cuando la conservacién de la carga requiera de que las ecuaciones de Euler-Lagrange se satisfagan,
diremos que la conservacién de la carga es propia.



Segundo teorema de Noether— Teorema 2 de Noether para simetrias internas locales

Teorema 2: Si la accién S es invariante bajo « transformaciones locales 6, bajo un Grupo
continuo, entonces existen « relaciones

> Eiaai =) 0 (Eibl;). (276)



Segundo teorema de Noether— Teorema 2 de Noether para simetrias internas locales

En el siguiente capitulo haremos la aplicacién mas rigurosa del primer teorema de Noether para
simetrias internas globales usando densidades Lagrangianas para campos escalres. En el capitulo 77
haremos la aplicacién del primer teorema de Nother para simetrias externas globales usando campos
fermidnicos. En el capitulo 2 haremos la aplicacién del segundo teorema de Nother para simetrias
internas locales usando campos vectoriales.



Construcién de Lagrangianos covariantes—

Escalares Se mostrard como la invarianza de la Accién bajo transformaciones es el punto de partida



Construcién de Lagrangianos covariantes—

en la construccién de densidades Lagrangianas tnicas.

En estd seccién vamos a conectar la discusion sobre el Lagrangiano de las vibraciones de la cuerda
con las tranformaciones de Lorentz de la relatividad especial. Dicho Lagrangiano tiene hasta ahora
la siguiente dependencia funcional £(0,¢).

En la formulacién de la teoria cldsica de campos debemos asegurarnos de que todos los términos
posibles perimtidos por la simetrias asociadas al campo estén presentes en la densidad Lagrangiana.
De inmediato surge la pregunta: ; Qué posibles términos de la forma 9,,¢ podrian estar presentes en
Lagrangiano?. Antes de responder esta pregunta, abordemos el problema algo mas general donde la
densidad Lagrangiana también depende del campo como mismo

L(¢,0u0) -
En la ecuacién (200), teniamos un Lagragiano en funcién de d,¢, y haciendo v — ¢ = 1, tenemos

1

£(0,6) =7 | o6 Ao — Z 8¢ 0ip

= [0060% + 0,09'¢]



Construcién de Lagrangianos covariantes—

'C(aud)) :% L@ otg. (277)

donde se ha usado la convencién de suma para indices repetidos. Note que para que la velocidad de
propagacion sea independiente del sistema de coordenadas se requiere su identificacién con la
velocidad de la luz. De modo que si queremos interpretar los términos de la densidad Lagrangiana
como objetos invariantes, necesariamente se tiene que hacer en el contexto de la relatividad especial.



Transformacién de Lorentz para campos escalares—

El campo escalar esta definido por sus propiedades bajo transformaciones de Lorentz. Vamos a
estudiar el comportamiento de un campo escalar bajo una transformacién general de Lorentz:

xt — XM= N XY (278)

Por definicidn, el campo escalar no cambia bajo la transformacién de Lorentz, es decir, su forma
funcional queda inalterada. Por consiguiente el campo escalar debe satisfacer que

¢(x) = ¢'(x') = ¢(x), (279)

como se ilustré en la Fig. 5. La prima en ¢ representa el cambio intrinseco en el campo ¢ como
consecuencia de la transformacion.
Usando la ec. (278), tenemos que

¢(x') = o(N1X). (280)

Esto es, el campo transformado, evaluado en el punto transformado, da el mismo valor que el
campo evaluado en el punto antes de la transformacién.



Transformacién de Lorentz para campos escalares—

Por consiguiente, para un punto del espacio tiempo arbitrario tenemos que el campo escalar
transforma bajo una transformacién de Lorentz como

$(x) = ¢'(x) = ¢(A"x). (281)



Transformacién de Lorentz para campos escalares—

o simplemente



podemos agregar una funcién general que solo dependa del campo ¢ pero no de sus derivadas, V(¢)

L((x), Bu(x)) — L :%a,gqy(x)a’%f(x) — V(@)
=206 (x)g" 3 () — V(#),

o 0,0(N ") (M) g 0r (A1) (A7)

g

— V(¢)
(A1), 8" (A1) 0ud(NX)De (N x) = V(&)
Y70, o(N"1x)056(A1x) — V(6(A"1x))

=500 (A1) (A1) = V($(A X))

=L(p(N"1x), 8,0(A1x)). (282)

p

2
_1
2
1
2
1



Transformacién de Lorentz para campos escalares—

Ya que la Accién involucra la integracién sobre todos los puntos, esta es invariante bajo
transformaciones de Lorentz. Explicitamente

Sy / &4 X' L(¢(x'), 9,6/ (x))
= / d*x' L <¢(/\—1x’), af,ﬂ ¢(/\‘1X')>

_ / d* x L(6(A"1x), 8,p(A"1x))
s (283)




Transformacién de Lorentz para campos escalares—

Notese que en unidades naturales
[S] = [H] =1, (284)
y ya que [d*x] = E~*, entonces
5:/d4x£—>[£]:E4. (285)

Como [9,] = E, entonces

£(0,0) = 20,096 — [6] = E. (286)



Principio de minima accién para campos—

© La dimensién de los campos y derivadas en cada término de la correspondiente densidad
lagrangiana debe ser menor o igual a cuatro.

@ La densidad Lagrangiana no debe contener derivadas altas (méximo dos derivadas)
© Los campos fundamentales se deben anular a espacio infinito.

Con estas restricciones es suficiente mantener los primeros cuatro términos de la expansién de
Taylor de V/(¢) (el término constante se puede remover redefiniendo el estado de minima energia)

V(¢) = ag + bp? + c¢® + do*, (287)
La invarianza de la Accién bajo términos con derivadas totales excluye términos del tipo
$0,,0"¢ . (288)

De modo que la densidad Lagrangiana mas general posible para un campo escalar real es

20,00"0 — (a0 + b? + c6® + do*) (289)



Principio de minima accién para campos—»

La ecuacién de movimiento es
(0,0" +2b) ¢ = J(¢), (290)
donde
J(¢) = — (a+3ce® + 4ds*) (291)

es el término de fuente. En ausencia de fuentes el campo ¢ se propaga libremente a través de la
ecuacién

(9,0" +2b) ¢ = 0. (292)

A continuacién procedemos a encontrar una interpretacién fisica al coeficiente 2b



Principio de minima accién para campos—Ecuaciones covariantes

Con el cuadrivector (154) podemos construir la siguiente ecuacién

publ'd = m*¢
i0,i0"¢ = m*¢
—0,0"p = m?¢

82
(W ~V2+ m2> ¢=0. (293)

Que corresponde a la ecuacién de Klein-Gordon (?7?).



Principio de minima accién para campos—Ecuaciones covariantes

se obtiene
(O+ m*)¢ =0, (294)
donde
2 5

Es el D'Alembartiano [16]. Comparando con la ec. (293) podemos reescribir la ec. (294) en términos
del operador de cuadrimomentum como

(Bup" — M) = 0

(E2— P> —m?)$p =0 (296)
(297)



Principio de minima accién para campos—Ecuaciones covariantes

Hemos identificado que el término con m? se podria interpretar como la masa al cuadrado del

campo escalar. Dicha interpretacién surge de analizar la segunda cuantizacién del campo ¢ que se
traduce en una interpretacion en términos del oscilador arménico.



Principio de minima accién para campos—Ecuaciones covariantes

densidad Lagrangiana de una onda propagdndose a una velocidad v, eq. (77),

1
E(aud)) = %au¢ auff) :Eglwauqs 0o, (298)



Principio de minima accién para campos—Ecuaciones covariantes

Teniendo en cuenta que o es un indice modo, podemos escribir la ecuacién de onda en la forma
conocida:

0,0"¢ =0
000°¢+ Y | 9;0'¢ =0
900°p =Y~ 0i0i¢ =0

1 9%¢
i V24 =0. (299)



Campos escalares complejos—

En ese caso la Accidn, y la correspondiente densidad Lagrangiana son tnicas y estan dadas por una
funcién polinémica de ¢*¢

L=0,0"0"¢ — m*$* 6 — A(¢"0)* . (300)

Términos de orden superior se pueden obtener a partir de esa Lagrangiana (inica y por eso no se
consideran.



Campos escalares complejos—

Por lo tanto
[m] =E [A] =1. (301)

De las ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢*, usando el Lagrangiano en ec. (300) y para A =0

6#[ oL ] a.c:O

0(0u0)] 99"
9u0tp + m*¢p =0
(O+m?)p =0, (302)

y de la ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢,
(O+ m?)¢* =0. (303)

De este modo tanto ¢, como ¢*, satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon. Cada campo ademds
corresponde a una particula de masa m como en el caso de ¢1 y @2



Campos escalares complejos—

Ademas de la invarianza de Lorentz, el Lagrangiano en ec, (??) también es invariante bajo el grupo
de transformaciones U(1) definido en las seccién ??, pero con una fase constante

U=¢e?~1+i6.
Entonces

6= ¢ = o~ (1+i0)6
= ¢+ i0¢. (304)

Para 0 infinitesimal
dp=¢' —p=i09, §¢* =¢'" — ¢* = —i0¢", (305)

Comparando con la expresién para la transformacién de un conjunto de campos ¢;, eq. (263), con
la identificacién ¢1 — ¢ y ¢2 — ¢*, tenemos que

a =id, a = —ig*. (306)
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Campos escalares complejos—

Reemplazando en la expresion para el Teorema 1 de Noether relacionado con simetrias internas
globales,eq. (?7) tenemos que:

oL oL
=
70,9 " 50,07

JH=io"p*p+ h.c. (307)

Y por lo tanto la corriente es real. Como p = J puede ser negativo, entonces no puede interpretarse
como una probalidad, como se hizo con la funcién de onda de la ecuacién de Scrodinger. Esto
presenté un obstaculo en la interpretacidn inicial de la ecuacién de Klein-Gordon. Sin embargo una
vez se cuantiza el campo escalar la probabilidad de los estados cudnticos queda bien definida [14].



Campos escalares complejos—

Podemos calcular también el tensor de momentum-energia para el campo escalar

oL oL
TV =0, + 0" i — O
" "5 T 50,
=040+ 0,67 0" — 0t (06" 0% — P66 — A (676)°)
(308)

Ejercicio: Calcular el Hamiltoniano para el campo escalar complejo. (Ver Sec. 1.2 de [47]): En
particular, para la densidad Hamiltoniana tenemos

H =T =0°¢* 0o + D" %% — Dad* D) + mP¢*d + A (6" )
=3°0* 0o + Do 8°p — Bop* P — 06" I b + M2 P b + A (¢ )2
9¢* 0o

* 2 % * 1\2
—8ta+v¢ Vo+m<p o+ A(d%9)° . (309)




Transformaciones de Lorentz para campos fermiénicos—

Considere el campo espinorial, que se transforma como
Ealx) = &(x) = Sa”€3(N1x) (310)

donde S es la representacién espinorial (%,O) del grupo de Lorentz.



Transformaciones de Lorentz para campos fermiénicos—

Si interpretamos (55)T como las componentes de un nuevo vector fila transformando bajo la
representacién (0, ), S*(A\), con componentes con puntos

&= (&) (311)
entonces tenemos que (173)
B

el - ¢'h =l [s7] . (312)



Transformaciones de Lorentz para campos fermiénicos—

En resumen, tenemos las siguiente transformaciones de Lorentz para los diferentes tipos de campos

d(x) = ¢'(x) =p(A"x) Scalar field,
A (x) = AM(x) =N, AY (N 1x) Vector field,
Ou = 0}, =0,(N1)" Full derivative,
Ea(x) = €L (x) =S."€5(N"1x) Left-handed Weyl spinor field,

[0}

n(x) = 7' (x) =n’(AN"x)[S 7] 5 Left-handed Weyl anti-spinor field . (313)



Transformaciones de Lorentz para campos fermiénicos—

Para un espinor de indice arriba (abajo) genérico*, denotado como 1 (1)) y recordando que

Y= ()", (314)
tenemos
Yal(x) = B (x) =SaPs(A~1x), vl = vl = [T el () =] () [ST] ’ X
@ ; 1Té 3 1] @ -11¢ : —
500 = 0 = B[S, ) - e = e (s | (s7) ] RGO
(315)

donde 1) = & or 1. Al interpretar 1 and 1T como espinores de dos componentes en este espacio
interno, hemos definido el producto escalar usando la convencién de indices contraidos descendiendo
e indices con puntos contridos ascendiendo

o and 49, (316)



Transformaciones de Lorentz para campos fermiénicos—

De esta forma podemos definir el producto escalar entre dos espinores, 1 = £ or 17, como
P =9 = 'Y =00 [(STH)] ;7S 0y

:(5_1)5a5a7¢6¢7

=635,

=y 5. (317)
y similarmente el producto escalar de dos anti-espinores como

vyt = gyt sy
=Tyl (318)

En adelante, cuando los indices estén contraidos de acuerdo a la convencién (316), podemos escribir
la forma no expandida del producto escalar, es decir, sin indices.

“Un espinor genérico puede ser puro o con el indice alterado por la métrica



Espinores izquierdos—

Vamos a comenzar con la construccién de Lagrangiano para el espinor de Weyl de indice abajo
Yo = &a, usando el cudrivector de Lorentz con estructura tensorial en SL(2, C) %5, Por
consiguiente, un posible invariante de Lorentz con un séla derivada podria ser

YL ()70 1pa (x) . (319)

Para suavizar la notacién, vamos a ignorar en adelante la dependencia en las coordenadas
transformadas, las cuales serdn integradas en el calculo de la Accién

Bl e — i aul, = (wlS6) 7 (A1) 9, (S,70s) - (320)

Como los pardmetros de la transformacién, & y 6;, en la ec. (363) estan en el espacio interno de
Lorentz, ni A, ni el cuadrivector de matrices constantes a* cambian bajo una transformacién de
Lorentz asociada a cambios de las coordenadas externas

$T 90 = e 0nba — v Ea 0 d = vl (A1), SV 550590,

= vt (A1), (S1os) o, (321)



El término permanece invariante si la siguiente condicién se satisface
(NY stets =57, (322)
o

de modo que

YLaH, 1o — LT ), = plar Y. (323)
Multiplicando matricialmente por A a ambos lados de la ecuacién (322)
(/\)”p(/\—l)pusws =(N)" 57,
vct= _ v o—
6,S'o"S =(N)" 5"
S'5"S =(N)” 5, (324)

La solucidn para esta identidad es Unica y puede expresarse en términos de las matries 2 x 2 de
Pauli mas la identidad

ot = (12><27E)



Espinores izquierdos—

=(c%7), (325)
donde

o o=—0= (—01, —0?, —03) . (326)



Espinores izquierdos—

Por consiguiente, el Lagrangiano mas general posible para espinores de dos componentes contiene al
menos

£ LuL @) b — mui
Déwﬁ“c‘)uz/z —myp. (327)

Los coeficientes i/2 y m se han escogido para que las ecuaciones de Euler-Lagrange den lugar a las
ecuaciones de movimiento apropiadas. Para garantizar que la Accién sea un nidmero real, debemos
imponer que £ = £. La forma mas simple de Lograrlo es simplemente adicionar el hermitico
conjugado de cada uno de los términos (h.c de las siglas en inglés). De modo que el Lagrangiano
mas general posible para espinores de dos componentes es

1

L =§¢T5“3u¢ — myp+ h.c

. _ T
=015 D) — mpp + (;wa“aw) - m()



Espinores izquierdos—

Entonces
£ =17 0 — 0o — m (wy + w1t
y usando la hermiticidad de las matrices de Pauli
it =5+ (328)
tenemos que
£=Luie o - Lo, (V) + Lutero - m (wo +uluf) (329)

Descartando la derivada total que no altera la Accién, podemos obtener la forma final de la
densidad Lagrangiana para un campo espinorial de dos componentes

£ =it 79, — m (W + ol wT) . (330)



Espinores izquierdos—

Teniendo en cuenta de nuevo que la Accién es adimensional, que implica [£] = E*, y considerando
ademas que o son matrices constantes adimensionales,entonces

(0] =E%/2 E m] ~E.

Si al campo 1) se la asocia ademds una carga conservada asociada a una simetria continua tipo
U(1), podemos imponer que el Lagrangiano sea invariante bajo cambios de fase de 1,

Y =e 0. (331)
En tal caso, el término con coeficiente m debe se ser cero y la densidad Lagrangiana se simplifica a

L =ihTa" 0,0, (332)



Espinores izquierdos— Corriente conservada y Lagrangiano de Weyl

Podemos calcular la corriente conservada asociada al cambio de fase usando el resultado del
Teorema 1 de Noether para simetrias internas dado por la ec. (269). Para la transformacién de
cambio de fase (331) con ¢ — ¢y ¢ — T, tenemos de ec. (7?)

a, = — Iwu ) an :’wT ) (333)

w_[ oL 1 [ oL
=52 agm,
= iplat(~iv)
= ighy. (334)

La densidad de carga conservada y la corriente son respectivamente

0 =yle% =Ty, j=-yloy. (335)

La cantidad conservada es

P [ wvdx=1. (336)



Espinores izquierdos— Corriente conservada y Lagrangiano de Weyl

la cual podemos interpretar que corresponde a la probabilidad de la funcién de onda . Por
consiguiente, la ecuacién de Euler-Lagrange se puede interpretar directamente como una ecuacién
de una funcién de onda de la mecanica cudntica.

Esta interpretacion tiene consecuencias importantes porque implica que la teoria cuantica
subyacente pues implica que la probabilidad se conserva de forma no local.



Espinores izquierdos— Tensor momento-energia

Una de las conexiones mas hermosas y profundas entre la Teoria Clasica de Campos y la Mecanica
Cudntica surge al estudiar las simetrias espaciotemporales de los espinores.

En la seccién anterior vimos que la simetria interna U(1) (cambio de fase global) del campo
espinorial da lugar, por el Primer Teorema de Noether, a una cuadricorriente conservada cuya
componente temporal j% = 1T} interpretamos como una densidad de probabilidad. Si ahora
aplicamos el Primer Teorema de Noether para simetrias externas (traslaciones en el espacio y
en el tiempo), obtendremos el tensor de momento-energia T%,. Las cargas conservadas asociadas a
este tensor son la energia total y el momentum total del campo.

Para el Lagrangiano libre de un espinor de Weyl izquierdo sin masa:

L =ip'5"d,
=iy)'5%000 + 15 )
=i oy — inhlo’Opp, (337)



Espinores izquierdos— Tensor momento-energia

podemos calcular la densidad Hamiltoniana (densidad de energia), que corresponde a la componente
Too. Usando la definicién del tensor de momento-energia y sabiendo que ° = 1, tenemos:

. oC Y
7o aa ™ -

Usando (337)

TS = iy — i ooy + ivo' Oy
= i (0'0,)0
= —lo’ (o)
=—¢!(o - p)y
= z/;TF/Wz/;, (339)



Espinores izquierdos— Tensor momento-energia

donde hemos definido el Hamiltoniano de Weyl como:
Ay =—o-p. (340)

(Este Hamiltoniano corresponde a la proyeccién del espin en la direccién opuesta al movimiento,
justificando el signo menos para definir a 1) como un espinor de helicidad izquierda).

De la misma manera, la densidad de momentum fisico del campo corresponde a las componentes
espaciales TOI-:

o_ 0L
= o)

= iyTo;p

= i (—id)

= ¢pi. (341)



Espinores izquierdos— Tensor momento-energia

A nivel clasico, la energia y el momentum total del sistema se obtienen integrando estas densidades
de carga sobre todo el volumen del espacio. Si observamos con detenimiento el resultado de estas
integrales utilizando las Ecs. (339) y (341):

E= / T% d3x = / oAy d3x, (342)
14 14

P= / T d3x = / Yipy d®x, (343)
14 14

y recordamos que 114 representa la distribucién de probabilidad espacial del campo (normalizada a
1), nos damos cuenta de un hecho extraordinario: la energia y el momentum clasico del campo
se expresan matematicamente como un promedio espacial ponderado por la densidad de
probabilidad de la particula.

En la Mecanica Cudntica tradicional, se introduce como un axioma o “postulado” impuesto ad-hoc
que el valor esperado (o promedio estadistico) de un observable O se calcula como

(0) = [T O d®x.

Sin embargo, como acabamos de demostrar, en el marco de la Teoria de Campos este no es un
postulado independiente. Es una consecuencia directa e inevitable de exigir que la Accién del campo
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Espinores izquierdos— Tensor momento-energia

sea invariante ante traslaciones en el espacio y el tiempo (Primer Teorema de Noether). De modo
que las cantidades conservadas cldsicas son, por definicién, los valores esperados cudnticos:

() = [ ' P . (344)
(B) = /V TP dx. (345)

Nota: Como la ecuacién de Schrodinger i0p) = Iflww es de validez general en este contexto, la
relacién (H) = fz/ﬁlflw d3x se mantiene. Sin embargo, cabe advertir que esta forma exacta
construida solo con derivadas de primer orden no es posible para un Hamiltoniano de Weyl si se le
anade un término de masa acoplado a un campo derecho, lo cual requerird el formalismo de los
espinores de Dirac.

Podemos definir el operador de cuadrimomento como

pr = io" = (id°,io")
= (ido, —i0;)



Espinores izquierdos— Tensor momento-energia

.0
= (Iat,—IV)

A

- (H,ﬁ) . (346)

Con estas definciones del operador Hyy y p, podremos interpretar mas facilmente la ecuaciones de
Euler-Lagrange a continuacién.



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

Queremos que el Lagrangiano de lugar a la ecuacién de Scrondinger de validez general

.0 A
et = (347)



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

De hecho, aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo ' al Lagrangiano en ec. (7?)
,tenemos

oL oL
o 5|~ a5 =
oL _,
ot
i5#8,1) = 0. (348)

Expandiendo
ic®0o + ic'9ip = 0
ic®0p) — io'9ip =0
ic®00t) + o - (—iV)ih = 0,
ioc®0pp = —(o - P)V,



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

Como % =1,

0
[ — = — -p . 4
Iatd} o - pY (349)
De la ec. (368)
Ay = —o - p. (350)



La ec. (347) puede escribirse como
0 N
i——H =0. 351
(ig-#)v (31)
El campo v también debe satisfacer la ecuacién de Klein-Gordon. Podemos derivar dicha ecuacién

aplicando el operador 5
i _A
< ot )

De modo que, teniendo en cuenta que 8I:I/8t =0,



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

0% 5
<8t2+H>¢:0. (352)
De la ec. (350)

Ay = (o -p)(o - p). (353)



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

Sea A una matriz y 6 en un escalar. Entonces tenemos la identidad

(A-02 =S A7 + 3" {A A}y (354)

i<j



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

Entonces
/:/5‘/ :U,-zp,-z +Z{O’,',O'j} pipj (355)
i<j
(suma sobre indices repetidos). Si
o?=1
(oo} =0 i#). (356)
que se puede resumir en
{007} =25;1. (357)

todo consistente con las propiedades de las matrices de Pauli en (??). De modo que

HZ, = -V?2, (358)



Espinores izquierdos— Ecuaciones de Euler-Lagrange

y reemplazando en la ec. (352) llegamos a la ecuacién de Klein-Gordon para

82
(g~ 7)o

Oy =0 (359)



Espinores izquierdos— Invarianza de Lorentz de la Accién de Weyl

Para mostrar que S es de hecho una transformacién de Lorentz, es conveniente escribir ésta de
forma covariante. Si definimos

o = i [o", 5] . (360)

Podemos obtener los generadores de boost y rotaciones apropiados:

. Nea
K=0c"=—j=
2
1 : ] ol ok
Li = Zejo’™ = — 4—e
o2 g /|22
gy
=— ieuk/efkl—
_ 1l
_féial
1



Espinores izquierdos— Invarianza de Lorentz de la Accién de Weyl

Vale la pena notar el hecho que o*” satisface el dlgebra de Lorentz y por consiguiente son los
generadores del grupo de Lorentz:
.ot
S=exp <_’Wuv2>

~1— éwwa’“’ | (361)
Necesitamos satisfacer la siguiente condicién
STgHS =N, 5" (362)
Ahora
5(10)55:exp(£-%+i9~%), (363)
y expandiendo (362)

(1+£-%—/0.%)5ﬂ(1+£-%+/9-%):[1+/5-K+i0.L]ﬂyaV



_ o .0 . . o —v
(a#+5.2 —i0. —a“><1+£‘§+/0-§):[1+/£-K—|—/0‘L]Va.
Hasta primer orden en los parametros ¢/ y 6/,

e (75) vio- (715) v & Tot -0 St =diat + it KF,aP 40 Lo

2
ot + E . <EM% + %Eﬂ) +i0 - (EU% — %7!1) :(555 + I£ . KMVE + /0 - LMVEV
¢ ("% +30)+i0- ("5 — To) =ie - K'o" +i0- L',5"

Igualando coeficientes



Espinores izquierdos— Invarianza de Lorentz de la Accién de Weyl

La primera ecuacion es

T+ o =i[K']" &

II[JOI] /’LVEI/

:i[Jo"]MVJV

=— (g%, —o0g™") "
. (gO,uU/ gi'U’O'O) ’

para 4 =20
anzi + U2i00 =—g

o =0



Espinores izquierdos— Invarianza de Lorentz de la Accién de Weyl

Para p =
ol ol .
_UJ?_E J =4 glo
691 = 1.
La segunda ecuacion es
Ui 0'i N
E"? - 55“ =(L")" o
= - (Ll')uuﬁy



Espinores izquierdos— Invarianza de Lorentz de la Accién de Weyl

Para 4y =20

i i .
00 0 _o_ ! 0 _k kO _j
75— 57 =5ein (870" ")

0=0.

Para p =1

—02 o — o 5 :Eeuk( 5j’ak+5kIUJ)
I I i
oo ool i -
ol T (_’. k i J)
232 EE R A

o
I
[ ) } €likO +€/:k0>

i
Die = > =3 (26/fk0k)



Espinores izquierdos— Invarianza de Lorentz de la Accién de Weyl

ie/,-kak :ie/,-kak .



Espinores derechos—

Para el campo de dos componentes derecho 1 (& = 1,2), el término invariante de Lorentz con
derivada de primer orden deberia ser

0 (0")aa O™ =0 (0")aq O™ =1 (") (N1)” 0™
=[5 77 @) (), [(57)]" 2t
=

A1 0 (7] ol (369)

oy

siempre y cuando la siguiente propiedad se satisfaga

st (s =)o (365)

14

De hecho, la tnica solucién se puede expresar en términos de las matrices 2 x 2

ot = (0% 0a), (366)



Espinores derechos—

y siguiendo un método similar al anterior, podemos arribar a la densidad Lagrangiana mas general
para un espinor derecho de dos componentes

L =inotdm' —m (7777 + nTnT> . (367)

El célculo del tensor de momento energia en este caso, nos permite definir el Hamiltoniano de Weyl
para un espinor de Weyl derecho como

Aw=0o-p, (368)

que corresponde, en efecto, a la proyecciéon del espin en la direccién de movimiento. El signo
positivo justica la definciéon de n®* como un espinor de Weyl derecho.



Espinores de Dirac—

Para describir completamente un electrén, que conserva carga eléctrica bajo U(1), necesitamos
todas las componentes detalladas en la Tabla 6

Nombre Simbolo Lorentz u(1)
e;: electrén izquierdo &a S.7¢5 e'l¢,
(e1)': positrén derecho  (£,)" = £l 5}; [SWBd 5£e_f9
er: electrén derecho (n)" = pte [(ST)_I]d pth eifpte
(eR)T: positrén izquierdo n“ n’ [5_1]30‘/8 e n

Tabla: Componentes del electrén



Espinores de Dirac—

Podemos especificar el Lagrangiano completo para el electrén invariante bajo U(1) sin perdidad de
generalidad, usando los dos fermiones izquierdos de cargas opuestas, &, y n*:

§— ¢ =et n— 1 =e n (369)
como
£ =il 90,80 + in 0l Oun' * — m (n°Ea+€ln'*)
—ig'5 0,6 + ino" O’ — m (n + &M’ . (370)

Definiendo el espinor de Dirac y su hermitico conjugado como

v=(a) = () vi=(e)t @) =(d ) e

y usando (?7), tenemos en primer lugar que

(&) (3 o) (5u) = (r &) ()



Espinores de Dirac—

:77&604 + flﬂff @
=né + &yt (372)

mientras que para los términos cinéticos

Foa (0 N[0 N (BN (i ) (T 0 ((uta
(¢ ’7><1 o) (a“da 0><au%Td>_<5d ’7>< 0 UZQ) (3;7“)

:5:26” daa,ufa =+ UQUZQG;L??T ¢
=510, + not o' . (373)

Definiendo las matrices de Dirac (en la representacién quiral) como

o (0 U()”) 7 (374)

ok
las cuales satisfacen el algebra

{7} =2¢"1. (375)



Espinores de Dirac—

tememos en particular que,
01
0 _
»=(3 3 (376)

(70)2 = 14x4. (377)

tal que

Usando (371), (372) y (373)
L =i€'a"d,& + inatdmt — m (775 + ETnT>
=iV 091, — muTH 0w, (378)
Definiendo finalmente el espinor de Dirac adjunto
U =wi0, (379)
podemos escribir finalmente el Lagrangiano para espinores de Dirac como

L =Vy"9,¥ — mbV. (380)



Espinores de Dirac—

La ecuacién de Dirac se obtiene facilmente de la ecuacién de Euler Lagrange para el espinor adjunto
v

oL oL
“lo(@w)| ov
oL
—F =

(ivM0y —m)W =0. (381)

Escrito en la forma de la ecuacién de Scrodinger general, da lugar al Hamiltoniando de Dirac

i7°00V = [ (—i0;) + m] ¥
i(7°) 2 G =0 (Z'yp +m)

0 ~
g : m) ¥
It =y (v-p+m)



Espinores de Dirac—

i—W =HpW, (382)
donde

Hp =~°(y-p+m) (383)



Lagrangiano electromagnético—



Lagrangiano electromagnético—

Campos vectoriales

Las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo la transformacion gauge local obtenida en la ec. (?7?)

Al (x) — AF =AF(x) — 01(x)
SAH(x) = A — AM(x) = — 0"0(x), (384)

que cuando fue descubierta parecia ser una simple curiosidad matematica de dichas ecuaciones.



Lagrangiano electromagnético—

£(8MAV7 AV7 (;ZSI) = EEM(&MAV) + Eint(Aua ¢/) . (385)



Lagrangiano electromagnético—

Por lo tanto

0 0
%E(aMAV’ Al/; ¢I) = %ﬁint(/\lh (Zsl) . (386)

Podemos definir la derivada de Liy: (la cual se determinard en capitulos posteriores) y que depende
de los campos extras, como

J’ ocaa/f, with J =—= (387)



Lagrangiano electromagnético—

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo A”, son (usando (387))

, o[ o oL
£ =0 0(9,A)]  0A,
_9 [ 0Lem | OLint
O 0(0,4)] 94,
B [ OLem | o
=0, @Ay (388)

De hecho, si aplicamos el segundo teorema de Noether al campo de radiacién A, (x)

0 =0, (£"b)

-~ OLem .

Si asumimos que j” corresponde a un cuadricorriente conservada

At =0, (390)



Lagrangiano electromagnético—

tendremos como resultado la identidad

OLem ] =0. (391)

O [awu)

Como 0,0, = 9,0, corresponde a un tensor simétrico, la identidad anteriors se puede interpretar
como la necesidad de introducir el tensor antisimétrico

oL oL
FVM H h: FVM e 2
"9 (0,A) wit =9(0,A) (392)

tal que

0,0, F"" = 8,0,F"* = 0. (393)



Lagrangiano electromagnético—

1
Lem = —ZFWF‘“’, (394)

A partir de este Lagrangiana, podemos demostrar en efecto que

OLem
pw _
F a(aVA,u) , (395)

Podemos coprobar que si

FPoF,y =(0PA7 — 3 AP)(0,As — OsA,)
=0PA°D,A, — DPA Dy A, — O APD, A, + 07 APD, A,
=g"g7%(0aA30,A; — 0aAs0sA, — 05A00,As + 03Ax0-A,).

Entonces

FP7F )y :gpo‘g"ﬂ(6W65V€),OA(7 + 0aAB0pubor — 000805 Ap — OaABOeudpu
0(0,A))



Lagrangiano electromagnético—

— 38000 Ag — 03 AabpuO0y + 080000 Ay + 03 Aabaudm)-
=g"'g7" 0pAs + "8 0aPs — 8787 0: A, — 78" 0aAs
— g™ g7 9,A; — g8 OpA. + g7 g7 DA, + 878" D5 Aq
—OMAY + OPAY — A — O A — OV AP — OV AR 4+ DAY + OMAY
—4("AY — 57 ALY
0

— FPF,, = 4FM. 396
a(9,A) " (396)

Por lo tanto

OLem
aoay - =" 397
0(0,A)) ’ (397)



Lagrangiano electromagnético—

El Lagrangiano en ec. (394) admite un término adicional:
L= —%F“”FW —J“ Ay, (398)
siempre y cuando j¥(x) sea una corriente vectorial conservada:
JY () = J () =N (A1) Duj(x) =0. (399)
De hecho, usando la ec. (407), tenemos que para la transformacién interna del campo A”, eq. (?7?)

1 0 . 1 .
0L=L L= F"F, — A, + [FFu A,

=—JYA, +j70,0(x) + YAy
=j"0,0(x)
=0,(J"0) — (0,")0(x) . (400)



Lagrangiano electromagnético—

Como el cambio en la Accién no es afectado por la derivada total, entonces

5S = / d* x [0, x) — (0]")0(x)]
__ / d* x(9,4)0(x). (401)

Para tener S =0, y cémo 6(x) es arbitrario, necesitamos asumir que 9,j” = 0, tal que j¥ es una
corriente conservada. Sin embargo, veremos que esta es una condicién auto consistente en la teoria

completa.
En resumen, si la corriente electromagnética, /¥ se conserva, entonces la Accién es invariante bajo la

transformacién gauge local (384).



Lagrangiano electromagnético—

Por lo tanto, el Lagrangiano

1
L= —ZF‘“’FW—j”A,,, (402)

es el mas general que da lugar a una Accidn invariante de Lorentz e invariante gauge local.



Lagrangiano electromagnético—

Usando la ec. (396), tenemos

oL oL
O [a(aﬂAy)] ~oa, 0
1 ) HA
_Z ——(FP°F,, T i -
i [G(QHA,,)( p )] 754, =0
—,F" 4 6% = 0
D FM = V. (403)

Para completar la demostracién de que la Accién invariante de Lorentz e invariante gauge local,
expresada en términos del Lagrangiano (402), da lugar a la Teoria Electromagnética, debemos
mostrar que las 4 ecuaciones de Maxwell se pueden escribir el la forma covariante

FHY =9l A — 9 A, DuFH = . (404)



Lagrangiano electromagnético— Tensor Electromagnético

Regresando a las ecuaciones de Euler-Lagrange
BuF1 = J", (405)
tomando la derivada con respecto a v en ambos lados tenemos
0,0,F" = 0,J". (406)
De la parte izquierda de ésta ecuacién tenemos

0,0, F" = L (8,0,F"™ + 0,0, F"

( )
(0,0 F* + 0,0, F"") intercambiando indices mudos
( )
( )

0,0, F" + 0,0, F"* conmutando derivadas

0,0, F" — 0,0, F""" usando antisimetria de F*¥

O NI NIR NI~ R



Lagrangiano electromagnético— Tensor Electromagnético

Por consiguiente, la cuadricorriente J* es conservada:

ot =0. (407)
Ademis, las ecuaciones de Euler-Lagrange
OuF" = J, (408)
se pueden expandir parav =0y v = k.
Para v = 0, tenemos
O FH0 = J°
OiF° =0
8?(; J=
O _ S (409)

Ox’ ’



Lagrangiano electromagnético— Tensor Electromagnético

y por consiguiente
V-E=p. (410)
mientras que para v = k tenemos
O FH = J
OiF* + g Fok = JX
—0;FK — 9y F*0 = J*
_8(6ikj8j) _ 8Ek -

k
Ox! ot =/
oBl 9k |
kgt~ Br 0
k
(V x B)k - 0% _ p. (411)

ot



Lagrangiano electromagnético— Tensor Electromagnético

y por consiguiente

VxB—(?,;:J. (412)
De esta forma, la expresién
OuF" =J" where FH = gHAY — 0" A¥ | (413)
es completamente equivalente al conjunto completo de ecuaciones de Maxwell:
V-B =0, V><E—i—aaB 0 (414)
V- -E=p, V x B—a—E J. (415)

ot



Invarianza U(1)—

Si queremos que la Accién refleje las simetrias de las ecuaciones de Maxwell debemos mantener sélo
los términos del Lagrangiano para A" en (??) que sean invariantes hasta una derivada total. Bajo
una transformacién gauge, cada uno de los términos

1 1
— 3 G Gt 5 P A A MO A AL E XA AUAY Ayt X5 FI AP+ X0 GHY Ay At K () A A A

dan lugar a un 6L # 9J,(algo) y la Accién no es invariante bajo la transformacién gauge.



Invarianza U(1)—Energfa del campo electromagnético

Necesitamos la expresion para F,,

Foi = Fo, = goog; F¥ = —FO =

Fov = gupgon F? = 4 10 0v = 8008jj - - para 1 0 (416)
Fij = Fi, = gikgjF™* = FY para pp =i

De la ec. (77), se tiene
oL
TH=———7"+(0,A\) — 0L L
v 3(6MA)\)( )\) v

= —F"(9,A)) — 0LL (417)

La energia del campo, corresponde a la componente Tg:
79 = —F(9Ay) — L

1
= —F%%(9pAy) + aF" v+ JHA,

Usando las ecuaciones (?7), (??), (416)



Invarianza U(1)—Energfa del campo electromagnético

1
T§ = —F%(90Ay) + 2P Fuw + JUA,
v=0 v=i
11— 1/
= —F%(0oA,) + 2 FFOF 0 +5 P Fui+ 1A,
1 1_,;
= —FY9,A0 — F'OFu0 + L F"Fyu0 + 2 F1 Fui + J'A, (418)

Tenemos dos partes

p=0 H=j
_FHOE —I—EF“OF EF‘“'F'——F'.OF- —}—EF"OF- —G—EFO"FA—EFJ’.F--
©0 4 ©0 + 4 pi — i0 4 i0 4 0i 4 ji

, 1 1. 1 .
= —F%F + ZFIOFiO + ZFIOFiO + FFi

1 1
= —EF'OFio + ZFﬂFji- (419)



Invarianza U(1)—Energfa del campo electromagnético

Ademis
—FO%9,Ag + JMA, = — D, (AoFO) + Agd, FO" + JFA,
= — Ou(AgF) — AgD, FM0 + JIA,
= — Ou(AgF) — AgS° + JFA,
= — 0;(AFoY—J-A. (420)
Entonces
0 0/ 1 i0 1 ji
TO = —8,-(A0F ) — EF Fio + ZFJ Fj,‘ —-J- A

= —0;(AgF%) + %F’OF’O + ZFJ’FJ' —J-A, suma también sobre i, j

1 . . 1 ; . ..

= EEIE’ + Ze,-jkBke,-j,B’ + 0i(AcE") — J - A, suma también sobre i, j
1 1

— 552 + 5(sk,BkB’ +V-(A°E)-J-A



Invarianza U(1)—Energfa del campo electromagnético

:%E2+%B2+V-(A°E)—J-A (421)
Entonces, en ausencia de corrientes
H :%E2 + %32 +V - (A%E). (422)
Similarmente la densidad Lagrangiano puede escribirse como

L= —%F‘“’FW = - (E? - B?) (423)

N

En vista a la ec. (418), ya que la densidad Lagrangiana estd definida hasta una derivada total, como
V - (A°E) = 9,,(AoF*?), la densidad Hamiltoniana también estard definida hasta una derivada total.
De hecho, el Hamiltoniano es

H:l/ d3x(E2+B2)+/ d*x V - (A°E)
2 )y v

1

—_ 3X 2 2
_2/\/d (E? +B?), (424)



Invarianza U(1)—Energfa del campo electromagnético

y corresponde a la expresion conocida para la energia del campo electromagnético. Hemos usado el
hecho que en ausencia de corrientes todo lo que entra a un volumén debe salir y por consiguiente
las integrales sobre el volumen de la divergencia de cualquier vector es cero.

Similarmente el momentum total del campo, en ausencia de corrientes, corresponde al vector de
Pointing:

oL
T = aanA
=— F%H,A,
= — FY(0;A; — 9jA)) — FY9;A
=— FYF; — FY9;A
— FYUFT — 9;(FYA) + (9;FY)A;
=Eej BX + 0;(E/ A;) + (J°)A;
= —(ExB) — V- (AE) — pA (425)

En ausencia de cargas y corrientes



Invarianza U(1)—Energfa del campo electromagnético

Pi:—/ d®x T? = d3x(E><B)i+/ d*xV - (A'E)
Vv 14

P= | d&®x(ExB). (426)

S~



Fijacién del gauge—

Para obtener una solucién definitiva a las ecuaciones del campo electromagnético, se debe remover
la arbitrariedad asociada con la libertad gauge de la ec. (??). De este modo los campos quedan
especificados univocamente en todas partes. De hecho, de las cuatro componentes del campo A¥,
solo dos son independientes y corresponden a los estados de polarizacién de las ondas
electromagnéticas [14] (Capitulo 2). A éste proceso se le denomina fijar el gauge, y consiste en
imponer restricciones sobre los campos que fijan la funcién x y remueven la libertad gauge.
Nosotros usaremos el Gauge de Lorentz, definido por la condicién

D AR =0 (427)

Si inicialmente 0, A" # 0, se realiza una transformacién gauge tal que 9,A™ = 0. De acuerdo a la
ec. (??), esto da lugar a la ecuacién de onda inhomogénea

Ox = 0,A*

que puede solucionarse mediante las técnicas usuales.
Es importante resaltar que la fisica queda inafectada por la escogencia del gauge. El resultado final
para cualquier observable fisico debe ser independiente del gauge usado para calcularlo.



Fijacién del gauge—

Las ecuaciones de Maxwell (??) pueden escribirse como

O FH = J¥
D (0P AY — 0¥ AY = J
DO A — 0,0 AP = J
DO A — OV (D,AM) = J. (428)

Apliquemos ahora el gauge de Lorentz, ec. (427) a las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (428)
DAY = 0,0MA” = J. (429)

De este modo, cada componente del campo A* satisface la ecuacidn de onda (293), o la ecuacién
de Klein-Gordon (294) para masa cero. En ausencia de corrientes el campo A* puede ser expandido
en ondas planas con dos grados independientes de polarizacién [14], de forma similar a como se hizo
en la seccién ?? para el campo ¢. Una vez cuantizada la teoria, A* corresponde al fotdn, y solo
queda con dos grados de libertad independientes que corresponden a los modos transversales de la
onda electromagnética [14] (capitulo 2).



Fijacién del gauge—

La ec. (402), with J* =0, en el Gauge de Lorentz puede escribirse como

1 14
E - — ZF'M F;ux
1
== 4 (0"A” = "A")(9,A, — D, Ay)
1 v 1 12 v
- Z(aMA 8uAV - 8“/4 aVAlt -0 A“({?HA,/ + 0 AM@VA“)

:_ﬁw#%m—WM%MM+N@@MM—WMWMQ+M@@MQ+WM@@]
4 —_——
pv

:_hwmmﬁfﬁ%mmﬁM

:—%WN@& (430)



Fijacién del gauge—

Incluyendo el término con corrientes, y usando el hecho de que un signo global no afecta las
ecuaciones de movimiento, tenemos

1
L=S0 A DA, + S A (431)



Ecuaciones de Proca—

Consideraremos ahora el efecto de adicionar un término de masa a la teoria de Maxwell. Los campos
vectoriales masivos juegan un papel importante en fisica. Campos como W*#, Z* que median las
interacciones débiles son ejemplos de campos de este tipo. Las implicaciones de una masa finita
para el fotén pueden inferirse de un conjunto de postulados que hacen de las ecuaciones de Proca la
dnica generalizacién posible de las ecuaciones de Maxwell [17].

Teniendo en cuenta sélo el término de masa en la ec. (402)

1 1
L — _ZF‘LWF/U/ 4 EmZAHAM _ JN’AN. (432)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, tenemos

1 0 0 (1
_Z __Z  _Frm _ 2 [ ZmPAPA. — JP —
4@{N%&f-%i aAy<2mAApJAp> 0

OuFM + m? A = J”. (433)

Tomando la cuadridivergencia a ambos lados de la ecuacién y usando la ec. (428), tenemos

0y 0, 0" A” — 8,0" 0, A" + mPO,AY = 0, J”



Ecuaciones de Proca—

0y 0" AY — 90", A” + m*O,A” = 9,
m29, A" = 9, J" (434)

De este modo, en ausencia de corrientes, la ecuaciones de Proca dan lugar a la condicién de Lorentz.
De otro lado, si asumimos que la corriente se conserva, la condicién de Lorentz también aparece.
Por consiguiente, si la masa de campo vectorial es diferente de cero, la condicién de Lorentz,

ec. (427), emerge como una restriccién adicional que debe ser siempre tomada en cuenta. De este
modo la libertad gauge de las ecuaciones de Maxwell se pierde completamente en la ecuaciones de
Proca, que sin perdida de generalidad se pueden reescribir, usando la condicién de Proca

9, AR =0, (435)

y las ecs. (428), (433), como:
(O+ m?)A” = J¥ (436)

En ausencia de corrientes, cada una de las componentes del campo vectorial satisface la ecuacién de
Klein-Gordon (294). Por consiguiente m corresponde a la masa del campo vectorial A*.



Ecuaciones de Proca—

Aplicando la condicién de Lorentz a la ec. (432), obtenemos el Lagrangiano de la Ecuacién de
Proca (436)

1 1
L=—S0,A0"A, + §m2A”Ay —JA,, (437)

donde hemos reabsorbido un signo global que no afecta las ecuaciones de movimiento. El primer
término que incluye sélo derivadas de los campos es llamado término cinético y dependen sélo del
espin de las particulas. El término cuadratico en los campos corresponde al término de masa, y el
ultimo corresponde a la interaccidén del campo con una corriente. Cuando un Lagrangiano contiene
sélo términos cinéticos y de masa diremos que el campo que da lugar al Lagrangiano es libre de
interacciones, o simplemente que es un campo libre. Las otras partes del Lagrangiano serdn
llamadas Lagrangiano de Interaccion. De este modo podemos reescribir el Lagrangiano (437) como

L= ﬁfree + Eintv

donde,

1 1
Lree = =50, A 0" A, + §m2A”A,,



Ecuaciones de Proca—

Line = —J"A,. (438)

Debido a que la teoria masiva ya no es invariante gauge, la condicién de Lorentz aparece
automdticamente como la Unica restriccién apropiada sobre el campo vectorial.

Una vez se toma en cuenta la condicidn de Lorentz el campo masivo libre puede expandirse en
ondas planas con tres grados de libertad independientes de polarizacién. Dos de estos corresponden
a los dos estados transversos que aparecen en las ondas electromagnéticas (A, A2), y el tercero
(A3) corresponde a un estado longitudinal en la direccién del momento de la particula [14].

Aunque hemos hecho el andlisis de la ecuaciéon de Proca permitiendo un término de masa para el
fotoén, las implicaciones experimentales de una teoria de este tipo dan lugar a restricciones muy
fuertes sobre la masa del fotn[17]. El limite actual sobre la masa del fotén es m < 6 x 10717 eV
(1.1 x 10732 Kg) [18]. Debido al principio gauge local, desde el punto tedrico se espera que la masa
del fotén sea exactamente cero. En general, los campos vectoriales puede ser generados a partir de
otras cargas no electromagnéticas y pueden ser masivos. El reto durante varias décadas fue entender
como las masa de los campos vectoriales de la interaccion débil podria hacerse compatible con el
principio gauge local.



Ecuaciones de Proca—

Ademas, el Lagrangiano libre se puede reescribir como la suma de cuatro lagrangianos
independientes para cada campo ¢ = A%, A':

1 1
Liree = —50uA"0"A, + §m2AVA,,

1 1 1 1
= —50u00"¢ + §m2¢>2 + S 0uA - OMA — 5m2A A, (439)



Transformaciones de simetria locales—

Principio gauge local

Hemos introducido ya todos los ingredientes necesarios para entender a nivel cualitativo el modelo
estdndar de las particulas elementales. Para permitir simetrias internas mas generales que el simple
cambio de fase es necesario usar siempre el hermitico conjugado, en lugar de sélo el conjugado. Con
esta notacion un conjuto de f fermiones (izquierdos) que conservan localmente n cargas, deben
interaccionar a través de a = n®> — 1 bosones gauge. Si ademas alguno de ellos es masivo, debemos
introducir por lo menos un campo escalar. Un Lagrangiano para tal sistema debe tener la forma
genérica

1
L =ia Dy’ — L Fa,FLY

+ (D) Do — 1216 — A (019)
+ h'& (heipgdp + h.c) (440)

A continuacién veremos cual es la forma explicita de la derivada covariante para cada una de las
27



interacciones fundamentales.

Ahora, supongamos que se decide hacer un cambio de fase de la funcién de onda de forma arbitraria
en cada punto del espacio, osea en el dngulo, €, que el nimero complejo ¥ hace con respecto al eje
real. Aqui hay un punto crucial: si el cambio de fase es global, es decir si el cambio de fase asociado
al angulo 6 es el mismo en todos los puntos del espacio, este cambio no destruira el delicado
balance entre la energia cinética y la energia potencial en la ecuacién de Scrodinger.
Sin embargo, desde el punto de vista de la relatividad especial de Einstein, la necesidad de requerir
que el sistema mecdanico cudntico quede inalterado sélo por cambios globales de fase parece poco
natural. Una vez se escoge la fase de la funcién de onda en un punto del espacio-tiempo, el
requerimiento de la invarianza de fase global fija ésta en todos los puntos del espacio tiempo:

As usually conceived however, this arbitrariness is subject to the following limitation: once one choose

[the phase of the wave function] at one space—time point, one is then not free to make any choices
at other space—time points.

It seems that it is not consistent with the localized field concept that underlies the usual physical
theories. In the present paper we wish to explore the possibility of requiring all the interactions to
be invariant under independent [change of phases] at all space-time points.

Yang-Mills, Physical Review, 1954
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Transformaciones de simetria locales—

P(x) o P = exp(Et —p - x), (441)
entonces, un cambio de fase local
P(x) = ¥ (x) =y, (442)

cambia la energia y la cantidad de movimiento del electrén. Esto hace necesario la existencia de un
nuevo campo que compense esos cambios para garantizar su convervacion entre el sistema completo
del electrén y el nuevo campo.



Electrodindmica Cudntica—

Para hacer el Lagrangiano en ec. (380) invariante gauge local bajo U(1)q establecemos el cambio
de fase dependiente del espacio tiempo como

1/) N ,(/}l _ eiQe(X) w
)= P = e (443)

donde @ es el generador de carga eléctrica en unidades de la carga del electrén.
La derivada covariante se define de tal manera que la propia derivada covariante transforme de la
misma forma que transforma el campo, es decir

Db — (Duyp) =D,
=/ QI Dy (444)

La derivada covariante como tal, se define de tal forma que la derivada normal sufra una sustitucién
minima, es decir, debemos introducir el campo gauge A*(x), tal que

8, — D, =0, — ieQA, , (445)



Electrodindmica Cudntica—

Para mayor generalidad de los resultados, definimos un elemento de U(1)g como
U(8) = Q) (446)
De este modo, la derivada covariante se puede definir como
Dyt — (D) =U (D) - (447)

Para encontrar las propiedades de la derivada covariante en este contexto general, necesitamos
evaluar cual es la transformaciéon de la derivada covariante como tal, es decir

(Duv) =D, =U (D))
Dy, (Uy) =U (Dyy)) . (448)

Para mantener la generalidad del resultado evitaremos usar la propiedad conmutativa del algtn
grupo particular. De modo que,

(0 — ieQAL) (U) =Ud,t) — ieUQA,%
(0,U) % + Udutp — ieQA!, Ut =Ud,tp — ieUQA, 1)



(0uU) Y — ieQA, Uy = — ieUQA, Y

QALUY =~ - (3,U) ¥ + UQAW. (449)
A nivel de operadores
QAU == (9,U) + UQA,
QA, =UQA,U™' — é (0,U) U™t (450)
Usando la forma explitica de U dada en la ec. (445)
9, U = 9, e = jQ[9,0(x)] ™) = iQ[9,0(x)] U, (451)
teniendo en cuenta que UU™1 =1
Q

QA, =UQA,U™! + ~ Ouf(x). (452)



Electrodindmica Cudntica—

Esta expresién es de validez general incluso para Grupos no Abelianos con la combinacién de
generadores y campos QA,,. En el caso particular de un Grupo Abeliano U(1), tenemos simplemente
que

UQAL U™ = QA,, (453)

de modo que, cancelando el generador @ a ambos lados de la igualdad
1
Aulx) — AL(X) =A,(x) + ;aue(x) . (454)

Obtenemos entonces que el campo vectorial, A,(x), que realiza la sustitucién minima de la derivada
total, debe ser un campo de radiacién y de acuerdo al andlisis del capitulo 2, debe corresponder al

campo electromagnético.
Usando la ec. (454) en la transformacién de la derivada covariante, tenemos que

Dytp — (D) =D,
= (8u — ieQAL) e/Q0(x) )



Electrodindmica Cudntica—

= [0, — ieQA,, — iQD,0(x)] @0 )

=iQ [0,0(x)] €0 4 1 (8,,1) ') —jeQA,, € 0X) o) — iQ[8,,0(x)] Q)

= (0.0) Q) —ieQA, e’ Q0(x) 4

=/ (9, — ieQA,) ¥

=€) (D) . (455)
De modo que en efecto, la derivada covariante del campo transforma como el campo.
El Lagrangiano de Dirac invariante gauge local se ha obtienido reemplazando la derivada normal por
la derivada covariante. Para el campo electrénico, con Q@ = —1

L zﬂ(iv”DM —m)+ L(0,A))
=0 1i7" (0 — ieQA) — ] = FuF"”

=iy By + e QUi — M~ Fuu P (456)



Electrodindmica Cudntica—

El generador de carga eléctrica @ para el campo electrénico 1 es Q¢ = —1), de modo que
- - - 1
L =ipy"0utp — ey Ay — mipp — L Fu FI. (457)

Este Lagrangina da lugar a una Accién que define una teoria general (en el sentido que es invariante
bajo transformaciones que dependen del espacio-tiempo) correspondiente a la electrodindmica
cudntica (QED de sus siglas en ingles)

Si mantenemos en mente que D:LU es todavia un operador, podemos a partir de la ec. (448),
tenemos que

D;,U=UD,
D), =UD,U™". (458)

Es decir, para comprobar esta identidad, debemos aplicar el nuevo operador sobre algtin campo.
Retomando los resultados para las corrientes conservadas de la Seccién ?7?, aplicamos el segundo
teorema de Noether, para una transformacién ¢ — ¢/ = €/@%X) 4, donde g = cte

¢1 9, ay = iqy, b1 =0



Electrodindmica Cudntica—

¢2 ZT,Z)*, dz = _Iqw*7 b2 =0
¢3 Al =0, by = —dy, (459)

establezca el segundo teorema de Noether

Z 5,’3,‘ = Z 8M ((‘:ib#)
Era1 + Erap =0, (53/3?) . (460)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagranga para cada uno de los campos, tenemos

(0[] -5} M} [eladic] 2]

9 o] gen g =0 (5,) - oD




Electrodindmica Cudntica—

aplicando la regla de la cadena,

oL oL oL oL oL
% 5]~ smte -~ gen 5 =0 (ax,) (42

Para establecer el segundo teorema de Noether para la electrodindmica cuantica, debemos
establecer la identidad general (271), que en este caso se reduce

0
———O0a1+ —a1+a—= =0. (463)

De hecho

=I¢’V (iqdup) — ewv“(iqw)Au — my(iqi)
+ (—iqyp) (iIV"0u0) + (—iqY) (—ev" 1 AL) + (—igqy) (—my)
= — gy O + qUAH O — ieqpy YA, + ieqy P AL — iqmip) + igmipy)



=0, (464)

de modo que

oL oL
oy | =——— =—0,| = . 465
ol =2 () (499)
Tenemos entonces que la cuadricorriente para la QED es
oL oL
it = =——. 4
T 000) T oA, (466)

pero en un lugar de satisfacer la ecuaciéon de identidad como en el caso de la simetria global en

ec. (399), ahora j* debe ser satisfacer la identidad en la ec. (465), asociada al segundo Teorema de
Noether.

El calculo general de la corriente a partir de la identidad (271), es



Electrodindmica Cudntica—

oL oL

BEICR 1G]

Consistente con la demostracién previa.
A partir del Lagrangiano en (456)

= i (468)
usando el a; de la ec. (459), tenemos que

"= —e QU (469)

que corresponde a la cuadri-corriente electromdgnética conservada localmente de la electrodindmica
cudntica.



Usando (456) de nuevo

_oc
oA,

= — Q. (470)

=

De esta forma podemos reescribir la ec. (456) cémo
L =Lpirac + L, - (471)
donde
Lbirac = ipy"Outh — mipip, (472)
y, tal cémo habiamos derivado en el Capitulo 2, en la ec. (402)

1 ,
Lo, =~ FunF" — Ay (473)

s



Electrodindmica Cudntica—

El segundo teorema de Noether para la QED es perfectamente consistente con el campo de
radiacién. Por ejemplo, la identidad resultante

se puede interpretar como la necesidad de introducir el tensor antisimétrico

oL
oA e
tal que
0,0, F" =0. (476)

Para obtener una forma para F,,, es conveniente imponer que la densidad Lagrangiana asociada
sélo a las nuevas contribuciones de los campos A, y sus derivadas 9, A,, denotada como L (8MA,,),
sean invariantes bajo la transformacién gauge local del campo A, en (??). Esto implica que



Electrodindmica Cudntica—

L (0,Ay) solo puede depender de las derivadas de las campos, y por consiguiente F*¥ debe ser una
combinacién antisimétrica de las derivadas de los campos

Fu = 0,A, — 0,A, - (477)
Con esta definicién, bajo la transformacién (?7)
Fuv = Fly = Fuv - (478)

Por consiguiente, el tnico término posible que a la vez es invariante de Lorentz e invariante gauge
local es

1
L(0uA) = =5 Fun P (479)



Electrodindmica Cudntica—

De esta manera podemos reescribir el Lagrangiano en términos de un Lagrangiano libre y otro de
interaccion

L = Lfree + Lint ) (480)

'Cfree = "1/_)("7#811 - m)¢ - %F'LLVF,UV
Ling =eQU 1pA, . (481)
Para la QED sdlo hay un término de interaccién que es suficiente para explicar todos los fenoménos

electromagnéticos y su interaccién con la materia. Este esta representado por el diagrama de
Feynman mostrado en la Figura 6



Electrodindmica Cudntica—

AL
—jeyH

(&

Figura: Feynman rule for QED



Electrodindmica Cudntica—

w ~ e—HEt —zE
t
e~
e~
Emisién absorcién aniquilacion creacién

Figura: Configurations of Feynman rule for QED. The defined positive energy particles (antiparticles) travel in
the same (opposite) direction that time.



Electrodindmica Cudntica—

tA (@ (b) e ©

> >
>

X X

Figura: Electromagnetic repulsion. The diagrams (a) and (b) are summarized in the diagram (c)



Electrodindmica Cudntica—

tA

Figura: Momentum conservation force annihilation into two photons



Electrodindmica Cudntica—

Cada nuevo vértice en un proceso contribuye con un factor e? pues el calculo de las probabilidades
en mecdanica cudntica involucran un médulo cuadrado. La cantidad adimensional asociada es la
constante de estructura fina

e2 1

e ~ &7 (482)

En el &tomo de Hidrégeno, las interacciones electromagnética que mantienen el dtomo ligado
provienen de la emisién de un fotdn por parte del electrén que es absorbido por el protén (y
viceversa). Sin embargo, es también probable que el fotn sea reabsorbido por el propio electrén
como se indica en la figura 10. Sin embargo, débido a los dos vérices adicionales, la probabilidad de
que esto suceda estd suprimida por un factor de O(a?) ~ 1073, Coloquialmente, esto implicaria que
por cada mil fotones que el electrén intercambia con el protén, el propio electrén reaborve uno de
ellos. Esto genera un nivel hiperfino en el 4tomo de hidrégeno con consecuencias medibles
experimentalmente.



Electrodindmica Cudntica—

Figura: Electron self-energy



Electrodindmica Cudntica—

X

Figura: Vacuum polarization



Momento magnético del electrén—

El limite no relativista de dicho Hamiltoniano es obtenido en la Apéndice ??. El resultado es

01 5 qo
A = |5-( + gA) +qu<Qm).BM. (483)



Momento magnético del electrén—

Por ejemplo, un rayo de dtomos de plata cuando es acelerado a través de un campo magnético y
luego registrado en una pantalla, forma un patrén de dos manchas correspondiente a las dos
posibilidades de espin del electrén de valencia de cada dtomo de plata.



Momento magnético del electrén—

Definimos entonces el momento magnético intrinseco como (g = —e)
eo
He = “om
=9 (i) g
2m/ 2

(484)
donde hemos recuperado el factor i y definido el factor-g [30], g = 2. Se define el momento
magnético anémalo del electrén como
8e — 2
485
5 (485)
de modo que a. = 0. Sin embargo experimentalmente a, ~ 1073

de =

a. = 0.001 159 652 1859(38) (486)



Momento magnético del electrén—

Algunas de las cientos de miles de contribuciones, se ilustran en la figura 12, tomada de la
referencia [48]

FONVONFIA

I(g) I(h)

Figura: Some five-loop correction from [48]




Momento magnético del electrén— Paridad

Py A, =TT EA, + ot nTA,
:(eL)TE“eLAH + (eR)Ta“eRA# , (487)

de modo que el fotén se acopla por igual a los campos izquierdos que a los derechos. El
Lagrangiano de la QED en términos de espinores de Weyl es:

L :I'(eL)TE“aMeLAM + i(eR)TU”aMeR —m [(e;:g)Jr e+ (eL)Jr er| — %F’WF,W
+eQ [(eL)Tﬁ”eL n (eR)TaNeR] A, (488)

Se dice entonces que la corriente electromagnética conserva paridad, es decir es invariante bajo el
cambio L < R.



Cromodindmica Cudntica—

olet e = ut p) x QgQﬁ. (489)
I x b
e et
x

Figura: Diagrama de Feynman para la aniquilacién electrén-positron y la subsecuente creacién de un par
particula-antiparticula de acuerdo a la energia disponible



Cromodindmica Cudntica—

Leptons
Name 4+ Symbol # Antiparticle ¢ Ch{e;l;ge ¢ |Mass (MeV/c?) ¢
Electron e et -1 0511
Electron neutrino Ve Ge 0 < 0.000 0022
Muon o w -1 105.7
Muon neutrino Vi G“ 0 =< 0,170
Tau T <t -1 1,777
Tau neutrino v [} 0 < 155

Figura: Leptones de: http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_particles


http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_particles

Cromodindmica Cudntica—

Quarks
Charge
Name ¢ |Symbol ¢ Antiparticle ¢ ( )g ¢ |Mass (Mev/c?)
e
up u u +25 15-3.3
down d d —1x 3.5-6.0
charm c c +47 1,160-1,340
strange s B -1 70-130
top t t +24 169,100-173,300
bottom b b | 4,130-4,370

Figura: Quarks de: http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_particles


http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_particles

Cromodindmica Cudntica—

Particle name

proton[a]

neutron[g]

Deltal?]

Delta®?)

Deltal®®)

Deltal®®)

Symbol %#  Quark content # | Rest mass [MEWGZ) %

+
p:}’ uud 938 272 046(21) "
n.n’, fa

0 udd 939.565 379(21)
+

2(1232) uuu 1232 +2

A(1232) uud 1232 £2

2%(1232) udd 1232 £2

A (1232) ddd 123212



Cromodindmica Cudntica—

. Particle Antiparticle Quark 2
Particle name % % Rest mass (MeV/c®) %
symbol symbol content
- nl1d] + - =
Pion ™ Tt ud 139.5670 18 +0.000 35

0 u—dd [2]

Pionl1?] n Self % 134.9766 +0.0006

v

Figura: Algunos bariones y mesones de la primera generacién de quarks

Una lista completa de bariones esta en: https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_baryons®
Una lista completa de mesones esta en: https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_mesons®
Un dataset con todas la propiedades de particulas estd disponible en Wolfram (Mathematica):
https://reference.wolfram.com/language/ref/ParticleData.html

*http://pdg.1bl.gov/2019/tables/contents_tables_baryons.html
Shttp://pdg.1bl.gov/2019/tables/contents_tables_mesons.html


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_baryons
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_mesons
https://reference.wolfram.com/language/ref/ParticleData.html
http://pdg.lbl.gov/2019/tables/contents_tables_baryons.html
http://pdg.lbl.gov/2019/tables/contents_tables_mesons.html

Cromodindmica Cudntica—

La seccidn eficaz de producir un tipo especifico de quarks seria entonces
o(eTe” — qg) NCQgQg. (490)

donde, en orden ascendente en masa, la lista de quarks es g = u,d,s,c, b, t.
Pero el observable en si es la produccién de hadrones. Para un acelera energia donde se pueden
producir hadrones compuestos de hasta quarks gmax

Qmax
o(eTe™ — hadrones) = N, Zo(e+e_ — qq) (491)
q=u

Durante los afos sesenta del siglo pasado gmax = S, y en la udltima generacién de aceleradores
electrén-positrén gmax = b.

A modo de ejemplo considere el acelerador electrén positron BaBar mostrado en la figura 17
izquierda, con el correspondiente detector a la derecha y un evento en la parte inferior. Este
acelerador funciond a una energia de centro de masa de 10 GeV.



 SLAC/LBL/LLNL
SLAC-Based B Factory:
PEP-1I and BABAR

Low Energy Ring
Binaes o W

. - “Hiecuons

High Energy Ring,
(upgrad of existing ring)

Both Rings Housed in Current PEP Tunnel il




Cromodindmica Cudntica—

Figura: BaBar. Créditos https://babar.heprc.uvic.ca/BFRO0T/


https://babar.heprc.uvic.ca/BFROOT/

Cromodindmica Cudntica—

Una de las determinaciones de N, proviene del observable

o(ete™ — hadrones)
R = 492
olete” = utu~) (492)

Para g = u,d,s,c, b, t, (en orden de masa) tenemos que para una energia donde se pueden
producir hadrones compuestos de hasta quarks gmax
Qmax O.(e+e— — qq)

R ~N ="
< o(eter = ptp)

(493)

De este modo R esta dado por la suma de las cargas eléctricas al cuadrado

2
2.9 %
2
@
Amax

:Nc Z Qg
q=u

R ~N.



Cromodindmica Cudntica—

N[22 +2(F)?)=2N.  g=u,d,S, Gmax =S
= Ne2(5)2 +2(5H) = R2Ne gmax =
Ne2(3)% +3(5H) = $Ne Gmax = b
2 Ne=3, Gmax=s
- 1370 Ne =3, Jmax = C (494)
lng Ne =3, Gmax = b



Cromodindmica Cudntica—

- 5 ;
| J/\V ‘i' |

10 3 - R Y(2S) T 7 $§ -

10 2 = o ,; \ =
) A\

10 : 4
E ? , = 44
= j \‘ f , P el .:::.-:':p" :'

1 p JV . =
B VS [Gev] 1
10 L | ] | | ] ] ] ] | | | ] ] ] ] | | | 2
1 10 10

Figura: Datos para R



Cromodindmica Cudntica—

(I qr
V= 19| =|anb qg=u,d,c,s,tb. (495)
Vg dg



Cromodindmica Cudntica—

La transformacién gauge local bajo SU(3) es

)\a
U — ¥ =exp (i@a(x)2> V. (496)
donde a=1,...,8, A\;/2 son los ocho generadores de SU(3) y 6,(x) son los pardmetros de la

transformacion local. Los generadores de SU(3)

)\3
N =— 497
> (497)
satisfacen el algebra
NP A€
|:2, 72 :| — ifabc (498)

7 ’
donde £2°¢ son las constantes de estructura fina de SU(3).



Cromodindmica Cudntica—

Liocal = ilTny“’DH\U - miv — L (G;7 aMG;) : (499)
donde

VW = U(x)W

D,V — (D,V) = U(x)D,V, (500)
con la matriz 3 x 3
U(x) = exp [i0.(x)\?] , (501)
y
Dy = 0 — igshoGZ = 0, — igsG, (502)

donde hemos definido la matriz 3 x 3 Gp,como

(Gu)us = (Aa)as G2 (503)



Cromodindmica Cudntica—

1
NGH — N GH = UNGFUT + = N°9"0(x). (504)

8s

y la expresién en ec. (452) en efecto es suficiente general y para SU(3) queda

NG —UNGEU — L ne(070.). (505)

&s

Entonces, haciendo la expansién a primer orden en 6,(x) de U

NG ~(1 + i0pAPYAGH(1 — i04NY) + i/\eaﬂee

8s
=(A€ + i0pAPA) (1 — 04N GE + l/\eaﬂae
8&s
1
~[NE — i0gA N + i0,NPAC) GE +- gf/\eauee
S

1
=[A€ — i0,(ANNP — APAS)|GE + —N°DH0,

&s



Cromodindmica Cudntica—

1
=NTGH — i(if?°N) G 0, + EAaaﬂea
)

1
=N\? (Gg + =M, + facbcgeb> : (506)
8s
de donde
1
Gl — G ~GF + Eaﬂea + £,PGlo. (507)
S

que se reduce al caso Abeliano cuando las constates de estructura son cero. Como era de esperarse
cada campo gauge tiene asociado un parametro de transformacién gauge 0,(x).



Cromodindmica Cudntica—

QED QCD Diferencia

¥ (iv"Dy, — m)y + L (A, 0A,) Y (iy*D, — m)V + L(G,,0G,) 1x1—=3x3:(D,)

D, =0, — ieA, D, = 0, — igsG, 1x1—=3x3: (A, — G,)

A, — QA, G, =NG, a=1--,8 1><1—>3><3(c3—>/\a)

Ay Gh -, GE 1 — 8 (Gauge fields)

A“—>A’“:UA“U*—£(6”U)U GH — G'" = UGHUT — (G“U) Ut 1x1—=3x3:(V)

U = exp(iQ0) U = exp(iN,6?) 158 (0= 6y, ,05)

AR A/l; ~ A 4+ lap,e Gp, N G/M GM + ap,g + fchugc radiac-ién — radiacién-
e’ e g2 g]eifti?liativa — no per-

“Tu” 1/137 O 4 > 1 turbativa

Tabla:

Comparacién entre la QED y la QCD



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

La representacién adjunta de SU(3), consiste en las 8 matrices 8 x 8

[Ka} = —ifhe. (508)



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

La derivada covariante en la representacién adjunta es

D, =10, — igsG,,
=10, — igsh\, G; (509)
donde
Gu=A,G2, (510)



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

Note que si definimos la matriz de tensores de campos de gluones como
G =D,G, - D,G, (511)
entonces,
Gy — G, = (D) — (D,G,)' (512)

y usando (??) da lugar a

Gu — G, =U {(DNG,,) + [G,,au +GLd, + g’saﬂa,,] —(D,G,) - [G#a,, ~G,8, — é:sauau} } Ut

=U[D,G, — D,G,] Ut
=UG,, U'. (513)

Esto es justo lo que se espera de la transformacion de un tensor para un grupo de simetria continuo.



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

si imponemos que la derivada covariante de G, transforme como G’
D,G" — (D,G") = U(D,G") U, (514)
entonces
D,G" = UD,U' UG Ut
= U(D,G") Ut (515)
De modo que la derivada covariante de G* transforma como G*” si se satisface
DM — D" = UDHUT (516)

Tomando G*” como el campo fundamental, podemos concluir que con la defincién (511), que al
igual que con W, la derivada covariante del campo transforma como el campo.

Como se hizo antes, de esta propiedad se puede obtener la transformacién de la matriz de gluones
pero ahora en la representacién adjunta:

GH — G =— gi(a#U) U1+ UGHU!. (517)

278K



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

De modo que es consistente asumir que la transformacién de la matriz de campo G* es
independiente de la representacidn, como se hizo explicitamente en (?7).

"o asumiendo simplemente que la propiedas de la derivada covariante no dependen de la representacién



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

Tenemos entonces que

G =D,G, — D,G,
= (10, — igsG,) G, — (10, — igsG,) Gy
=0,G, — 0,G, — igs (G,G, — G, G,
=0,G, — 0,G, — igs [G,, Gy . (518)



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

Es conveniente definir los tensores cromodindmicos, G4, tal que su combinacién lineal con los
generadores de SU(3) generen la matrizde tensores de campos de gluones:

GH = NG (519)
De esta manera
NaGp =ha (0,62 — 0,G3) — igs [Aw Ac| GEGE
—A, (0,62 — 0,G?2) — igs (ifabcﬂa) GPGE
—A, (au G2 —0,G2 + g5Fbe G;;G;) . (520)
Entonces
G2, =0uGZ — 0,G] + &b G2 GS
=G2, + &Gl GE, . (521)
donde hemos definido la parte Abeliana de los tensores cromodindmicos como

G2, = 0,62 — 9,G?. (522)



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

Para poder obtener un invariante bajo transformaciones gauge a partir del producto G** G,
debemos utilizar la traza

Tr (G"Gpw) — Tr (GG ',) =

= Tr (G"G,,) . (523)



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

Teniendo en cuenta la normalizacién de las matrices de SU(3)

Tr </\"”/\b) :%5“’, (524)
tenemos (suma sobre indices repetidos de SU(3))
Tr (6™ Gy) = Tr (GG ,) =Tr (/\ac;;”/\bcjjy)
=Tr (A°A°) Gov G,
zéaabcgycjy
:% G G?, . (525)
Haciendo explicitamente la traza tenemos (suma sobre indices a, b, c, - - - repetidos aunque no estén

contraidos)

G;LVGSV — (,G‘Véll/ +gsfabCGﬁGéj’> (6/2/ +gsfadeG:Glf7>



Cromodindmica Cudntica— Tensores cromodindmicos

=GL"Gj, + 8sade G G G + g5f** G, G}/ GY + 82F* foae G}, GL Gl G
=GV Gl + g GL GP G + gof**°G], Gl GY + g2f " o G} GY G GE
=GV G, + gsfP GL GPGE + gof PGV GLGS + g2f P f,4e G GL G G
=G G, + 28:FP° G GLGE + g2 £, G} GY G2 GS (526)



Cromodindmica Cudntica— Lagrangiano QCD

Expandiendo el Lagrangiano en ec. (499), tenemos
T . )\a a 1T 1 nv
L =iy 10, — /gs?Gu V—myv — 5 Tr(G" GL)

- A S

=iV 9,V — mbV + g Uk )\2 GV — fG“”Ga

A\
=iV 9,V — mbW + gsww—awcj - fGE’,“’ G/j’l,
1
-7 (2gsfab°G;;GgGa + g2F 4 GG G GE )
:['free + »Cgauge + ESI ) (527)

donde

Ltree =iVA*0,W — mbW¥



- A 1~ ~
_ pta a__ — pveoa
Loauge =gV T VG — GG,

1 ~
Lo == (28 ™G GL G, + g2 Fo4e G GL GG ) (528)

iz

Hemos divido el Lagrangiano en tres partes
o El Lagrangiano libre de Dirac

@ Una parte gauge que puede escribirse como un Lagrangiano electromagnético:

1 14 14 a a 14 a
Leauge = — 7 (0" GY — 9" GH) (8uGu — 81’Gu) - JJG;, (529)
donde
— )\a
Jy = _gsw’Yu?wa (530)

es la nueva corriente conservada de interaccion fuerte que surge como consecuencia de la
invarianza gauge local SU(3); y



Cromodindmica Cudntica— Lagrangiano QCD

@ Una parte de auto-interacciones gauge:
Lo = &s fabc éa G,u Gl/ g52 fabCf Gll« Gl/ Gd Ge
SI—_E Ml/bC_T ade Y Yc Yy, LBy
2
= =S fobe (00 6y - 0" 6Y) G 6E — S h. G GL G G (531)

que no aparece en el caso Abeliano.

El Lagrangiano de interaccién es:

2
Lint = gsqlv“%\UGj - %fabc (0" GY — 9" GL') G2 Gy — gffabcfade Gl'GYGIGe. (532)



Cromodindmica Cudntica— Lagrangiano QCD

From [49] (pag 136):

The quarks have an additional type of polarization that is not related to geometry. The idiot
physicists, unable to come up with any wonderful Greek words anymore, call this type of
polarization by the unfortunate name of “color”, which has nothing to do with color in the
nornal sense. At a particular time, a quark can be in one of three conditions, or “colors”—R,
G, or B (can you guess what they stand for?). A quark’s “color” can be changed when the
quark emits or absorbs a gluon. The gluons come in eigth diffent types, according to the
“colors” they can couple with. For example, if a red quark changes to green, it emits a
red-antigreen gluon—a gluon that takes the red from quark and gives it green (“antigreen”
means the gluon is carrying green in the opposite direction). This gluon could be absorved
by a green quark, which changes to red (see Fig. 19). There are eigth different possible
gluons, such as red-antired, red-antiblue, red-antigreen, and so on (you'd think there'd be
nine, but for technical reasons, one is missing)®. The theory is not very complicated. The
complete rule of gluons is: gluons couple with things having “color”—it just requires a little
bookkeeping to keep track of where the “colors go”. There is, however, an interesesting
possibility created by this rule: gluons can couple with other gluons (see Fig. 20).

8Ver ec. 533.



Cromodindmica Cuantica— Lagrangiano QCD

rr rlz r B
br blz b , with rr+ bb+ (533)
r gb

Figura: Quark—gludn interaction



Cromodindmica Cuantica— Lagrangiano QCD

antiblue-red

antigblue-green antigreen-red T t

antiblue-green antigreen-red antiblue-green antigreen-red

Figura: Triple—gluon and quartic—gluon self—interactions. The anticolors are the colors running back in time.



Cromodindmica Cuantica— Lagrangiano QCD

Figura: En la esctructura interna del protén, ademds de los tres quarks de valencia, representados en la figura
de la derecha como las tres particulas verdes aisladas, también estdn los gluones y los pares quark-antiquark.
Los antiquarks estan representados como las particulas naranja en la figura de la derecha. Fuente: desy.de


http://www.desy.de/news/news_search/index_eng.html?openDirectAnchor=829

Cromodindmica Cudntica— Ecuaciones de Euler-Lagrange

por lo tanto
D,G" = — g Uy" AV, (534)

donde G*” y A son vectores en el espacio SU(3). Ademas, hemos definido la derivada covariante en
la representacién adjunta como matrix 8 x 8

D, =19, — igih,G? (535)

Tenemos entonces 4 ecuaciones tipo ecuaciones Maxwell para cada gluén, G2, por lo que en total
hay 32 ecuaciones tipo Maxwell acopladas.
La ec.(??) puede reescribirse como:

As

OuGLY = —gs | farc G G + Uy 5 U} (536)



Cromodindmica Cudntica— Ecuaciones de Euler-Lagrange

oL
v 7
tal que
HZ b v | I/>\a
Ja =8s fachu Gé‘ + W")/ ?W . (538)

El primer término corresponde a las autointeracciones y el segundo a la corriente de color generada
por los quarks



Campos de radiacién masivos

Hasta ahora los campos de radiaciéon como el fotén o los gluones son de masa cero y median
interacciones de rango infinito. En este capitulo exploraremos cual es el posible efecto de un campo
que medie interacciones masivo y la posibilidad de describirlo en el contexto de una teoria gauge



Potencial de Yukawa—

local.

La interaccidn entre un protdn y un neutrén fue determinada experimentalmente por Tomonaga en
1934 [?]

efr//\
V(r)= A , (539)

r

con

Ax1/(7x102em 1) =143 x107Bcm =143 x 10" B m. (540)



Potencial de Yukawa—

Consideremos el principio de incertidumbre

AxAp >

AtAE > —. (541)

NSNS

La segunda relacién de incertidumbre aplicada a la ecuacién de Klein-Gordon [25], brinda un nuevo
entendimiento de la relacién entre el rango y la masa en ec. (539). At es el tiempo que el sistema
cudntico interactta con el aparato de medida y AE = h/(2At) es el error minimo que se obtiene en
la medida de la energia, tal que E = Ey + AE. Es decir, para medir la energia con una precisién
AE, uno necesita un tiempo mayor que i/(2AE).



Potencial de Yukawa—

Si AE < mc? eso quiere decir que podemos medir la cantidad mc? con alguna certeza. Es decir que
una particula de masa m se puede llegar a observar. Si AE > mc? entonces una particula de masa
m puede existir durante un tiempo At. A tal particula se le llama virtual porque no es observable.
El momentum de una particula de niimero de onda k es p = hk, de modo que la incertidumbre en
el momentum para una particula relativista es

Ap—rnnk~nte _ AE
C C

(542)



Potencial de Yukawa—

fotén virtual de frecuencia muy baja puede existir durante un tiempo casi infinito.



Potencial de Yukawa—

Sin embargo, para una particula de masa m. La violacién de energia para producir esta debe ser de
al menos mc?, o AE > mc?. Por el principio de incertidumbre la maxima distancia que puede
recorrer es A = cAt

> Natural Units. (543)
m



Potencial de Yukawa—

De la componente escalar de la ecuacién de Proca, (437), obtenemos la ecuacién de Klein—Gordon
para un campo escalar real ¢ = A°,

L Zéﬁ“cbﬁm - %m%z + po (544)

Donde p es la densidad de carga que actua como fuente del campo ¢.



Potencial de Yukawa—

el Lagrangiano en ec. (544) da lugar a las ecuaciones de Klein-Gordon en presencia de una densidad
de carga

O+ m*)p=p (545)

De acuerdo a la ec. (438), tenemos

1 1
Lfree = Eauﬁbauﬁi) - §m2¢2
Eint = ;0¢ (546)



Potencial de Yukawa—

Consideremos el caso mas simple de una fuente puntual para el campo ¢:

p(x) = g6(x) (547)

donde g es una constante. Entonces p es independiente del tiempo y genera un campo (un
potencial) independiente del tiempo. Entonces, como:

¢
=0
tenemos
(—V2 + m)p(x) = gd(x) (548)

Para resolver la ecuacién diferencial es mas conveniente transformar ¢(x) al espacio de momentos.
Su transformada de Fourier es

B(x) = (27:)3/2 / d3k e™*p(k). (549)

La transformada inversa es )

0 = Gy / d3x &% (x). (550)



Potencial de Yukawa—

Ademas tenemos la propiedad

50 = 271r)3 / Pk e, (551)

Reemplazando ec. (549) en (548), tenemos

— (2‘7%)3 /d3k elkx
(k* + m*)d(k) = (27Tg)3/2
Entonces 1
k) = —£ (552)

(27)32 k2 + m2’



Potencial de Yukawa—

tenemos que

P(x) = = : (553)

donde r = |x|.



Potencial de Yukawa—

—m|x|
_ge
= 2
B i 3 , e—m|x—x’\
=4 ] T
3 [
o [ S (554)
Line = 6(x)p(x) = — / 3 o)) 555
int p - 47T p p |X—X/| ( )
S OLint 8¢ .
Hlnt — 8(6¢/8t)a Lmt
= _/:'int
1 / i3 o)) 556
- 47'(' p p ‘X—X/| ( )



Potencial de Yukawa—

e—mlx—x|

1
Hine = - / d3x d®x' p(x)p(X) (557)
m

x— x|

El Hamiltoniano de interaccién en ec. (557) representa la interaccién entre dos nucleones mediante
el intercambio de un mesén.



Potencial de Yukawa—

Comparando con la ec. (539) tenemos

1

que es compatible con la ec. (543). Usando el valor medido de A en la ec. (540)

1 1.973 x 10716 m
me=
1.43 x 10~15m GeV1
~138 MeV (559)

La masa del pion 70, es m, 0 = 134.8766(6) MeV.



Potencial de Yukawa—

n p n p

Figura: Intercambio de Yukawa de un sélo ¢



Potencial de Yukawa—

En el espacio de momentos, la cantidad relevante que representa el intercambio de piones, es la que
aparece en la ec. (??) y se conoce como el propagador:

propagador: (560)

k2 — m?
En el caso electromagnético tendremos simplemente

1/k%. (561)



Mecanismo de Stueckelberg—

Consideremos un campo vectorial masivo tipo Proca, acompafiado de un campo escalar de la misma
masa. El Lagrangiano es entonces [51]

1 1 1 1
/-:Stueckelberg = _EauAyaMAV + EmzAl,,AM + 58“88“8 — §m282 . (562)

Sin perdida de generalidad, dicho Lagrangiano se puede reescribir hasta términos de derivadas

totales como

1 1 1 2 1
'CStueckererg = _ZF;WF#V + §m2 <A'u - m6“8> — 5 (8MA'U’ + mB)2 . (563)

Este Lagrangiano es invariante bajo las transformaciones Gauge
AL — AL =A, + O\
B— B'=B+mA, (564)

y la condicién

(0,0" — m*) N =0, (565)

216



Mecanismo de Stueckelberg—

la cual implica que el campo A, tiene tres grados de libertad independientes. Para los detalles ver
https://bit.1ly/Stueckel

Esta teoria atin no ha encontrado una realizacién en la naturaleza y ademads no se ha podido
generalizar al caso no Abeliano.

Para encontar una teoria con un campo gauge masivo generalizable al caso no Abeliano, debemos
introducir la idea de la ruptura espontdnea de la simetria.


https://bit.ly/Stueckel

Campo escalar real—

Escribamos el Lagrangiano para una particula escalar real de masa m como
L= 30" — V(9) (566)

con

V(6) = 6. (567)

Este Lagrangiano es simétrico bajo la transformacién discreta ¢ — —¢.

Cuando % > 0, el campo tiene excitaciones alrededor del minimo del potencial que cuestan energia
y dicho término se interpreta como la masa de la particula. Ver figura 23. En Teoria Cuantica de
Campos al estado de minima energia se le llama el vacio y las excitaciones alrededor del vacié

corresponden a las particulas.



Campo escalar real—

¢

Figura: V(¢) = 142¢? con pi? >0



Campo escalar real—

Consideremos ahora el potencial
V(¢) = 312 + IA¢* 12 <0, A>0 (568)

que mantiene la simetria bajo la transformacién discreta ¢ — —¢. A\ > 0 garantiza la aparicién de
los dos minimos que se muestran el la figura 24. Si la energia es suficientemente alta como se
muestra en la figura 24, las excitaciones son simétricas con respecto al maximo del potencial y el
término en 1 no puede interpretarse como masa para la particula escalar.



Campo escalar real—

Figura: V(¢) = 2p2¢* + tA¢* con 42 <0, y A > 0. Simetria exacta



Campo escalar real—

Figura: V(¢) = 212¢% + 2A¢* con 2 < 0, y A > 0. Simetria espontdneamente rota.



Campo escalar real—

Para analizar cuantitativamente el espectro de particulas es necesario expandir el campo alrededor
del minimo y determinar las excitaciones. Establezcamos en primer lugar los minimos del potencial.

La 0V /0¢ = 0 da lugar a

12p+Ap> =0 (569)
o(4* + Ap?) =0, (570)
con extremos ¢max = 0, y
2
bmin = (0) = v = =+ T“ (571)
De hecho )
av_ 12 + 32 (572)



Campo escalar real—

Otro método es usar las ecuaciones de minimo —u? = Av2, para eliminar un parametro del
potencial:

V(¢) = —3Av2¢° + 1rg*
=— IAN? (H? +2vH + v?) + 3 [H* + 4vH® + 6H?* V2 + 4v3H + V7]

=M\2H2 + \WH? + %)\H4 + constant

H H\?
=MWPH? [142— 4+ [ — + constant
2v 2v
1 2 2 H 2
=3 (222 H* ( 1+ 5, )  constant. (573)

Aprovechando la arbitrariedad del término constante, podemos escribir el potencial en la forma mas
condensada

V(g) = —2Av20? + Iag* + Iavt — It
= %)\ (d>4 —2¢%v? + v4) + constant



Campo escalar real—

=1\ (¢ - v2)2 + constant . (574)
Podemos escribir el potencial en ec. (573) en términos del nuevo campo como
1 L 1 >, o(H ?
1 1 1m 1m?
=—OMHO,H — —myH? — ——Hp3 -~ —Hpt 575
27 Ot MR T a7y 8 2 (575)
donde
my = 2| 1P| = 22, (576)

es la masa del campo de Higgs después de rompimiento espontaneo de simetria.



Campo escalar real—Caso complejo

Consideremos ahora un campo escalar complejo sin término de masa, pero con potencial:
£=0"6"0,0 — V(6) (577)

V(¢) = 120"+ A\(67¢)°  1® <0, A>0 (578)



Campo escalar real—Caso complejo

P2

b1

Figura: Potential for complex scalar field



Campo escalar real—Caso complejo



Campo escalar real—Caso complejo

La ruptura espontédnea de simetria (RES) se puede parametrizar convenientemente en este caso en
coordenadas polares:

) = 1) L6
P(x) = 3 : (579)

donde el factor de v/2 se ha puesto para obtener la normalizaciones apropiadas para la Accién, y
G(x) es una funcién adimensional del espacio tiempo. Expandiendo la ec. (577)

L=0"¢ 0,0 — 12¢*d — N(¢"¢)?

1 . =\ * RPN | 1
=5 (0Fn — ind*G)" (Bun + ind,G) — §u2n2 - 1774
1 1 . = 1 1
A =290 - ,2,2  ~ 4
28 noun + 57 0"Go,G SHTT = (580)



Campo escalar real—Caso complejo

2 _ 2 2 < : :
Como n* = ¢7 + ¢35, el médulo del campo complejo, podemos expandirlo alrededor del campo que
oscila en minimo en el modo que sube por las paredes, como se describié en la fig. 26. Hacemos
entonces el cambio de variables

n(x) = H(x) + v, (581)

tal que |9min| = v. Reemplazando en el Lagrangiano anterior tenemos que

1 1 H?
L=30"HIH + 50"G0,G + aﬂca G+ 70"GI.G - L2(H 4 v)2 = IA(H+v)*
H 1m? 1
oo, H+ Ltorca,6 + Haﬂca G+ 750"G,G - meH2 “MhH s ’”HH4
2 2 v 2 v 8 2
(582)
donde hemos definido el bosén de Goldstone sin masa como
G(x) = vG(x), (583)

y my estd dado por la ec. (576).



Campo escalar real—Caso complejo

Como era de esperarse, obtenemos un modo masivo H cuyas oscilaciones cuestan energia, y un
modo G sin masa que se mueve sobre el minimo. La prueba de la simetria de fase global
espontdneamente rota estaria en el término de interaccién

H
Eint == VauGauG, (584)

que predice que el campo H debe decaer a dos campos G sin masa. Sin embargo, este tipo de
procesos alin no se han observado en la naturaleza.



Electrodindmica cuantica escalar—

En el caso de la Accién invariante gauge local bajo el Grupo U(1), tenemos el Lagrangiano
L= (D"¢) Duop — 120" 6 — M(¢*¢)* — LFF,  p®><0and A >0. (585)
donde
D, =0, — igAu- (586)

Este es el Lagrangiano mds general posible para un campo escalar complejo y el campo A, que deja
la Accién invariante de Lorentz e invariante bajo la transformacién gauge U(1)

$(x) = ¢'(x) = e"Mo(x), (587)

En el caso de la superconductividad electromagnética, ¢ representaria al campo escalar asociado al
par de Cooper con carga eléctrica —2. Claramente el Lagrangiana en la ec. (585) es invariante local
bajo tal U(1) de carga eléctrica.

Como ¢ es un campo complejo, podemos escribirlo en coordenadas polares con un campo real
asociado a la magnitud del campo complejo y otro a la fase

) = 1) iG)



Electrodindmica cuantica escalar—

Expandiendo el campo 7(x) alrededor del minimo: n(x) = (H(x) + v), tenemos

La libertad gauge nos permite en un momento determinado escoger la fase 6(x) de la ec. (587) sin
que ese alteren los observables de la teoria. Para el campo en coordenadas polares tenemos que

I (x) 4iG(x) H(X)+V>
oo = et (S

B(x) = €' (

Haciendo 6(x) = —G(x),

—e ! (x)+i (X)+V H(X)+V
ool me St (S ) - S

A — A=A, + ae() (588)



L— L =[(D") ¢ (D) & — 12 (6%) ¢ — A [(¢*)'¢']2 — 3 (FFu)
=1 [0MH + igA"(H + V)] [0uH — igA'u(H+ v)] = 3p(H + v)* — INH + v)* = L (F*FL)
(589)

En adelante omitiremos las primas, aunque debe estar claro que se esta trabajando en el gauge
especifico de la ec. (588). Entonces

L =30"HO,H — 312 (H + v)* = IAH + v)* + 3 A"Au(H + v)? — §F" F (590)

Usando la ec. (575)
L=Ly+ Lan+ 2g°AFAH? + g VAP AL H, (591)

donde Ly esta dado por la ec. (575) y
Law = —2FMF + 282V AFA,. (592)

Teniendo en cuenta la ec. (??) para el Lagrangiano de Proca, vemos que como consecuencia de la
ruptura espontdnea de simetria el campo gauge ha adquirido una masa

ma = gv. (593)

234



Electrodindmica cuantica escalar—

Por lo tanto, y sin perdidad de generaliad, podemos escribir el Lagrangiano de Proca resultante
como

Law = —30,A0"A” + TmaAYA,. (594)

donde hemos usado la condicién de Proca, eq. (435): 0,A” = 0.

El mecanismo completo mediante el cual, a partir de un Lagrangiano invariante gauge local, los
bosones gauge adquieren masa se llama mecanismo de Brout—Englert—Higgs [20, 21]. La particula
escalar que adquiere masa se llama Higgs, mientras que el bosén de Goldstone es absorbido por
campo gauge como modo longitudinal.

El ndmero de grados de libertad independientes en el Lagrangiano original en la ec. (585) es cuatro.
Correspondientes a los dos grados de libertad del bosén gauge no masivo y los dos del campo
escalar complejo. En el Lagrangiano final en la ec. (591) no aparece el bosén de Goldstone. Sin
embargo esto no es un problema porque dicho Lagrangiano también tiene cuatro grados de libertad
correspondientes a los tres grados de libertad del bosén gauge masivo y al grado de libertad del
bosén de Higgs.



SU(2) escalar con RES—

Para construir la teoria gauge no Abeliana SU(2) para campos escalares con ruptura espontdnea de
simetria (RES), usaremos los mismos métodos desarrollados para SU(3) de la Seccién ?? con los
siguientes cambios de notacién

Gl =W, i=1,2,3

G, =W, . (595)

Consideremos un doblete escalar bajo SU(2) compuesto de dos escalares complejos
_ (1
¢ = . ¢, 2 €C, (596)
$2
con un Lagrangiano gauge local
1.
L=Ls— 7 W, Wi, (597)
donde

2
Lo = (D) Dl — 412 <¢Tq>) — (¢Tq>> L con 2 <0, A>0, (598)



SU(2) escalar con RES—

con
D, =10, —ig W', Ti=2, (599)
y 7i son las matrices de Pauli que satisfacen el algebra de SU(2)
i E} _ ik Tk
[2,2 e . (600)

Las condiciones sobre los parametros del potencial escalar garantizan un rompimiento espontdneo de
la simetria. Los cuatro grados de libertad de ®, pueden escribirse en forma polar con la parte real
neutra desplazada para generar la ruptura espontanea de la simetria SU(2)

iG; T 0
® —eiGT (\k(H(x) N v)> (601)

(602)



SU(2) escalar con RES—

Para SU(2) tenemos tres generadores y tres bosones gauge. De acuerdo a la parametrizacién en
ec. (656) esperamos que aparezcan tres bosones de Goldstone y un campo de Higgs con masa, de
manera que todos los campos gauge adquirirdn masa. Se espera entonces que el espectro consista
de un bosén de Higgs y tres bosones gauge masivos.



SU(2) escalar con RES—

Podemos hacer una transformacién gauge similar a la de la ec. (??) sobre el campo ®, tal que

, ’ 0
1 0 ()T LiGi(x)T;
o — P =e e (\}E[H(X)+V]>

- 0 603
= LIHC) + v (603)

que define el gauge unitario: 6;(x) = —Gj(x). En adelante sin embargo omitiremos las primas sobre
los campos transformados ¢’ y W/

n



SU(2) escalar con RES—

hemos definido

1 ‘1N/2 1 /2
w =N = W w; = (WH)* W+ Wy (604)
N 7 7 2 :

D,, corresponde a la matrix 2 x 2

D, — tgW3 — L gWi
DM:<“.2g“ ﬁg“). (605)



SU(2) escalar con RES—

Tenemos

2
Lw = (D) D' — j2oto — A (ofo)

1
—0"HJ,H — V(H)

L o2 L L2 vty L L 232 L L 2 a3
+Zg WH=W,H +§g vWH# WMH—i—gg W3 W, H +Zg vW3 Wi H
_ 1
+ miy WHTWE 4 S mi WS W, (606)
donde:
o Masas gauge:

Note que todas las masas son degeneradas.

@ Masa del Higgs
m?, = —2u% = 222, (608)



Contenido de particulas—

Modelo Estandar

THERE ARE FOUR @ ELECROMAGMETIEM | | (3) THE STRoMG MULEAR | | PND (4) THE 4K FORLE. IT
FUNDAVENTAL FORCES | | WHICH CBEYS 7#1S FORCE, HICH DBEYS, UH... | | (MoMLE MUMBLE] RADIOACTIVE
BETWEEN PARTICLES: | | INVERSE-SOQUARE LAW: LJEL}L " DECAY [(MUMBLE MUMBLE]
() GBS \JHICH e VB U ) s o sewmeee.
oﬁ'evsw& Hvsese P = ke 7 ..IT HOLDS PROTONS AND YOUTUST SAD ‘RADIO—
SOUARE : - ﬂaDN.Sl; NEUTWS}MEWEE. — AMD THOSE ARE THE
= G || ety oUR FNDAMEVTL
) T st | | FOREES:
o ALSO LHAT? N g
& 3
' A
ITS STRONG.

— Of these four forces, there's one we don't really understand.
— Is it the weak force or the strong?
— It's gravity.




Contenido de particulas—

http://xkcd.com/1489/

La materia conocida esta constituida de un cojunto de fermiones de Dirac elementales definidos en
la Tabla 8

Tipo Nombre Simbolo | Carga
leptones | electrén e -1
neutrino v 0

quarks | quark up ui, U, U3 2/3
quark down | di,da,d3 | —1/3

Tabla: Fermiones elementales: El simbolo representa tanto la particula, i.e €=, como la antiparticula, i.e e™.
La carga eléctrica estd dada en unidades de la carga del electrén e.

donde podemos definir los tripletes de color de quarks como

uy dl
u= u» d= d2 (609)
us d3


http://xkcd.com/1489/

Contenido de particulas—

Este conjunto de particulas esta bien definido para interacciones que conservan paridad como la
interaccién electromagnética o la fuerte. Para introducir las interacciones débiles usaremos mas bien
espinores de Weyl.



Interacciones débiles—

Las interacciones débiles son las responsables, entre otros fenoménos, del decaimiento de neutrones
libres en un protén, un electrén y un anti-neutrino electrénico. En nuestro entendimiento actual, se
asume que dicho decaimiento esta medidado por un bosén vectorial masivo y cargado llamado W,
con su correspondiente antiparticula Wj. El caracter masivo da cuenta del corto alcance de la
interaccién comparado con el rango infinito de la interaccién electromagnética mediada por un
fotén sin masa A,. En la primera parte del decaimiento, el neutrén decae al proton y un W,
virtual, el cual a su vez decae en un anti-neutrino derecho y un electrén izquierdo como se muestra

en la figura 27.

€r

Figura: Decaimiento del W,;".



Interacciones débiles—

Dicho decaimiento debe involucrar un término de interaccién del tipo
Lw o< (v) 77e, W, (610)

Este tipo de interaccidn significa que en el contexto de las interacciones débiles un e; debe ser
completamente equivalente a un campo v;. Es decir, el Lagrangiano debe ser invariante bajo una
transformacién SU(2); de esos campos. A las energias normales, a las que se encuentra por ejemplo
un neutrén dentro de un nucleo de Uranio, dicha simetria permanece oculta pues un electrén
izquierdo y un neutrino izquierdo son campos completamente diferentes. La diferencia entre ellos no
sblo estd en sus respectivas cargas eléctricas sino también en sus masas, pues la masa del neutrino
es mucho mas pequeia que la del electrén.

Para poder explicar dicha interaccidn en el contexto de una simetria gauge local SU(2),, debemos
asumir que dicha simetria es explicita en alguna otra escala de energia donde en efecto e; sea
completamente equivalente a v;.

Debemos asumir entonces que ambos campos tienen una misma hipercarga, asociada a una nueva
simetria Abeliana U(1)y que sea la precursora de la simetria Abeliana de carga eléctrica U(1)q. En

224K



Interacciones débiles—

tal caso, podriamos esperar que la corriente electromagnética apropiada pueda obtenerse a partir del
Grupo semisimple SU(2), x U(1)y. Ademds, la respectiva masa para W, se podria obtener a partir
del mecanismo de Higgs.

La simetria SU(2), entre las partes izquierdas del neutrino y el electrén, y entre las partes izquierdas
de los quarks up y down, se establece definiendo los dobletes:

L= (Zt) ., Q= (Zﬁ) : (611)

De otro lado, La invarianza bajo U(1)y requiere que

Y =Y, =Y,
Yo=VYu = Ya . (612)

El generador de carga eléctrica Q, se va obtener a partir de una combinacion lineal del generador
diagonal de SU(2),, T3, y del generador de hipercarga, Y.

Para considerar las interacciones débiles en conjunto con las interacciones electromagneticas y
fuertes, es conveniente definir los campos de la primera generacién en términos de los espinores (&)

2246



Interacciones débiles—

y anti-espinores (n®) de Weyl izquierdos, de acuerdo a las convenciones de la Tabla 6. El contenido

de particulas con sus propiedades de transformacién bajo el Grupo semisimple

SU(3)c x SU(2), x U(1)y estd dado en la Tabla 9, donde el 3 o el 3 de SU(3). quieren decir que,

ademas, para cada quark

uri
e (wr) = ((wr)] (um)} (ur)})
urs
respectivamente.
Nombre Simbolo | (SU(3)c,SU(2),,

=1a: Doblete lepténico

=5.. Doblete de quarks

n{': positrén izquierdo
15 anti-up izquierdo
15 anti-down izquierdo

(la 27 YL)

2,
1,
1,
1,

Q)
E)
v)
b)

LKW = W
‘<‘<‘< ‘<

3,
(1,
(3,
(3,

(613)



Interacciones débiles—

Tabla: Espinores de Weyl izquierdos para la primera generacién del modelo estdndar

Bajo la simetria SU(2),, los campos transforman como:

L— L' =exp(iT'0;)L~(1+iT'6;)L
Q— Q@ =exp(iT9))Q~ (1+iT'6;)Q
er —€p = €R
UR —UR = UR
dr —dl = dg. (614)

donde

T =1 1
o (615)

y 7/ son las matrices de Pauli dadas en la ec. (34).



Simetria gauge local SU(3) x SU(2); x U(1)y—

Los términos de masa de Dirac, usando las convenciones de la Tabla 9 no son invariantes bajo la
simetria SU(2), porque no hay forma de escribir términos escalares usando combinaciones los
campos = y 7). De la ec. (370), y usando la definicién para los dobletes adjuntos de SU(2), en la
ec. (?7), el Lagrangiano mds general posible para los campos de la Tabla 9 compatibles con las
simetria de Lorentz y el grupo global SU(3). x SU(2),. x U(1)y es

2 3
L= Z ieap=325"0,=P + Z in;a“@un;r
i=1 i=1

2 3
= Z i=; -E“@NE,- + Z I'T},'O'”ﬁun;r
i=1 i=1

=il - 7"9,L+iQ-7"0,Q + i(er) 0" Duer + i(ur) 0", ur + i(dr) 0", dr
=i(v) T 0w + i(er) T e + i(u) a0, up + i(dL) 5 0,.dy
+i(er) 0" 0 er + i(uR) o9 ur + i(dr) 0"9,dR, (616)



Simetria gauge local SU(3) x SU(2); x U(1)y—

donde

de modo que
iL-5"9,L =ieapl - 70, L
=i L9, 1% i (~12) 70,L"

=i (eL)TE“é)NeL + i (V[_)Jr E“@MVL

y lo mismo para Q.

Para obtener la interacciones del modelo estandar, reemplazamos las derivadas normales por

derivadas covariantes.

(617)



Simetria gauge local SU(3) x SU(2); x U(1)y—
Proponemos entonces el Lagrangiano

L=iQ-7"D,Q+iL-7"D,L + i(er) 0" Dyer + i(dr) oD, dr + i(ur) oD, ur
— 3G GE, — FWI" W, — 1B"'B

L (618)
donde
DH = oF — igs/\ Gl — /gg W“ —ig1 YB*. (619)
y ademas
)\a
N = 5 a= 1,2,....8 8 generadores de SU(3).

T = %, i=1,2,3 3 generadores de SU(2),
Y generador de U(1)y,




Simetria gauge local SU(3) x SU(2); x U(1)y—

A este nivel, tanto los 15 fermiones de Weyl (cada quark izquierdo y derecho viene en tres colores),
como los 12 bosones gauge, tienen masa nula. Necesitamos entonces un mecanismo de ruptura
espontanea de simetria para generar por lo menos masas para los tres bosones gauge asociados a la
interaccién débil, el cual serd abordado en la Seccién ?7.



Ruptura espontdnea de simetria—

Todas las particulas en este lagrangiano son no masivas. Esto funciona sélo para los gluones y uno
de los bosones gauge abelianos, pero no es realista para los bosones gauge cargados. Para solucionar
este problema se postula la existencia de un nuevo doblete escalar complejo (y su correspondiente
adjunto de SU(2)) con cuatro grados de libertad:

¢+> <¢1 + i¢>2> 5 <(¢°)*>
<¢° b3+ ide ! (620)
El “+£" y el superindice 0, se ponen de forma conveniente para obtener expresiones consitentes. Es

claro que (¢1)" = ¢~
Es posible ahora construir invariantes SU(2) con las siguientes combinaciones de campos similares al
del término de masa de Dirac en (370)

- = — =\ - =
—771:1'43—(771:1'(1)) =—-—mz=1-P—-hc
:—nbeabE‘f-CTDb—h.c
= — (E'Fg)]L EabLaa)b —h.c



Ruptura espontdnea de simetria—

= (er)  L'®? + (eg) L'®? + h.c
= (e,;)T v~ + (e,;)T e, ¢° +h.c, (621)
donde h.c, denota el hermitico conjugado de cada término (para garantizar que el Lagrangiano sea

real) y hemos puesto la carga del electrén para hacer explicita la conservacién de la carga eléctrica.
Note que

(er) €apl?®P = (eg)T L - . (622)



Ruptura espontdnea de simetria—

El Lagrangiano completo involucrando estos campos es
L£=iQ-7"D,Q+iL-7"D,L + i(er) 0" Dyer + i(dr) " D,dr + i(ur) oD, ur
— G162, — bW W, — 1B By,
+(5\M6)~D“¢—u2$-¢—)\<5~¢)2
- [he (er)' L-®p+ hy(dr)t @&+ hy(ur) Q- &+ h.c}
=Ltermion + Lgauge + LwBH — Lyukawa - (623)

donde 12 <0,y A >0,

® =ird* = <_¢;> : ¢ = @Z) . (624)



Ruptura espontdnea de simetria—

Resumiendo

Efermion :’5 : E'LLDMQ + IZ 5’MDuL
+i(er) 0" D,er + i(dr) oD, dr + i(ur) 0D, uR

e ~ 2
LwsH :(DNCD) -DFO — M2¢ O -\ (q) i (b)
£gauge == %GélaWGliu - %Vvilw Wliu - %BNVBMV

—Lyukawa =he (er)" L-®p+ hg (dr)' Q- ® + h, (ug)' Q- ® +h.c (625)

Para el potencial escalar usaremos la forma mas conveniente del producto matricial para el
invariante de SU(2),; por que no hay ambigiiedad con el conjugado de un campo escalar.

Para los campos del Lagrangiano, debemos asegurarnos de que todos los términos invariantes gauge
locales y renormalizables sean considerados. De hecho, términos de interaccién entre fermiones y el
campo escalar, correspondiente a una interaccién de Yukawa, son invariantes bajo transformaciones

5U(3)C X 5U(2)[_ X U(].)y si



YL+Y$_Qe:O

YQ-l-Ya;—Qd:O
YQ+Y¢—YUZYQ—Y$_Qu:07

donde hemos fijado Y3z = — Yo. Solucionado para las hipercargas de los dobletes tenemos
1 1
YL =5 (—Qd +2Qc+ Qu) = )
1 1
Y =— =
Q=5 (Qa + Qu) 6
1 1

De este modo, es consistente interpretar los superindices de ¢t y ¢° en la ec. (620) como las cargas
eléctricas de las componentes del doblete de Higgs, ®. El hecho de que la informacién necesaria y
suficiente para determinar las hipercargas requiera el sector completo de quarks y leptones es un
indicio de la autoconsistencia sélo al nivel de la simetria completa asociada con las tres
interacciones subatémicas que definen el modelo estandar de las interacciones fundamentales.



Una teoria para leptones de la primera generacién—

Comenzaremos analizando una versién simplificada del Lagrangiano con sélo los leptones de la
primera de generacidn,

Pt = Ly + Lwst + Lgauge — Lyoyen (627)

Yukawa ?

donde

£Iepton :I-Z . E“'D#L + i(eR)TJ“'DHeR

fermion

—~—

- ~ N2
Lwer =(D,®) - D' — 12d - — ) (d> : <D>
Egauge - — %VV,-IW Wli'/ — %B“VBHV
— Loy =he (er) L-®p+hec (628)

y sin perdida de generalidad para las partes del Lagrangiano Lgauge Y LwBH que no involucran
fermiones.



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

LN —il . G'D,L+ i (er) 0" D er
=il -5"0,L+i(eg)  o"D,er
+il-"(~ig2 T;W,) — igy YiBu)L + i (er)T 0" (—ig1 YrBy) er . (629)
Definiendo
Liinetic :iz . E“@ML + I.(eR)]L a"@ueR (630)
LweL =iL-7"(—iga ;W) — ig1 Y Bu)L + i (er) 0" (—ig1 YrBy) er .

tenemos que

Lwar =L 'E’u(gQT]_ W/} + & T2W3 + & T3W3 + &1 YLBM)L—i—gl Yr (eR)Jr O'MeRBM

e |& (0 WS 3 B.|L+gY FoterB
—L.7 \ﬁ w- 0 +&3W, +gYiB,| L+ g r (er)' 0" erBy
w



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

) L—i—Z-E" [g2T3W5 + &1 YLB“] L+ g1Yr (eR)T O'HGRBM

W >+£AZL7

Lazi :Z-E“ [gg T3W3 + &1 YLBN] L+g1Yr (eR)Jr a”eRBM.

Teniendo en cuenta que

— &2 [ 2] Gy, W + X Lote W
)= w0 W, 200 e W, |,
y usando (617)

: [(eL)TauyL Wy + () oe vv;] .

(631)

(632)

(633)

(634)



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

Lazt =L - 7" [@2Tas(cwZ, + swAu) + &1 Yi(—swZu + cwA,)] L
+ &1 Yr (er) ot er(—swZ, + cwA,)
=L [g TzewZ, + g2 TaswA, — g1 YiswZ, + g1 YiewA,] L
—g1sw Yr (e;re)T oterZ, + gicw Yr (eR)T at'erA,

=L - 7" [(g2cw T3 — g1sw Y1) Z,+ (g2sw Tz +gicw Y1) Al L

— gisw Yr (er) 0" erZ, + gicw Yr (er) 0" erA, (635)
donde cyy = cos Oy, sw = sin Gy .
Para identificar A, con el fotén, debemos imponer la condicién
e@ = &Sw T3 + g1cw \A/ . (636)

De este modo

e@L = (ngW Ts + gicw \/}) L



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

=(g2sw T3+ gicw Y1) L, (637)

Usando la definicién de L tenemos que

QWL) ( 0 ) < (325w + grew Yi) v )
= = 638
¢ <QeeL “\ Qeer (—3g25w + grew Y1) e (638)

Igualando los coeficientes que acompaiian los campos resultan las dos condiciones

1
0 :§g25W +gicw YL (639)
1
eQe = <—2g2$W + g1cw YL> (640)

una tercera condicién surge de imponer que el electrén derecho se acople apropiadamente al fotén

eQeg = (gzsvv T3+ gicw 57) eRr
eQeer =g1cw YR €R - (641)



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

El resultado final es entonces

1
Y, =— 5 e =gosinfy = gy cosByy . (642)

Note que el valor para la hipercarga es consistente con el que se obtiene de exigir el Lagrangiano de
Yukawa completo para una familia de modelo estdndar en la ec. (626). La segunda ecuacién se
puede reemplazar en la ec. (636) para obtener la prediccién en término de los generadores diagonales

~

Q=T3+Y, (643)



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

A modo de ilustracién podemos comprobar los valores numéricos para Y; y Ygr usando directamente
la relacién de Gell-Mann—Nishijima (643)

~

QL=(Ts+ Y )L

Q 0 v\ Qv B %‘i‘ Y, 0 "
<0 Qe> (eL) a <Qe6‘L) _< 0o i+ yL> (eL) ; (644)

Q =0=3+VY, Qe=—-1=—5+VY, (645)

de modo que

lo cual requiere que
Y =<=. (646)

De la misma forma

Yr=Qe=—1. (647)



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

Usando la relacién entre go y g1 (??) en (635)

ﬁAZL :gQSWZ .ot [(COt QW T3 — tan 9W YL) th + (T3 + Y[_) AH] L
+ gsw (er) o [(0 — tan By YR) Z, + (0 + YRr) Al er, (648)

donde hemos puesto explicitamente el cero correspondiente a: T3eg = 0 eg.
Como el generador asociado a A,, debe ser el generador de carga eléctrica, podemos usar la primera
ecuacién en (642):

e=gsinfw, (649)
y si ademads definimos
L = gosw (er)! " [(0 — tan O YR) Z, + (0 + YR) Al er (650)
tenemos que

Laz =el - 5" (cot Oy T3 —tan Oy Y1) LZ, + el - v QLA, + L



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

—eL 5" |cotfw T3 — tanfw (Q — T3)| LZ, + eL- 7" QLA, + Le

= ZC;SWZ ¥ |73~ 255, Q| LZ, + eL -7 QLA,
Yoo (er)! o {0 - 253‘/@} er”Z, +e (eg)! " Qer Au
=Lz + LEp » (651)
donde
EiQ”tED —el - E“@LAM + e(er) o Qer A (652)
La :2chWZ h [T3 - 25@6} LZ, + 2C;SW (er) o [o - 25@5} erZ,. (653)

Como las expresiones estan en términos de los generadores como operadores, deberian ser validas
para otros conjuntos apropiados de fermiones para ser definidos mds adelante.
De la ecuacién (652)

LBy =el - T'QLA, + e (er) 0" Qer A,



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

=—e (eL)TE‘u e + (eR)T ot eR} AN , (654)

y la interaccién de la electrodindmica cuantica se recupera satisfactoriamente.



Una teoria para leptones de la primera generacién— Interacciénes débiles fermién-gauge para leptones

Para obtener la interaccién requerida de los W™ con el v y e, dada en la ec (7?) y genera el fotén
con las propiedades adecuadas resumidas en la ec. (652), el modelo gauge local SU(2); x U(1)y
predice entonces la existencia de nuevas interacciones con un nuevo bosén gauge Z,, dadas por

€ 7T = 2 A e 5 A
Lz :mL ot [T3 - 25WQ} Lz, + m (‘5’R)Jr ot [0 — 2SWQ} er Zy
e . .
:m{(w) o'+ (e) " [—1+ 25y ] eL—|—255V(eR)TU”eR}ZM
e

:m {(VL)*E'U‘V[_ - (eL)*E'u‘eL + 25%/ [(eL)*EﬂeL + (eR)T O-/JeRi| } ZM . (655)



Una teoria para leptones de la primera generacién— El gauge unitario

Retornando al doblete de Higgs del modelo estandar en la ec. (??), los cuatro grados de libertad de
®, pueden escribirse en forma polar con la parte real neutra desplazada para generar la ruptura
espontanea de la simetria SU(2); x U(1)y. De este modo, y sin perdida de generalidad

_ ¢+ _ AIGj(x ) 0
&= <¢0> _IGIT (k[H(XH V]> . (656)

Para SU(2), x U(1)y tenemos cuatro generadores y cuatro bosones gauge. De acuerdo a la
parametrizacidn en ec. (656) esperamos que aparezcan tres bosones de Goldstone y un campo de
Higgs con masa, de manera que quedard un generador no roto correspondiente a una simetria
remanente del vacio U(1)q
®

SU2). x UL)y 25 u(1)e. (657)
Se espera entonces que el espectro consista de un bosén de Higgs, tres bosones gauge masivos, y un
bosén gauge sin masa.



Una teoria para leptones de la primera generacién— El gauge unitario

Podemos hacer una transformacién gauge similar a la de la ec. (??) sobre el campo @, tal que

- ¢ = 0 658
R CAC SR E (6%8)

que define el gauge unitario. En adelante sin embargo omitiremos las primas sobre los campos
transformados &'y W,,,.

Comenzaremos analizando la parte escalar del Lagrangiano del Modelo dada en la ec. (625) en el
gauge unitario

Ly =(Dy®) - Db — 12 - & — A (&3 : q>>2
- [D“ <H(x())+ v)] P (H(x?+ v) ~ Vi), (6%9)

donde V(H) dado en la ec. (575), incluye el término de masa para el bosén de Higgs (576):

m? =2 ‘uz‘ = 2\v? (660)

270



Una teoria para leptones de la primera generacién— El gauge unitario

De la ec. (77)

Entonces

tws
W#: LW_ —%WS .

D,, corresponde a la matrix 2 x 2, dada en la ec. (605), con el reemplazo

i 1
:F§g2 W/‘j’ — —i <:t2g2 W/‘j’ + & YBM>

o _ (01 (GeWi+ e YB) — 58V,
M ~ e W, O —i(—38W2 +a1YB,)
D 0 _ ~5@WI(H+v)
FA\Hx)+v/) \o,H—i(-igW3 Y:B,) (H
i /( 582 ”'i‘gl & N)( +V)

) |

) |

(661)

(662)

(663)

(664)
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El correspondiente productor escalar SU(2), es:

r 1 —%gW’”(H—I—v) . —%gWJ(H—Fv) v
WER T2\ 0rH — i (—LeeWi + g1 Y3B") (H+v)) \8uH —i(—3@W3 +g1Y;3B,) (H+Vv)

1 OFH + i (—%gstL + &1 Yq;B“) (H+v) . —i%gQW;(H +v) v
B 7»&eW" (H +v) OuH — i (—3gW2 + g1Y3B,,) (H+v)

2
:%gzwl“ W, (H + v)* — V(H)
+% [0"H +i (—36W§ + g1V B") (H +v)] x
[0uH — i (—3&W2 +g1Y3B,) (H+v)]
— — V(H)+ %gz WHZWS(H + v)*+

1 1
+ 50" HOH + 5 (~38W5 + &1 Y3 B4)? (H+ v)? (665)
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donde la dltima linea corresponde a la magnitud del “nimero” complejo:

[0,H — i (—38W, +&1Y3B,) (H + v)] (666)
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Entonces
LwaH :%&WHaHH - V(H)+ g224v2W“_W,;Ir <I‘_/I + 1)2 + LzaH, (667)
donde
Laan :% (%gg WEWS — g2g1 Y3 WAB, + g2 Y2B!B u) (H+v)?
I% (%g% WEW? — Jg81 Yo WE'B, — Sgog1 Y W' B, + g12Y§B“B,[> (H+v)*.  (668)

., - .. T
Esta ecuacién se puede reescribir en forma matricial en la base (Wi Bu) , como

v2 18 ey (WA (H )
=— (Wt B 222 ® Pl —+1) .
Lzan = (W5 BY) <g2gly6 2772 ) <Bu> (V - (669)

Como la matriz 2 x 2 tiene determinante cero:

1,2
28 82815
= | = geivz-ggeivi-o. (670)

-8 28t Yq%
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independiente de la hipercarga Y5, quiere decir que tiene un autovalor cero que identificaremos
como las masa nula del fotén.
Para facilitar dicho andlisis haremos Yg = 1/2 como en la ec. (626),

1v? & —g2g1> <W3> <H ?
L = —— W“ B* 2 s —+1) . 671
AH= o ( ) <—g2g1 g1 B, v (671)

Sea _
V= < CO_SQW sin 9W> _ 1 < @ g1> 7 (672)

—sinf cos / —
w w g22—|—g12 81 &

con tanfy = gi/g, tal que gsinfy = g1 cosfy,, como en la ec. (642). De esta forma podremos
comprobar si la misma condicién que hace que los neutrinos no se acoplen con el fotén, garantiza el
campo neutro H tampoco se acopla directamente con el fotén.

Note que V es una matrix ortogonal que satisface VV'T = VTV = 1. Si (ver ec. (7)),

() (3) @)

[eN
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entonces
12 2 w3\ (H 2
Loan ==— (W3 B¥ va< & g2g1> VVT< #) <+1
AT ( ) -8 & B, v
1v? g g Z H 2
=== (zr A |VT [ *2 2 1) V] ( “) <+1> 674
24 ( ) [ <—g2g1 gt A, v (674)
yT ( g —gzg1> v 1 < & +eg’ g g’ ) ( g g1>
-g8 & g2+ g2 \ 8581 — g8 —&8 +881) \—a &
1 (gS +8f —g381 — gf) ( g g1>
& + &1 0 0 g1 &
1 (gé‘ +8%e7 +erel + 8l &g+ &8t — 8381 — gzg13>
g3 + g12 0 0

2, 2
_ (& +& O
- ( : 0) (675)
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De este modo

v, , 5 H 2
24 (&2 +&7) 22, (v + 1>

1 /7govy\2 H
=5 (87) (1 +tnow) 22, <V+1)

1/ gv \° H \?
= — ) Z¢Z, [ —+4+1) .
2 <2cos€W> . (v * )

LzaH =

Retornando a la ec. (667), tenemos tenemos

—_—~—

~ ~ 2
LweH :('Dﬂd)) -DHO — N2¢ D — )\ (q) . q))

1
—0"HJ,H — V(H)

2

(676)

1 5 000 (H N 1, 0 (H N\ 1, H \?
+§mWW“ W, <V+1> +§mWWM Wl +! +§mZZ“Zu —+1),
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Caso:

o Masas gauge:

o Ver eq. (575)

con

ademas:

V(H)

_ &v 8V

m

1

2
1
2

2
H

L T

myy
cosfOyy

myH? + AvH? + FAH?
H 2

= —2u% = 2\,

. ., . . 2 L,
donde el termino 1 en la expansién binomial (H/v + 1)° corresponde al término de masa en cada

(678)

(679)

(680)

(681)
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w3 cosOy sinfy Z
p = p
( B, > (— sinfy cos HW> (Au> ’ (682)

g sinfy = gy cosfyy . (683)

tal que
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El Lagrangiano gauge
Lgouge = — 3G47 Gl — W/ W, — 1B By, , (684)

Se debe expresar en la base de Z,,, A,. Los detalles estdn en
https://www.overleaf.com/read/pxkqqdhrqyrk
Capnge = — P9 = 1292, — J(FL)™(Fu)yo — LG,
—ecotfy [(FJV)W Wi Z, — (Fw)™ W, Z, + W, WjZ‘“’]
— e [(FJV)“” WA, — (Fw)" W A, + W, W F“”]
o2

~ 2sin? by

— e cot® Oy (W, WH= 2,2 — Wi ZHW, Z")

— e’ cot® Oy W, WH™ A, ZY — WA W, ZV — WFZFW, AY)

— & (WS WHAA” — WAFW, A, (685)

[(Wrwe)? = wirwet v we |


https://www.overleaf.com/read/pxkqqdhrqyrk

Una teoria para leptones de la primera generacién—>Auto interacciones

donde

FHv =R AL — 9 A" (Fw)w =0, W, — W,
Zm =grzy — 9 7, (686)



Una teoria para leptones de la primera generacién— Lagrangiano de Yukawa para leptones

En el gauge unitario

£ —p o (er)! €PL,®p + h.c

Yukawa

he
== [(e0)" er + (er) e | [H(x) + v]
hev H(x
= \;§ [(eL)T er + (eR)T eL] [ f/ ) + 1] . (687)
Note que de forma autoconsistente
—YR+YL—Y¢I—QE+YL—Y¢Il—1/2—1/220. (688)
Definiendo
hev
me = 689
€ \/i ( )
tenemos

Lyukawa =me(e) er + %(eL)TeRH +hec. (690)



Una teoria para leptones de la primera generacién— Lagrangiano de Yukawa para leptones

Definiendo los fermiones de Dirac, términos de espinores de Weyl como

e <§;) , (691)

y usando la ec. (??), podemos escribir
_ | H(x
L =m,ee Q +1
14
_ Mme _
=meée + —eeH
14
Vemos entonces que si la masa de los fermidnes no es fundamental sino emergente, necesariamente

se predice la existencia de interacciones entre fermiones y el Higgs que son proporcionales a la masa
del fermidn que recibe la masa desde la RES.



Una teoria para leptones de la primera generacién— Lagrangiano completo para leptones

N H
ﬁlepton —il - EuauL + i(eR)* o'uaueR + me |:(e[_)T €er + hC} <V + 1)

— YFM = 32" Zy = SR )™ (Fw) o
1 H 2
+ J0MHOLH — 5mi,H2 (V + 1>

1 H 2
+ <m‘2/V WH W+ 2m%Z“ZM> (v - 1)

+e(e) -ate Ay +e(er) oter A,
e

2cos Oy sin Oy {(ve)* @ v — (er)" T +2sin® Oy [(er)* T e + (er)" ot er]} Z

+ &£ [(VL)*E‘MEL W:_ + h.C]

V2
e cot By [(FJV)W Wi Z, — (Fw)™ Wy Z, + W, W, Zm
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— e |(Fly )™ W, Ay — (Fu )™ Wi A, + Wi W P |

e2

 2sin2 Ow
— e cot® Oy (WS WH= 2,2 — Wi Z'W, Z")

— e cot® Oy (W, WHTA,Z" — WA W, Z8 — WFZHW, AY)

— & (W WHAA — WIAFW, AY) (692)

(W we)? = Wit we |
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Entonces

o= 1) (693)

Con esto podemos definir los proyectores

| 1
p, — 24x4 Y5 p, — T4x4 + 75 ' (694)
2 2
En adelante se dejard implicito el caracter 4 x 4 de la indentidad.
Sea W un espinor de Dirac construido a partir de dos espinores de Weyl
¢L>
V= . 695
(wR (695)
Tenemos las sigientes propiedades
1-— 1
pv=-"Ty Py == 15y

2 2



Una teoria para leptones de la primera generacién—Notacién de Dirac

-(5 9 () (59 ()
-(%) ~(4n) (99

Ademas, as matrices P; g tienen las propiedades

P +Pr=1 PiR =P rPLr = PLR
P Pr=0 PZ,R = PL,R . (697)
Usando la ec. (77?)
1 1+
SPEES SR -

Por consiguiente

Vir=W.r)4°
=(PLrV) +°



Una teoria para leptones de la primera generacién—Notacién de Dirac

=P 40, (699)

y usando (698)

Vg =V0pPg,
—UPg, . (700)

De modo que

U W) = UPRyHPLW = Uyl PRU = Uyt P w =W 0y ppw
0 1\ /0 o\ (¥
— (ot L
(LR (3 o) (o 9) ()
i 0 1 0
=L R (1 o) (o)
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Similarmente
VRy'Wg = Wyl PRY =yphot e . (702)

Podemos extender ahora los resultados de la ec. (??) para corrientes escalaras y vectoriales. En
términos de los campos de Weyl una corriente escalar (S), pseudoscalar (P), vectorial (V), axial (A),
V-A y V+4A de espinores Dirac, se pueden escribir respectivamente como

S VW = () L+ (v) vr

. Vs = () g — (Vr) YL

V: VW =l 5y + photr

A: VnhysW =gphotpr — oty
V-A. Wyl PLW =yl oty

VA+A: Uyl PRY =yl oty . (703)



Una teoria para leptones de la primera generacién—Notacién de Dirac

Para escribir el Lagrangiano en términos de espinores de 4 componentes, debemos reescribir los
acoplamientos fermidnicos del Lagrangiano en (692). Entonces

TL’)/MGLWJ :ﬁPR’y“PLeWJ

=y PreW,

vy (1 —5)eW,f (704)

y ademas la parte Lz dada en la ec. (655). Para poder tener las corrientes en términos de la ec.

(703), debemos sumar y restar 3 (er)! oer

e

Lz

{(VL)*a“uL

72CW5W

+% [(eR)T oter — (er)” E“eL] + <—; + 25124/) [(eL)* ote, + (eg) J“eR} } Z, (705)



Una teoria para leptones de la primera generacién—Notacién de Dirac

Claramente la corriente de neutrinos es del tipo V-A, pero la corriente de electrones tiene dos
contribuciones: una tipo A con coeficiente 1/2 y una tipo V con coeficiente —1/2 4 2sin? §y/, como
se muestra en la Tabla 10. Entonces

Lz

_ 1 1 _
Sewow {wy“PLu + 5efy”fy5e + <—2 + 253‘/) e'y“e} Z,

e (=) 1 ) 1
pio 27 S ) - Z,
2chW{W S, vtey 5 TS | a5 €l

1- —1+4sy,) +
© {wy“(%)u—i—e’y“ ( ) +7s e}ZM, (706)

2CWSW 2 2

Las otras corrientes del modelo con leptones son la corriente tipo S generada por el Higgs, la tipo V
generada por el fotdn y la V-A generada por los bosones gauge cargados Wf.



Una teoria para leptones de la primera generacién— Lagrangiano completo para leptones en notacién de Dirac

L1 gen =177 00 + & (i7"0, — me) e + —eH
v
—ipwE, —1zmv 7, — L FL (Fw)w

1 1 2 442 H ?
+ 30" HOWH — SmiyH (2V+1>

1 H 2
- (m%/v W= W+ mzzZ”Zu> ( - 1)

2 v
+eeyfeA,
e =) | (-1+4sE) + s
" u 7
+2c059Wsin9W{V7 y Ve 2 e[ m
8 +
4+ == 7v"(1 —v5)eW T 4+ h.c
2\@[7( vs)eW, ]

—ecotfy [(FJV)W Wi Z, — (Fw)" W, Z, + W, WjZ“"]
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— e |(Fly) W, Ay = (Fu )™ Wiy A, + Wi W P |

e2

"~ 2sin? Ow
— e cot® Oy (W, WH= 2,2 — Wi Z'W, Z")

— e cot® Oy (W, WHTA,ZY — WA W, Z8 — WEZHW, AY)

— & (Wi WH ALA” — WEAM W, AY) . (707)

(Wrwe)? = wirwrt g we |
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De la ec. (618) tenemos
Liermion =iQ - 7D, Q + il - 5D, L + i(er) o D,er + i(dr) 0" Dydr + i(ug)To"Dyug . (708)
Donde,
Q- 7"DyuQ =€Q°7" (D, Q)"
L-"D,L =epL%" (D, L) . (709)

Note que las partes derechas involucran necesesariamente una simetria U(1)y de la que debemos
obtener la interaccidn electromagnética entre fermiones derechos. Por eso la implementacién la
simetria SU(2), debe hacerce en el contexto del Grupo Gauge semisimple SU(2), x U(1)y.
Generalizando para los otros campos, tenemos

Loz~ Y © F.5"[rs—25%QF| FZ, + eF -3"QrFA, ¢+,  (710)
2CWSW
F=Q,L,er,dr,ur
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con
E'EM — FTO'N for F=er,dr,ug. (711)
Generalizando para todos los campos:

2 _ _
Lwi —>\% I/LTO‘MGLWJ—I- uLTJ"d/_WIj'—i—h.c . (712)

Usando los acoplamientos gauge de los quarks con los gluones (528), de los fermiones con el Wj
(712) y con Z, y A, (710) para expandir Leermion €n (708), tenemos

Leermion =i@ - 7D, Q + iL - 7D, L + i (er) 0" Dyer + i(dr) o D,dr + i(ur) o Dyur
:I'(UL)TE“({%UL + I'(UR)TO'“({?MUR + i(dL)TE“a,LdL + i(dR)Ta“(?MdR
+ i(eL)TE’@ueL + I'(eR)Jr a”&MeR + i(l/L)Tﬁﬂaul/L

Al A? A? A?
g (00w + (o)l un + (00175 o+ (dr) o e ) G
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+ % [(VL)TE“eL W+ (u) e d W+ h.c}
e -~ _ 2 A
PP S =il R L

F=Q,L,er,dr,ur
+e [(eL)Tﬁ“@eL + (er)' 0" Qeer

—I—(UL)TE’LO\UUL + (UR)TU”aUUR + (dL)TENC/?\ddL + (dR)TO'“addR} A‘u . (713)



Una teoria para la primera generacién— Lagrangiano de Yukawa

En el gauge unitario

Lyukawa =he (er)! €PL.® + hy (dr)! €2 Q®p + hy (ur)' €25Qa®p + h.c

2\2 he((ev) er + (er)er) + ha((dL) dr + (dr)dL) + hu((ur)Tur + (ur)Tur)| x
[H(x) + v] . (714)
Definiendo
_ hev
myg = ﬁ (715)
tenemos

m m u
Lyukawa =me(er) er + mq(dL)Tdg + my(ur) ug + Te(eL)TeRH + Td(dL)TdRH + mT(uL)TuRH +he.
(716)



Una teoria para la primera generacién— Lagrangiano de Yukawa

Definiendo los fermiones de Dirac, términos de espinores de Weyl como

@) @) )

y usando la ec. (??), podemos escribir

v _ — B H(x)
=——(h hqydd + hy, 1.
L ﬁ(eee—kd + uu)[v +}
Definiendo
hev
ms=—— 718
‘=7 (718)
tenemos

Lyvukawa =Me€e + mgdd + mytu + %EeH + %HdH + %UUH. (719)

Vemos entonces que si la masa de los fermiénes no es fundamental sino emergente, necesariamente
se predice la existencia de interacciones entre fermiones y el Higgs!



Una teoria para la primera generacién—>Lagrangiano completo para al primera generacién en el gauge unitario

L1 gen :Z if~6“8uf + Z mg [(gL)TgR + h.c]

f g=e,u,d
— TP P = 52" Zoy = J(F)™ (Fw)uw — $GE G,
H H?
1 2 142
+§8“H6MH—§mHH <1+ +4V2>

1 H H?
2 — 1/t 2

+gszq Uu( )an—i-er U“foA

€ Z f.-ot tf — QSWQf]

2cos Ow sin Oy

S (R)FWE +he| + % [(gL)TgR + h.c} H
f=v,u g=e,u,d

SI%
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— jecot By [(FJV)W Wi Z, — (Fw)™ W, Z, + W, WjZ“V}
—je [(FJV)W WA, — (Fw)"™ W A, + W Wf F””}

e2
 2sin? 0y
— e cot® Oy (WS WH 2,2 — WFZI'W, ")
— & cot’ Oy (WS WH™ A, ZY — WA W, ZY — WP ZF W, AY)
— & (WIWH A A — WAW, AY)

(Wrwe)? = Wi we |

1 ~ ~
— 5 (861" £0e G/ GF + gf ™Gl GL G, + 82F " 14 GL GL GG ) . (720)



Notacién de Dirac para la primera generacién—

‘ u ‘ d ‘ Ve ‘ e
2ve | 1= 8sin®0y | =1+ 3sin0y | 1 | —1+4sin 6y
2af 1 -1 1 -1

Tabla: Acoplamientos de corrientes neutras



Notacién de Dirac para la primera generacién—

Recopilando los resultados para Ly (677), Lyukawa (719), Liermion (?7). Y Lgauge (685), tenemos
para f = ve,e,u,d; g =u,d [con f' = e (d) para f = v. (u) ], podemos escribir en notacién de
Dirac:

— P P = 52" Zu, — 3R " (Fw)u — § G4 GE,
2
+ S0MHO,H — 1mHH2 <1+ f +7 A >
_ 1 H H?
+ <mf,v WH W+ 2m2ZZ“Zu> (1 +2—+ V2>
+gquv ( )an+erwoffA

e

s o 2 (v = ars)fZ
2cos€Wsin0WZf: (v — afs) ©w



Notacién de Dirac para la primera generacién—

82 7 / ms =
+ == E fyM (1 —~5)f W, +h.c +§ —ffH
2V2 | A~ 73 =)W, —~ v

~ecotfy [(FJV)*“’ Wiz, — (Fw)" W, Z, + W, szﬂ

— e |[(Fly )" W, Ay — (Fuw )™ Wi A, + Wi W P |

e2

 2sin2 Ow
— e cot® Oy (W, WH= 2,2 — WiZ'W, Z")

— e cot® Oy (W, WHA,ZY — WA W, Z8 — WFZHW, AY)
— & (WS WHAA" — WIAW, A”)

(Wwi)? = wirwe v we |

1 ~ ~
— 7 (861" oae G G5 + &7 GY G G, + g2 0o G GL G G )



Dindmica de sabor—Dos generaciones de quarks

oo U? o -

(e . o o 1.

Q= dia | Qr = ds ) Q= so ) Ug o UR, CR,
L

d;? . dR, SR . (721)
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248 = |mu (ug) w4+ me (cr)t e+ Mgy (dp)T df + M (dr)' 5] + Mh (sr)' df + M3 (sr) st |

(v

— {mu (ur)" up + me (cr)T cr + [(d,;:)T (sR)T} [%gi %gj <d£>} <H + 1) : (722)

/
SL v

<lx

Defimos entonces la matriz de masa del sector down para dos familias como
_ [Mf M
=i ) 72

Una matriz general es mas simple de diagonalizar que una matriz simétrica, pues es suficiente usar
una tnica multiplicacién matricial con una matriz de rotacién®

cosf. sinf.
Ve = [— sinf. cos GJ ’ (724)

405



Dindmica de sabor—Dos generaciones de quarks

bien sea a izquierda o a derecha, es decir, la otra matriz que en el caso simétrico corresponde a la
transpuesta de la matriz de rotacidn, en el caso general se puede escoger como la identidad. Si
escogemos multiplicar a izquierda, no se generarian mezclas en ningtn otro sector de Lagrangiano.
Por lo tanto escogeremos el caso mas interesante de multiplicacién a derecha, es decir

_ Mfll M{jz cosf. sinfc.|  |mg O
M'V_[Mgl MS,| | —sinf. cosf:| | 0 mg|” (725)

El problema se puede invertir, de manera que podemos determinar las entradas de la matriz en
términos de los autovalores my, mg y el angulo de mezcla de Cabibbo 6.

M= [M{’l I\/Ifz} B [md cosf —mysin HC]

M, M|~ | mssinf.  mgcosf, (726)

Haciendo explicitamente la rotacién de la base de interaccién a la base de autoestados de masa

d| _ d]  [cosb. sinf.] [dL
[SJ =V LL] - [— sin 0, cos@c] [SL : (727)



Dindmica de sabor—Dos generaciones de quarks

obtenemos

Mgy M5,

(et o ][5 0] (2)}(5+1)

ms

= [mu (ur) up + me (cr)" cr + my (dr) di + ms (sg)! SL} (’: + 1) ,

LY = {mu (ur)" ur + me (cr) e + [(dR)T (SR)T] [Mgl MfQ] A <d£)
n

(728)

El dnico sector afectado por la rotacién (ver la demostracién general mas adelante en la Seccién ?7?)
es el de las corrientes cargadas

Luq =25 ()T d W+ (c)/7"sL W, +he]

- { ()t ()] 7 [i_ﬂ Wi+ h.c}
:% { [(u)t (a)T] " Ve [dﬂ W5 +h. c}



Dindmica de sabor—Dos generaciones de quarks

_ & + 1= | C€OS O.d; +sinf.s; i
V2 { ()" (a)]7 —sinf.d; + cosf.s; Wy +he

:% { {cos Oc(uy) o dy + sinOc(uy)a"s, — sin(c,)a"d, + cos HC(CL)TE"SL} W+ h.c}
(729)

De hecho, la constante de Fermi asociada al decaimiento débil del quark down, Gg, también es
conocida y resulta ser diferente a la constante de Fermi asociada al decaimiento del muén, Gg. Sin
embargo, la posibilidad de la mezcla nos permite mantener una tGnica constante de Fermi tal que

Gﬁ = GF Vcll = GF COs (95 . (730)

Esta expresion serd discutida mas en detalle en la seccién de fenomenologia ?7.

La explicacién que hemos presentado de porque la constante Gg asociada al decaimiento del protén
es menor que la correspondiente constante Gg asociada al decaimiento del muon recibe el nombre
de mecanismo GIM [?]. Este mecanismo predice las transiciones integeneracionales s — u W,y

¢ — d W, las cuales se han medido con las probabilidades esperadas.

Es de anotar que usar una segunda matriz de rotacién diferente a la identidad no afecta el

inuacién en la Seccién ?? para el caso de tres generaciones.

°donde 0. es el angulo de Cabibbo [?]
408
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El Modelo Estdndar esta compuesto de las siguientes tres familias de fermiones i = 1,2,3. A cada
familia se le asigna una carga de sabor diferente

Vi Ve M vT .
W ue(a) ee(n) ool e
L
uia u® c& & .
a-(h): a-(E) @-(L) o-(L) wwmon
L L L L

dh: dg, sg, br.  (731)
Con

2 1
Y, = ) Yo = Y, =—1 Y, :§ Yd;'.\, =— . (732)

R Ug 3
De los procesos entre familias, es decir de cambio de sabor, sabemos que
@ No se han observado procesos de corrientes neutras que cambian sabor.

@ Los bosones gauge cargados Wlfc decaen siempre a leptones de la misma generacién y con la
misma intensidad.
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Proponemos entonces el Lagrangiano
L=iQ" - D,Q" +ille" Dyl +i(eg) " Dyer’ + i(di)lo"Dyudr" + i(uk) " Dyug’”
- (hg(e;;,),u;. &+ h2(dR) Q-+ hY(uR)I Q- & + h.c)
7

_lwmewi  lgmw
wmwi, - 1w,

j12%

—_ ~ ~ 2
+ (D) - D' — 12 - b — A <<b : cb) . (733)

Para aclarar la notacién, obviando de momento la definicién definitiva de h;; y las primas sobre los
campos, consideremos el Lagrangiano de Yukawa para el sector down

L ShP(dR)IQ}- & + h.c
> — hPdrlep®QP + h.c
S — hPeapdr! " ®?QP, + hec
Oé""a b
> — hfean(dh,); Q7Y +hec, (734)
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donde i, a,, v son indices en los espacios de familia, SU(2),, SU(3). y de Weyl, respectivamente.
Por ejemplo el primer termino de la sumatoria

£ Sh(dh); 10 Q2 + ..
ShPdr" % dl + ... (735)

corresponde a la interaccién de Yukawa del quark down rojo (r) con un campo escalar complejo
neutro en carga eléctrica pero de isospin débil 1/2. En forma compacta la primera expresién en la
ec. (734) puede escribirse como (en el gauge unitario)

£ 5(dR)"hPQ - d + h.c

> (dk)Th? (H(X};V> L +hec

/ ThD / / ThDV /
D (dg) 7H(X) L+ (dg) —2dL—|—h.c

vz 2
D
5 ( ’R)Tl:@H(x) ! 4 (d)MPd) 4+ hc. (736)



Dindmica de sabor— Tres generaciones

La matrix 3 x 3 MP es en general una matriz compleja no diagonal, la cual se debe diagonalizar con
una transformacién biunitaria (de similaridad). Retornado a la ec. (733), tenemos que para definir
apropiadamente la masa de los quarks, rotamos de los autoestados de interacciéon a los autoestados
de masa con la matrices unitarias

.|.
dri) = (VR dr.L, (dr.0)f = (drDL(VEL ) (737)
Tal que

t t
(VR i(VE Dk = S (VR )M (V)i = mP 6w (738)

V,gT (MDMDT) v = (VDTMDVLD) (V?TMDTVQ)

_Md|agMd|ag ’ (739)
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donde Mgag = diag(m, m?, m%),
M2,, = VR'MPVP . (740)
Similarmente
VLDT <MDTMD> vP :Mﬁ’iagTMQag, (741)

Con definiciones similares para los campos u; y €;.
['Yukawa D(d )TMDdLj
(dr)f (VR )MP (VP )
(dr)m
k(

dr)lmp dkdy,
dR) dii (742)

=my

Para las diferentes combinaciones de términos de corrientes

(up)ladit =(u)l e (V) (VP ad
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—Vi(ug)tatdy,

)LEM(VL )UeLJ

}L(VLE)UU €L

=(v1)[5" ey, (743)

Donde hemos definido la matriz de Cabibbo—Kobayashi-Maskawa (CKM) como
Ve =V VP
VCTKMVCKM :VLDTVL V =1= Z VJVJk =ik = Z Vi Vik = 0k = Z:Wf’"2 - Z |V"J"2 -
J Jj J
(744)

y los autoestados débiles de los neutrinos como

v = (VLET)UVLJ' (745)
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Con esta definicion, las corrientes débiles cargadas para los leptones siguen siendo universales.
Similarmente
_ —pury Ut U
()l urt =uf e (VI (V i
=8ui(uL) o,
—(up) b up (746)

De modo que todas las corrientes neutras permanecen universales después de la redefinicién de los
campos fermidnicos. A éste resultado, basado en la unitariedad de las transformaciones biunitarias
se le llama Mecanismo GIM. En muchas extensiones del Modelo Estandar las matrices que
transforman los fermiones a sus autoestados de masa no son unitarias y dan lugar a corrientes
débiles neutras que cambian sabor (FCNC de sus siglas en inglés).

Teniendo en cuenta estos resultados podemos escribir finalmente el Lagrangiano completo del
Modelo Estandar en la Gauge Unitario, para los fermiones de Dirac:

f =ve,vy,vr, e, 1, 7,u,C, t,d,s,b; qg=u,c,t,d,s,b; | =e, u,T (747)



Lom = if (48, — my) f

f’
—YFE, — 12 7, — LFL ) (Fw)w — 2GEVGE,

1 H H?
+ 30" HOuH — - miyH? (1 +—+ 4‘/2>

1 H H?
2 — /4 2
+ (mWW“ W'u +2mZZ#Z#) <1+2V+\/2>

+gquv ( )qG“rerv“foA

e

— Fyt(ve — Z
2cos€wsin9w2 7 (v = ar7s) 2

Zy/*y (1 =)W+ Vi @™ (1 — ) diW,F + hec +Z—ffH

ij

2\f

—je [(FJV)*“’ WA, — (Fw)" W A, + W, WF F“”]
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e2

B 2sin2 9\/\/
— e’ cot® Oy (W WHTA,ZY — WA W, Z8 — WEZF W, AY)
— & (WSWHAA” — WA, AY)

[(Wwem)? = W Wity W | — e col by (W Wi 2,27 — Wi 2w, 2

1 ~ ~
— 5 (&G4 £uae G/ GF + &< G/ GL G, + 82 £ae G GL GG ) (748)

donde m,, = 0.
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El caso de tres generaciones predice entonces tres angulos de mezcla 6015, 023, #13, y una fase
compleja 0, asociadas a la matrix de rotacién unitaria Ve

Vud Vus Vub
Vekm = | Ved Vs Vb

th Vts th
1 0 0 C13 0 51367"6 C12 sio O

== 0 3 523 0 1 0 —S12 C12 0 (749)
0 —s3 o3 —slge"‘S 0 c13 0 0 1

C12€13 sipoci3 size

= | —si2co3 — crosmzs13e’®  croc3 — sios3size spzcis (750)

512523 — C12C23513e'.‘S —C12523 — 512C23513~'3"‘s C€23C13

donde s;; = sin0j;, cjj = cos0;;.
La fase compleja § se parametriza en términos de un niimero complejo p + in. Més especificamente,
definido de una forma que es independiente de la convencién de fase

Vid Vi

b+ if== ——4d ub 751
p+if VeV, (751)



Dindmica de sabor— Tres generaciones

la combinacién de los datos experimentales al respecto da lugar al valor real e imaginario diferentes
de cero mostrados en la figura 28
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15 T 1T ‘ UL LI PY ‘ T T T T 1T T 1T
: excluded area has CL > 0.95 @% :
L Yo% ]
1.0 — W ]
L % Amy & Amg ]
[ -
0.5 — ]
5 Amy ]
I= 0.0 f
L o J
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a0k Y &
r fi r sol. w/cos2B<0
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Figura: Fase completa de Vckm. El valor para el modelo estandar corresponde a la regién amarilla con
contorno rojo en el vértice con angulo . Obtenida de http://ckmfitter.in2p3.fr


http://ckmfitter.in2p3.fr
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El Lagrangiano del Modelo contiene los pardmetros gs, g, sin 0y, v, my. Alternativamente uno
puede escoger como parametros, en lugar de g,sin 6y, v [6]

Gr = 1.166 371(6) x 107> GeV 2
o~ =137.035999 679(94)
mz = 91.1876(20) GeV
as(mz) = 0.1176(20) . (752)

donde o; = g?/(4r) con a3 = as (g3 = gs) y a = €?/(4). Esto tiene la ventaja de usar las cuatro
cantidades experimentales mejor medidas.

Para relacionar la constante de Fermi, Gg, con los pardmetros del Lagrangiano del Modelo Estandar
(ME), consideremos el decaimiento del muén como un proceso en el cual el muén decae
directamente a tres fermiones a través de la interaccién de contacto ilustatrada en la figura 29.
Entonces dicho proceso estaria explicado por un Lagrangiano no fundamental

L= 0~ ) (o1 — ) (753)

donde G tiene las dimensiones de uno sobre masa al cuadrado.
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\ A
A

K

€

Figura: Decaimiento del mudn a tres cuerpos
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Construyendo la misma interaccién a partir del Lagrangiano del ME

c _%2 [ (1 = ys)u] (W, W, T 189" (1 = s)ve] - (754)

Por lo tanto la contraccién apropiada de [W;r Wy_] debe generar el coeficiente inverso de masa al
cuadrado:

1
(Wiw; ] — g (755)

Una deduccién mas rigurosa se realizard en la Seccidén ??. Por lo tanto

Gr_ &’

V2 8m?,

e2

8m‘2/v sin? Oy,
4rre?

8(4m)m?, sin® Oy
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ye:

N 2m%/V sin Oy

2
m\z/v sin2fy = \2[(;:_0[
miy sin? Oy = \/goé . (756)
F
Ademds, de la ec. (679)
2
cos? Oy _m‘g/
m
b4
2
1—sin’Oy = \g/
mz
2
sin2 fyy =1 — W (757)
m
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De esta forma tenemos las relaciones

2
.2 l”W 2 .2 yyes
sin“ 0y =1 — —F | myy, sin® Oy = ) 758
W T W W = a6, (758)

que permiten determinar que

sin 6y ~0.21
my, ~81GeV . (759)

El uso de a(Mz) ~ 1/128, permite tener en cuenta algunas correcciones cuanticas dando lugar a

sin” Oy ~0.23
myy ~80 GeV (760)
Los valores medidos son sin? 6y, = 0.23149(13), my = 80.398(25) GeV, y pueden ser reproducidos

por el modelo estandar una vez se tienen en cuenta correcciones perturbativas inducidas por
particulas virtuales.
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El acelerador ete™ LEP, que funcioné desde 1998 hasta el 2000 [31], operd a energias suficientes
para producir millones de Z. Combinado con otros resultados experimentales, se pudo verificar todo
el Lagrangiano del Modelo Estdndar hasta un nivel del 1 por mil. Con excepcién de las interacciones
asociadas con el Higgs.

La universalidad de los decaimientos del Z esta soportada por los resultados experimentales
siguientes donde sélo se muestran los decaimientos lepténicos del Z diferentes de cero [6]

I'(Z — e ef) = 83.92(12) MeV |'(Z — U uf) = 83.99(18) MeV r(Z — T 7'7) = 84.08(22) Me'
Br(Z — eTe™) =3363(4)%,  Br(Z — utu") =3.366(7)%,  Br(Z — 1) =3.370(8) %
(761)
Mientras que para el W*, en %, [27]

Br(W~ — ee™) = 10.71(16), Br(W~ — 7,u~) = 10.63(15), Br(W~ — 7.7 ) = 11.38(21).
(762)

La diferencia de U, 7 respecto a los otros representa un efecto alrededor de 2¢0. La universalidad de
los acoplamientos lepténicos de W puede comprobarse también indirectamente a través de los



decaimientos débiles mediados por corrientes cargadas. Los datos actuales verifican la universalidad
de los acoplamientos de corrientes cargadas leptdnicas al nivel del 0.2 % [6]. Sin necesidad de entrar
en detalles de los célculos de las amplitudes de decaimiento, podemos usar el hecho de que ellas son
proporcionales a los acoplamientos al cuadrado correspondiente, de modo que un cociente entre
amplitudes de decaimiento es igual, en primera aproximacién, a los cocientes de los acoplamientos
al cuadrado. Tendremos en cuenta ademas que el Branching es la amplitud de decaimiento a un
canal especifico divido por la suma de las amplitudes de decaimiento a todos los canales posibles.
Para los decaimientos del Z el Modelo Estandar predice, ademas de la ausencia de eventos del tipo
Z — eTp~, que para un cierto | = e, i, 7,0 q=d,s, b

Br(Z = 1T17) _ (lv]>+1a/?)

5 ~ 2 2
Br(Z —qq)  Nc(|vgl* + |ag|?)

[(—% 4 2sin? GW)2 + ﬂ
N[(5+ et ]
0.338 N.=2
0776

={0225 N.=3 (763)
0.160 N =4

C
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Para ser comparado con el resultado experimental de por ejemplo

Br(Z —ete™)  3.363(4)
Br(Z — bb)  15.12(5)

~ 0.222 (764)

que de nuevo da lugar al N. = 3, que seguiremos tomando en adelante.
Los Branchings de decaimiento en la ec. (762) y ec. (761) pueden ser calculados sin entrar en
detalles del cdlculo de las amplitudes. Teniendo en cuenta que el canal Z — tt esta cerrado

Br(Z —eTe )= (Z=ele) eve’)
rtotal

_ (|Ve’2+ ’36|2)

Sl + [anl?) + (v 2 + (2 [2)] + N[5 (1viy 2 + 13w [2) + 27 (v 2 + |agi[2)]
_ (Ivel® + |2e[*)
3[(vel? +1ael?) + (Ivie 2 + |20 )] + 3[2(1vul + |au[?) + 3(|va[? + [a4[?)]
_ (|Ve’2+ ’36|2)
— 21ae]? + 3[|vel? + [, [2] + 3[2|vu|? + 3|v4l?]




B (—1+4s20w)? +1
214 3[(—1+45201)2 + 1] + 3[2(1 — 8s201)2 + 3(—1 + 2520w)?]
2 — 8520y + 165*0y
42 — 80520y + 330s*0yy
~ 3.43% (765)

Para W¥ tenemos por ejemplo
(W~ — Dee™)

I_total

Br(W™ — Dee™) = (766)

donde, teniendo en cuenta que los canales a top estan cerrados, y usando la condicién de
unitariedad de la matriz CKM en ec. (744), tenemos

Ftotal—ZrW — 717) + Ne Z[rw — G1d}) + T(W™ — Gpdy)]

:F(W* — Dee ){3+ N, Z[\V1,!2+’V1/| 1}



=T(W~™ = 7ee”)(3 + 2N,)
(767)
entonces

1
BF(W_ — 1766_) = m =11.1% (768)
C

Una mejor prediccién de dichos resultados en el contexto del Modelo Estdndar requiere tener en
cuenta las correcciones radiativas.

El ME también tiene una prediccién concreta para la amplitud del Z a neutrinos, Ij,:
rinv _ZI r(Z — Ile/)
I NZ —ete™)
N T (Z — Deve)
- NZ — ete™)
- NV(’VVe|2 + |3ue’2)
N |Ve|? 4 |ae|?
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2N,
(—1+4sin20y)2+1
N,
1 —4sin20y + 8sin* Oy
5865 N, =3
- {7.819 N, =4

(769)

mientras que el valor medido experimentalmente para esta cantidad 5.942(16) [6], es una evidencia
muy fuerte de que sélo exiten tres neutrinos livianos.
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De la corrientes cargadas para leptones tenemos

Lec 2{ Zy,y (1= 95) W, + Iy (1 — ys)y W, (770)

Esto da lugar a los posibles diagramas para decaimientos de leptones a bosones virtuales, y bosones
a leptontes mostrados en la figura 30. Las flechas representan el flujo de ndmero lepténico. La
flecha de tiempo es de izquierda a derecha. Al lado izquierdo del vértice entran particulas y salen
antiparticulas. Mientras que al lado derecho entran antip articulas y salen particulas
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P (1 — y5)IWF I (1 — 5 )y W _
i - i oyt (1 =)W Iy (1 =)W,

4

Vi

w+ Wt — I+

Figura: Diagramas de Feynman para las corrientes cargadas

Del primer y cuarto diagrama obtenemos el diagrama de Feynman para el decaimiento
W~ — vy,e” e, mostrado en la figura 31
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e

Figura: diagrama de Feynman para el decaimiento =~ — v, e e

El propagador para el bosén W de momentum g resulta ser

N 1 ququ
D, =——— - . 771
o= o (a0~ 22 (1)
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Para los propdsitos actuales la obtencion de este resultado no es necesaria, el punto importante es
que cuando los momentum de las particulas iniciales y finales son mucho mas pequefias que myy,
esto se reduce a

A Suv
D,, =— . 772
o = — 22 (172)

Este resultado se entiende facilmente cuando se compara con el propagador de una particulas escalar
masiva 1/(q? — M?) — —1/M?2. Las componentes espaciales de W, con 1 = 1,2, 3, a bajas energfas
tienen el mismo propagador que el de una particula escalar, mientras W, tiene el signo opuesto.

El Lagrangiano efectivo para el decaimiento del muén, 1~ — v,e” 7, es entonces

g3 S
L= " (1 = 75)] m% (67" (1 — s)ve]

w
_ & 1o 5" (1
“8m2, [T (1 = ys)p] [E97 (1 — v5)ve]
_Gr

NG [Zuy* (1 = )] [€7,(1 — y5)ve] (773)
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donde

= (774)

v = (\fz GF) 2 o462 Gev
~2.9 x 101° K
~4.9x 107 m
~1.6 x 107% s, (775)

De otro lado, para el decaimiento 3, n — pe™ e, de acuerdo a la figura 32, tenemos
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£= 2P (1~ 1269l [63,(1 — 1) (776)

pyY*(1 — 1.2675)nW,r

ey (1 —ys)veW,,

Figura: Decaimiento del neutrén.
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con Gr dado en la ec. (752) y Gg = 1.10 x 107> GeV?. La corriente hadrénica tiene la forma
V-1.26A. El factor 1.26 puede entenderse como debido a las correcciones a nivel hadrénico de una
corriente que es de la forma V-A a nivel del quarks, como en la ec. (??). A nivel de quarks el
decaimiento del neutrén (udd) al protén (uud) corresponde al decaimiento de uno de los quarks
down del neutrén d — ue™ e

G _ _
L= =i [y (1 — v5)d] [E9,(1 — v5)ve] - (777)
V2
De modo que Gg = Gr V11 = Gr cosfc, donde f¢ es el dngulo de Cabbibo. Una vez se tienen en
cuenta correcciones electrodébiles se obtiene el valor | V11| = 0.97418(27)[27]. Las magnitudes de
los elementos de la matriz CKM (749) son [27]

0.97419 0.2257  0.0359
Vekm ~ | 02256 0.97334  0.0415 | ~1 (778)
0.00874 0.0407 0.999133
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