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Unidad 1

Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

1.1 Descripcion de la unidad

1.1.1 Competencias especificas a desarrollar

e Modelar la relacion existente entre una funcién desconocida y una variable independiente
mediante una ecuacion diferencial que describe algin proceso dindmico (crecimiento, de-
caimiento, mezclas, geométricos, circuitos eléctricos).

o Identificar los diferentes tipos de E.D. ordinarias de primer orden, sus soluciones generales,
particulares y singulares e interpretarlas, en el contexto de la situacién en estudio.

1.1.2 Estrategias de ensenhanza

e Identificar un problema de valor inicial y expresar las condiciones del mismo.
e Reconocer los métodos con los que una ecuacion diferencial puede ser resuelta.
e Resolver ecuaciones diferenciales de primer orden e interpretar graficamente las soluciones.

e Modelar situaciones tipicas utilizando ecuaciones diferenciales de primer orden.

1.2 Teoria preliminar

 Definicién 1 (Ecuacién diferencial) |

Una ecuacioén diferencial (ED) es una ecuacién que involucra las derivadas de una fun-
cién desconocida (o variable dependiente) con respecto de una o més variables (variables
independientes).
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Las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse en ordinaria o parciales.

1.3 Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Una ecuacidn diferencial ordinaria (EDO) es una relacion en la cual intervienen una funcion de
una variable y una o varias de sus derivadas. En general, esta funcion es desconocida y se le llama
incognita.

Ejemplo 1.1. Las ecuaciones siguientes son ejemplos de EDO.

y = (1.1)
v'+y = 0 (1.2)
dy
= = ket 1.3
o e (1.3)
d®y dy 2
ﬁ—i—% = e’ +sent (1.4)

Por otro lado, en una ecuacion diferencial parcial (EDP) se relacionan derivadas parciales de
una funcién desconocida de dos o mas variables independientes.

Ejemplo 1.2. Las ecuaciones siguientes son ejemplos de EDP.

*u  0*u

@_‘_a_f =0 (1.5)
ou  0%*u
or e (1.6)

Una ecuacion diferencial se clasifica como lineal cuando tiene la forma:

Por otro lado, se le llama no lineal cuando no tiene la forma (1.7).

Nota. En la Definicién 2 observamos que:

e Ni la funcién ni sus derivadas estdn elevadas a ninguna potencia distinta de uno o cero.
e En cada coeficiente que aparece multiplicindolas sélo interviene la variable independiente.

e Una combinacion lineal de sus soluciones es también solucidn de la ecuacion.
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1.4 Orden de una ecuacion diferencial

Es el orden de la derivada de mayor orden presente en la ecuacion diferencial. Por ejemplo, la
ecuacion diferencial 1.1 es de primer orden, en tanto que la ecuacion diferencial 1.2 es de segundo

orden.

1.5 Grado de una ecuacion diferencial

El grado de una ecuacion diferencial es el grado (la potencia) de la derivada de mayor orden,
siempre y cuando la ecuacion esté en forma polindmica, de no ser asi se considera que no tiene

grado..

Ejemplo 1.3.

d?y\3 dy
2( Y ay _
x(dIQ) —|—2dx+sen:c—0

Es una ecuacion diferencial de grado 3.

1.5.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1. En cada ED indica su orden y sefala si es lineal o no lineal.

a) x3 —y =217y f) (2% +y?)de + (2% — zy)dy = 0
b) ¥ +ytanz =0 g)%+y:0

¢) Yy +ycosx = cosxsen h) v —y' ==

d y' =1 D) LYW= o

e) Yy =1y+1 Dy +2y -3y=1

1.6 Solucion a una Ecuacion Diferencial

(1.8)

Una solucién a una ED en un intervalo / es cualquier funcién definida en I que satisface a la

ecuacion, es decir, que al sustituirla la reduce una identidad.

Ejemplo 1.4. Compruebe que la funcién y(x) = e + 5 es solucion de la ED en el intervalo

(—00,00):
y + 3y =15
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Solucién. Derivando y(z) = ¢ 3% + 5 = y/(z) = —3e3%. Sustituyendo en la ED:
vy +3y = 15
—3e +3(e* +5) = 15
—3e T 437 +15 = 15
15 = 15

La udltima igualdad indica que y(x) es efectivamente solucién a la ED.

A
Ejemplo 1.5. Verifica que la funcién g(z) = 1 + x es solucién de la ED en el intervalo (0, co)
2 2
" _2y + i O
T x
Solucion. Siz > 0, derivando g(z) = 1 + 2z = ¢'(z) = —% + 1 = ¢"(z) = 5 Sustituyendo en
la ED:
y 2 2
y ——y+- =0
x T
2 2 /1 2
- (— + a:) +- =0
3 x?\x x
2 2 2 2 _
w3 x3 22
2 2 2 2 _
¥ 23 r
0 =0
Por lo tanto, g(x) es una solucion en (0, co)
A

Ejemplo 1.6. Si c es una constante. Compruebe que la funcién que define la ecuacién zy? —y° = c,
es solucién de la ED:
2z —3y)y +y =0

Solucién. Derivando implicitamente zy> — 3° = c, respecto de z, se tiene:

y: +2zyy’ — 3y*y = 0
y(y + 22y = 3yy’) = 0O
y+ 2zy — 3y’ 0
y+(2x—3y)y = 0
2z —3y)y +y = 0

Por lo tanto, zy? — y* = c¢ define una solucién en forma implicita.



8 I. DE J. MAY-CEN

Ejemplo 1.7. Determina si h(z) = ¢~3% es una solucién de la ED:
y" +6y +9y =0
Solucion. Calculando las derivadas necesarias:
R (z) = —3e7?, h'(z) = 9e™3"
Sustituimos en la ED:

y'+6y +9y =
97" + 6(=3¢7%) + 97" =
9e % —18¢ 7" 4+ 9¢7%* =

0

o o O O

Luego, h(z) = e 3 es solucion.

. .y . . .1 d
Ejemplo 1.8. La funcién y(t) = ke’ cumple la ecuacién diferencial &= ket
Ejemplo 1.9. La funcién y = e*” es solucién de % = 2xy
Ejemplo 1.10. Verifique que y = % es solucién de % = :py%.

Solucion.

D=

4 1 2
como y = 75 entonces y2 = 7, luego se cumple que y' = zy

4 ., ., . .
Por lo tanto: y = 5 es solucion a la ecuacion diferencial.

1.6.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.2. Determina si la funcién dada es solucion de la correspondiente ED.

a) x%—yz?ny, y = Aze®

b) ¥ +ytanxz =0, y=Acosx

¢) ¥ + ycosx = cosxsen x, y=Ce™"" 4+senz+ 1
d y =12, 2?2 —y? + 22y =C

e) y’:%y—l—l, y=xlnzx
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) (2% +y*)dx + (2* — 2y)dy = 0, Alx +y)? = zex
g) f%—i—yz(), Yy =cosT + senx

h) v —y" ==, y:—%x?’—%mQ—l—x—l—l—i-kek,keR
1) %—l—j—fc:cosx, Yy = COSX — Sen T

xT

Dy +2=3y=1 y=e —3

1.7 Método del factor integrante

Mediante este método resolveremos ecuaciones de la forma

d
ar(@) 7 + aole)y = g(x) (19)

Dividiendo la ecuacién entre a, (z) queda:

dy ao(x)  g(x)
dx * al(x)y ~ay (o)

Sustituyendo Zi’—g) por P(x) queda la forma estdndar de la ecuacidn:

dy B
ar + P(z)y = f(z) (1.10)

Con base en lo anterior, definimos el Factor integrante como:

u(z) = el P@de (1.11)

Es posible definir un algoritmo para resolver una ED utilizando el factor integrante. Se enlista
a continuacién una sugerencia de pasos para solucionar una ecuacién diferencial de primer orden
mediante el método del factor integrante:

1. Lleve la ecuacion diferencial que se le proporcione a la forma estandar 1.10.
2. Identifique P(x) y calcule el factor integrante:

U(l’) _ 6fP(x)da:

3. Multiplique el factor integrante por la ecuacién diferencial obtenida en el paso 1:

efP(:p)dx;Z_z + P(x)efP(x)dmy _ efP(m)dzf(x>
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4. Observe que el lado izquierdo de la ecuacidn diferencial del paso 3 es la derivada del pro-
ducto del factor integrante por y:

di(efp(x)dzy) _ efP(;t)dzf(x)
X

5. Integre ambos miembros de la igualdad obtenida en el paso 4 y despejar y(x) para obtener
el resultado.

Con la finalidad de ilustrar la utilidad de los pasos anteriores se proporcionan los siguiente
ejemplos resueltos.
Ejemplo 1.11. Resuelva x1 — 4y = 2%,

Solucion. Paso 1: Llevamos la ED a su forma estandar:

vy Ay abe”
x r o
4
y/ ——y = [E5€$
x
Paso 2: Identificamos P(z) = —% y se calcula el factor integrante:

_ —4 _
U($) _ efP(:c)dJ: —e 4lnfz| _ eln|:c| — 4

Paso 3: Multiplicamos el factor integrante por la forma estdndar de la ecuacion:

- 44 -
x4y’—x4—y — 33'4.1'561:
X
4
$4y/——1‘ 4y = re®
My

Paso 4: En la dltima igualdad, el lado izquierdo es la derivada del producto factor integrante

por y:
d
dr [z Y] = xe”

Paso 5: Integramos lo obtenido anteriormente:

[ Llz™ylde = [ze*ds Integrando por partes:
U==x dU = dx
—4 _ T
ey fxe dr dV =¢e*dr V =¢€*
y = wze” — [e"dx
y = ze® —e+c¢
5

Despejando y en la tltima ecuacion: y = —%;e” — 5 + —%; Porlo tanto, y = z°e” — rle” +xlc

es la solucidn.
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A
Ejemplo 1.12. Resuelva
dy 4
1)—=—-2y=(zx+1
e+ =2y = +1)
Solucion. Llevamos la ED a la forma estandar:
dy 2 (z+1)! 3
_ = = 1
dr  x+ 1/ r+1 (z+1)
Asi P(x) = ﬁ, entonces el factor integrante:
U(CL') _ efP(a:)dx
_ €f ;—fldr
— ef2ln(:p+1)
_ 6ln(x-‘,-1)*2
= (@+1)7
Multiplicando u(z) por la forma estandar:
_ody o, 2 (z+1)* _
1 279 1 2 — — 1 2 1 3
)P @ )Py = — @)
d
- 1)~2 ] = 1
- [(:c+ )"y T+
Integrando obtenemos:
(z+1)7%y = /(:c + 1)dx
22
== ? + x4+ c
Por lo tanto, y = (%2 + x + ¢)(z + 1)? es la solucion.
A

Algunas veces es importante elegir una solucion de la familia de soluciones. Para esto, se
identifica un punto particular (xg, yo) por donde se requiera que pase la gréfica de la solucién. De
esta manera, introducimos el concepto de problema de valor inicial.
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Un problema de valor inicial (PVI) es una ecuacién diferencial:

y'(t) = f(t,y(t)) con f:QCRxR®—R"

donde (2 es un conjunto abierto en R x R"”, junto con un punto en el dominio de
f, (to, o) € €2, llamada la condicién inicial.

Ejemplo 1.13. Resuelva el PVI (222 — ye*)dz — e*dy = 0,y(0) = 1

Solucion. Escribimos la ED en la forma estandar:

dy

) 2 T\ _ Lz d 0
(222 — yer) — 2
dy 22* —ye* 0
dx er B
d
%—i—y = 22%°

Identificamos P(z) = 1, entonces u(z) = e/ P@d — ¢fdz — = Jyego:

d
ex—erezy = e"2z% "
dx
d
i

Integrando obtenemos:

e’y = /Qdem

2 3
—= — —|—C
31‘

entonces y = 2a°e ™" + ce””

Abhora, usando la condicién inicial y(0) =1 = 2 =0,y = 1:

1 = 200" +ce™®
1 —

O wl N

Por lo tanto, la solucién al PVIes y = %x?’e_z +e = <§x3 + 1>€_I
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Ejemplo 1.14. Determine la solucién de:
1
(zlnz)y + (1 +Inx)y + 5\/5(2 +Inz) =0

Solucion. Escribimos la ED en su forma estandar:

dy+ (14 Inx) 1 —(2+Inx)

dx zlnzx y:——\/f

donde P(z) = L2 entonces:

Por cambio de variable:

u=2xlnzx
[P(z)de = [Logy du = <lnx—|—x )dx

= (Inz + 1)dz

— [t

= Inu

= In(zlnz)

Luego obtenemos el factor integrante:
/L(f) _ efP(x)dm _ eln(:vln(x)) —zlnz

Multiplicando el factor integrante por la forma estandar:

dy (1+Inx) 1 —~(2+1nx)
nz|—+-———y = zl - —Vr—
v nx[dngr rlnz Y] xnx[ 2\/5 rlnx
d 1
e [(mlnx)y] = —5\/5(2 +Inx)

Integrando en ambos lados de la igualdad:

Por cambio de variable:

2
o r=u
(nz)y = —3 f Va2 +Inz)de { dr = 2udu
= (2 + 2Inu)2udu
= —2 f u?(1 4 Inwu)du Integrando por partes:
U=1+Inu, dU=1du
= —2[ l4+Inu)— [ % m { AV = 2du, V= 3%

3(1—1—1nu) - 2u*+C
u3 — —u31nu+C
—|—lnu) +C
)*(5 +In(va)) + C

+3Inz)+C

|
|
wlwmlwwlw@lmlw
<
w
—
[SVI N

5=

8

[V
—~
wl»&
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Por tanto, la solucién estd dada por:

: [
Yy = -
zlnzx

3 2
“3)*

2 4 1
gx%<—+—lnx> +C
4

3lnz zlnx

Ejemplo 1.15. Resuelva:
dy 1
dr  xseny + 2sen 2y

Solucion. Esta ED no es separable y no es lineal en la variable y. Considerando los reciprocos
tenemos:

d
o _ rsen y + 2sen 2y
dy

En la forma estandar queda:

d
& rseny = 2sen 2y
dy

d
d—; — (seny)xr = 2sen2y

La dltima ED es lineal en x y su factor integrante es:

U(y) _ efP(y)dy _ effsenydy — oY

Luego:
cosy 42 _ e“Y(seny)r = 2e°Ysen 2y
dy
d cosy _ cosy
d—y[e xr] = 2e°“*Ysen 2y

Utilizamos la identidad sen 2y = 2sen y cos y para integrar la dltima ecuacion:

Por sustitucion:

@COS ym e 4 f sen y COS yecosydy { Zuzico_ssyen ydy
Por partes
= —4fuedu {dV:e“d% V =e¢e"

= —4|ue* — fe“du}
= —4 ue“—e“] +c

= —4cosye®®Y + 4e°*Y 4 ¢
= —4e*Y(cosy — 1) +¢

Despejando x, obtenemos la solucion dada por:

x = —4(cosy — 1) 4 ce™ Y
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1.7.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.3. En cada caso sefiale si la ED es lineal en y o en x. En caso de serlo utilice el factor
integrante para determinar la solucién general.

a) %4—%:1

b) o + 2ty =g — 1

o) (1+2¥)dy+ (zy + 2° + x)dr =0
d) zy =3y + 2t cosz,y(2m) =0

e) ydr + (zy + 2y —ye¥)dy =0
DY =gnrs

g) 2y + 2y =senx

h) sen xj—g + (cosz)y =0,y(—3) =1
D =a5

) cos?zd 4y —1=0,y(0)=-3

1.8 Método de separacion de variables

Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria es de variables separables si se puede escribir en la
forma:

dy
o = (@) (1.12)

Esta afirmacién implica que podemos considerar la notacion % como si se tratara de una frac-

cién y de este modo despejar dy para encontrar la funcién y(x) que satisfaga la ED.
Ejemplo 1.16. Resuelva la ED utilizando separacién de variables:

dy _

=2
dx v

Solucion. Por separacion de variables se tiene:

dy = 2xdx
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e integrando ambos lados de la ecuacion' :

/dy = /Zxdx

y = ' +c
2
= " +c
Y A
Ejemplo 1.17. Determine la solucién a:
dy «x
dr vy
Solucion. Por separacion de variables:
ydy = xdx
e integrando ambos lados de la ecuacion:
/ ydy = / xdx
2 2
Yy x
= — _ C
2 2 N
P = 22 +2¢
= Va2+k
Y A

Nota. En la ultima igualdad usamos el hecho de que tanto ¢ como 2c son constantes que pueden
representarse mediante k, una constante mas general.

Ejemplo 1.18. Resuelva la ED:
d
Y +4zy =0
dx

Solucion. Procediendo por separacion de variables:

dy

= +14 = 0

I + 4y
dy
dx
dy = —4dxydx

y

= —Azy

= —Axdx

Iny

elny

Y

1
/—dy = —4/xdx
Y

212 + ¢
672x2+c

k,e—2x2

' Al momento de integrar ambos lados de la igualdad solo se considera una constante de integracion.
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Nota. En la tltima igualdad utilizamos el hecho de que k& = e° es constante al ser ¢ constante:

_ 92 _ 9.2 9.2
e2x+0262x€c:ke 2x

—22

Por lo tanto y = ke es la solucion.

Ejemplo 1.19. Resuelva
dy ycosw

dr  1-—2

Solucion. Procediendo por variables separables:

dy Y CoS T
dx 1—2y
(1-2y)dy = ycosxdr

(1 —-2y)dy = coszdr

(——=2)dy = cosxdx

/(5 —2)dy = /cosxdx

Iny—2y = senxz+c

Por tanto, la solucién queda definida mediante Iny — 2y = sen z + c.

Nota. En este ejemplo la solucion se proporciona de manera implicita.

Ejemplo 1.20. Resuelva:

dy
224 ety —
I +e
Solucion. Por variables separables:
dy —y
AN — 0
I +e
dy =Y T,—Y
gy = ¢ '=-ce
1 €T
—dy = —e'dx
e Y
edy = —e'drx
ey = —e"+ec

y = In(—e®+¢)

Luego, y = In(—e” + ¢) es la solucion.
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A
Ejemplo 1.21. Resuelva:
(yz —y)dy — (y + 1)dz =0
Solucion. Por separacion de variables:
(yr—y)dy — (y+1)dz = 0
(yr—y)dy = (y+1)de
ylx—1)dy = (y+ 1)dx
1
Ldy = dx
y+1 r—1
integrando obtenemos:
1
Ldy = / dx
y+1 r—1
1 1
/ (1 — —)dy = / dx
y+1 r—1
y—In(y+1) = In(x—1)+c
Por tanto, y — In(y + 1) = In(xz — 1) + ¢ es la solucién.
A

Ejemplo 1.22. Determine la solucion de la ED:
(1+ 2%+ 9 + 2°y*)dy = (1 + y*)dx
Solucion. Antes de utilizar separacion de variables, es necesario factorizar los términos necesarios:

14+ 22+ 1 +22)y)dy = (1+y*)da
1+ 21 +yHdy = (1+yHdx

1+ 2 1
dy =
1+ 4?2 1+ 22
1
dy = d
Y 1+ 2?2 ¢

integrando:

1
/dy B /1+$2d:c

y = arctan z + c es la solucion
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Ejemplo 1.23. Resuelva el PVI:
1+e 3"y =0, sujetoa y(0) =1

Solucion. Resolvemos por separacion de variables:

1+6—3$y/ — O
dy
—3x
L A——
¢ dz
e dy = —dx
dz
dy - _673:1:
dy = —e*dx
1 31?_'_
= ——¢ c
Y 3

Utilizando la condicién inicial y(0) = 1:

1 = —163(0) +c
1 = —163(0) +c
N 4
c = =
3
Por tanto, la solucién al PVIes y = —%e?’x + %

Ejemplo 1.24. Resuelva el PVI:

y4+yi-y=0, y(2)=4

Solucion. Procediendo por separacion de variables:

dy 2
- —y = 0
dx * J
dy _ 2
ar y—y
d
i ; = dx
y—y
d
Ay
y(1—y)
Utilizando fracciones parciales para integrar:
1 A B A(l —y)+ By

-y y 1-y y(1—y)
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entonces A(1 — y) + By = 1; de donde al sustituir y = 0,y = 1 se obtienen A = 1,B = 1

reSpeCthamente. Por tanto: =) " —+ T—y

Ahora ya es posible la integracion:

oz = J»

L—y
Y — x+c — T C
T2 y e e’e
Y
I
11—y ‘
Usando la condicién inicial y(2) = 4
4
— = ke?
1-2
—4 = ke
4 L
k = ? —4e
Por tanto, ﬁ = —4¢% 2 define la solucion.
A
Ejemplo 1.25. Determine la solucién al PVI:
eV cosx + cosx + (eYsen x + e¥)y =0, y(m) =0

Solucion. Utilizando separacion de variables y factorizando adecuadamente:

d
(€Y 4+ 1) cosx + €¥(sen x + 1)d—y =0
x

d
e’(sen = + 1)d—y = —(e+1)cosx
T
ey dy — — COS & I
ey +1 sen x + 1
)
/ e &y = _/ CcoS T dr
ey +1 senx + 1

Integramos utilizando las sustituciones v = €Y + 1y v = sen x + 1 en el lado izquierdo y derecho
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de la igualdad respectivamente:

1 1
/—du = —/—dv
u v

In(u) = —In(v)+c
In(e +1) = —In(senx + 1) + In(k), para algtin valor & tal que ¢ = In(k)
k
(e +1) = In(——)
n(e’ +1) " senx + 1
Pl =
senz + 1
y k—senx —1
ey = ——
senz + 1
k—senx —1
y = In (—)
senz + 1

Utilizando la condicién inicial y(7) = 0:

0 — 1n(l{—senw—l)
sen T+ 1

= In(k—1)=k=2

2—sen x—1

) es la solucidn.
sen z+1

Por tanto, y = In (

1.8.1 Ejercicios propuestos
Ejercicio 1.4. Utilice separacion de variables para resolver las siguientes ED.

a) 4tz =% +1

b) (yin(e)) "2 = (%)

c) 98 = cost(cos26 — cos?f)

dy __ _—2t+3
d) P e 4

e) X4y =ypet?
) e“ydy — (e7¥ + e** ¥)dz =0

) dy _ zy—3y+z—3
8 &= Ty+2y—x—2

h) 2tx® + 2t + (t* + 1)2' = 0,2(0) =1
i) 2=ldr 4 222 gt = 0,7(2) = 4

D & 1)2d3:+mdy—0
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1.9 Método de Euler

Asumiendo que tenemos el problema de valor inicial:

y = f(z,y) y(zo) = Yo (1.13)

Utilizamos el siguiente esquema numérico:
Ynt1 = Yn + hf (20, yn) (1.14)
donde x,, = xg+ nh, paran = 0,1, 2, ..., el valor de h es fijado por el usuario y recibe el nombre

de tamafio de paso.

Ejemplo 1.26. Considere el PVI:

Y =0.1/y +0.42% y(2) = 4
Use el método de Euler para obtener una aproximacién de y(2.5), utilizando h = 0.1y b = 0.05.

Solucion. Identificamos f(z,y) = 0.1,/y + 0.422, luego:

Ynt1 = Yn + R(0.1/y, + 0.427)

Asumiendo A = 0.1. Paran = 0, se tiene:

y1 = yo+0.1(0.1,/yo + 0.477)
i = 4+0.1(0.1V4+0.4(2)?)

la cual es una aproximacién para el valor y(2.1), es decir y(2.1) ~ 4.18. Este es el resultado de la
primera iteracion; cada vez que se utilice el esquema numérico se estard realizando una iteracion.

De la misma forma paran = 1:
Yo = w1 +0.1(0.1,/y; + 0.427)

Y, = 4.18+0.1(0.1v/4.18 + 0.4(2.1)%)
Yy, = 4.3768

Todos los resultados pueden organizarse en una Tabla:

n| T Yn
0 | 2.00 | 4.0000
1|2.10 | 4.1800
2220 | 43768
31230145914
41240 | 4.8244
512501 5.0768
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El resultado que solicita el ejemplo se encuentra en el dltimo rengldn, esto es y(2.5) ~ 5.0768

Anélogamente cuando h = 0.05 se obtiene:

n| o, Yn n | Yn
0 | 2.00 | 4.0000 || 6 | 2.30 | 4.6045
1]2.05]4.090 | 7 |235]|4.7210
21210 | 4.1842 || 8 | 2.40 | 4.8423
31215(4.2826( 9 | 245 | 4.9686
41220 | 43854 | 10 | 2.50 | 5.0997
5| 2.25 | 4.4927

En este caso el resultado de la aproximacion es y(2.5) ~ 5.0997

En este ejemplo se observa que cuando el tamafio de paso es més pequefio se realizan mds
iteraciones para obtener la aproximacion solicitada.

Ejemplo 1.27. Considere el PVI 3/ = 0.2zy,y(1) = 1. Utilice el método de Euler para obtener
una aproximacion de y(1.5) usando h = 0.1y h = 0.05.

Solucion. Identificamos f(z,y) = 0.2zy, entonces:
Ynt1 = Yo + 1(0.22,,,)

los resultados se proporcionan en las Tablas:

h=0.1 h =0.05
0 | 1.00 | 1.0000 0] 1.00 | 1.0000 | 6 | 1.30 | 1.0694
1] 1.10 | 1.0200 1|1.05]1.0100 | 7 | 1.35 | 1.0833
2| 1.20 | 1.0424 2]1.10| 1.0206 | 8 | 1.40 | 1.0980
31130 | 1.0675 311.15]1.0318 ) 9 | 1.45]1.1133
4| 1.40 | 1.0952 4 11.20 | 1.0437 || 10 | 1.50 | 1.1295
51 1.50 | 1.1259 5| 1.25 ] 1.0562

A

Nota. En diversas ocasiones el valor del tamafo de paso puede no aparecer enunciado en el ejer-
cicio, en estos casos el usuario debe definirlo antes de comenzar las iteraciones.

Ejemplo 1.28. Use el método de Euler para obtener un valor aproximado a y(0.5) para la solucién
de:

y=(@+y—-17°  y(0)=2
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Solucion. Se observa que f(z,y) = (z +y — 1)2, y definimos el tamafio de paso h = 0.1, asi
podemos determinar:

Yntl = Yn + h(xn + Yn — 1)2

y o= 2+401(0+2—1)2 = 2100
yo = 21004+ 0.1(0.1+21—1)2 = 2241
ys = 2241+ 0.1(0.2+2.241 — 1)> = 2.452
ys = 2452+ 0.1(0.3+2.452 —1)> = 2.759
ys = 2759+ 0.1(0.4+2.759 — 1) = 3.226

Por lo tanto y(0.5) ~ 3.226.

1.9.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.5. Utilice el método de Euler para obtener una aproximacién de cuatro cifras del valor
indicado en cada caso.

a) vy =2x—3y+1,y(l) =5h=0.1,y(1.2) =7
b) v =z +1y%y(0)=0,h=0.1,y(0.2) =

¢) ¥ =vy,y(0) =1,h =0.05,y(1.0) =?

d) v =2xy,y(1) =1,h =0.05,y(1.5) =7

e) vy =e Y, y(0)=0,h=0.1,95(0.5) =7

f) v =2 +y%y0)=1,h=0.1,y(0.5) =7

Q) ¥ = (x —y)% y(0) = 0.5,h = 0.05,y(0.5) =7
h) ¥ = 2y + /5, 5(0) = 1,h = 0.05,y(0.5) =7
)y =ay*—%y(l)=1h=0.1,y(15) =?

DY =y—y>y0)=05h=01,y(05) =7

1.10 Aplicaciones en ingenieria

1.10.1 Crecimiento y descomposicion

Existen en el mundo fisico, en biologia, medicina, demografia, economia e ingenieria, cantidades
cuya rapidez de crecimiento o descomposicion varia en forma proporcional a la cantidad presente,
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es decir:
dx

T kx,z(to) = xo

equivalentemente:

dx
= kp =
o r =0

que es una ED lineal de primer orden y puede ser resuelta por separacion de variables, para obtener:

x(t) = ceM

Analizando la condicién inicial. Si x(ty) = zo = ceFt entonces ¢ = xoe *0. Por lo tanto,
z(t) = poekt=to),

En particular, cuando t = 0, z(t) = xpe*.

Desintegracion radioactiva

Si @) es la cantidad de material radioactivo presente en el instante £, entonces la E.D. es % = —kQ,
donde £ es la constante de desintegracion.

Se llama tiempo de vida media de un material radioactivo al tiempo necesario para que una
cantidad (), se trasforme en % .

Ejemplo 1.29. Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene Tloo de la cantidad original de
C14. Determinar la edad del f6sil, sabiendo que el tiempo de vida media del C'14 es 5600 afios.

(Rta.: t = 55, 800 afios)

Ley de enfriamiento de Newton

Si se tiene un cuerpo a una temperatura 7', sumergido en un medio de tamafio infinito de temper-
atura 7;,, ('1;,, no varia apreciablemente con el tiempo), el enfriamiento de este cuerpo se comporta
de acuerdo a la siguiente ED:

ar

dt
Ejemplo 1.30. Un cuerpo se calienta a 110°C' y se expone al aire libre a una temperatura de 10°C.
Si al cabo de una hora su temperatura es de 60°. ;Cudnto tiempo adicional debe transcurrir para
que se enfrie a 30°? (Rta.: ¢ =In5/In2)

k(T — T},

Ley de absorcion de Lambert

Esta ley dice que la tasa de absorcion de luz con respecto a una profundidad x de un material
translicido es proporcional a la intensidad de la luz a una profundidad x; es decir, si [ es la
intensidad de la luz a una profundidad z, entonces % = —kI.
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Ejemplo 1.31. En agua limpia la intensidad [ a 3 pies bajo la superficie es de un 25% de la
intensidad [ en la superficie. ;Cudl es la intensidad del rayo a 15 pies bajo la superficie?

Ejemplo 1.32. Si / a una profundidad de 30 pies es 4/9 de la intensidad en la superficie; encontrar
la intensidad a 60 pies y a 120 pies.

Crecimientos poblacionales

La raz6n de crecimiento depende de la poblacion presente en el periodo de procreacion, con-
siderando las tasas de natalidad y de defuncion, el modelo que representa dicha situacion es:

aQ
w M

donde () representa la problacién en el tiempo .

Ejemplo 1.33. Si en un andlisis de una botella de leche se encuentran 500 organismos (bacterias),
un dia después de haber sido embotelladas y al segundo dia se encuentran 8000 organismos. ;Cual
es el nimero de organismos en el momento de embotellar la leche?

Ejemplo 1.34. Una persona de un pueblo de 1000 habitantes regres6 con gripa. Si se supone que la
gripa se propaga con una rapidez directamente proporcional al nimero de agripados como también
al nimero de no agripados. Determine el nimero de agripados cinco dias después, si se observa
que el nimero de agripados el primer dia es 100.

Ejemplo 1.35. Cuando se produce cierto alimento, se estima en /N el nimero de organismos de una
cierta clase presentes en el paquete. Al cabo de 60 dias el nimero N ha aumentado a 1000/N. Sin
embargo, el numero 200N es considerado como el limite saludable. A los cuantos dias, después
de elaborado, vence el alimento. (Rta.: 46.02 dias)

Un modelo més preciso para el crecimiento poblacional es suponer que la tasa per cdpita de
crecimiento, es decir ]%%, es igual a la tasa promedio de nacimientos, la cual supondremos con-
stante, menos la tasa promedio de defunciones, la cual supondremos proporcional a la poblacién,

por lo tanto la ED es:

donde a, b son constantes positivas. Esta ED se conoce como ecuacién logistica.

Resolviendo la ecuacion diferencial logistica es posible obtener:

Pbt
bFoe Py = P(0), lim P(t) =

P(t) =
() b—aPo—i—aPOebt’ t=00 a

1.10.2 Vaciado de tanques

Un tanque de una cierta forma geométrica estd inicialmente lleno de agua hasta una altura H.
El tanque tiene un orificio en el fondo cuya drea es A pie? . Se abre el orificio y el liquido cae
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libremente. La razén volumétrica de salida C;—Cf es proporcional a la velocidad de salida y al 4rea
del orificio, es decir:
dQ

% kA
dt v

Utilizando la ecuacion de energia %va = mgh implica v = \/2gh, por tanto:

d
d—cf = —kA+\/2gh
donde g = 32pie/s? = 9.81m/s*. La constante k depende del orificio:

(i) Si el orificio es de forma rectangular, £ = 0.8.
(i1) Si el orificio es de forma triangular, 0.65 < k < 0.75.
(iii) Si el orificio es de forma circular, £ = 0.6.

El tratamiento de la ecuacion diferencial para este modelo, estd funcion de la forma geométrica
del tanque, a continuacion se resumen algunos casos particulares.

Caso 1. Cilindro circular de altura H, pies y radio r pies, dispuesto en forma vertical y con un
orificio circular de didmetro ¢ pulgadas, Figura 1.1.

Figura 1.1: Cilindro vertical.

% = —kA+/2gh

= -—06ﬂ(§%f 2(32)h

¢2\/—
482 h
T=76

Utilizando separacién de variables, es posible resolverla para obtener:

48
2Vh = — ’t
Vh= et 4o
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Figura 1.2: Cilindro horizontal.

con las condiciones iniciales, t = 0, h = Hj se determina la constante c.

Caso 2. Mismo cilindro anterior pero dispuesto horizontalmente y con el orificio en el fondo,
Figura 1.2.

40 4.87¢?
9k A2qh = — h
&t g 576 vh

De la Figura 1.2, se induce:
dQ) = 2x - Hy - dh

y también:
(=0 + (h—1)* = r?
2+ h*—2rh4+1? = r?
luego:
x=V2rh — h?
sustituyendo:

dQ = 2v2rh — h2Hydh

aQ ~dh
E = 2H0 27’}1—}1%
dh 4.8
OH\2rh — 2 = —
oV2rh — h - = Vh
dh 48702
QHVhV2r — h— = — 8¢ Vh,h #0
dt 576
dh 4.8
o — h—e = —
T i 1152,

Las condiciones iniciales son descritas haciendo ¢y = 0,h = 2r para determinar la constante de
integracion. Por otro lado, el tiempo de vaciado ¢, se calcula haciendo h = 0.

Caso 3. Cono circular recto de altura Hy y radio R en posicién vertical con orificio circular en
el fondo de didmetro ¢, Figura 1.3.
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— | |—

Figura 1.3: Cono.

dQ  _ — 06 (2N o
= kA2 = 0.67r<24> V2-32h

@ 4.871'(252 \/ﬁ

dt 276

Utilizando semenjanza de tridngulos en la Figura 1.3, tenemos:
R Hy Rh
_ = r = —
T h ’ H()

y como d@Q = mr?dh, sustituyendo se obtiene:

aQ _  mwdh

dt —  HZ dt

R? ,dh 4.87¢>
—h— = - h
" at 55V
padh _ ASOHG

dt ~  5T6R2

Para la determinacion de la constante de integracion se utilizan las condiciones iniciales ¢ =
0,h = Hy y el tiempo de vaciado ¢, se produce cuando i = 0.

Ejemplo 1.36. Un tanque semiesférico tiene un radio de 1 pie; el tanque estd inicialmente lleno de
agua y en el fondo tiene un orificio de 1 pulgada de didmetro. Calcule el tiempo de vaciado. (Rta.:
112 seg.)

Ejemplo 1.37. Un cono circular recto de radio R y altura H tiene su vértice hacia abajo. El tanque
tiene un orificio en el fondo cuya drea A es controlada por una vélvula y es proporcional a la
altura del agua en cada instante. Suponiendo que el tanque esta lleno de agua, calcule el tiempo de
vaciado. Del tiempo de vaciado, ;qué porcentaje es requerido para vaciar la mitad del volumen?
(Rta.: el porcentaje requerido para bajar la mitad del volumen es 29.3 %)

Ejemplo 1.38. Un tanque cubico de lado 4 pies, estd lleno de agua, la cual sale por una hendidura
vertical de % pulg. de ancho y de 4 pies de alto. Determine el tiempo para que la superficie baje 3
pies. (Ayuda: encontrar el nimero de pies cubicos por segundo de agua que salen de la hendidura
cuando el agua tiene h pies de profundidad).(Rta.: 360 segundos.)
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Ejemplo 1.39. Encontrar el tiempo requerido para llenar un tanque cubico de lado 3 pies si tiene
un orificio circular de 1 pulgada de didmetro en la base y si entra agua al tanque a razén de
7 pies®/min. (Rta.: 26 min, 14 seg.)

Ejemplo 1.40. Un tanque rectangular vacio de base B? pies? , tiene un agujero circular de drea A
en el fondo. En el instante ¢ = 0, empieza a llenarse a razén de F pies® /s. Halle ¢ en funcién de

h. Muestre que si el tanque tiene una altura F, nunca se llenaria a menos que £ > 4.84v/H. (Rta.
t = 2[bIn =2 — V/h],b > Vh, donde a = 454, =

BQ?

Ly
484
Ejemplo 1.41. Un embudo de 10 pies de didmetro en la parte superior y 2 pies de didmetro en la

parte inferior tiene una altura de 24 pies. Si se llena de agua, halle el tiempo que tarda en vaciarse.
(Rta.: 14.016 seg.)

Ejemplo 1.42. Un tanque con una cierta forma geométrica esta lleno de agua. El agua sale por un
orificio situado en la base a una razén proporcional a la raiz cuadrada del volumen restante en el
tanque en todo tiempo ¢. Si el tanque contiene inicialmente 64 galones de agua y 15 galones salen
el primer dia, calcule el tiempo en el cual hay 25 galones en el tanque. (Rta.: 72 horas)

Ejemplo 1.43. Un embudo de 5 pies de radio en la parte superior y 1 pie de radio en la parte
inferior tiene una altura de H pies. Si se llena de agua:

a) Halle el tiempo de vaciado.

b) Del tiempo de vaciado ;Qué porcentaje es necesario para que el nivel baje a 7-?

(Rta.: a) 2.86v/H; b) 86.41 %)

1.10.3 Aplicaciones a la fisica

Caso 1. Caida libre. Por la segunda Ley de Newton se cumple:

dt

m— =m— =m— =mg

2
=i (i) =i

luego & =g, v =gt + ¢

Asumiendo condiciones iniciales: ¢ = 0, v = vy se obtiene:

v = gt + vy
de igual manera:
dx
E = gt + Vg
integrando, se obtiene:
gt*
xr = 7 + Uot + Co

tomando condiciones iniciales t = 0, x = xg:

gt’
SL‘IT—FUOt—i—:CO
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1.11 Ejercicios complementarios

Ejercicio 1.6. En cada ED indica su orden y sefiala si es lineal o no lineal.

2) (1—22)y" — (tanz)y = y h & el

b) VI— 2%y — W4 a2y =0 g) L= p?

c) Vyy' — 2%y + 8y = %y h) 10% + 100% + 500g = 127sen 60t
&) aydy ¢ 1Py g D) (6x 1092y =z

e) 22y + 2%y +xy +x=0 DLy (%)32373—%

Ejercicio 1.7. Resuelva las ED siguientes indicando en cada caso el método aplicado.

dy __ 4x+y—6
a) dr = y—z+1

b) (e7® + 1) cos2xdz + (1 + sen 2z)dy = 0
Oy =—%+ z2—1yQ
d) y, + eyi15(;s+:ry6 =0

e) (1+ 2y = xy+ 2%y?

Ejercicio 1.8. Determine la solucién a cada ED utilizando algtin método conveniente.

a)%:2y k) x%—y:ﬁsenx

b) & ty=e D a2 +dy=2a®—2z

c) ¥ + 3z%y = 1022 m) 2%y + x(z +2)y = €*

d) 2%y +ay=x+1 n) xy + (1 + x)y = e “sen 2x
e) & 45y=0 0) ydx — 4(x 4+ y®)dy =0

f) 3% + 12y =4 p) ydw = (ye — 2x)dy

Q) Y +2zy =2? q) cos .Z‘;l—g + (senx)y =1

h) v =2y +2*+5 r) cos? zsen x% + (cos® )y =1
i) 7% +2y =3 ) (z+1)% + (x+2)y =22e™®

D (Q+a)%—ay=zx+a? 0 (z+2)2% =5—8y —4ay
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w %+ rsec = cosf W) x%—l—(?)w—l—l)y:e*?’“
V) L otP =P+ 4t -2 x) (22— D)% 42y = (z + 1)?

Ejercicio 1.9. Resuelva los problemas de valor inicial.

a) xy +y=e*,y(—1) =4
b yg —r=2y"y(1) =5
c) L% + Ri = E,i(0) = ig, donde L, R, E, iy son constantes.

d) Cfi—f = k(T —T,,),T(0) =Ty, donde k,T,,, Ty son constantes.

e) (x+1)% +y=1Inz,y(l) =10

f) v + (tanz)y = cos? z,y(0) = —1

Crecimiento y decrecimiento

Ejercicio 1.10. Se sabe que la poblacién de una comunidad crece con una razén proporcional al
numero de personas presentes en ese tiempo ¢. Si la poblacién inicial Fy se duplicé en 5 afios, ;En
cudanto tiempo se triplicard y cuadriplicard?

Ejercicio 1.11. Suponga que se sabe que la poblacién de la comunidad del problema 1 es de 10000
después de tres afos. ;Cudl era la poblacion inicial Fy? ;Cudl serd la poblacion en 10 afios? ;Qué
tan rdpido estd creciendo la poblacién en t = 100?

Ejercicio 1.12. La poblacién de un pueblo crece con una razén proporcional a la poblacion en el
tiempo ¢. La poblacion inicial de 500 aumenta en 15% en 10 afios. ;Cual serd la poblacion pasados
30 afios? ;Qué tan répido estd creciendo la poblacién en t = 30?

Ejercicio 1.13. La poblacién de bacterias en un cultivo crece a una razén proporcional a la cantidad
de bacterias presentes en el tiempo t. Después de tres horas se observa que hay 400 bacterias
presentes. Después de 10 horas hay 2000 bacterias presentes. ;Cudl era la cantidad inicial de
bacterias?

Ejercicio 1.14. El is6topo radiactivo del plomo Pb — 209, decae con una razén proporcional a la
cantidad presente en el tiempo ¢ y tiene una vida media de 3.3 horas. Si al principio habia 1 gramo
de plomo, ;cudnto tiempo debe transcurrir para que decaiga 90%?

Ejercicio 1.15. Inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después de 6 horas
la masa disminuy6 3%. Si la razén de decaimiento, en cualquier momento, es proporcional a la
cantidad de la sustancia presente al tiempo ¢, determine la cantidad que queda después de 24 horas.

Ejercicio 1.16. Calcule la vida media de la sustancia radiactiva del problema 1.15.

Ejercicio 1.17. a) El problema con valores iniciales dA/dt = kA, A(0) = Ay es el modelo de
decaimiento de una sustancia radiactiva. Demuestre que, en general, la vida media 7" de la
sustanciaes T' = —(In 2) /k.
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b) Demuestre que la solucién del problema con valores iniciales del inciso a) se puede escribir
como A(t) = Ag2~™/T,

¢) Si una sustancia radiactiva tiene la vida media 7" dada en el inciso a), ;cudnto tiempo le tomara
a una cantidad inicial A, de sustancia decaer %Ao?

Ejercicio 1.18. Cuando el interés es compuesto continuamente, la cantidad de dinero aumenta con
una razén proporcional a la cantidad presente S al tiempo ¢, es decir, dS/dt = r.S, donde r es la
razon de interés anual.

a) Calcule la cantidad reunida al final de 5 afios cuando se depositan $5000 en una cuenta de
ahorro que rinde el 5% de interés anual compuesto continuamente.

b) (En cudntos afios se habrd duplicado el capital inicial?

c¢) Utilice una calculadora para comparar la cantidad obtenida en el inciso a) con la cantidad
S = 5000(1 + %;(0-0575))5(4) que se reune cuando el interés se compone trimestralmente.

Datado con carbono

Ejercicio 1.19. Los arquedlogos utilizan piezas de madera quemada o carbén vegetal, encontradas
en el lugar para datar pinturas prehistéricas de paredes y techos de una caverna en Lascaux, Francia.
Utilice un modelo matemadtico para precisar la edad aproximada de una pieza de madera quemada,
si se determiné que 85.5% de su C' — 14 encontrado en los arboles vivos del mismo tipo se habia
desintegrado.

Ejercicio 1.20. El sudario de Turin muestra el negativo de la imagen de un hombre que parece
que fue crucificado, muchas personas creen que es el sudario del entierro de Jesds de Nazaret. En
1988 el Vaticano concedi6 permiso para datar con carbono el sudario. Tres laboratorios cientificos
independientes analizaron el pafo y concluyeron que el sudario tenia una antigiiedad de 660 afios,
una antigiiedad consistente con su aparicion histérica. Usando esta antigiiedad determine qué
porcentaje de la cantidad original de C' — 14 quedaba en el pafio en 1988.

Ley de Newton enfriamiento/calentamiento

Ejercicio 1.21. Un termdmetro se cambia de una habitacién donde la temperatura es de 70° F al
exterior, donde la temperatura del aire es de 10° F. Después de medio minuto el termémetro indica
50° F. ;Cudl es la lectura del termémetro en ¢t = 1 min? ;Cudnto tiempo le tomard al termémetro
alcanzar los 15° F?

Ejercicio 1.22. Un termémetro se lleva de una habitacién hasta el ambiente exterior, donde la
temperatura del aire es de 5° F. Después de un minuto, el termdémetro indica 55° F y después de 5
minutos indica 30° F. ;Cuadl era la temperatura inicial de la habitacién?

Ejercicio 1.23. Una pequeina barra de metal, cuya temperatura inicial era de 20° C, se deja caer en
un gran tanque de agua hirviendo. ;Cudnto tiempo tardard la barra en alcanzar los 90° C si se sabe
que su temperatura aumento 2° C en 1 segundo? ;Cuanto tiempo tardara en alcanzar los 98° C?
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Ejercicio 1.24. Dos grandes tanques A y B del mismo tamafio se llenan con fluidos diferentes. Los
fluidos en los tanques A y B se mantienen a 0° C y a 100° C, respectivamente. Una pequeiia barra
de metal, cuya temperatura inicial es 100° C, se sumerge dentro del tanque A. Después de 1 minuto
la temperatura de la barra es de 90° C. Después de 2 minutos se saca la barra e inmediatamente
se transfiere a otro tanque. Después de 1 minuto en el tanque B la temperatura se eleva 10° C.
(Cuanto tiempo, medido desde el comienzo de todo el proceso, le tomaré a la barra alcanzar los
99.9° C?

Ejercicio 1.25. Un termémetro que indica 70° F se coloca en un horno precalentado a una temper-
atura constante. A través de una ventana de vidrio en la puerta del horno, un observador registra
que el termometro lee 110° F después de % minuto y 145° F después de 1 minuto. ;Cudl es la
temperatura del horno?

Ejercicio 1.26. Al tiempo ¢ = 0 un tubo de ensayo sellado que contiene una sustancia quimica esta
inmerso en un bafo liquido. La temperatura inicial de la sustancia quimica en el tubo de ensayo
es de 80° F. El baiio liquido tiene una temperatura controlada (medida en grados Fahrenheit) dada
por T,,,(t) = 100 — 40e~°' ¢ > 0, donde ¢ se mide en minutos.

a) Suponga que k =-0.1 en la ecuacion (2). Antes de resolver el PV, describa con palabras coémo
espera que sea la temperatura 7'(t) de la sustancia quimica a corto plazo. Y a largo plazo.

b) Resuelva el problema con valores iniciales. Use un programa de graficacion para trazar la gra-
fica de T'(t) en diferentes intervalos de tiempo. ;Las graficas concuerdan con sus predicciones
del inciso a)?

Ejercicio 1.27. Un caddver se encontrd dentro de un cuarto cerrado en una casa donde la temper-
atura era constante a 70° F. Al tiempo del descubrimiento la temperatura del corazon del cadaver
se determind de 85° F. Una hora después una segunda medicién mostré que la temperatura del
corazén era de 80° F. Suponga que el tiempo de la muerte corresponde a ¢ = 0 y que la temper-
atura del corazén en ese momento era de 98.6° F. Determine ;Cudntas horas pasaron antes de que
se encontrara el cadaver? (Sugerencia: Sea que t; > 0 denote el tiempo en que se encontrd el
cadaver.)

Ejercicio 1.28. La razén con la que un cuerpo se enfria también depende de su area superficial
expuesta S. Si S es una constante entonces una modificacién de la ecuacién (2) es d1'/dt =
kS(T — T,,), donde k < 0y T,, es una constante. Suponga que dos tazas A y B estdn llenas
de café al mismo tiempo. Inicialmente la temperatura del café es de 150° F. El area superficial
del café en la taza B es del doble del area superficial del café en la taza A. después de 30 min la
temperatura del café en la taza A es de 100° F. Si 7;,, = 70° F, entonces ;cudl es la temperatura del
café en la taza B después de 30 min?

Mezclas

Ejercicio 1.29. Un tanque contiene 200 litros de un liquido en el que se han disuelto 30 g de sal.
Salmuera que tiene 1 g de sal por litro entra al tanque con la misma razén. Encuentre la cantidad
A(t) de gramos de sal que hay en el tanque al tiempo ¢.
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Ejercicio 1.30. Resuelva el problema 1.29 suponiendo que al tanque entra agua pura.

Ejercicio 1.31. Un gran tanque de 500 galones estd lleno de agua pura. Le entra salmuera que
tiene 2 1b de sal a razén de 5 gal/min. La solucién bien mezclada sale del tanque con la misma
razén. Determine la cantidad A(t) de libras de sal que hay en el tanque al tiempo t.

Ejercicio 1.32. En el problema 1.31, ;cudl es la concentracion c(t) de sal en el tanque al tiempo
t? ;Y al tiempo ¢ = 5 min? ;Cudl es la concentracién en el tanque después de un largo tiempo, es
decir, conforme a t tiende al infinito?; Para qué tiempo la concentracion de sal en el tanque es igual
a la mitad de este valor limite?

Ejercicio 1.33. Resuelva el problema 1.31 suponiendo que la solucién sale con una razén de
10gal/min. ;Cuando se vacia el tanque?

Ejercicio 1.34. Determine la cantidad de sal en el tanque al tiempo ¢ en el ejemplo 5 si la concen-
tracién de sal que entra es variable y estd dada por cepq(t) = 2 + sen (¢/4)Ib/gal. Sin trazar la
gréfica, infiera a qué curva solucion del PVI se pareceria. Después utilice un programa de grafi-
cacion para trazar la grafica de la solucién en el intervalo [0, 300]. Repita para el intervalo [0, 600]
y compare su grifica con la que se muestra en la figura 3.1.4 a.

Ejercicio 1.35. Un gran tanque estd parcialmente lleno con 100 galones de fluido en los que se
disolvieron 10 libras de sal. La salmuera tiene % de sal por galén que entra al tanque a razén de 6
gal/min. La solucién bien mezclada sale del tanque a razén de 4 gal/min. Determine la cantidad
de libras de sal que hay en el tanque después de 30 minutos.

Ejercicio 1.36. En el ejemplo 5, no se dio el tamafio del tanque que tiene la solucién salina.
Suponga, como en el andlisis siguiente al ejemplo 5, que la razén con que entra la solucién al
tanque es de 3 gal/min pero que la solucién bien mezclada sale del tanque a razén de 2 gal/min.
Esta es la razén por la cual la salmuera se estd acumulando en el tanque a razén de 1 gal/min,
cualquier tanque de tamafio finito terminard derramdndose. Ahora suponga que el tanque estd
destapado y tiene una capacidad de 400 galones.

a) (Cudando se derramara el tanque?
b) (Cuantas libras de sal habrd en el tanque cuando comienza a derramarse?

¢) Suponga que el tanque se derrama, que la salmuera contintia entrando a razén de 3 gal/min, que
la solucion estd bien mezclada y que la solucion sigue saliendo a razon de 2 gal/min. Determine
un método para encontrar la cantidad de libras de sal que hay en el tanque al tiempo ¢ = 150
min.

d) Calcule la cantidad de libras de sal en el tanque conforme ¢ tiende al infinito. ;Su respuesta
coincide con su intuicién?

e) Utilice un programa de graficacion para trazar la grafica de A(t) en el intervalo [0, 500).

Ejercicio 1.37. Resuelva el problema 1.29 suponiendo que al tanque entra agua pura.
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Circuitos en serie

Ejercicio 1.38. Se aplica una fuerza electromotriz de 30 V a un circuito en serie LR, Figura 1.4,
con 0.1 H de inductancia y 50 ohms de resistencia. Determine la corriente i(t), si i(0) = 0.
Determine la corriente conforme ¢ tiende a infinito.

L
ET R

Figura 1.4: Esquema de un circuito LR para la descarga del capacitor.

Ejercicio 1.39. Resuelva la ecuacion (7) suponiendo que E(t) = Eysen wt y que i(0) = 4.

Ejercicio 1.40. Se aplica una fuerza electromotriz de 100 V a un circuito en serie RC, Figura
1.5,en el que la resistencia es de 200 ohms y la capacitancia es de 10~ farads. Determine la carga
q(t) del capacitor, si ¢(0) = 0. Encuentre la corriente ()

R

ET —_——C

Figura 1.5: Esquema de un circuito RC para la descarga del capacitor.

Ejercicio 1.41. Se aplica una fuerza electromotriz de 200V a un circuito en serie RC, en el que la
resitencia es de 1000 ohms y la capacitancia es de 5 x 1079 farads. Determine la carga q(¢) en el
capacitor, si 7(0) = 0.4 amperes. Determine la carga y la corriente en ¢ = 0.005 s. Encuentre la
carga conforme ¢ tiende a infinito.

Modelos lineales adicionales

Ejercicio 1.42. RESITENCIA AL AIRE. En la ecuacién (14) de la seccion 1.3 vimos una ecuacion
diferencial que describe la velocidad v de una masa que cae sujeta a una resistencia del aire pro-
porcional a la velocidad instantdnea es m(dv/dt) = mg — kv, donde k > 0 es una constante de
proporcionalidad. La direccidn positiva se toma hacia abajo. a) Resuelva la ecuacién sujeta a la
condicién inicial v(0) = v0. b) Utilice la solucion del inciso a) para determinar la velocidad limite
o terminal de la masa. Vimos cdmo determinar la terminal sin resolver la ED del problema 40 en
los ejercicios 2.1. ¢) Si la distancia s, medida desde el punto en el que se suelta la masa se relaciona
con la velocidad v por ds/dt = v(t), determine una expresion explicita para s(t), si s(0) = 0.
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Ejercicio 1.43. ;QUE TAN ALTO?(SIN RESISTENCIA DEL AIRE). Suponga que una pequefia
bala de cafién que pesa 16 libras se dispara verticalmente hacia arriba, como se muestra en la figura
3.1.10, con una velocidad inicial de vy = 300 pies/s. La respuesta a la pregunta ";Qué tanto sube
la bala de cafiéon?", depende de si se considera la resistencia del aire.

a) Suponga que se desprecia la resistencia del aire. Si la direccion es positiva hacia arriba, en-
tonces un modelo para la bala del cafién estd dado por d?s/dt* = —g (ecuacién(12)de la sec-
cién 1.3). Puesto que ds/dt = v(t) la tltima ecuacion diferencial es la misma que la ecuacion
dv/dt = —g, donde se toma g = 32 pies/s*. Encuentre la velocidad v(t) de la bala de cafién
al tiempo ¢.

b) Utilice el resultado que se obtuvo en el inciso a) para determinar la altura s(¢) de la bala de
cafion medida desde el nivel del suelo. Determine la altura méxima que alcanzaba la bala.

Ejercicio 1.44. ;QUE TAN ALTO?(RESISTENCIA LINEAL DEL AIRE). Repita el problema
1.43, pero esta vez suponga que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad instantdnea.
Esta es la razén por la que la altura maxima que alcanza la bala del cafién debe ser menor que la
del inciso b) del problema 1.43. Demuestre esto suponiendo que la constante de proporcionalidad
es k=0.0025. [Sugerencia: Modifique ligeramente la ED del problema 35.]

Ejercicio 1.45. PARACAIDISMO. Una paracaidista pesa 125 libras y su paracaidas y equipo jun-
tos pesan otras 35 libras. Después de saltar del avion desde una altura de 15000pies, la paracaidista
espera 15 segundos y abre su paracaidas. Suponga que la constante de proporcionalidad del mod-
elo del problema 35 tiene el valor £ = 0.5 durante la caida libre y £ = 10 después de que se abri6
el paracaidas. Suponga que su velocidad inicial al saltar del avién es igual a cero. ;Cudl es la
velocidad de la paracaidista y qué distancia ha recorrido después de 20 segundos de que salté del
avion? Vea la figura 3.1.11. ;Cémo se compara la velocidad de la paracaidista a los 20 segundos
con su velocidad terminal?; Cuanto tarda en llegar al suelo?[Sugerencia: Piense en funcion de dos
diferentes PVI.]

Ejercicio 1.46. POBLACION FLUCTUANTE. La ecuacién diferencial dP/dt = (kcost)P, donde
k es una constante positiva, es un modelo matemadtico para una poblacién P(t) que experimenta
fluctuaciones anuales. Resuelva la ecuacion sujeta a P(0) = F,. Utilice un programa de grafi-
cacion para trazar la grifica de la solucion para diferentes elecciones de F.

Ejercicio 1.47. MODELO POBLACIONAL. En un modelo del cambio de poblacién de P(t) de
una comunidad, se supone que dP/dt = (dB/dt) — (dD/dt), donde dB/dt y dD/dt son las tasas
de natalidad y mortandad, respectivamente.

a) Determine P(t) si dB/dt = k1 Py dD/dt = kyP.
b) Analice los casos k; > ko, k1 = ko y k1 < ko.

Ejercicio 1.48. MODELO DE COSECHA CONSTANTE. Un modelo que describe la poblacion
de una pesqueria en la que se cosecha con una razén constante estd dada por dP/dt = kP — h
donde k£ y h son constantes positivas.
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a) Resuelva la ED sujeta a P(0) = F.

b) Describa el comportamiento de la poblaciéon P(t) conforme pasa el tiempo en los tres casos
Py>h/k,Py=h/ky0< Py <h/k.

c¢) Utilice los resultados del inciso b) para determinar si la poblacion de peces desaparecerd en
un tiempo finito, es decir, si existe un tiempo 7" > 0 tal que P(7") = 0. Si la poblacién
desaparecerd, entonces determine en qué tiempo 7.

Ejercicio 1.49. PROPAGACION DE UNA MEDICINA. Un modelo matematico para la razén con
la que se propaga una medicina en el torrente sanguineo estd dado por dx/dt = r — kx, donde r y
k son constantes positivas. Sea z(t) la funcion que describe la concentracién de la medicina en el
torrente sanguineo al tiempo .

a) Ya que la ED es auténoma, utilice el concepto de esquema de fase de la seccion 2.1 para
determinar el valor de z(t) conforme ¢ tiende a infinito.

b) Resuelva la ED sujeta a x(0) = 0. Dibuje la grafica de z(t) y compruebe su prediccion del
inciso a). (En cudnto tiempo la concentracion es la mitad del valor limite?

Ejercicio 1.50. MEMORIZACION. Cuando se considera la falta de memoria, la razén de mem-
orizacion de un tema estd dada por dA/dt = ky(M — A) — koA, donde k; > 0, ks > 0, A(t) es
la cantidad memorizada al tiempo ¢, M es la cantidad total a memorizarse y M — A es la cantidad
que falta por memorizar.

a) Puesto que la ED es auténoma, utilice el concepto de esquema de fase de la seccion 2.1 para
determinar el valor limite de A(¢) conforme ¢ tiende a infinito. Interprete el resultado.

b) Resuelva la ED sujeta a A(0) = 0. Dibuje la gréfica de A(t) y compruebe su prediccion del
Inciso a).

Ejercicio 1.51. CAJA DESLIZANDOSE.

a) Una caja de masa m se desliza hacia abajo por un plano inclinado que forma un dngulo teta con
la horizontal como se muestra en la figura 3.1.13. Determine una ecuacion diferencial para la
velocidad v(t) de la caja al tiempo ¢ para cada uno de los casos siguientes:

1) No hay friccion cinética y no hay resistencia del aire.
i1) Hay friccion cinética y no hay resistencia del aire.

ii1) Hay friccién cinética y hay resistencia del aire. En los casos ii) y iii) utilice el hecho
de que la fuerza de fricciéon que se opone al movimiento es micro N, donde micro es el
coeficiente de friccion cinética y N es la componente normal del peso de la caja. En el
caso ii1) suponga que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad instantdnea.
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b) En el inciso a), suponga que la caja pesa 96 libras, que el angulo de inclinacién del plano es
6 = 30°, que el coeficiente de friccidn cinética es micro = \/ﬂ, y que la fuerza de retardo
debida a la resistencia del aire es numéricamente igual a %lv. Resuelva la ecuacion diferencial
para cada uno de los tres casos, suponiendo que la caja inicia desde el reposo desde el punto
mas alto a 50 pies por encima del suelo.

Ejercicio 1.52. CONTINUACION DE CAJA DESLIZANDOSE.

a) En el problema 46 sea s(t) la distancia medida hacia abajo del plano inclinado desde el punto
mds alto. Utilice ds/dt = v(t) y la solucién de cada uno de los tres casos del inciso b) del
problema 46 para determinar el tiempo que le toma a la caja deslizarse completamente hacia
abajo del plano inclinado. Aqui puede ser util un programa para determinar raices con un SAC.

b) En el caso en que hay friccién (micro # 0) pero no hay resistencia del aire, explique por qué la
caja no se desliza hacia abajo comenzando desde el reposo desde el punto més alto arriba del
suelo cuando el dngulo de inclinacién 6 satisface arctan (6) < micro.

c) La caja se deslizara hacia abajo del plano conforme tan de 6 < micro si a ésta se le proporciona
una velocidad inicial v(0) = v0 > 0. Suponga que micro= /3/4 y § = 23°. Compruebe que
tan(0) < micro. ;Qué distancia se deslizard hacia abajo del plano si vy = 1 pie/s?

d) Utilice los valores micro= /3/4 y § = 23° para aproximar la menor velocidad inicial v, que
puede tener la caja, para que a partir del reposo a S0pies arriba del suelo, se deslice por todo el
plano inclinado. Después encuentre el tiempo que tarda en deslizarse el plano.

Ejercicio 1.53. QUE SUBE...

a) Es bien conocido que el modelo que desprecia la resistencia del aire, inciso a) del problema 36,
predice que el tiempo ¢, que tarda la bala de cafién en alcanzar su altura méxima es el mismo
tiempo ¢, que tarda la bala de candn en llegar al suelo. Ademds la magnitud de la velocidad de
impacto v; es igual a la velocidad inicial v, de la bala de cafién. Compruebe ambos resultados.

b) Después, utilizando el modelo del problema 37 que considera la resistencia del aire, compare
el valor de ¢, con t; y el valor de la magnitud de v; con vy. Aqui puede ser util un programa
para determinar raices con un SAC(o una calculadora graficadora).

Ecuacion logistica

Ejercicio 1.54. La cantidad N () de stiper mercados del pais que estdn usando sistemas de revision
computarizados se describe por el problema con valores iniciales dN/dt = N(1—0.0005N), N(0) =
1.

a) Use el esquema de fase de la seccion 2.1 para predecir cuantos super mercados se esperan que
adopten el nuevo procedimiento en periodo de tiempo largo. A mano dibuje una curva solucién
del problema con valores iniciales datos.
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b) Resuelve el problema con valores iniciales y después utilice un programa de graficacion para
comprobar y trazar la curva de solucién de inciso a). /cuantas compaiias se espera que adopten
la nueva tecnologia cuando ¢t = 10?

Ejercicio 1.55. La cantidad N(¢) de personas en una comunidad bajo la influencia de determi-
nado anuncio esta gobernada por la ecuacién logistica. Inicialmente N(0) = 500 y se observa
que N(1) = 1000. Determine N (t) si se predice que habrd un limite de 50000 personas en la
comunidad que veran el anuncio.

Ejercicio 1.56. Un modelo para la poblacién P(t) en un suburbio de una gran ciudad esta descrito
por el problemas con valores iniciales dP/dt = P(10-1 — 10~7P), P(0) = 5000, donde ¢ se
expresa en meses. ;Cudnto cuanto tardara la poblacién en alcanzar la mitad de ese valor limite?

Ejercicio 1.57. a) En la tabla 3.1 se presentan los datos del censo de los Estados Unidos entre
1970 y 1950. Construya un modelo de poblacién logistico usando los datos de 1970, 1850 y
1910.

b) Construya una tabla en la que se compare la poblacién real del censo con la poblacién predicha
por el modelo del inciso a). calcule el error y el error porcentual para cada par de datos.

Afo Poblacién
(en millones)

1790 3.929
1800 5.308
1810 7.240
1820 9.638
1830 12.866
1840 17.069
1850 23.192
1860 31.433
1870 38.558
1880 50.156
1890 62.948
1900 75.996
1910 91.972
1920 105.711
1930 122.775
1940 131.669
1950 150.697

Tabla 1.1: Datos para el Ejercicio 1.57.

Modificaciones del modelo logistico
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Ejercicio 1.58. a) Si se pesca un numero constante / de peces de una pesqueria por unidad de
tiempo, entonces un modelo para la poblacién P(t) de una pesqueria al tiempo ¢ esta dado por
dP/dt = P(a — bP) — h, P(0) = P,, donde a,b, h y py son constantes positivas. Suponga
que a = 5, b =1y h = 4. Puesto que la ED es auténoma, utilice el concepto de esquema de
fase de la seccion 2.1 para dibujar curvas solucién representativas que representan a los caso
Py>4,1< Fy<4y0 < Fy < 1. Determine el comportamiento de la poblacion a largo plazo
en cada caso.

b) Resuelva el PVI del inciso a) comprueba sus resultados de su esquema de fase del inciso a)
utilizando un programa de graficacion para trazar la grafica de P(¢) con una condicidn inicial
tomada de cada 8no de los tres intervalos dados.

c¢) Utilice la informacion de los incisos a) y b) para determinar si la poblacion de la pesqueria
desaparecerd en un tiempo finito. De ser asi, determine ese tiempo.

Ejercicio 1.59. Investigue el modelo de pesca del problema 5 tanto cualitativa como analiticamente
enelcasoenquea =5,b=1,h =25/4.

Ejercicio 1.60. Repita el problema 1.60 enelcasoa =5,b=1,h = 7.

Ejercicio 1.61. a) Suponga a = b = 1 en la ecuacién diferencial de Gompertz, ecuacién (7).
Puesto que la ED es autonoma, utilice el concepto de esquema de fase de la seccion 2.1 para
dibujar curvas solucion representativas correspondientes a los casos P > ey 0 < P < e.

b) Suponga que @ = 1,b = —1 en la ecuacién (7). Utilice un nuevo esquema de fase para dibujar
las curvas solucién representativas correspondientes a los casos Py > ety 0 < Py < e L. ¢)
Encuentre una solucién explicita de la ecuacion (7) sujeta a P(0) = F.

Reacciones quimicas

Ejercicio 1.62. Dos sustancias quimicas A y B se combinan para formar la sustancia quimica C.
la reaccién de reaccion es proporcional al producto de las cantidades instantdneas de A y B que
no se han convertido en C. al principio hay 40 gramos de A y 50 gramos de B, y por cada gramo
de B se consumen dos de A. se observa que a los cinco minutos de han formado 10 gramos de C.
(Cudntos se forman en 20 minutos de C? ;Cudl es la cantidad limite de C a largo plazo? ;Cudanto
de las sustancias A y B queda después de mucho tiempo?

Ejercicio 1.63. Resuelva el problema 1.62 si hay al principio 100 gramos de la sustancia quimica
A. ;Cudndo se formara la mitad de la cantidad limite de C?

Modelos no lineales no adicionales

Ejercicio 1.64. Tanque coénico invertido suponga que se invierte el tanque cénico del problema
13%, y que sale agua por un agujero circular con un radio de dos pulgadas en el centro de su base
circular. (El tiempo en que se vacia el tanque lleno es el mismo que para el tanque con el vértice
hacia abajo del problema 13? Tome el coeficiente de friccién/concentraciéon de c = 0.6 y g = 32
pies/s%.
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Ejercicio 1.65. Resistencias del aire. Una ecuacion diferencial para la ecuacion v de una masa m
que cae sujeta la resistencia del aire proporcional al cuadrado de la velocidad instantinea es:

(m)dv/dt = mg — kv?

donde k£ > 0 es una constante de proporcionalidad. La direccion es positiva es hacia abajo.

1. Resuelva la ecuacion sujeta a la condicién inicial v(0) = vy.

2. Utilice la solucion del inciso a) para determinar la velocidad limite, o terminal de la masa.
En el problema 41 de los ejercicios 2.1 vimos como determinar la velocidad terminal sin
resolver la ED.

3. Si la distancia s, medida desde el punto donde se suelta la masa sobre el suelo, esta rela-
cionada con la velocidad v por ds/dt = v(t), encuentre una expresién explicita para s(t) si
s(0) = 0.

Ejercicio 1.66. ;Qué tan alto? (resistencia del aire no lineal) considere la bala de cafién de 16
libras que se dispara verticalmente hacia arriba en los problemas 36 y 37 en los ejercicios 3.1 con
una velocidad inicial vy = 300 pies/s. determine la altura méxima que alcanza la bala si se supone
que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea. Suponga que la
direccidn es positiva y tome £ = 0.0003.

Ejercicio 1.67. Esa sensacion de hundimiento

a) determine una ecuacion diferencial para la velocidad v(¢) de una masa m que se hunde en agua
y que le da una proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea y también ejerce una
fuerza boyante hacia arriba cuya magnitud esta dada por el principio de Arquimedes. Véase el
problema 18 de los ejercicios 1.3. Suponga q la direccién positiva es hacia abajo.

b) Resuelva la ecuacién diferencial del inciso a).

¢) Determine la velocidad limite, o terminal, de la masa hundida.

Ejercicio 1.68. a) un modelo simple para la forma de un tsunami o maremoto, esta dada por
dW/dx = W donde w(z) > 0 es la altura de la ola expresada como una funcién de su posicion
respecto a un punto en alta mar. Examinando, encuentre todas las soluciones constantes de la
ED.

b) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso a). un SAC puede ser util para la integracion.

¢) Use un programa de graficacion para obtener la gréficas de las soluciones que satisfacen las
condiciones inicial W (0) = 2.

Ejercicio 1.69. Evaporacién. Un estanque decorativo con forma de tanque semiesférico se llenara
con agua bombeada hacia el tanque por una entrada en su fondo. Suponga que el radio del tanque
es R = 10 pies, que el agua se bombea a una rapidez pies®/minuto y que al inicio el tanque esta
vacio. Conforme se llena el tanque este pierde agua por evaporacion. Suponga que la rapidez al
area A de la superficie sobre el agua y que la constante de proporcionalidad es K = 0.01.
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a) La rapidez de cambio dV//dt del volumen del agua al tiempo ¢ es una rapidez neta. Utilice esta
rapidez neta para determinar una ecuacion diferencial para la altura A del agua al tiempo ¢. el
volumen de agua que se muestra en la figuraes V = Rh? — h3, donde R = 10. Exprese el drea
de la superficie del agua A = r? en términos de h.

b) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso a). Trace la grafica solucion.
¢) Si no hubiera evaporacion, ;Cudnto tardaria en llenarse el tanque?

d) Con evaporacion, jcual es la profundidad del agua en el tiempo que se determino en el inciso
¢)? ;(Alguna vez se llenard el tanque? demuestre su afirmacion.

Ejercicio 1.70. Modelo de inmigracion.

a) En los ejemplos 3 y 4 de la seccién 2.1 vimos que cualquier solucién P(t) de (4) tiene el
comportamiento asintético P(t) — a/b conforme ¢ — oo para P > a/by para0 < P < a/b;
como consecuencia, la solucion de equilibrio P = /b se llama un atractor. Utilice un programa
para determinar raices de un SAC (o una calculadora graficadora) para aproximar la solucion
del equilibrio del modelo de inmigracién dP/dt = P(1 — P) + 0.3e"?.

b) Utilice un programa de graficacion para trazar la grafica de la funcién F'(P) = P(1 — P) +
0.3e7P. Explique como se puede utilizar esta grafica para determinar si el numero que se
encontrd en el inciso a) es un atractor.

¢) Use un programa de solucién numérica para comprar las curvas solucién de los PVI dP/dt =
P(1 - P), P(0) = Pypara F, = 0.2y Py = 1.2 con las curvas solucién para los PVI.
dP/dt = P(1 — P)+0.3e 7, P(0) = Py Para P, = 0.2 y P, = 1.2. Suponga todas las curvas
en los mismos ejes de coordenadas pero, si es posible, utilice un color diferente para las curvas
del segundo problema con valores iniciales. En un periodo largo, ;Qué incremento porcentual
predice el modelo de inmigracién en la poblacién comparado con el modelo logistico?

Ejercicio 1.71. Lo que sube... En el problema 16 sea 7, el tiempo que tarda la bala de cafién en
alcanzar su altura maxima y sea 7y el tiempo que tarda en caer desde la altura maxima hasta el
suelo. Compare el valor T}, con el valor T; y compare la velocidad de impacto V; con la velocidad
inicial Vj. Vea el problema 48 de los ejercicios 3.1 aqui puede ser ttil un programa para determinar
raices de un SAC.

Ejercicio 1.72. Paracaidismo. Un paracaidista esta equipado con un cronémetro y un altimetro. El
paracaidista abre su para caidas en 25 segundos después de saltar del avion que vuela a una altitud
de 20000 pies, y observa que su altitud es de 14000 pies. Suponga que la resistencia del aire es
proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea, la velocidad inicial del paracaidista al saltar
del avion es cero y g = 32 pies/s>.

a) Encuentre la distancia s(¢), medida desde el avién, que ha recorrido el paracaidista durante la
caida libre en el tiempo .

b) (Qué distancia descendio el paracaidista y cual es su velocidad cuando ¢ = 15 s?
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Ejercicio 1.73. Impacto en el fondo. Un Helicoptero sobrevuela 500 pies por arriba de un gran
tanque abierto lleno de liquido (no agua). Se deja caer un objeto compacto y denso que pesa
160 libras (liberado desde reposo) desde el helicéptero en el liquido. Suponga que la resistencia
del aire es proporcional a la velocidad instantdnea V en tanto el objeto esta en el aire y que el
amortiguamiento viscoso es proporcional a V2 después de que el objeto ha entrado al liquido. Para
el aire, tome k = i, y para el liquido tome k£ = 0.1. Suponga que la direccién positiva es hacia
abajo. Si el tanque mide 75 pies de alto, determine el tiempo y la velocidad de impacto cuando el
objeto golpea el fondo del tanque.

Ejercicio 1.74. Hombre viejo de rio. Suponga que el eje Y y la recta vertical x = 1 representan,
respectivamente, las playas oeste y este de un rio que tiene 1 milla de ancho. El rio fluye hacia el
norte con una velocidad V;,, donde |V;.| = V. mi/h es una constante. Un hombre entra a la corriente
en el punto (1,0) en la costa este y nada en direccién y razén respecto al rio dada por el vector
Vs, donde la velocidad |V;| = V; mi/h es una constante. El hombre quiere alcanzar la costa oeste
exactamente en (0, =) y asi nadar de tal forma que conserve su vector velocidad V; siempre con
direccién hacia (0, 0). Utilice la trayectoria del nadador en el rio es.

Vsy = Vi/a? +y°
dy/dx = Y v Tty
x

Ejercicio 1.75. a) Resuelva la ED del problema 1.75 sujeto a y(1) = 0. Por conveniente haga
k=V,/V..

b) Determine los valores de V, para los que el nadador alcanzara el punto (0,0) examinando
lim, o+ y(z)enloscasos k =1,>1y0 < k < 1.

Ejercicio 1.76. Hombre viejo del rio conserva su movimiento. Supdngase que el hombre del
problema 1.75 de nuevo entra a la corriente en (1,0) pero esta vez decide nadar de tal forma que
su vector de velocidad v, esta siempre dirigido hacia la playa oeste. Supdngase que la rapidez
|vs| = vs mi/h es una constante. Muestre que un modelo matematico para la trayectoria del rio es
ahora:

dy v,

de v,
Ejercicio 1.77. Larapidez de la corriente de un rio recto tal como el del problema 1.75 usualmente
no es una constante. Mas bien, una aproximacion a la rapidez de la corriente (medida en millas por
hora) podria ser una funcién tal como v,.(z) = 30z(1 —x),0 < x < 1, cuyos valores son pequefios
en las costas en este caso v,.(0) = 0y v,(1) = 0 y més grande en la mitad del rio. Resuelva la E.D.
del problema 1.76 sujeto a y(1) = 0, donde vy = 2 mi/h y v,(z) estd dado. Cuando el nadador
hace esto a través del rio ;Qué tanto tendrd que caminar en la playa para llegar al punto (0,0)?

Ejercicio 1.78. Gotas de lluvia contindan cayendo... Cuando hace poco se abrié una botella de
refresco se encontrd que la decia dentro de la tapa de la botella: La velocidad promedio de una gota
de lluvia cayendo es de 7 millas/hora. En una biisqueda rdpida por la internet se encontré que el
meteordlogo Jeff Haby ofrecia informacién adicional de que una gota de lluvia esférica en "prome-
dio" tenia un radio de 0.04 pulg. Y un volumen aproximado de 0.000000155 pies cubicos. Utilice
estos datos y, si necesita investigue mds y haga otras suposiciones razonables para determinar si
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"la velocidad promedio de... 7 millas por hora" es considerable con los modelos de los problemas
35 y 36 de los ejercicios 3.1 y con el problema 15 de este conjunto de ejercicios. También vea el
problema 34 de los ejercicios 1.3

Ejercicio 1.79. El tiempo gotea. El Clepsidra, o reloj de agua, fue un dispositivo que los antiguos
egipcios, griegos, romanos y chinos usaban para medir el paso del tiempo al observar el cambio en
la altura del agua a la que se le permitia salir por un agujero pequefio en el fondo de un tanque.

a) Supodngase que se ha hecho un tanque de vidrio y que tiene la forma de un cilindro circular recto
de radio 1 pie. Supdngase que h(0) = 2 pies corresponde a agua llena hasta la tapa del tanque,
un agujero en el fondo es circular con radio 1/32 pulg, g = 32 pies/s* y ¢ = 0.6. Utilice la
ecuacion diferencial del problema 12 para encontrar la altura h(t) del agua.

b) Para el tanque del inciso a) ;a qué altura desde su fondo se deberia marcar ese lado, como
se muestra en la figura 3.2.9. Que corresponde al paso de una hora? después determine donde
colocaria las marcas correspondientes al paso de 2h, 3h, ... 12h. Explique por qué estas marcas
no estan igualmente espaciadas.

Ecuacién problema 12: % = —cj—z 2gh
Ejercicio 1.80. a) Supéngase que un tanque de vidrio tiene la forma de un cono con seccién
transversal circular como se muestra en la figura 3.2.10. Como en el inciso a) del problema
1.79, supdngase que h(0) = 2 pies corresponde a agua llena hasta la parte superior del tanque,
un agujero circular en el fondo de radio 1/32 pulg, g = 32 pies/s* y ¢ = 0.6. Utilice la
ecuacion diferencial del problema 12 para encontrar la altura h(t) del agua.

b) (Puede este reloj de agua medir 12 intervalos de tiempo de duracion de 1 hora? Explique
usando matematicas.

Series radiactivas

Ejercicio 1.81. Hasta el momento no se han analizado métodos mediante los que se puedan re-
solver sistemas de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, sistemas (2) se pueden resolver sin
otro conocimiento que el necesario para resolver una ecuacion diferencial lineal. Encuentre una
solucién de (2) sujeto a las condiciones iniciales x(0) = zo,y(0) = 0, 2(0) = 0.

Ejercicio 1.82. En el problema 1.81, supéngase que el tiempo se mide en dias, que las constantes
de desintegracion son k; = —0.138629 yky = —0.004951, y que zy = 20. Utilice un programa de
graficacion para trazar las graficas de las soluciones x(t), y(¢) y z(t) en el mismo conjunto de ejes
de coordenadas. Utilice las graficas para determinar las vidas de sustancias X y Y.

Ejercicio 1.83. Utilice las graficas del problema 1.82 para aproximar los tiempos cuando las can-
tidades x(¢) y y(t) son las mismas, los tiempos cuando las cantidades z(¢) y z() son las mismas
y los tiempos cuando las cantidades y(¢) y z(¢) son las mismas. ;Por qué, desde el punto de vista
intuitivo, el tiempo determinado cuando las cantidades y(t) y z(t) son las mismas, tiene sentido?
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Ejercicio 1.84. Construya un modelo matemadtico para una serie radiactiva de cuatro elementos
W, X,Y y Z,donde Z es un elemento estable.

Mezclas

Ejercicio 1.85. Considere dos tanques A y B, en los que se bombea y se saca liquido en la misma
proporcion, como se describe mediante el sistema de ecuaciones (3). ;Cudles el sistema de ecua-
ciones diferenciales si, en lugar de agua pura, se bombea el tanque A una solucién de salmuera
que contiene dos libras de sal por galén?

Modelos de competencia

Ejercicio 1.86. Considere el modelo de competencia definido por:

dx

= = 2(2-03

o a( Y)

dy

< = y(1-01-—y—023
7 y( y )

donde las poblaciones z(t) y y(t) se miden en miles y ¢ en afios. Use un programa de solucién
numérica para analizar las poblaciones en un periodo largo para cada uno de los casos siguientes:

a) 2(0) = 1.5,y(0) = 3.5
b) 2(0) = 1,5(0) =1
¢) z(0) = 2,y(0) =7

(0) =45

Ejercicio 1.87. Considere el modelo de competencia definido por:

d

d—f = (1 — 0.1z — 0.05y)

dy

Y (17— 0.1y —0.15

7 y( y )

donde las poblaciones x(t) y y(¢) se miden en miles y ¢ en afios. Utilice un programa de solucién
numérica para analizar las poblaciones en un periodo largo para cada uno de los casos siguientes:

a) z(0) =1,y(0) =1
b) z(0) =4,y(0) =10

¢) z(0) =9,y(0) =4
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d) 2(0) = 5.5,4(0) = 3.5

Modelos no lineales adicionales

Ejercicio 1.88. MODELO SIR. Una enfermedad contagiosa se propaga en una pequefia comu-
nidad, con una poblacién fija de n personas, por contacto entre individuos infectados y personas
que son susceptibles, a la enfermedad. Suponga al principio que todos son susceptibles a la en-
fermedad y que nadie sale de la comunidad mientras se propaga la epidemia. En el tiempo ¢, sea
s(t),i(t) y r(t), a su vez, el nimero de personas en la comunidad (medido en cientos) que son
susceptibles a la enfermedad pero estén infectadas con la enfermedad y el niimero de personas que
se han recuperado de la enfermedad. Explique por qué el sistema de ecuaciones diferenciales:

ds

E = —lei

di _ .
% = k’gl + klsz
dr

dt 2

donde £, (Illamada la razén de infeccidn) y ko (llamada la razén de eliminacién) son constantes pos-
itivas, es un modelo SIR, para la propagacion de la epidemia en la comunidad. Asigne condiciones
iniciales posibles relacionadas con este sistema de ecuaciones.

Ejercicio 1.89. a) En el problema 1.88, explique por qué es suficiente analizar solo:

ds

% = —k’18i
di 4 .
7 kot + kyst

b) Supdngase que k; = 0.2, k; = 0.7y n = 10. Elija varios valores de i(0) = 0,0 < ig < 10.
Use un programa de solucién numérica para determinar lo que predice el modelo acerca de la
epidemia en los dos casos so > ko/k1y so < ko/k;. En el caso de una epidemia, estime el
numero de personas que finalmente se infectan.



Unidad 2

Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior

2.1 Descripcion de la unidad

2.1.1 Competencias especificas a desarrollar

e Modelar la relacién existente entre una funcién desconocida y una variable independiente
mediante una ecuacion diferencial lineal de orden superior que describe algtn proceso dindmico
(Movimiento vibratorio y circuitos eléctricos).

e Comprender la importancia de la solucién de una EDL homogénea en la construccién de la
solucion general de una no homogénea.

e Aplicar el método de coeficientes indeterminados y el de variacion de parametros, seleccio-
nando el més adecuado en situaciones especificas.

2.1.2 Estrategias de enseiianza

e Identificar un problema de valor inicial y expresar las condiciones del mismo.

Resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden superior: a) Homogéneas. b) No ho-
mogéneas (Método de los coeficientes indeterminados y el de variacién de parametros).

Reconocer los alcances y limitaciones de cada método.

Interpretar graficamente las soluciones.

Modelar situaciones tipicas utilizando ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.

48
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2.2 Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

En esta seccidn resolveremos EDO lineales homogéneas de segundo orden de la forma:
" /
ay’ +by +cy=0 (2.1)
Para resolver la ecuacion homogénea 2.1 utilizamos las raices de su respectiva ecuacidn carac-

teristica:
am?>+bm+c=0 (2.2)

donde encontramos tres casos resumidos en el siguiente Teorema.

Teorema 4

CASO 1. Si my, my son reales y distintos, entonces la solucién general a la ecuacién
diferencial homogénea es:

yn(x) = C1e™® 4 Core™" (2.3)

CASO 2. Si my, my son reales y m; = my, entonces la solucién general a la homogénea
queda:
yn(z) = C1e™? + Coxe™" 2.4)

CASO 3. Por tltimo, si m; = « + fi, me = o — (i, entonces la solucién general a la
homogénea es:
yn(x) = e**[C} cos(fz) + Casen (L)) (2.5)

Ejemplo 2.1. Resuelva las siguientes ED:

a) 2y — b5y —3y =0
b) ¥’ — 10y + 25y =0
o) y'+4y +7y=0

Solucién. a) La ecuacion caracteristica resulta 2m? — 5m — 3 = 0. Resolviendo por férmula
general se obtiene:

5+ /25 — 4(2)(-3)

4
B 5+4/25+24
N 4
_ 547
4
my; = 3
moy = —=

2
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Luego por el caso 1 del Teorema 4: y = c1€3 + Coe 27
b)La ecuacidn caracteristica es:
m?—10m+25 = 0
(m —5)* =

mia2 = 5

entonces por el caso 2, y = c¢1e’* + cyze™®

c)La ecuacidn caracteristica es:

m2+4Am+7 = 0

—4 £+ 416 — 28

my2 = B
. —4x/-12
= ——
423
= —

mp = —2+\/§i

my = —2—/3i

luego por el caso 3, y = e~ 2*(c; cos(v/3x) + cpsen (v/3z))

Ejemplo 2.2. Resuelva el PVI:
'+ 4y +17y =0, y(0)=—-1, ¢(0)=2
Solucion. La ecuacion caracteristica es:

Am? +4m+17 = 0

—4 4+ +/16 — 272

mio = 3
 —44+/-256
N 8
. —4+16i
N 8

miy = —=+2i

2

Por el caso 3, la solucion general es:

y = e 2%(cy cos(22) + csen (2))
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Utilizando la condicién inicial y(0) = —1:
-1 = e_%(o)(cl cos(2(0)) + cosen (2(0)))
-1 = C1
Para usar la condicién 3/ (0) = 2, derivamos y = e~2%(— cos(2z) + csen (2z)), entonces:
1 1 1
y = —5671(— cos(2x) + cesen (2x)) + e~ 2%(2sen (2z) + 2¢5 cos(2x))
1
2 = —56—%@(— cos(2(0)) + casen (2(0))) + e~ 2 (2sen (2(0)) + 2¢5 cos(2(0)))
1
2 = —5(—1) + 1(2¢9)
3
= Cy = Z
Por lo tanto, y = e~ 2%(— cos(2z) + 3sen (2x)) es la solucién. R

2.2.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1. Determine la solucién general a cada ED.

a) 2y" +y' =0 h) ' +4y' —y =0
b) y' — 36y =0 )3y +y=0
)y +y —6y=0

d) y' =3y +2y=0

Dy +4y +5y=0

k) 3y" +2y +2y =0
e) v + 10y + 25y =0 ) 3 Y Y

f) 12y — 5y — 3y =0 D 2y"+2y' +y=0
2) vy’ +49y =0 m) 2y — 3y +4y=0
Ejercicio 2.2. Resuelva los PVI:
a) y' +16y =0, y(0)=2, y(0)=-2
2
b) G +y=0 y(5) =0, ¥(5) =2
) G —4% —5y=0, y(1)=0, y(1)=2
d) 4" -4y =3y=0, y0)=1, ¢ (0)=5
e) ¥y +y +2y=0, y(0)=y'(0)=0
)y -2y +y=0, y0)=5
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2.3 Ecuaciones no homogéneas con coeficientes constantes

Definimos una Ecuacién no homogénea de coeficientes constantes con el Teorema siguiente:

Teorema 5

Sea
ay” + by’ + cy = g(x) (2.6)

una ecuacion diferencial lineal no homogénea de segundo orden. Si y, es una solucién
particular de la ecuacidon no homogénea (2.6) y y;, es la solucion general de la ecuacion
homogénea correspondiente, entonces y = vy, + ¥, €s la solucién general de la ecuacién
homogénea (2.6).

De modo que, para resolver ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden con coefi-
cientes constantes, tinicamente necesitamos encontrar una solucion particular y,,.

Para resolver una ecuacion diferencial no homogénea de orden superior con coeficientes con-
stantes ay” + by’ + cy = g(x) debemos encontrar la solucién a la homogénea ay” + by’ + cy = 0.
Entonces es nesesario seguir los pasos siguientes:

1. Resolver la ecuacion homogénea ay” + by’ + cy = 0 mediante la ecuacién caracteristica
am? +bm +c = 0.

2. Extraer las raices de la ecuacidn caracteristica, donde encontramos tres casos sefialados en
el Teorema 4.

3. Encontrar una solucién particular y, a la ecuacién no homogénea ay” + by’ + cy = g(x), de
acuerdo a la Tabla 2.1.

4. La solucién general a la ecuacién no homogénea estd dada por:

y(x) = yn(x) + yp(2) (2.7)

Supongamos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.3. Encuentre la solucién general a la ecuacién diferencial no homogénea:
y' — 3y +5y=1—2>

Solucion. Aplicando el Paso 1 resolviendo la ecuacidn igual a cero y posteriormente utilizamos la
ecuacién caracteristica: m? —3m +5 =0
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g(z) Forma de y,
1 (una constante) A
or + 7 Ar+ B
322 —2 Az?> + Bz +C
i | Az® + B> +Cx + D
sen 4x Acosdx + Bsen 4x
cos 4x Acosdx + Bsen 4x
651 AGSx
(92 — 2)e™® (Az + B)e™
x265z (A:L‘2 + Bax + C)€5m
e sen 4x Ae® cos 4x + Be3*sen 4x
5z%sen 4x (Ax? + Bx + C) cosdx + (Dx? + Ex + F)sen 4z
ze® cosdx (Ax + B)e* cosdx + (Cz + D)e**sen 4z

Tabla 2.1: Solucién particular tentativa.

Para resolver esta ecuacion podemos utilizar la formula general:

—b+ Vb — 4dac

mi2 =

2a
B Vi Gk 0] E)
2(1)
3+ yv-11
- —

Sabemos que y/—11 es un numero imaginario, determinamos que v/—11 = /(—1)(11) =

(V=D)(V11) = V11i

Asi que nos queda: my , = YL =

34 VIL,
5 £ 50

Aplicamos el Paso 2 con el Caso 3:

Yp = 2 [cl cos (gx) + co8en (gx)}

Continuamos con el Paso 3, determinar una solucion particular, es decir y,,.

Vamos a encontrar y, que cumpla y; — 3y, + 5y, = 1 — 22. Como la funcién estd dada por
1 — 2% podemos suponer que es un polinomio de grado 2, es decir, de la forma Az + Bx + C

(observe la Tabla 2.1), entonces si y, = Az? + Bz + C tenemos:

y, = 2Ar+ B
y, = 2A
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Ahora sustituimos en yl’)’ — 3y1’J + 5y, = 1 — 22, con la finalidad de obtener valores para A, B'y
C:

2A —3(2Ar + B) +5(Az* + Br +C) = 1—2?
2A — 6Ax — 3B + 5A2*> + 5Bz +5C = 1—2°
5A2° + (—=6A+5B)x +2A - 3B+ 5C = —z2+1

Esta ultima igualdad produce un sistema de ecuaciones:

bA = -1
—6A+58B = 0
2A-3B+5C =

Resolviendo el sistema, utilizando eliminacién de Gauss-Jordan, obtenemos:

5 0 0]-1 1 0 0]-1/5 10 0] —1/5 10 0| —1/5
6 5 0/ 0 — 0 5 0/-6/5—010|-6/25 — 01 0|—6/25
2 -3 5|1 0 -3 5| 7/5 0 0 5|17/25 0 0 1]17/125

Entonces A = —1/5, B = —6/25,C' = 17/125, implica y, = —1/52* — 6/25z + 17/125.

Luego la solucién general a la EDO consiste en:

11 11
y = e2® [Cl cos (Tq:) + cosen (\/Z_x)] —1/52% — 6/25x + 17/125

A
Ejemplo 2.4. Determine la solucién general de la ecuacién
y' — 2y — 3y =2senw
Solucién. La solucion general g, de la ecuaciéon homogénea 3" — 2y’ — 3y = 0, estd dada por:
Yn = cre” " 4 cpe”
Considerando = g¢(x) = 2sen x, una solucién particular tendra la forma y, = Acosz +

Bsen x. Entonces:

y, = —Asenz+ Bcosx

y, = —Acosr— Bsenz
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Sustituyendo en la ED, queda:

"

Yy — 2y, — 3y, = 2senw
—Acosx — Bsenx — 2(—Asen x + Bceosx) — 3(Acosx + Bsenz) = 2senx
(—4A —2B)cosx + (2A —4B)senz = 2senx

Igualando coeficientes de términos andlogos, obtenemos el sistema de ecuaciones —4A — 2B =

0,2A — 4B = 2. Este sistema tiene soluciones A = 1/5, B = —2/5, en consecuencia:
! 2 sen
= —Ccosz — —senx
=5 5

Por tanto, la solucién general consiste en:

1 2
y=cre "+ e + R CoST — gsen T

Ejemplo 2.5. Resuelva el PVI:
Y + 4y + 4y = (3+ x)e ", y(0) = 2, y'(0) =5
Solucion. Resolvemos la correspondiente ED homogénea:
v+ 4y, +4yn =0

con ecuacion caracteristica:
m?>+4dm+4=0

donde m; » = —2, corresponde a un Caso 2:

= cre % 4 core” "
h 1 )

Para proponer una solucién particular nos basamos de la Tabla 2.1, lo cual implicaria y, = (Az +
B)e™%*, sin embargo, ambos términos de esta propuesta aparecen en la solucién de la ecuacién
homogénea. Una forma de generar una nueva propuesta, consiste en multiplicar por z de manera
recurrente hasta que los términos de la solucidn no se repitan. De esta manera, consideremos:

Yy, = (Az® + Ba?)e "
calculando sus derivadas obtenemos:

y, = (—2A2° + (—2B + 3A)2? + 2Bx)e ™
yr = (4A2° + (4B — 6A — 6A)2”> + (—4B — 4B + 6A)z + 2B)e” >
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sustituimos en la ED:
yn + 4y, +4y, = (3+x)e
(4Az® + (4B — 12A)2* + (-8B + 6A)x + 2B)e "
+(—8Ax3 + (=8B + 12A)2? + 8Bw)e™** (2.8)
+(4Az® + 4B2z?)e ™ =
(6Ar +2B)e™?® = (3+z)e >

obtenemos el sistema de ecuaciones:

6A = 1
2B = 3

con soluciones A = . B = %

1
6’

Por tanto, la solucién particular es:

y la solucién general consiste en:

1 3
y = cre % 4 core 2" + (6:1:3 + 5:52)6’2‘”

Ahora adaptaremos las condiciones iniciales.
Usamos y(0) = 2:
1

c1e 2O 4 ¢y(0)e 2O 4 (6(0>3 +

S(07)e 0 =2

donde se obtiene ¢; = 2.

Para la segunda condicion inicial, se requiere el cdlculo de la derivada:
3

1 1
Y = —de ¥ — 2cpme™* + cpe 2 — 2(6x3 + §I2)6_2$ + (§x2 + 3z)e "

Usamos ¢/(0) = 5:

1, ..
—4e720) — 26, (0)e 0 4 ¢y — 2(6(0)‘3 +

obteniendo —4 + ¢ = 5, luego co = 9.

Por lo tanto, la solucién al problema de valor inicial es:

1 3
y = 2e 2 + 9re ¥ + <6x3 + 5]}2)6_296

2.3.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.3. En cada caso resuelva la ecuacion diferencial mediante coeficientes indeterminados.
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a) y' + 3y +2y =6 f) y" — 8y’ + 20y = 1002* — 26z¢”
b) 49" 4+ 9y = 15 g) Y + 3y = —48x2%e3*

c) ¥y — 10y + 25y = 30z + 3 h) 4y” — 4y’ — 3y = cos 2z

d) v +y' — 6y =22 )y —y =-3

o Yty +y=2"-2 DY +2% =20+5—e™

Ejercicio 2.4. Determine la solucién a los problemas de valor inicial:

Ay ty=-2 y(F) =5 V() =2

b) 2y" + 3y’ — 2y = 142% — 4o — 11, y(0) =0, y'(0) =0
c) by" +y = —6z, y(0) =0, y'(0) = —10

d) v +4y +4y = (3 +x)e y(0) = 2, y'(0)=5

e) v’ + 4y + 5y = 35e717, y(0) = =3,y (0) =1

2.4 ;Qué es un modelo?

Es importante recordar que los modelos matematicos son como otros tipos de modelos el objetivo
no es producir una copia exacta del objeto real. Sino mas bien representar algunas caracteristicas
de la cosa real. Por ejemplo un retrato, una persona, un maniqui y un cerdo pueden ser modelos
de un ser humano. Y aunque ninguno sea una copia perfecta de este. Si poseen ciertos aspectos en
comun con un ser humano. La pintura describe la apariencia fisica de un individuo en particular;
el maniqui porta ropa tal como una persona y el cerdo esta vivo. Cudl de los tres modelos es mejor
depende de cdmo usemos el modelo para recordar viejos amigos, para comprar ropa o para estudiar
la biologia.

Los modelos matemaéticos que estudiaremos son sistemas que evolucionan con el tiempo. Pero
con frecuencia también estdn supeditados a otras variables por ejemplo el numero de leones de
montafia, el nimero de ratones (alimentos alternativos para los depredadores), de las practicas
actuales usuales agricolas, del clima de varias enfermedades, etc.

Una vez elaborado el modelo debemos compara las predicciones de este con los datos del
sistema si el modelo y el sistema concuerdan tendremos confianza en que las hipétesis hechas al
crear el modelo son razonables y que podemos usarlas para hacer predicciones sino concuerdan
entonces debemos estudiar y mejorar nuestras suposiciones en todo caso aprendemos mas acerca
del sistema al compararlo con el modelo.

Algunas sugerencias para la construccién de modelos y los pasos bdsicos para elaborar un
modelo son:
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Paso 1.Establezca claramente las hipdtesis en las cuales se basard el modelo. Estas deben
describir las relaciones entre las cantidades por estudiarse.

Paso 2.Defina completamente las variables y los pardmetros que se usardn en el modelo.

Paso 3.Use las hipétesis formuladas en el paso (1) para obtener ecuaciones que relacionen las
cantidades del paso (2)

Prueba del modelo. Antes de verificar un modelo se deben tener en cuenta las siguientes
cuestiones: ;/Son razonables las hip6tesis? ;Son correctas las dimensiones fisicas de las variables?
(Es el modelo, internamente consistente, en el sentido de que las ecuaciones no se contradigan
entre si ? ;Las ecuaciones pertinentes poseen solucion? ;Qué tan dificil resulta obtener soluciones?
(Proporcionan las soluciones una respuesta del problema estudiado?

Hipétesis — Expresar hipétesis -  Formulacién
mediante ED matematica
Aumentar Resolver
resolucion las ED
Comprobar  <— Mostrar predicciones <— Obtener
resultados del modelo soluciones

2.5 (;Qué predice el modelo?

Mais importante que los adjetivos o como se escriben en la ecuacién Es preguntar que nos dice
acerca de la situacion que esta modelando. Como dp/dt = kp para alguna constante k, dp/dt = 0
si p = 0. Entonces la funcion constante p(t) = 0 es una solucién de la ecuacién diferencial
a este tipo especial se le denomina solucion de equilibrio porque es constante para siempre en
términos del modelo de poblacién corresponden a una especie que es no existente. Si p(ty) # 0 en
consecuencia la poblacion no es constante si X > 0y p(ty) > 0, tenemos en el tiempo t = tyy
la poblacién estd creciendo (como era de esperarse) conforme ¢ crece p(t) se vuelve mayor por lo
que dp/dt aumenta. A su vez, p(t) tenga la forma mostrada en las siguientes dos figuras 2.1y 2.2

por lo que p(t) inicialmente esta disminuyendo al crecer ¢, P(t) se vuelven mds enféticas la
imagen de abajo del eje t es la reflexion de la imagen superior aunque esto no es fisicamente
importante por que una poblacidn negativa no tiene sentido nuestro anélisis de la manera en que
P(t) crece cuando ¢t aumenta se llama analisis cualitativo de la ecuacién diferencial si todo lo que
nos interesa es saber si el modelo predice explosiones de poblacién entonces podemos responder
que "si tanto que "P(0) > 0, Solucion analiticas de la ecuacién diferencial.

Si por otra parte conocemos el valor exacta de Pyde P(0) y queremos predecir el valor de
P(10) o P(100) , entonces necesitamos informacion més precisa sobre la funcién de P(t). El par

de ecuaciones: P
R A 2] 2.9
7 (2.9)
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Figura 2.1: Las gréficas de diversas funciones que satisfacen la ecuacion diferencial dp/dt = Kt cada una
tiene un valor diferente en t=0

Figura 2.2: La grafica de una funcién que satisface la ecuacion diferencial dP/dt = K P

P(0) = P,

A lo que se le llama problema de valor inicial (se estudiard en el capitulo 1.6)

2.6 Modelo de Malthus

Se llaman modelos de Malthus o modelos malthusianos a todos aquellos en los que se considera
que los nacimientos y las muertes son proporcionales a la propia poblacion, es decir: tasa de
nacimiento = a NV, tasa de muertes = bV, con a y b constantes evidentemente positivas , mientras
que no existen migraciones. La ecuacion serd por tanto:

dN

— =aN — bN = kN 2.10
i (2.10)

Donde £ = a — b serd positiva si la tasa de natalidad es mayor que la tasa de mortalidad
negativa en caso contrario y nula si se produce la situacion ideal en las que ambas coinciden(las
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unidades en la que viene dada k son evidentemente de T*I), inverso de tiempo) La solucién de
la ecuacion diferencial ordinaria N’ = kN (se trata de una ecuacién auténoma y por lo tanto
variables separables) y se tienen:

N(t) = ceft (2.11)
Si se dispone como dato afiadido de la poblacién en el instante inicial N(¢y) = Ny , pode-

mos determinar la solucion particular del correspondiente problema de Cauchy (En la figura 2.3.
Muestra graficamente el modelo de Cauchy)

/

Figura 2.3: Grafica de tres soluciones posibles de la ecuacién de Malthus con idéntico valor de Ny, corre-
spondientes a un valor de k positivo, negativo y nulo

En general se considera el inicio del tiempo en el instante ¢, es decir 5 = 0, con lo cual la
solucioén se reduce a:

N(t) = Noet (2.12)

Ejemplo 2.6. En un cultivo de bacterias se estim6 que inicialmente habia 150 bacterias y 200
después de una hora (h). Suponiendo una rapidez de crecimiento proporcional a la cantidad de
bacterias presente, determine:

a) La cantidad de bacterias después de ¢ horas.
b) La cantidad de bacterias después de 2h.

Solucion. a) Si P(t) es la cantidad de bacterias presente después de ¢ horas, entonces P(0) =
Py =150y P(1) = P, = 200. Luego P(t) esta dada por la solucién al PVI: P'(t) = kP(t). Con
P(0) = 150 ademds P(1) = 200 Puesto que P(t) = ce™, se tiene: P(0) = 150 = ce® = 150 =
¢ =150 = P(t) = 150¢e*

P(1) = 200 = 150¢F = 200 = ¥ = 200/150 = 4/3 = k = In(4/3) = 0.2877

Por tanto, P(t) = 150e%?%7" es la solucion del PVI y es la cantidad de bacterias después de ¢
horas.
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b) La cantidad de bacterias después de 2 horas es:

P(2) = 150e"277(?) ~ 266.6666 ~ 267 bacterias

2.7 Modelo Logistico

El modelo de Malthus tiene muchas limitaciones. Por ejemplo, predice que una poblacion crecerd
exponencialmente con el tiempo, que no ocurre en la realidad. Si la especie considerada dispone
de todos los medios para vivir, como espacio, aire, alimento, entonces su crecimiento serd de
tipo exponencial; pero si los recursos escasean, entonces habrd competencia para acceder a ellos
(peleas, guerras a veces, supervivencia de los mas fuertes...) y la razon de crecimiento no serd la
misma.

Por esta razon al modelo de Malthus se le llama de crecimiento irrestricto, mientras que el mod-
elo presentado a continuacién se denomina modelo de crecimiento con restricciones. El modelo
llamado de crecimiento logistico, fue introducido por Pierre Frangois Verhulst en 1838 y supone
que la razén de crecimiento es proporcional conjuntamente tanto a la poblacién misma como a la
cantidad faltante para llegar a la maxima poblacién sustentable. Escribiremos dicho modelo como
dP dt

% = rP(l — %) (2.13)

En este modelo el niimero r se conoce como la razén de crecimiento intrinseco, y K es la
capacidad sustentable que es el maximo valor que puede tener P. El valor de r depende s6lo de la
especie considerada, mientras que K depende tanto de la especie como del ambiente en donde se
desarrolla ésta y es el maximo valor posible en ese ambiente. Advierta que, si el valor de P es muy
pequeifio comparado con K, entonces (1 — %) es aproximadamente 1 y la ED. (1.4) es semejante

a la de Malthus. Por otro lado, si P se aproxima a K entonces 1 — % ~0

y esto harfa que 22 ~ 0;

en consecuencia la poblacion P(t) seria casi constante. Resolvamos la ED. Observemos que
es separable:

dP P dP dp
a PR T oy T /P(1—§) e 19

2.8 Aplicaciones de las ecuaciones lineales

El problema de valor inicial:

dx
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en donde £ es una constante aparece en muchas teorias fisica que involucran crecimiento, o bien
, decrecimiento. por ejemplo, en biologia a menudo se observa que la rapidez con que ciertas
bacterias se multiplican , es proporcional al numero de bacterias presentes en ciertos instante. Para
cortos intervalos de tiempo la magnitud de una poblacion de animales pequefios como roedores
pueden predecirse con bastante exactitud mediante la solucion de (2.15).

En fisica un problema de valor inicial como (2.15) proporciona un modelo para préxima la
cantidad restante de una sustancia que se desintegran radiactivamente. También puede determinar
la temperatura de un cuerpo que se enfria.

En quimica la cantidad de sustancia que quema durante cierta reaccion también esta descrita
por (2.15). La constante de a proporcionalidad £ puede ser negativa o positiva y ser determinada
resolviendo el problema mediante una medida subsecuente de x en un tiempo t; > g

Ejemplo 2.7. La poblacion de una pequefia ciudad crece en un instante cualquiera con una rapidez
proporcional a la cantidad de habitantes de dicho instante, su poblacion inicial de 500 aumenta 15
por ciento en 10 afios ;Cudl sera la poblacion dentro de 30 afos?

Solucion. Resolviendo la ED:

N
O = kN = N(1) = ec® (2.16)

Del problema sabemos que N(0) = 500y N(10) = 575, podemos determinar lo siguiente:
N(0) = ce®®) = 500 = ¢ = 500

N(10) = 500¢'% = 575 = 500¢'% = 575 = '% = 575/500 = 1.15 = 10k = In(1.15) =
k=205 = 0.013976

Entonces la poblacién en el tiempo ¢ se encuentra definida mediante:

N(t) — 50060.01397615

La solucién para la cantidad de poblacion en 30 afios serd de:

N(?)O) — 500630(0.013976) = 760

Es decir, que la poblacién en 30 afios serd de 760 habitantes.

2.9 Ejercicios complementarios

Ejercicio 2.5. Encuentre la solucién al problema con valor inicial dado.

a) y' +y —2y=0, y(0)=1,4/(0)=1
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b) v + 4y + 3y =0, y(0) = 2,9/(0) = —1
) 6y" =5y +y=0,  y(0)=49(0)=0
d)y"+3y'=0,  y(0)=-2,4(0)=3

e) ¥y +8/ -9 =0, y(1)=1y(1)=0

f) 4?/’ — Y= Ouy(_Q) = ]-7 y/(_2> =-1

Ejercicio 2.6. Determine la solucién a las ecuaciones diferenciales sujetas a las condiciones ini-

ciales indicadas.

a) ¥ +4y +5y =357, y(0) = ~3,5/(0) = 1
b) 2" 4+ wx = Fysen wt, z(0) = 0,2/(0) = 0 donde w y F{ son constantes.
¢) 2" + wx = Fycoswt, z(0) = 0,2'(0) = 0 donde w y Fy son constantes.

d) y'/+y:cosx—sen2:c, y(
e) y' —2y —3y = 2 cos? T, ?J(O

Dy =2y +2y=20-2 y(0)=0y(0)=1

Ejercicio 2.7. En cada caso resuelva la ecuacion diferencial mediante coeficientes indeterminados.

a) Y —y +iy=3+e: i) ¥+ 2y +y =senx+ 3cos2x
b) v’ — 16y = 2¢i° DY +2y —24y =16 — (z + 2)et”
¢) y" + 4y = 3sen 2z k) " —6y" =3 —cosx

d) v’ — 4y = (2> — 3)sen 2z D y" —2y" — 4y’ + 8y = Gwe™

e) v’ +y=2wsenx m) vy — 3y + 3y —y=x—4e*

£y -5y =223 — 42> — 2 +6 n) y" —y —4y +4y=5—e" + =
g) v — 2y + 5y = e” cos 2z 0) yW +2y" +y = (z —1)?

h) v’ — 2y + 2y = e*(cosz — 2sen x) p) yW —y" = 4w+ 2w

Ejercicio 2.8. Determine la solucién a los problemas de valor inicial:
a) y’' —y = coshuz, y(0) =2, y'(0) =12

b) fl;T%” + wx = Fycost, z(0) =0, 2(0) =0

) Y =2y =2 24" £40e*, y(0) =3, y(0) =3,

<
N
~—~

(e}

S~—

I

|
[V}
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d) y/// + 8y =9 — 5+ 86723?7 y(O) = —57 y/(O) = 3, y//(O) = —4

Ejercicio 2.9. Resuelva los problemas con valores en la frontera:

oy +3y=>6z, y0)=0, y)+y(1)=0
d) y'+3y =06z,  y(0)+y(0)=0, y(1)=0



Unidad 3

Transformada de Laplace

3.1 Descripcion de la unidad

3.1.1 Competencia especifica a desarrollar

Reconocer y aplicar la Transformada de Laplace como una herramienta til en la solucidn de ecua-
ciones que se presentan en su campo profesional (Movimiento vibratorio y circuitos eléctricos).

3.1.2 Estrategias de enseianza

e Transformar funciones usando la definicién de la transformada de Laplace (Obtener algunas
formulas).

e Transformar funciones utilizando las férmulas de transformada de Laplace.

e Reconocer que cada férmula de transformada de Laplace es al mismo tiempo una férmula
de transformada inversa.

e Recuperar la funcién f(¢) de una funcién transformada F(s), utilizando las férmulas de
transformada de Laplace.

e Manejar las propiedades de la transformada de Laplace.

e Resolver ecuaciones diferenciales, integrales o integrodiferenciales usando transformada de
Laplace.

65
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3.2 Definicion de transformada de Laplace

Sea f una funcién definida para ¢ > 0. Entonces se dice que la integral:

C{f)} = / et

es la transformada de Laplace de f, siempre que la integral converja.

(3.1)

Cuando la integral de la Definicién 6 converge, el resultado es una funcién de s. Se usa una
letra mindscula para denotar la funcién que se transforma y la letra mayuscula correspondiente

para denotar su transformada, por ejemplo:

LUFB) =F(s)  L{gM)}=G(s)  L{y{)} =Y(s)

Ejemplo 3.1. Aplica la Definicion 6 para £{1}.

Solucion.

c{1} = /OOO =5 (1) dt

= / e *tdt Integrando por sustitucién:
0
b U = —st
= lim e Stdt du = —sdt
b—oo 0 du — dt
, b du
= bhm e —
—o0 J —
1. b
= —— lim ( eudu>
S b—o0 0
1 : —st b
= —— lim (e )
b—oo 0
= ——lim(e**—1
LG

S

Lo anterior se cumple para valores de s > 0. Es decir, si s > 0, el exponente —sb es negativo

y e7*®* — 0 cuando b — oo '. Por otro lado, la integral diverge para s < 0.

Nota. Adoptaremos la notacion:
b o)
lim ()| =

b—oo

a fin de abreviar la notacion de limites.

0

'"En general lim;_, . e~** = 0, siempre que k& > 0.

A
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Asi por ejemplo:
- —st —e e 1
L{1} = e (1)dt = = —,cuando s > 0
0 s lo s
En el limite superior, debe entenderse que e ** — 0 cuando ¢ — oo, siempre que s > 0.
Ejemplo 3.2. Utiliza la Definicién 6 para determinar £{¢}.
Solucion.
Integrando por partes:
* U=t dU = dt
_ —st
£t = /0 e td { dV =estdt 'V = —le
= test|T 41 / e dt
S 0 S 0
Usando:
1
= 0+ L{1} { limy_,o te™t = 0, paras > 0
_ 1 (1)
_ o1
A
Ejemplo 3.3. Aplica la transformada para £{t*}.
Solucion.
Integrando por partes:
°° U=t dU = 2tdt
2 _ 2 —st
Ly = /0 Fedt { dV =e stdt 'V = -1
2 <1
= _%e—st]go — / — e S2tdt
0.0
= —Lestjpo 4 2 / e *!tdt
- 0
= 0+2 / e *tdt
0
= 2(1
-
= 3
A

Ejemplo 3.4. Aplica la ecuacién de la transformada de Laplace para £{e ™3}
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Solucion.

L{e3t} / e e dt  Integrando por sustitucion:
0
0 u=—(s+3)t
= / e~y du = —(s + 3)dt
du o
0 —(s+3) dt
/°° . du
= e ——
0 —O(Os +3)
— 1 u
-y edu
— _(51+3) e—(s+3)t
= 0—(—53) para s > 0
= 23 para s > 0

Ejemplo 3.5. Aplica la Definicién 6 para L£{sen 2t}

Solucion.

L{sen 2t}

entonces:

o0
/ e S'sen 2tdt
0

— " cos 263 — / ge_“ cos 2tdt
0

/ et cos 2tdt
0

e—st

]
+
NI
|
ST

L{sen 2t} + %E{sen 2t}
L{sen 2t}(1 + £)
L{sen 2t} ()

L{sen 2t}

L{sen 2t}

$ — 2 S-sen Zt‘ + 2 [ e *'sen 2tdt>
0

21— 2(0—0+ £L{sen2t})

1 22 {sen 2t}

Integrando por partes:
U=e5t dU = —se stdt
dV =sen2tdt V = —% cos 2t

U=¢e5t dU = —se stdt
dV =cos2tdt V = %sen 2t

=N =N =

NN
®

o >
|
S~—
—~
N[ =
~—
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3.3 Linealidad de la transformada

Teorema 7

La transformada de Laplace es una transformacion lineal:
L L{cf(t)} = cL{f(®)}
IL L{F@) +9(0)) = LU} + L{g(D)}

Ejemplo 3.6. (Utilizacion de la linealidad de la tranformada)

a) L{1+5t} = L{1} +5L{t} =1+ 3

b) L{4e™® — 10sen 2t} = 4L{e™} — 10L{sen 2t} = =55 — 4

Nota. En adelante se entenderd que s estd lo suficientemente restringida para garantizar la conver-
gencia de la tranformada de Laplace.

3.4 Formulas basicas para determinar transformada de Laplace

De acuerdo a los Ejemplos 3.1-3.5, es posible deducir algunas reglas muy ttiles para el cdlculo de
la transformada.

[Teorema 8 (Transformadas de algunas funciones elementales)}

i £{1} =1 (V) L{coskt} = =
(i) £{t"} = 2r.n=1,2,3,...
(i) L{e™} = -2

S—a

(vi) L{senh kt} = £~

(iv) L{senkt} = ' (vii) L{coshkt} = 5

Nota. Para el caso de las funciones hiperbdlicas:

et +e” e’ —e ”
coshz = —5 senh x = — cosh?z — senh 2z = 1

Ejemplo 3.7. Use las férmulas bésicas para determinar las transformadas de:

a) f(t) =2t
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Solucion. 4 48
4 _ 4y _ o _
L{2t*} = 2L{t }_23_5_5
A
b) f(t) = 4t — 10
Solucion. 110
L{4t — 10} = L{4t} — L{10} =4L{t} —10L{1} = Rl
A
o) f(t)=(1+¢e*)? =1+ 2e? + et
Solucion.
L{1+2e* + et} = L{1}+2L{e*} + L{e*}
= 142 L4+ L
1, 3 i
= sttt N
d) f(t) = 4t*> — bsen 3t
Solucion.
L{4t*> — 5sen 3t} = 4L{t*} — 5L{sen 3t}
= 4(3) -5()
St
s s2+9 A
3.5 Mas ejemplos de transformadas
Ejemplo 3.8. Calcula la transformada £ {(1 + e~ )3}.
Solucién. Simplificando (1 + e~ 2!)3 = 1 + 3¢ + 3e~* + ¢, tenemos:
L+ e )Pt = L1} +3L{e Y +3L{e M} + L{e "}
1,3 8 1
s s+2 s+4 s5+6 N

Ejemplo 3.9. Determina por definicion £ {t?e~%}.

Solucion.
g{t2€_2t} — / e_Stt2€_2tdt — / t26—2t—8tdt — / th—t(S+2)dt
0 0 0

Integrando por partes:
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U=t dU = 2tdt
_e_t(s+2)
AV =e 6 V= —
542
obtenemos:
] —t2 ) 2 o]
/ et = —e_t<5+2)‘ + / te e+ gy
0 5+ 2 o s+2)
2 (e.)
= / te '+t paras > 0
S+ 2 0
Integrando nuevamente por partes:
U=t dU = dt
—t(s  _ets+2)
dV = ety = =
/oo P2e—ts+2) gp — 2 < —t o—t(s+2) o X 1 /OO 6—t(s+2)dt)
0 s$+2\s542 o s+2)

—t(s+2) ’oo

- (sf2)2<es+2 o>

B (8—52)2<3i2)

2
= m, paras>0

Por lo tanto, £ {t?e~%} = , para s > 0.

2
(s+2)3 A

Ejemplo 3.10 (Transformada de una funcién continua por partes). Evalde £{ f(¢)} donde:
0, 0<t<3

Solucion. Dado que f(t) se define por partes, tenemos la integral como:

Cif) = / et

3 [e)
= /e_St(O)dt+/ e " (2)dt
0 3
= 2/ e Stdt
3
- 2(- )]
S 3
26735

= s>0
s A
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3.5.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1. Utilice la Definicién 6 para determinar £{ f(¢)}:

a) f(t):{%z 0§;ﬁ;1 g f(t)=

by fpd b 0<t<2 h) f(t) =e°

) f(t) = 0, t>2 b FO) — tet
ta 0<t<?2

c) f(t):{ 2, t>2 D ) = t2e 2

@f@:{g+L0§§;1 K) () = e'sent
sent, 0<t<m ) f(t) =e'cost

e) f(t):{o o
’ - m) f(t) = tcost
0, 0<t<Z

f)f(t):{cost tZ% n) f(t) =tsent

a) f(t) = D f)=2

b) f(t) =4t —10 k) f(t)=Tt+3

c) f(t)=1t*+6t—3 ) f(t) = —4t> + 16t + 9

d) f(t)=(t+1)° m) f(t) = (2t - 1)°

e) f(t)=1+¢* n f(t)=1>—e%+5
ft) = (1+e*)? 0) f(t)=(e' —e™)?

g) f(t) = 4t> — 5sen 3t p) f(t) = cos5t +sen 2t

h) f(t) = senh kt q) f(t) = coshkt

i) f(t) = e'senht r) f(t) = e tcosht

Ejercicio 3.3. Determine £{ f(¢)} utilizando alguna identidad trigonométrica.

) f(t)
d) f(t) =10cos(t —

= sen (4t + 5)

§)

sen 2t cos 2t

a) f(t) =
b) f(t) = cos’t
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3.6 Transformada inversa de Laplace

Si F'(s) representa la transformada de Laplace de una funcién f(t), se decir, L{f(t)} = F(s),
se dice entonces que f(¢) es la transformada inversa de Laplace de F(s), se denota como f(t) =
L7 f(t)}. Por ejemplo, de acuerdo a los Ejemplos 3.1-3.5:

Tranformada directa Transformada inversa
L{1} =1 L =1
L{t} =5 L5 =t
L{ry =% cid=v

E{e—?nt} — HLS ﬁ_l{ﬁ} — 6_3t
L{sen 2t} = 25 L2} =sen2t

Andlogo al Teorema 8, se presenta la version para la transformada inversa.

[Teorema 9 (Transformadas inversas elementales)}

Para el cédlculo de transformadas inversas suele suceder que una funcién en la variable s no
coincide con alguna de las formas del Teorema 9. En estos casos puede ser necesario maquillar la
funcién de s multiplicando y dividiendo entre alguna constante conveniente.

Ejemplo 3.11. Evalge:

a) E_l{s%} b) 5_1{52{,_7}

Solucion. a) En este cason + 1 = 5, entonces n = 4:

st = 5
= %t‘l
4

24
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Solucion. b) Aqui k* = 7, luego k = /T

» L VT
£ {3217} - \%E {32:7}

1
= ——sen \/715
VT

3.7 Linealidad de la transformada inversa

(Teorema 10)

La transformada inversa de Laplace es una transformacion lineal:
L L7YcF(s)} =cL7H{F(s)}
I L7HF(s)+G(s)} = L7YHF(s)} + L7HG(s)}

donde F'(s) y G(s) son las transformadas de funciones fy g,

Ejemplo 3.12. Determine la transformada inversa de Laplace en los siguientes casos:

@ L7} @ £z

) L7z} @ L= )
Solucion. Completando adecuadamente, tenemos:

(a) ‘Cil{sif)} _ { } 1t4 _ t4

0) L7 55} = LG = Jesen VT

(c) Separando en dos fracciones, tenemos:
—2s+6 —2s 6
e ! }
s2+4 32+4+32—|—4

B _2571{5214} +g£1{52j—4}

= —2cos 2t + 3sen 2t




3. Transformada de Laplace 75

(d) Procediendo por fracciones parciales:

s° + 65 +9 A B C
G-D(-2)(s+4  s-1 s-2 514
A(s=2)(s+4)+ B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s—2)

(s—=1)(s—2)(s+4)

Luego:

s+ 6s+9=A(s—2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s —1)(s — 2)

Sustituyendo valores:
Sis=2=25=6B= B=25/6
Sis=1=16=-5A=A=-16/5
Sis=-4=1=30C=C=1/30

De esta manera, calculamos la transformada:

51{<5_i><f§<3+4>} - Eil{ 5(s — 1)} {%}+£1{m}

_ __,c Y- 1}+ El{ 2}+30£ {5i4}

16 B, L
= 6 €
5 6 30°

Veamos un ejemplo mds complicado.

6s+ 3
Ejemplo 3.13. Determina la transformada .1 { 5+ }

st 4+ 55244

Solucion. Observemos que:

6s+ 3 6s+ 3
-1 _ -1
<z {s4+552+4} <z {(s2+4)(32+1)}

Simplificando por el método de las fracciones parciales:

6s + 3 _ As+B (Cs+D
(s2+4)(s24+1) 244 s2+1
(As+ B)(s* + 1)+ (Cs + D)(s* + 4)

(#+ 0=+ 1)
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Entonces:

6s+3 = (As+ B)(s*+ 1)+ (Cs+ D)(s* +4)
= As®+ Bs® + As+ B+ Cs® + Ds* +4Cs + 4D
= (A+0)s*+(B+ D)s* + (A+4C)s+ B+4D

obtenemos el sistema lineal:

0 = A+C

0 = B+D

6 = A+4C

3 = B+4D
Para resolver el sistema, tomamos las ecuaciones (1) y (3), donde se obtiene C' =2, A = —2.
De igual manera, resolviendo ecuaciones (2) y (4) es posible obtener D =1, B = —1.

Luego, la descomposicion en fracciones parciales queda:

6s + 3 —-2s—1 2s5+1 2s 1 2s 1

(s2+4)(s?>+1) s2+4 +52+1:_52+4_52+4+32+1+52+1

Entonces:

6s + 3 5 1 2
-1)_ == < - _ -1 = -1
Z {s4+532+4} 22 {32+4} 2"% {32+4}

1 s 1 1
22 {32+1}+$ {32+1}

1
= —2co0s2t — §sen 2t +2cost +sent

6s+ 3

Por lo tanto: .1 —MM —
{54 + 552+ 4

1
} = —2cos2t — §sen 2t +2cost +sent

3.7.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.4. Determine la transformada inversa que se indica:

a) L5} d) 5—1{@ . 5%)2} b L)
b) LYL -8 9 LHE -+
¢) L%} e) LH{tH) W L2+ 8 -
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1) 571{4;1 D LY 212816} o) L~ 1{22+9
N L5 m) L~ 1{4s2+1}
k) £_1{32i49} n) £_1{432+1} p) £_1{382112}

Ejercicio 3.5. Utilice fracciones parciales, cuando sea necesario, para calcular la transformada
inversa que se indica:

a) Lo} H LY A7) b LY o
by L7355} o LY omeee! D Lo

o) L7 5} h) ﬁfl{m} X

&) L) b L) m) L~ {_52-‘1-1) eyl
o) L Y =iy ) D L emem! n) L0

3.8 Transformada de una derivada

Sif, f',..., f™ Y son continua para t en [0, c0) y son de orden exponencial, y si f™(t)
es continua por partes en [0, c0) entonces:
LU B} = s"F(s) = s"71f(0) = "2 f/(0) — ... = f"7D(0) (3.2)

donde F'(s) = L{f(t)}.

A partir del Teorema anterior se observa que £{ f(™ (¢)} depende de F(s) y las (n—1) derivadas
de f evaluadas en t = 0. Este resultado implica que la utilizacién de la transformad de Laplace sea
sumamente relevante para determinar soluciones a problemas de valores iniciales con ecuaciones
diferenciales en coeficientes constantes.

Ejemplo 3.14. Ejemplos

@ L{f'(t)} = sF(s) — f(0)

(b) L{f"(t)} = s°F(s) — sf(0) = f'(0)

(© L{f"(t)} = s°F(s) — s*f(0) — sf'(0) — £7(0)

) L{fD(1)} = s*F(s) — s*f(0) — s°f'(0) — sf"(0) — f""(0)
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3.8.1 Método de la transformada de Laplace para resolver una EDO

Ejemplo 3.15. Use la transformada de Laplace para resolver el PVI:

d
d_z +3y =13sen2t, y(0)=6

Solucion. Como primer paso se determina la transformada de la ED:

E{@—l—?)y} = L{13sen 2t}

dt
dy
E{%} 300y} = 13L{sen2t}
2
Y(s) — Y(s) = 1
sY (s) —y(0) + 3Y (s) 332+4
donde Y (s) = L{y(t)}
Ahora despejamos Y'(s):
26
Y(s)—6+3Y(s) = ——
sY(s) — 6+ 3Y(s) 211
26
3)Y = 6
(s +3)Y(s) 211 +
26 + 6s% + 24
6s* + 50
Y s
(s+3V(s) = S
2
Y(s) = 65 + 50

(s* +4)(s + 3)

Por dltimo, determinamos la transformada inversa £~ !:

y(t)= £ <326j4;s5i 3) }

Dado que (s>+4) no es factorizable en ndmeros reales, se asume la descomposicién en fraccio-
nes parciales:
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652 + 50 As+ B C

(s24+4)(s+3)  s2+4 +s+3
(As+ B)(s+3)+ C(s* +4)

(s +4)(s +3)

Entonces:

65> +50 = (As+ B)(s+3)+C(s*+4)
= As’+3As+ Bs+ 3B+ Cs?> +4C
= (A+C)s*+ (3A+ B)s+3B +4C

Obtenemos el sistema:
A+C =

3A+B = 0
3B+4C = 50

Resolviendo el sistema, puede obtenerse A = —2, B = 6, C' = 8. Entonces queda lo siguiente:

652 + 50 —25+6 8

(s2+4)(s+3) s+ 4 +s+3

Luego:

y(t) = £71{ (526—5{—94;353— 3) }

—28+ 6 8
PRE
214 513

R o R e AL b

6.1 —3t
= —2C082t+§£ {52+4}+86

= —2cos?2t + 3sen 2t + 83

Ejemplo 3.16. Resuelva el PVI:

y" +y = v2sen V2, y(0) =10,4(0) =0

utilizando la transformada de Laplace.

)
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Solucion. Calculamos la transformada de Laplace:

Ly + Ly} = L{V2sen Vat}

s’V (s) = sy(0) =y (0) + Y(s) = V2 32\/52 T 2+ 2
) 2
Y(e)(s"+1) —10s = -

Vo = () (o)

2+ 10s(s* + 2)
(s242)(s2+1)

2 10s
CEDCE RS

Entonces:

» 2 10s
yt) =2 {(32+2)(32+1) +32+1}

Descomponiendo en fracciones parciales el primer término:

2 _As+B Cs+D (As+B)(s*+1)+ (Cs+ D)(s*+2)

—+ =
(s242)(s2+1) s2+2 s2+1 (s242)(s2+ 1)

Luego:

2 = As*+ Bs’+ As+ B+ Cs®+ Ds?> +2Cs + 2D
(A+C)s* + (B+ D)s* + (A+2C)s + B+ 2D

Nos queda el sistema:

0 = A+C
0 = B+D
0 = A+2C
2 = B+2D
Resolviendo el sistema lineal de ecuaciones se obtiene A =0,B = —-2,C =0,D = 2.

Asi, la descomposicion en fracciones parciales genera:

2 2 2

(s242)(s2+ 1) _82+2+82—|—1
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Luego:

2 2 10s
t) = £L1-
y(t) { 32+2+s2—|—1+s2+1}

\/§ 1 S
- _ -1 -1 -1
\/i% {32 2 + 2% {32 1}+10$ {32 1}

= —v2sen V2t + 2sent + 10 cost

Por lo tanto, la solucion al PVI es:

y(t) = —v/2sen V2t + 2sen t + 10 cos t

Ejemplo 3.17. Resuelva el PVI:
y' =3y +2y=e" y(0) =1,4'(0) =5

Solucion. Aplicamos la transformada a la ecuacién diferencial:

2y} - 32y} + 220y} = i 1
s*Y (5) — sy(0) — /' (0) — 3[sY (s) —y(0)] +2Y (s) = - Jlr y
s?Y(s) — 5 —5—3sY(s) +3+2Y(s) = - i y
(s —3s+2)Y(s) —s—2 = Si4
(5=2(s—DY(s) = —+s+2
1+ (s+4)(s+2)

- s+4

- s>+ 6549

T s4+4

Despejando Y'(s): ,
594+ 6s5+9

(s=2)(s—=1)(s+4)

Y(s) =
Descomponiendo en fracciones parciales:

52 +6s5+9
(s =2)(s—1)(s+4)
A B C
s—2+s—1+5+4
A(s—1)(s+4)+B(s—2)(s+4)+C(s—2)(s — 1)
(s =2)(s—1)(s+4)

Y(s) =
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Lo cual implica:
2 +65+9=A(s—1)(s+4)+B(s—2)(s+4)+C(s—2)(s — 1)

Procediendo por valores criticos:

Si s = 1, entonces:

16
16 = B(—1)(5) = —-5B = B = =
Sis=—4,
1
1=C(-6)(—=5)=30C=C=—
30
Sis=2,
25
25 =A(1)(6) =6A= A= 5
luego:
2 25 _16 1
Y(s) = 5“4+ 6s+9 _ % . T5 .

(s=2)(s=1)(s+4) s—2 s—1 s+4

utilizando la transformada inversa, tenemos:

25 1 16 1 1 1
B o= Do - v Dop b vy o
y(*) i Per) Al b e e b
9
B 16,1
6 5¢ 730

Ejemplo 3.18. Utiliza la transformada de Laplace para resolver el PVI:
29" +3y" =3y —2y=e"",  y(0)=0,4'(0)=0,4"(0) =1

Solucion. Calculamos la transformada:

220y} + 324y} - 32{y'} —22{y} = Z{e}
25°Y (s) — 25%y(0) — 2sy/(0) — 23" (0)

+35%y(s) — 3sy(0) — 3y (0) — 35Y (s) + 3y(0) — 2Y (s) =

(25 +3s =35 —2)Y(s) =2 =
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Entonces:

1 1
— 2
Y(s) <5+1Jr )(z¢+3§—3s—2>

1 2
(s+1)(233—|—3s2—3s—2)+253+332—3$—2
25+ 3
(s +1)(2s3+3s2 —3s—2)
25+ 3

25t + 353 — 352 — 25 4+ 253 4+ 352 — 35 — 2
2s+3
254 4 553 — 5s — 2
2s+3
(2s+1)(s—1)(s+1)(s+2)

Entonces:

y(t) = & 2s + 3 }

—1
{ 2s+1)(s—=1)(s+ 1)(s+2)
Por fracciones parciales:

25 + 3 A B C D
(2s+1)(s—1D)(s+1)(s+2) 2541 s—1 s+l 542
A(s =1)(s+1)(s+2)+B2s+1)(s+1)(s+2)
(2s+1)(s—1)(s+1)(s+2)

+C(2s +1)(s—1)(s+2)+D2s+1)(s—1)(s+ 1)

25+ 1)(s — (s + 1)(s +2)

Entonces:

2s4+3 = A(s—1)(s+1)(s+2)+B2s+1)(s+1)(s+2)
+C2s+1)(s—=1)(s+2)+D(2s+1)(s —1)(s + 1)

Resolviendo por valores criticos:

Sis:l,:>5:18B:>B:E
18
. 1
SlS:—l,=>1:20=>C:§

16

1 9
Sis=-—-,22=—"A= A==
is 2,:> S = 5

1
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De esta forma la descomposicion en fracciones parciales resulta en:

2543 B 16 n ) n 1 n 1
2s+1D(s=1(s+1)(s+2)  92s+1) 18(s—1) 2(s+1) 9(s+2)
Luego:
25+ 3 16 1 d 1
Zfl — __gfl _Dg/pfl
{(25—1—1)(5—1)(5—1—1)(5—1—2)} 18 {s+§}+18 s—1
1 1 1 1
+2 {s+1}+9 {s+2}
o 8 1 t 1 —t 1 —2t
= 9€2+18 +2e +9e
Por lo tanto, la solucién al PVI es:
8 5 1 1
y(t) = —3¢ 2+ 1—8€t +5e L+ §e’2t
A
Ejemplo 3.19. Resuelva:
y' =3y +2y=e" y(0)=1,9(0)=5
Solucion. Aplicamos la transformada a la ecuacion diferencial:
L' =3y +2y} = L{e"}
1
L{y"} —3L{y'} +2L =
{v"} = 3L{y'} + 2Ly} T
1
Y (s) = sy(0) = y/(0) = 3[sY(s) = y(0)] +2Y(s) = ——
1
’Y(s) —s—5—3sY 3+2Y(s) =
s°Y(s) — s sY'(s) + 34 2Y(s) oy
1
2
—35s+2)Y(s) —s—2 =
(s s+2)Y(s)—s p—y
1
—-2)(s—1)Y = 2
(s=2(s=1Y(s) = —g+s+
s* 4+ 6s+9
—-2)(s—1)Y = —
(s=2-DY(6) =
s +6s+9

Y(s) =

(s —2)(s—1)(s+4)
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Ecuacion Utilizar
diferencial L

Solucién Obtener
y(t) polinomio

Utilizar Despejar
L1 Y(s)

Figura 3.1: Esquema que resume la resolucion de una ED mediante Laplace.

Descomponiendo en fracciones parciales:

¥(s) = s° +65+9 A B C
VT -2 -1)(s+4) s—2 s—1 s+4

Al ser los denominadores iguales, tenemos:

2 4+6s+9=A(s—1)(s+4)+B(s —2)(s+4)+C(s —2)(s — 1)

Sis=1,=16=-5B= B=-1

Sis=—-4,=1=30C=C= 4
Sis=2,=2=6A=A=2

Luego:
25 —16 1
Y(s) = s +6s5+9 _ % n - n 30
(s—=2)(s—1)(s+4) s—2 s—1 s+4

y utilizando £~! tenemos:

R

_ B 16, 1,

6 ) 30
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3.8.2 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.6. Utilice la transformada de Laplace para resolver los problemas de valor inicial:

a) ¥ —y=190)=0

b) 2% 4y =0,y(0) = -3

c) y + 6y = et y(0) =2

d) v —y=2cosbt,y(0) =0

e) v +5y +4y =0,y(0) =1,4/(0) =0

f) v =4y = 6e* =37, y(0) = 1,¢/(0) = —1

g) ¥ +y = +/2sen v/2t,y(0) = 10,4'(0) = 0

h) y" +9y = ¢’ y(0) = 0,4/(0) = 0

D) 2y" +3y" =3y —2y = e, y(0) = 0,5/(0) = 0,4"(0) = 1
DY +2y" —y =2y =sen3t,y(0) =0,y'(0) = 0,y"(0) =1

Ejercicio 3.7. Considerando las férmulas:

-1 §—a _at -1 b _at
L {—(s—a)2+b2}_e cos bt L {—(s—a)2+b2}_e sen bt

Utilice la transformada de Laplace para resolver los PVI:

a) y +y=-e3cos2t,y(0) =0

b) y" =2y + 5y = 0,4(0) = 1,4'(0) = =3

(3.3)



Unidad 4

Sistemas de ecuaciones diferenciales.

4.1 Descripcion de la unidad

4.1.1 Competencias especificas a desarrollar

e Modelar y describir situaciones diversas (tanques de mezclado, resortes acoplados y redes
eléctricas) a través de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

e Resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales utilizando el método de los oper-
adores diferenciales y la transformada de Laplace.

e Integrar las herramientas estudiadas en las unidades previas al reconocer las limitaciones y
ventajas de los métodos aplicados.

4.1.2 Estrategias de ensefianza

o Identificar en situaciones cotidianas y de ingenieria la presencia de mds de una variable que
dependen de una sola variable independiente.

e Reconocer en un problema, la existencia de mds de una situacién y que cada una de ellas
puede ser representada por una EDL.

e Con la mediacion del docente modelar diversas situaciones presentes en un problema uti-
lizando sistemas de EDL.

e Reconocer que el resolver un sistema de EDL implica solamente aplicar conceptos ya estu-
diados (por lo menos solucién de sistemas de ecuaciones lineales y solucién de EDL).

e Resolver sistemas de EDL, utilizando operador diferencial o transformada de Laplace.
e Interpretar las soluciones de sistemas de EDL utilizados en la modelacién de problemas.

e Predecir comportamientos y analizar fendmenos en condiciones distintas, al estudiar prob-
lemas modelados con sistemas de EDL.

87
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4.2 Introduccion

En este Capitulo se usard la notacion matricial y sus propiedades se usardn con mucha frecuencia
a lo largo del mismo. Es indispensable un repaso de dlgebra lineal si no se estd familiarizado con
estos conceptos.

Cuando se especifican las condiciones iniciales, la transformada de Laplace de cada ED dentro
de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, reduce el sistema de
ED a un conjunto de ecuaciones algebraicas simultidneas en las funciones transformadas. Luego,
se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas para cada una de las funciones transformadas y
luego se determinan las transformadas de Laplace inversas.

4.3 Sistemas lineales homogéneos

Ejemplo 4.1. Resuelva:

)+ 10 —4xy = 0
—dx +ah +4xy = 0

sujeta a: 21(0) = 0,25(0) = 0,27(0) = 1, 25(0) = —1.

Solucion. Calculamos la transformada de Laplace de ambas ecuaciones:

L{a} +10L{x } — 4L{x2} =
—AL{x,} + Ly} +4L{xy} =

obtenemos:

52X (s) — sx1(0) — 21 (0) + 10X, (s) — 4Xa(s) =
—4X,(s) + 8* Xy(s) — s22(0) — 25(0) + 4X5(s) =

Simplificando y sustituyendo las condiciones iniciales, tenemos el sistema de ecuaciones:

$2X1(s) =14+ 10X1(s) —4Xa(s) =0 = (s°+10)X;(s) —4Xs(s) =1
—A4X, 4+ 52 X5(8) + 1 +4X5(s) =0 = —4X(s) + (s +4)Xo(s) = —1

Despejando X(s):

1 (84 10)X,(s)

Xs(s) |
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Sustituyendo Xs(s):

—4X, — 2(52 + 41— (s* +10)X,(s)] = —1

Ahora despejamos X (s) para poder aplicarle £:

—4X(s) = (T +4) + L2+ ) (2 + 10) X1 (s) = —1
(—4+ (8 +4)(s* +10)) X1 (s) = §(s°+4)—1
(—16+s4—21452+40)X1(S) _ S2+44_4
(s* +14s* +24) X1 (s) =
(82 +2)(s* +12)X(s) = s?
Xi(s) = e

Calculamos £~! por medio de fracciones parciales:

52

n = £ (52 +2)(s% + 12)}

- () ()

equivalente a la ecuacion:

s> = (As+ B)(s* +12) + (Cs+ D)(s* +2)
s? = As®+ Bs® + 1245+ 12B 4 Cs® 4+ Ds* + 2Cs + 2D
2 = (A+C)s*+(B+ D)s* + (124 +20)s + 12B + 2D

Tenemos el sistema:

A+C=0 — A=0 (B+D=1)—2

B+D=1 C=0 12B+2D =0

124+2C =0 —2B —2D = -2

12B+2D =0 12B+2D =0
10B = -2 — B=-%1 —

Ahora podemos aplicar £

—r = —%5_1{5213}+ gﬁ_l{sﬁz}f
— 1 -1 2 6 -1 12
= b EEaml

5242 52412
— —ﬁisen V2t + #ﬁsen V12t
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Ahora sustituimos Xjen Xs(s):

XQ(S)

Calculamos £~!

T (t)

Por fracciones parciales:

|
»w O»
[\
[

o oo
|

|
w
|

= (As+ B)(s* +12) +
As® + Bs? +12As + 12B + Cs® + Ds?® + Ds? + 2Cs + 2D
= (A+C)s*+(B+ D)s*+ (12A+2C)s + 12B + 2D

1—(s2+10)

_ (92+2)(32+2)
_ s2(s 2+10) _ 1
- 45 2+2 52+12) 4
_ +10s%—s*—1452-24
- (s2+2)( 2412)
—(5246)
T (s242)(s2+12)
1 5246)
{A2+B)(s2+12 }
s+ 1yCs+D
£ 2+2)} + L7 $2H12

(Cs+ D)(s* +2)

A+C=0 A=C=0 (B+D=-1)-2

B+D=-1
124420 =0
12B+2D = —6

Ahora podemos aplicar £+

T2 (t)

La solucidn es:

i) (t) =

12B +2D = —6
—2B —-2D =2
12B 42D = —6

10B=-4 — B=—

_§£_1{321+2} E 1{ 2+12}
%sen \/§t 5\/ﬁsen V12t

—ﬁisen V2t + %ﬁsen V12t
—%sen V2t — %ﬁsen V12t

SN
1
S
I
|
[SIeY]
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4.4 Sistemas lineales no homogéneos

Ejemplo 4.2. Resuelve:

dx dy
dt a YT
sujetaa x(0) = 0,y(0) = 0.
Solucion. Aplicamos L a las EDO:
L{z'} +3L{x} + L{y'} = L{1}
L{a'} = L{z} + L{y'} = L{y} = L{e'}
Luego:
sX(s) —x(0) +3X(s) + sY(s) —y(0) = 1
sX(s)—x(0) — X(s) +sY(s) —y(0) —Y(s) = s—%
Simplificamos para obtener un sistema de ecuaciones:
(s+3)X(s)+sY(s) = L = Y(s)=24 - &322
(s=DX(s)+(s = D¥(s) = i
Sustituimos Y (s) en la segunda ecuacion:
1 (s+3)X(s) 1
(5—1)X(3)—|—(3—1)[§— . ] = —
1—s(s+3)X(s 1
(s — DX (s) + (s — [ . JX(s)y —_—
1-s(s+3)X(s) 1
X(s)+ 52 (s —1)2
2
5 B _ s
s°X(s)+1—s(s+3)X(s) o1
2
1—3sX(s) =
35X (s) G0
—s? 1
X(s) = 3s(s —1)2 - 3s
—s 1
X(s) = 3(s—1)2 - 3s
o2 2 _ 2 1
X(s) = §°+s s+

3s(s —1)2
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Tenemos:

X(s) = 50507

Aplicamos £~! mediante fracciones parciales:

N
R R e A =]

a(t) =

1
3
1
3
obtenemos la ecuacion:

—25+1=A(s—1)>+ Bs(s — 1) + Cs
dondesis=1,C = —1;sis =0, A=1y B = —1. Entonces:

o) = %El{é} B %ﬁl{s i 1} B %cl{(s—ll)Q}
1

Simplificamos ahora para Y (s):

(s+3)X(s)+sY(s) =

(s—1D)X(s) + (s — )Y (s) =

Sustituimos X (s) en Y'(s)

1 (s+3). —2s5+1
2 s [35(5 — 1)2]
1 2s>+5s—3s

2 3s2(s—1)2

352 —6s+3+25>+55—3

Y(s) =

3s%(s —1)2
5% — s
- 3s2(s — 1)2
 s(bs—1)
© o 3s2(s —1)2
os —1

3s(s —1)2
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Calculamos £~ por fracciones parciales:

1 5s — 1

_ = 1
1., A 1.,, B 1., C
B R e U {(s— 1)2}
como los denominadores son iguales tenemos:
5s—1=A(s—1)*>+ Bs(s — 1)+ Cs (4.1)

Ahora si: s = 1 entonces C' = 4;sis =0, A= —1y B = 1sis = 1. Luego sustituyendo los
valores de las constantes obtenemos:

R DS O P R p
y(O) = —L7 L)+ L

1
(s — 1)2}

El resultado es:

A

Ejemplo 4.3. Una red con un inductor, un resistor y un capacitor, como en la Figura 4.1, estan
gobernados por el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

L%H% — E(t) 4.2)
»
RCY2 4, —i, = 0 4.3)

Resuelva el sistema anterior bajo las condiciones E(t) = 60V, L = 1h, R = 50Q,C = 107*f,i,(0) =
i2(0) =0

Solucion. Tenemos el sistema de ED:

di .
d—;+5022 = 60 (4.4)
y
50(10) 452 iy —i; = 0 (4.5)
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Calculamos la transformada de Laplace:

dll 60
E{ dt}+c{5012} - =

50 d’Lg i
10005{ dt}“%{“} L{n} =0

La ecuacidn 4.6 se convierte en:

ST (s) — i1 (0) + 50L(s) — %
shi(s) +5015(s) = ?
sh(s) = %—5012()

60 — 50s15(s)
s
60 — 50s15(s)

52

shi(s) =

Li(s) =

También, la ecuacion 4.7 se convierte en:

20

o1 552(5) = 2(0)] + Bo(s) = hi(s) = 0

—h(s)+(?8j+1)b() =0

50s + 10*
(T )R = 1)
10411(5‘)
T —- T\2)
2(5) = Sos 100
sustituyendo /; en [5:

50s + 10* 60 — 50s15(s)

( 10 >IQ(S) - 52

505 + 10
32(%>12(3)+50512(5) — 60

S<S<5OS—+104)+50>IQ(S) — 60

10°
4
S(<503 + 10%s ) ) _ 60
50
s<10 (52 + 2005 + 10000) )IQ ~ 60
2 _
(104 s+ 100)2) B(s) = 60

D(s) = 60

2 s(s +100)?

(4.6)

4.7)



4. Sistemas de ecuaciones diferenciales. 95

descomponiendo en fracciones parciales:

60 _ A B C
205(s+100)2 s s4+100  (s+ 100)

A(s 4+ 100)% 4+ B(2rs(s 4 100)) + C(2xs)
2rs(s +100)?

por lo que:
50
60 = A(s + 100)* + B(1—O43(s +100)) + 0(1—043) (4.8)
sustituyendo los valores s = —100, s = 0, s = 1 es posible obtener A = £, B = -2, C' = —120.
De esta manera:

6 _.(1y 6 1 1

a(t) = —c—l{—}——ﬁ—l{ }—120&‘1{—}
=) = 5855 755 o (s + 100)2
o ge—lﬂot o 120t€_100t

ol o

Haciendo lo propio para [, sustituyendo /5 se puede obtener:

60 — 50s15(s
L(s) = —22()

S

60 — 505(10“’1“))

50s+10%

52
simplificando términos:

50(10%) + s(50s + 104 60
s(50s + 10%) s
s + 100)2 60
gh(s) - =
s(s + 200) s

60s(s + 200)

I = —
18) = 251 1007
procediendo por fracciones parciales:
60s(s + 200) A B C D
2l 1002 & T2’ - 2
s2(s + 100) s s s+100  (s+ 100)

60s(s +200) = As(s+100)* + B(s + 100)* + Cs*(s + 100) + Ds

sustituyendo los valores s = 0,5 = —100,5 = 1,5 = 2 se puede obtener A = ¢ B = 0,C =

—2$,D = —60. Por lo que:
El{é} - g‘cl{s +1100} - 60c (s +1100)2}

o100t _ g4 o100t

oy OS>
[y Ry
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Luego la solucién al sistema consiste en:

ia(t) =

(SN N e
|
GO O

(&

—100t _ G100t

6—100t o 12Ot6—100t

(]

vvvvv

Figura 4.1: Esquema de un circuito RCL para la descarga del capacitor.

4.5 Ejercicios complementarios

Ejercicio 4.1. En los incisos siguientes escriba el sistema lineal en forma matricial.

a)

b)

c)
dx
dt
dy
dt
dz
dt

dx
dt
dy
dt

dx
dt

dt

= 3z — 5y

= 4dx 4+ 8y

= 4dx — Ty

= bz

—3x +4y — 9z
6xr —y

10z + 4y + 32

d)

dzx
dt

dt
dz

dt

dx

R — €T —
dt Y
d

d—‘z = x+2z
dz B N
i T+ 2z

r—y+z+t—1
20 +y — 2z — 3t?

THy+z+tt—t+2
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dz
dt
dy

= —3x+4y+e'sen 2t

= bx+92+4e tcos2t

dt
dz

dt

= y+6z—e

t

Ejercicio 4.2. En los incisos siguientes escriba el sistema lineal sin el uso de matrices.

4 2 —1
! t
a)X—(_13>X+(1)e
7 5 =9 0 8
X =[4 1 1 |X+ ot 0] e
0o -2 3 1 3
1 -1 2 1 3
¢) X' = 3 -4 1 X + et — -1 |t
-2 5 6 2 1

, (3 =T 4 t—4 At
d)X-(1 1 X+ 8 sent + % + 1 e

Ejercicio 4.3. Aplique la transformada de Laplace para resolver el sistema dado de ecuaciones

diferenciales:
a) c)
/
=z —2
¥ =—x+y x, T
, y =95r—y
v =2 (0) = —1,y(0) =2
i = — s =
2(0) = 0,y(0) = 1 ’
d)
b) aj/—|—3x+y/:1
x’—x+y'—y:et
7 =2y + ¢ z(0) =0,y(0) =0
"=8xr —t
Yy x e)

z(0) =1,y(0) =1

20 +y —2x =1
¥ +y —3r—3y=2
2(0) =0,y(0) =0

f)
d4+r—y+y=0
¥4y +2y=0
2(0) =0,y(0) =1

g)

' +r—y=0
y'+y—x=0

z(0) =0,2'(0) = -2
y(0) =0,y(0) =1
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h) k) n)
:13//—|—;13’—|—y/:0 m”+3y'+3y:O x/l+y//7€2t
y// + y/ . 41,/ =0 x” X 3y _ teit 21’/ + y// — _62t
2(0) =1,2'(0) =0 2(0) = 0,2(0) = 2 2(0) = 0,2'(0) = 0
y(0) = —1,4'(0) =5 y(0) =0 y(0) =0,4'(0) =0
1) ]) 0)
ZBH + y// — t2
=2 8
- y” =4t ' =4dr — 2y [L'/xlz —1? i_ Q?
2(0) = 8,2'(0) = 0 =3y (0) , (ol) i
1 1 = 4,22 - =
y(0) =10,4'(0) =0 2(0) = 0,(0) = 5
i p)
/ " m) 1
' —4dx+y" =6sent x’1:§x1
2+ 2x—2y" =0 P4y=t 1
z(0) = 0,5(0) =0 dr+y =0 Ty = T1 = 52

y'(0) =0,4"(0) =0

Ejercicio 4.4. Considere una red eléctrica con un inductor, un resistor y un capacitor, gobernado

por el sistema:

z(0) =1,y(0) =2

di :
Ld_tl + RZQ =

diy

RC—+iy—1, =

dt

Resuelva el sistema anterior bajo las condiciones:

a) E(t) =60V, L = 1h, R = 50Q,C = 107*f,4;(0) = 0,45(0) = 0

b) E(t) =60V, L =2h, R =50, C = 107*f,i1(0) = 0,i5(0) = 0
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