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Prefacio

Ola!

Atualmente, eu sou um estudante do Bacharelado em Fisica na USP. O principal objetivo
desta obra é manter anotagoes sobre o que eu aprendi no curso Trilha Quantum Tech -
Brazil Quantum Camp, realizado no inicio de 2026. O publico-alvo consiste em: estudan-
tes de exatas que ja possuem boa base em Algebra Linear e buscam um conhecimento
introdutoério e matematicamente formal das aplicacbes da Computacdo Quéantica. Acre-
dito que esta seja a melhor definicao, visto que era o meu contexto enquanto eu escrevia
isto.

O texto ¢ dividido em trés grandes blocos: Fundamentos (Bloco 01), Algoritmos e Oti-
mizacao (Bloco 02) e Machine Learning Classico e Quantico (Bloco 03). Nesta leitura,
vocé val encontrar explicagoes organizadas o maximo possivel em linguagem matematica
a nivel de graduacao. Além disso, sempre que consegui, eu acrescentei interpretacoes mais
intuitivas sobre os objetos apresentados. Algumas passagens de calculos podem parecer
"jogadas". Nesses casos, o bom leitor é fortemente incentivado a "abrir as contas", ou
seja, realizar tais derivagoes por si mesmo.

Apesar das notas serem fortemente baseadas no curso, eu escrevo algumas formalizagoes
matematicas a mais para sustentar melhor as ideias. Alguns podem achar que eu escrevo
contetidos extras demais aqui, podendo fugir do escopo. Por exemplo, eu apresento o
Teorema da Representacao de Riesz no primeiro modulo, mesmo que o teorema nao seja
necessario - em muitos casos - para um primeiro contato com Computacao Quantica. O
motivo disso é simples: eu escrevi as anotacoes me baseando no que eu estava aprendendo
e no que eu ja havia aprendido na época do curso. Portanto, fica a cargo de vocé, caro
leitor, decidir quais contetidos valem a pena ser ignorados com base no seu contexto
pessoal.

Todo ser humano possui vieses e, portanto, todo ser humano comete erros. Mesmo pre-
zando pela qualidade destas anotagoes, é possivel que eu tenha deixado alguns detalhes
errados sem querer. Caso vocé encontre algum erro, eu te encorajo fortemente a me
contatar por e-mail. Se for o caso, ficarei grato por aprender junto com voceé.

Desejo a vocé uma prazerosa leitura.

Cairo Henrique Vaz Cotrim
cairo.h.vaz@usp.br | LinkedIn| | GitHub | Lattes
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1 REPOSITORIO DO CURSO

1 Repositorio do Curso

O material de programacgao completo do curso esta disponivel no repositorio oficial do
Brazil Quantum Camp:

https://github.com/Brazil-Quantum-Camp/alunos-quantum-tech-01

Este repositorio retine todos os notebooks, exercicios e projetos desenvolvidos ao longo da
trilha Quantum Tech. Dessa forma, o repositério funciona como base prética, enquanto
estas notas fornecem a fundamentacao tedrica correspondente.


https://github.com/Brazil-Quantum-Camp/alunos-quantum-tech-01

2 BLOCO 01 - FUNDAMENTOS

2 Bloco 01 — Fundamentos

2.1 Aula Inaugural

2.1.1 Introdugao

Brazil Quantum Camp é um projeto de formacao e pesquisa em computacao quantica
realizado pela CESAR School e pelo Instituto Eldorado, em parceria com a Softex e o
Ministério da Ciéncia e Tecnologia (MCTTI).

O programa é composto por trés trilhas complementares: Quantum Awareness, Quantum
Tech e Quantum Immersive, que formam uma jornada completa de aprendizagem.

2.1.2 Calendario
2.1.3 Bloco 01 — Fundamentos

| DE:N #:1
Aula
26/01 Aula Inaugural
27/01 Aula 1 — Introducao a Computagao Quantica
28/01 Aula 2 — Algebra Linear I
29/01 Aula 3 — Introdugao & Programagao
30/01 Aula 4 — Algebra Linear II
03/02 Aula 5 — Introdugao a Programagcao II
04/02 Aula 6 — Algebra Linear I11
05/02 Aula 7 — Construgao de Circuitos Quanticos
06/02 Aula 8 — Construcao de Circuitos Quéanticos IT

2.1.4 Bloco 02 — Algoritmos e Otimizacgao

Data
Aula

24/02 Aula 9 — Introdugao a Teoria da Computagao
25/02 Aula 10 — Algoritmos Quanticos I

26/02 Aula 11 — Algoritmos Quénticos IT

27/02 Aula 12 — Introducdo a Algoritmos Cléssicos
03/03 Aula 13 — Otimizacao Quantica,

04/03 Aula 14 — Otimizacao Quéantica II

05/03 Aula 15 — Otimizagao Quantica I1I

06/03 Aula 16 — Pratica de Otimizagdo Quantica
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2.1.5 Bloco 03 — Machine Learning Classico e Quéantico

Data

Aula

17/03

18,/03
19/03
20/03
24/03
25/03

26/03

27/03

Aula 17 — Introducao a Aprendizagem de Maquina
Classica

Aula 18 — Introducgao a Redes Neurais

Aula 19 — Pratica com Redes Neurais

Aula 20 — Aprendizagem de Maquina Quantica

Aula 21 — Modelos de Aprendizagem Quéantica

Aula 22 — Introdugao Pratica a Redes Neurais Quanti-
cas

Aula 23 — Introducgao Pratica a Redes Neurais Quanti-
cas

Aula 24 — Apresentacao de Projetos

2.2 Aula 1 - Introducao & Computacao Quantica

2.2.1 Motivacao

e Area com muito potencial inovador.

e Previsao de 2 trilhdes de investimento até 2035.

2.2.2 Potenciais areas de impacto

Farmacos;

e Financas;

Engenharia de Materiais;

Quimica e Biotecnologia;

Mobilidade e Logistica;

2.2.3 Sinergia com

o IA:

e Roboética;

e Tecnologias de previsao climaticas;

e Cyberseguranca;

10
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2.2.4 Quantum Computing Market Map

[https://thequantuminsider.com/2022/05/09/quantum-computing-market-map-and-data-2022/

2.2.5 Aplicagoes

Otimizacao Quantica
Resolucao de problemas NP; aceleracao exponencial de processos.
Quantum Machine Learning

Modelos mais precisos; resisténcia a ruido; encontrar padroes mais complexos; melhor
performance de treinamento.

Simulacao

Modelagem mais proxima do mundo real; simulagao de moléculas e sistemas biol6gicos;
reducao do tempo de producao de farmacos e materiais.

Seguranca
Uso de protocolos quanticos para proteger canais de comunicagao (Criptografia quantica).
Quantum Centric Computing

Novo modelo de sistema de alta-performance; integracao de quantica a modelos atuais de
producao.

2.2.6 Definicoes

Espacos Completos

Um espago métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy (z,) C X
converge para um elemento z de X, isto é, existe z € X tal que

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

| r
\

Espaco de Hilbert

Espaco de Hilbert H é um espaco vetorial munido da operacao produto interno
(-,-) que também é um espac¢o métrico completo em relagado & métrica d(u,v) =
llu —v|| = /{u—v,u—v).

| '

Espaco Dual

O espaco dual V* de um espaco vetorial V' sobre K é o conjunto de todos os
mapeamentos lineares f: V — K.



[https://thequantuminsider.com/2022/05/09/quantum-computing-market-map-and-data-2022/
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Notagao de Dirac (Bra—Ket)

|4) (ket) é um elemento de H.
(] (bra) é um elemento de H*.

Qubit

| r

Na Computacao Quéantica, utilizamos o espaco de Hilbert C™ sobre C para re-
presentar os sistemas fisicos com n estados possiveis. Denotaremos esse espaco
simplesmente por H.

Um qubit é um elemento de um espaco de Hilbert C? que representa um sistema
fisico com 2 estados possiveis.

Todo qubit pode ser dado como um vetor na Esfera de Bloch:

0 . 0
[v) = cos§|0) + e sin§|1>, (1)

onde {|0),|1)} é uma base de C%.

2.2.7 O teorema fundamental da notacao de Dirac

Teorema de Representagao de Riesz

Seja ‘H um espaco de Hilbert complexo e seja
f-H—->C

um funcional linear continuo.
Entdo existe um tnico vetor |¢) € H tal que, para todo [¢) € H,

F(9)) = {(ol) .

Ou seja, todo funcional linear continuo pode ser representado como um produto interno
com um vetor do espaco de Hilbert, justificando a identificacao entre vetores e bras na
notacao de Dirac. Mais para frente, veremos como representar um bra na forma vetorial.

2.2.8 Operadores Quéanticos Basicos

Operadores quanticos sao matrizes unitarias.
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Matrizes de Pauli
01
=1 0) )
Atua como um anélogo da porta NOT. Rotacao de m em torno do eixo X.
0 —
Y=1{; ) (3)

Troca as componentes do qubit e introduz fases opostas +i. Rotagao de m em torno
do eixo Y.

2=y ) (@)

Inverte o sinal da componente de |1). Rotagdo de 7 em torno do eixo Z.

Proposicao 1 As matrizes de Pauli
X, Y, Z,

jguntamente com a matriz identidade I, formam uma base do espaco vetorial das matrizes
complexas 2 X 2.

Porta Hadamard
1,1 1

. J

Porta CNOT

CNOT =

o O O
O O = O
— o O O
o = O O

2.2.9 Circuitos

O Circuito de Bell, que possui 2 qubits como entrada, é dado por um Hadamard aplicado
ao qubit controlador seguido por um CNOT. Representacao matricial:

Upen = (CNOT)(H © I) (7)

Circuito de Bell Invertido:
Ugdy = (H® ) (CNOT) (8

~—
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2.3 Aula 2 - Algebra Linear I

2.3.1 Definigoes

Operador Adjunto

Seja C" um espaco vetorial complexo. Define-se o operador adjunto como a
aplicacao

7:C"—=C"
tal que, para todo vetor .
U1
=",
o
tem-se
== o v o),

onde * denota a conjugacao complexa e T representa o conjugado transposto.

Propriedades do adjunto:

(Ju) + )" = (ul + (]

(@) =a* (], aeC.
(W) = lv)
(AB)' = Bt At
(Ahf = A.

O Teorema de Representacao de Riesz afirma que deve haver apenas um vetor associado
ao funcional linear que faz o produto interno funcionar. Como a definicao acima cumpre
esse papel, o bra deve ser definido como o adjunto do ket.

14
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Produto Interno

Sejam |u) ,|v) € C". Define-se o produto interno entre |u) e |v) como

(ulv) = |u)'- o).

Explicitamente,

(u|v>:zn:ufvi.
P
Propriedades:

(] ov+ Bw) = alu | v) + Blu|w), a,B€C.
(ou+ Bw | v) =a*(u|v)+ B (w|v), o B€eC.
{ulv)=(v]w"

(v]v) =0.

(v]v)=0 = |v)=0.

Produto Exterior

Sejam |u) , |v) € C". Define-se o produto exterior entre |u) e |v) como o produto

matricial:

Ju) (o] = [u) o).

| V

Operador Hermitiano
Um operador A é dito Hermitiano se

Al = A

Propriedades:

o Autovalores reais

e Autovetores ortogonais

e Representam observaveis fisicos
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Operador Unitario

Um operador U é dito unitario se

ut=u-"

Propriedades:

e O operador unitario U preserva o produto interno.
Prova:
Seja (ulv) = N: Temos

({Uu | Uv) = (U [u)'(U [v)).
Usando a propriedade do adjunto,
(U |u))' = (u|UT,

logo,
(Uu | Uv) = (u|UU |v).

Como U é unitario, vale UTU = I, onde I é o operador identidade. Portanto,

(Uu | Uv) = (u| I |[v) = (u|v) = N.

e O produto matricial de dois operadores unitarios U; e U, também é unitério.
Prova:

Seja U= UlUQZ
Pela propriedade do adjunto do produto,

(Uhl)" = U§UT.
Substituindo pelas inversas,
Ut =utust
Por outro lado, a inversa de U é
U™l =(UU,) =00t

Logo,
Ut=U""

16
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Produto Tensorial de Vetores

Define-se o produto tensorial entre |u) € C™ e |v) € C" como o vetor
u) @ [v) € C™,

dado explicitamente por

U101 \
U1V2
|U,> (024 |U> = U2V
U2V

umvn)
Propriedades:

(lu)y + [u)g) ® [v) = |u); @ [v) + [u)y ® [v) .
) ® () + [0),y) = [0} @ |v); + |v) @ [v),-
(@) ®v) = a(jy) ®|v)),  |u)®@ (L) =F(lv) ®|v)), «feC
(Ju) ® [o))! = (u| ® (v].

(U1 @ v1 | ug @ va) = (uy | u2) (v1 | v2).

No contexto da Computacao Quantica, o produto tensorial apenas busca listar as pro-
babilidades de todos os eventos possiveis do sistema composto em um vetor - da mesma,

forma que uma simples arvore de decisao faz.

17
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Produto Tensorial de Operadores

Define-se o produto tensorial entre A € £L(C™) e B € L(C") como o operador

A®B € L(C™),

definido, na base canonica, pela matriz em blocos

'allB apB - ay,B
AS B — ag?B ag?B . aQT.nB |
‘amhlB am.zB c Qe B
onde A = (a;;) € C™ ™.
Propriedades:

(A + A)) @ B=A, @ B+ A, ® B.
(a¢A) ® B=a(A® B), A® (BB)=p(A®B), a,peC.

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD),
sempre que os produtos AC e BD estejam bem definidos.

(A® B)t = A ® B'.

I, ® I, = L.

Para aplicar N operadores em N qubits, basta aplicar o produto tensorial dos operadores
sobre o produto tensorial dos qubits. A definicao de produto tensorial em operadores
busca formalizar isso em um sé operador que aceita o sistema composto como entrada.

Proposigao 2 (Base dos operadores em um sistema composto) Sejam [, XY, 7
as matrizes de Pauli juntamente com a matriz identidade. Entao o conjunto de operadores

Po={P@P® --@P, | Fec{l XY Z}}

forma uma base do espaco vetorial das matrizes complexas 2" x 2", isto €, do espaco de
todos 0s operadores lineares atuando em um sistema de n qubits.

18
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Exponencial matricial

Seja A € M, (C) uma matriz quadrada. A exponencial matricial de A ¢ definida
pela série de poténcias

A o AF
e” = exp(A) = g T

onde A° = I (matriz identidade).
Explicitamente,

A? A3
A o — — .« ..
e—I+A+2!+3!+ .
Propriedades

e Se H ¢ uma matriz Hermitiana (H' = H), entdo

U(t) = e !

é uma matriz unitaria.

Prova:

U)TU(t) = eHtem ™t = ]

e Se A e B sdo matrizes que comutam, ou seja, AB = BA,

entao vale

2.3.2 Primeiros Postulados da Mecanica Quéantica

Postulado I — Espaco de Estados

O estado fisico de um sistema quantico isolado é completamente descrito por um
vetor unitario |¢)) pertencente a um espago de Hilbert complexo H ~ C", isto é,

) eC @l =1

Sabe-se, por meio de varios experimentos, que a natureza quantica é probabilistica. Por
conta disso, nao é possivel representar sistemas fisicos por meio das grandezas que medi-
mos, pois estas variam aleatoriamente.

Porém, os experimentos também mostram que a distribuicao de probabilidades de um
sistema isolado é deterministica. Se aproveitando desse fato, o Postulado I busca repre-
sentar os estados por meio de vetores contendo amplitudes relacionadas as probabilidades
de medigao. Essa relacao exata sera melhor explicada pelo Postulado V.

19



2 BLOCO 01 - FUNDAMENTOS

Postulado II — Evolucao Temporal

A evolucao temporal de um sistema quantico isolado é descrita por um operador
unitario

U(t) € L(H), UltU(t) =1,

de tal forma que o estado no instante ¢ ¢ dado por

[%(#)) = U(t) |(0)) -

Alternativamente, também pode-se escrever a evolucao temporal de um estado a
partir da Equagao de Schrédinger:

HAD) _
i = () [p()

onde H é o operador Hamiltoniano hermitiano do sistema.

Proposicao 3 (Solugao da Equacao de Schrddinger) No caso particular de um H
independente do tempo, € possivel encontrar a solucao da Equacao de Schridinger como:

—iHt

() = e [1(0))

Assim, essa solucao equivale a usar um operador unitdrio
_i
U(t) = e #Ht,

Tendo em mente que os sistemas fisicos sao representados por vetores, a escolha mais
natural de representar as suas mudangas é por meio de matrizes (operadores).

A necessidade desses operadores de serem unitérios é oriunda da condicao de normalizacao
unitaria dos estados (Postulado I). Os operadores unitarios nao alteram o produto interno,
garantindo que o Postulado I seja verdade em todo instante de tempo.

A condicao dos estados serem unitarios, por sua vez, é necessaria para o Postulado V
funcionar. Afinal, a definicdo axiomatica de probabilidade define que a probabilidade de
todos os resultados possiveis de um sistema deve ser igual a 1.
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Postulado IIT — Sistemas Compostos

O espaco de estados de um sistema quantico composto por dois subsistemas A e B,
descritos respectivamente pelos espacos de Hilbert H4 e Hpg, é dado pelo produto
tensorial

Hap = Ha® Hp.

Se os subsistemas estao nos estados [1)4) € Ha e [¢5) € Hp, entdo o estado conjunto
é

[Yag) = [Ya) ® |¥B) -
Observaveis que atuam localmente sobre os subsistemas sao representados por ope-

radores do tipo
A® Ip e I, ® B,

onde A € L(Ha), B € L(Hg) e La, I sdo os operadores identidade.
Existem estados em Hap que nao podem ser escritos como um produto tensorial
de estados dos subsistemas; tais estados sao denominados emaranhados.

2.3.3 Estados de Bell (emaranhados)

Os Estados de Bell (ou pares EPR) sdo os quatro estados quénticos especificos que
representam o nivel maximo de emaranhamento entre dois qubits. Eles constituem uma
base ortonormal para o espaco de Hilbert

C*®C*=C"

Os quatro Estados de Bell sao dados por:

w_ [00) +11) _\ 00y —11)
jor) = DD ) 2L
gy~ 10010y o)~ o)

V2o V2 oo
Dizemos que um sistema quantico estd em um Estado de Bell quando seu estado nao
pode ser escrito como um produto tensorial de estados individuais, isto é,

V) # 1) @ |p2) .
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2.4 Aula 3 - Introdugao & Programacao
2.5 Aula 4 - Algebra Linear II

2.5.1 Projetores

Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear P : ‘H — H ¢é chamado de
projetor se satisfaz

Pl=r

Se, além disso,
P =P,

dizemos que P é um projetor ortogonal.

2.5.2 Ultimos postulados da Mecanica Quéantica

ATENCAO: os postulados a seguir se referem apenas aos casos nio-degenerados
e discretos.

Postulado IV — Observaveis e Medidas

A toda grandeza fisica observavel associa-se um operador hermitiano A € L(H),
isto é,
AT = A
Os possiveis resultados de uma medida de A sao seus autovalores reais {ay}, defi-
nidos por
Alar) = ax |ax),

onde |ag) é o autovetor correspondente ao autovalor ay

E fundamental entender que medicdes na Fisica necessariamente envolvem perturbacoes
no estado de um sistema. E impossivel realizar um experimento sem modificar de alguma
forma o fendmeno estudado - mesmo que, muitas vezes, essa diferenca seja desprezivel.
Por conta disso, também denotamos medicoes por operadores na Mecanica Quantica.

Proposicao 4 (Base dos autoestados) Todo operador hermitiano € diagonalizdvel e
possui todos 0s seus autovalores ay, as, ... reais. Além disso, os seus autoestados |ar) , |as) , ...
(autovetores) formam uma base ortonormal, ou seja,

(an|am) = dnm, (9)

onde §(m,n) € a funcao delta de Kronecker.
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Proposicao 5 (Estado escrito na base dos autoestados) Como {|a;),|as),...} € uma
base ortonormal de H, pode-se escrever qualquer 1)) € H como a combinacdo linear:

) =z lar) . (10)

k

onde z = (ag | V).

Note que 2, é apenas o valor da componente do vetor projetada no autovetor, pois o
autovetor é unitario!

Proposicao 6 (Decomposicao espectral de operadores hermitianos) Seja A um
operador hermitiano em um espaco de Hilbert H, com espectro discreto. Seus autovalores
ar € R e seus autovetores {|ay)} satisfazem

A‘ak> = ak’ak>7 <an|am> = 6nm7

e formam uma base ortonormal completa de H. Entao,

A= "ap fag) (al.
k

Prova

Seja [¢)) € H um vetor arbitrario na base ortonormal dos autovetores do operador A:

) = lax){ax|e).

Aplicando o operador A a ambos os lados,

Al)y = Alay) (arly)-

Como |a;) é autovetor de A, segue que
Alay) = ayax),

logo

AW) = Z aglax) (k).

k
Definindo o operador

B = Zak|ak)<ak|,
k

observamos que R )
Al) = Bly), V|b) e H.
Portanto, A= B, isto é,

A = Zak |ak)<ak|D
k
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Proposicao 7 (Projetor ortogonal de posto um) Seja |ax) um vetor normalizado
de um espaco de Hilbert H. Entao o operador

My, = |ag) (ax|

é um projetor ortogonal sobre o subespago gerado por |ay).

Note que o nome "projetor"é bem feliz, porque aplicar My em um vetor [¢)) resulta em um
vetor na dire¢ao de |ax) com modulo | {(ag|1) ||| |ak) || Considerando que |ay) é unitario,
esta é a projecao de 1 sobre |ay).

Se aplicarmos uma proje¢ao normalizada (Hl\/fﬁ em [¢), obtemos |ax) com uma fase
global diferente (sera explicitado no Postulado VI).

Probabilidade

Seja ) um conjunto ndo vazio (espaco amostral) e seja F uma o-dlgebra de sub-
conjuntos de €2. Uma medida de probabilidade é uma funcao

P:F—10,1]
que satisfaz os seguintes axiomas:

1. Nao-negatividade:
2. Normalizacao:

3. o-aditividade: Para toda familia enumeravel {A,},en C F de conjuntos

dois a dois disjuntos,
IP’(U An) => P(A,).
n=1 n=1

A tripla ordenada (2, F,P) é denominada espago de probabilidade.

Postulado V — Probabilidade de Medicao (de Born)

Se o sistema esté no estado normalizado [¢), a probabilidade de obter o resultado
ar, (autovalor do operador observavel) apos uma medicao é dada por

P(ax) = [{ax | )1

Se o vetor [¢) esta escrito na base dos autoestados do operador de interesse, entdo basta
. 2
calcular os quadrados dos modulos das suas coordenadas. Nesse caso, P(ax) = |z|"

O Postulado V justifica o fato de observaveis serem operadores hermitianos. A principal
propriedade de interesse € que esses operadores sempre possuem autovalores pertencentes
a R. Grandezas fisicas sao niimeros reais, entao é util concentrar os esforcos em operadores
que permitem apenas niimeros reais como autovalores.
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Valor Esperado

Seja X uma variavel aleatoria discreto que assume valores {z;} com probabilidades
O valor esperado de X é definido por

E[X]:=> zP(X = ).

iel

Proposicao 8 Seja A um observdvel (operador auto-adjunto) com espectro discreto e seja
|1) um estado normalizado. O walor esperado de A no estado |¢) pode ser dado por

(A =D aiplar) = (W] A),
e coincide com o valor esperado probabilistico dos resultados da medida de A.

Prova

Como A é auto-adjunto e possui espectro discreto, admite decomposicao espectral
A= "aila) (ail,
i

onde {a;} sao os autovalores de A e {]a;)} formam uma base ortonormal do espago de
Hilbert.

Substituindo essa decomposicao na definicao de valor esperado, obtemos
(V[ Al¢) = (¥ (Z a; |a;) <ai|> [0) = > ai (Yl a)as [¢).

Observando que
(Wl ai){a; [¥) = Kaily) P,
segue que

<A>¢ = Z Q; |<ai|¢>|2-

Pelo postulado de Born, a quantidade

pi = |{ai)?

representa a probabilidade de obtencao do resultado a; na medida do observavel A, satis-
fazendop; > 0e ) . p, =1

Portanto, a expressao (1| A |v) coincide com o valor esperado probabilistico dos resultados
da medida de A, concluindo a demonstracao. [J
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Postulado VI — Colapso

Se a medicao do observavel A sobre um sistema fisico descrito pelo vetor |¢) fornece
o resultado ag, o estado do sistema imediatamente apoés a medicao é a projecao
normalizada

- 1) = € ). (11)

|| M [4) |

Como o novo estado [¢') = €% |a;) do sistema é empiricamente idéntico ao estado |ay),
as medigoes do sistema apds essa primeira medi¢ao sempre resultarao em ay, a nao ser
que um novo operador unitario modifique o estado [¢').

Esse fato experimental ilustra o motivo de se utilizar autovetores nos postulados da Me-
canica Quantica. Sabe-se que aplicar um operador hermitiano num autoestado resulta em
um novo estado que ndo é alterado por esse mesmo operador (ignorando a mudanca de
fase). A definigdo de autovetor é a escolha mais natural para esse novo estado, pois o fato
de ser um autovetor implica na invariancia do mesmo (ignorando a mudanca de fase).

2.5.3 Esfera de Bloch

Qualquer estado de um qubit pode ser representado graficamente como um vetor unité-
rio na superficie de uma 2-esfera unitaria. As coordenadas reais (z,y, z) sdo definidas
utilizando as matrizes de Pauli:

z=(X) = (Y] X [p)
y =) =Y )
z2=(Z) = (Y[ Z )

Chamamos essa esfera de Esfera de Bloch.
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Figura 1: Esfera de Bloch. Fonte: Wikipedia.

2.5.4 Mais portas quanticas em circuitos

Porta de Fase P

A porta P é definida por
10
7= 7 €i9> .

Ela apenas adiciona uma fase relativa 6 a componente de |1). Nao altera a proba-
bilidade, mas muda o comportamento do qubit frente a portas.

A porta S é definida por
10
i (! z) .

Ela corresponde a uma rotagao de fase de 7 em torno do eixo z da esfera de Bloch.
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Porta T

A porta T é definida por
1 0
T:= ( 0 eir/4) .

Ela corresponde a uma rotagao de fase de 7 em torno do eixo z da esfera de Bloch.

Porta de Rotacao R,

| '

A porta de rotacao em torno do eixo x é definida por

0 PRI ()
R0) = el = | 085, ising)
—1S1 5 COS 5

onde o, é a matriz de Pauli-x.

Porta de Rotacao IR,

| r

A porta de rotacao em torno do eixo y é definida por

coS § —sin g
sin DN

Ry(0) = e~/ = ‘ cos &
2

2

onde o, é a matriz de Pauli-y.

r
\.

Porta de Rotagao R,

A porta de rotagao em torno do eixo z é definida por

—ifo €_i0/2 0
RZ(H) =€ i — ( 0 ei0/2 )

onde o, é a matriz de Pauli-z.

| r

Porta Multi-Controlled Z MCZ

A MCZ é uma porta que aplica uma fase —1 apenas a componente em que todos
os qubits de controle estdo no estado |1).

A matriz MCZ é diagonal, com todos os autovalores iguais a 1, exceto o elemento
correspondente ao estado [11---1), que é igual a —1:

MCZ = diag(1,1,...,1,-1).
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Porta Multi-Controlled X MCX

A MCX é uma porta que atua em n qubits e aplica X no alvo se e somente se todos
os qubits de controle estdo no estado |1).
Usando o fato de que

X = HZH,

podemos facilmente criar uma MCX a partir de uma MCZ.
Basta aplicar Hadamard, Z condicional e H no alvo de posicao k. A MCX é entao
dada pelo produto matricial

MCX = H,(MCZ)Hj,

onde
Hk _ I®k QH® [®(n—k—1)‘

2.5.5 Circuito da Codificagao Superdensa
Alice deseja enviar dois bits classicos de informacgao para Bob por meio do envio de um
tnico qubit.

Utiliza-se o circuito de Bell para a preparacao de um par de qubits emaranhados, previ-
amente compartilhado entre Alice e Bob.

Diferentemente do teletransporte quéntico, na codificacao superdensa Alice nao realiza
medicoes intermediarias. Em vez disso, ela codifica dois bits classicos aplicando operacoes
unitarias locais sobre o seu qubit do par emaranhado, e entao o envia fisicamente a Bob,
que realiza uma medicao conjunta no estado de Bell.

Alice e Bob compartilham inicialmente um par de qubits no estado de Bell

Hy =
| >AB—\/§(\00>+|11>), (12)

onde o qubit A pertence a Alice e o qubit B pertence a Bob.

Alice deseja transmitir dois bits classicos (by,by) € {0,1}2. Para isso, ela aplica ao seu
qubit A uma das quatro operagoes unitarias

{I, X, Z, X7},

de acordo com a tabela de codificacao:

(b1,b9) | Operacao em A | Estado resultante
00 I 58
01 X |Ut)
10 Z |®)
11 Xz o)

Explicitamente, apos a aplicacao da operacao unitaria por Alice, o estado do sistema
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torna-se
14|19 ap

Xal®T)ap =

Z4|® Y ap =

XZ 4|9 an

SI SI

= (|00> 11)) =

= 5(10) - o) =

E%I

(00} +[11)) =

(|10> +101)) =

’¢+>’
|\Ij+>7
‘®7>7

).

Apos a codificacao, Alice envia fisicamente o qubit A para Bob. Bob passa entao a possuir
ambos os qubits e aplica o circuito inversor de Bell, constituido por uma porta CNOT
seguida de uma porta Hadamard, de modo a transformar os estados de Bell na base

computacional.

A acdo desse circuito é dada por

Por fim, Bob mede ambos os qubits na base computacional e recupera exatamente os dois
bits classicos (b1, bs) enviados por Alice.

Observa-se que, gracas ao emaranhamento previamente compartilhado, ¢ possivel trans-
mitir dois bits classicos de informacao por meio do envio de apenas um qubit, sem violar
os limites impostos pela causalidade, uma vez que o protocolo requer a distribuicao prévia

do par emaranhado.

2.5.6 Circuito do Teletransporte Quéantico

i D Gl e

Figura 2: Circuito do Teletransporte Quantico.

Alice deseja enviar um qubit para Bob.

Utiliza-se o circuito de Bell para a preparacao de um par de qubits emaranhados, com-

partilhado entre Alice e Bob;
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Aplica-se ao sistema o circuito inversor de Bell, constituido pelas operacoes CNOT e
Hadamard, de modo a realizar uma transformacao conjunta entre o qubit a ser teletrans-
portado e o qubit de Alice;

Por fim, apo6s a realizacao das operacoes quanticas e da comunicacao classica necessa-
ria, Bob encontra-se em posse de um qubit cujo estado quantico é idéntico ao estado
originalmente preparado.

Considere o estado arbitrario a ser teletransportado, preparado por Alice,
[W)a=al0) +B[1),  |a?+ 8 =1. (14)
Alice e Bob compartilham previamente um par de qubits emaranhados no estado de Bell

=
V2
O estado inicial do sistema composto pelos trés qubits é, portanto,

[Wo) = [)a ® |®F) o = % (a|000) + a|011) 4 3]100) + B]111)). (16)

Aplica-se, em seguida, uma porta CNOT entre os qubits A (controle) e B (alvo), seguida
de uma porta Hadamard no qubit A. Apos essas operacoes, o estado do sistema pode ser
reescrito como

(Wy) = = | [00)ap(a|0) + B|1))c

)as(al0) + 5]1))
"0 antall) + 410
+[10)45(al0) — B1))c
+11)an(al1) = Bl |.

(17)

Apos a medicao dos qubits de Alice nos estados da base computacional, o estado do qubit
de Bob colapsa condicionalmente conforme o resultado obtido:

Resultado em AB | Estado de Bob (C') | Porta que Bob deve aplicar
100) 4 al0) + 5]1) I
101) 4 all) + 5]0) X
110) 4 al0) — B[1) 4
11) 45 all) — 510) ZX

Observa-se que, apés a medicao dos qubits de Alice (A e B), o qubit de Bob (C') colapsa
em um estado que difere de [¢))4 apenas por uma transformacdo unitaria. A partir do
resultado classico da medigao, Bob pode aplicar a operagao apropriada (I, X, Z ou X Z)
e recuperar exatamente o estado original

[¥)e = al0) + B[1) = |¢) . (18)
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2.6 Aula 5 - Introdugao a Programacao 11

2.6.1 Operador de Medida para um Estado Composto

Para representar um estado de n qubits ap6s uma medicao de um qubit de posicao
k, é necessario aplicar o projetor (correspondente ao bit medido) no qubit k, aplicar
identidade no resto e normalizar o estado. Este raciocinio ¢ a juncao do Postulado
IT e VI.

Se o bit medido foi 0, aplica-se

~
®
=
®
=
~
—~
=
®
~
g
i
E
z

Aqui, denotamos p(|a) como a probabilidade de obter o bit a apés medir o qubit k:

p(la)) = I®" @ |a) (a] ® 10"~

2.7 Aula 6 - Algebra Linear III

2.7.1 Filosofia da Mecéanica

Na Mecanica Cléssica,

e Sistemas possuem propriedades bem definidas, mesmo antes de serem medidas;

e A medida apenas revela essas propriedades para o medidor.

Em outras palavras, as propriedades de um sistema existem e sao condicionadas a vari-
aveis dele mesmo se ndo houver nenhuma interagdo desse sistema com outro (no caso, a
interagdo é a medicdo).

Por conta da semelhanca dessas ideias com a vertente filosofica realista, chamaremos isso
de "realismo". Porém, é necessario tomar cuidado: na Filosofia, o realismo usualmente
se refere a ideia de uma realidade independente de um ser epistémico, enquanto a Fisica
abrange essa independéncia a qualquer processo fisico que atue como uma "medigao".

O hipotese do realismo pode ser mais formalizado matematicamente no contexto quantico
a partir da definicao de variaveis ocultas, que condicionam totalmente o resultado da
medicao antes mesmo dela ocorrer.
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Variaveis Ocultas (Realismo)

Seja um sistema fisico isolado denotado por um estado |¢) que foi medido e entregou
um resultado a € R.

Uma teoria da Fisica é dita realista se, para qualquer medicao, existe uma variavel
oculta \ e uma funcao f tal que

a=f(l¥), ).

Dessa forma, a aleatoriedade quantica seria apenas ignorancia dos fisicos sobre uma
teoria mais explicativa.

Em uma tentativa de generalizar a Teoria da Relatividade, também podemos pensar na
hipotese da localidade, que afirma que uma influéncia nao pode viajar mais rapido do que
a velocidade da luz.

Localidade

Sejam dois sistemas espacialmente separados A e B. Uma teoria da Fisica segue
a localidade se uma medicdo em A nao influencia uma medi¢ao imediatamente
depois em B.

Variaveis Ocultas Locais (Realismo Local)

Uma teoria da Fisica segue o Realismo Local se implementa o realismo e a loca-
lidade. As variaveis ocultas sao entao chamadas de variaveis ocultas locais.

Na Mecanica Quéantica, o emaranhamento traz algumas duvidas sobre a validade do rea-
lismo local. A proxima secao apresenta uma tentativa de provar que ela nao implementa.

2.7.2 Desigualdade CHSH

Considere dois sistemas fisicos espacialmente separados, A (Alice) e B (Bob), preparados
em um estado possivelmente emaranhado. Cada observador pode escolher entre duas
possiveis medigoes:

e Alice escolhe entre observaveis Ay ou Ay;

e Bob escolhe entre observaveis By ou Bj.

Cada medicao produz resultados dicotoémicos, isto é,

Ay By e {-1,+1}, x,y€{0,1}.

Isso equivale a dizer que os operadores possuem autovalores +1.

Sob a hipotese do realismo local, os resultados das medigoes sao completamente deter-
minados por uma varidvel oculta local A, de modo que

Az:Aw(/\)v By:By(/\)v
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e a distribuigdo de A é dada por uma densidade de probabilidade p(\).

Define-se entao a esperanca dos resultados das medicoes A, e B, como
Be.g) = [ dp(3) A B

No nosso experimento, vamos estudar as 4 possibilidades de permutacoes de observaveis
escolhidos por Alice e Bob e analisar uma certa combinacao linear das suas esperancas.

Sob as hipoteses de realismo local, a seguinte combinacgao linear de correlagoes
satisfaz a desigualdade

—2< 8 := E(0,0)+ E(0,1) + E(1,0) — B(1,1) < 2.

Note que cada termo corresponde a uma escolha conjunta de observaveis feita por Alice
e Bob.

Essa desigualdade é uma consequéncia puramente matematica da suposi¢ao de que os
resultados das medigoes sao determinados por varidveis ocultas locais.

2.7.3 Violagao da Desigualdade CHSH

Considere o estado de Bell antissimétrico

_ 1
}\Il >AB = ﬁ (‘ODAB - ’10>AB)'

Escolhemos os seguintes observaveis locais, todos com autovalores +1:

A[]:ZA AlzXA,

Y

B B 7B B
B ZEXE o -ZPixT
V2 V2

Para esse estado, valem as correlacoes quanticas conhecidas:
(Zz47ZP) = -1 (XAXBY = -1

? Y

(ZAXP) =0, (X4ZP) = 0.
A funcdo de correlacao quantica é dada por

E(%?J) = <Am ® By>-

Calculando cada termo da expressao CHSH, obtemos:

san=(ste (2155} &
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E(1,1) = <XA ®

Substituindo na combinacao CHSH,
S =FE(0,0)+ E(0,1)+ E(1,0) — E(1,1),

obtemos

S = 2V/2.

Este é conhecido como o limite de Tsirelson.

Existem jeitos de realizar experimentos dessa medicao, que sugerem a invalidade da Desi-
gualdade CHSH. A violacao experimental da desigualdade CHSH implica, portanto, que a
Mecanica Quéantica nao pode ser descrita por nenhuma teoria de variaveis ocultas locais.

Existem ainda alguns fisicos que contestam a validade desses experimentos, por meio de
argumentos variados.

2.8 Aula 7 - Construcao de Circuitos Quéanticos

2.9 Aula 8 - Construcao de Circuitos Quéanticos 11

2.9.1 Portas Classicas

Operagao XOR

Sejam x = (x1,...,2,) € {0,1}" ey = (y1,...,yn) € {0,1}" duas bitstrings de
comprimento n. Define-se a operacao ou ezclusivo (XOR) como a aplicagao

@®:{0,1}" x {0,1}" — {0, 1}",
dada componente a componente por
(z@Y)i=z2, Py =2 +y (mod 2), i=1,...,n.

Equivalentemente,

r@®y=(r;+y mod?2,...,x,+y, mod 2).
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Operacao AND

Sejam x = (x1,...,2,) € {0,1}" ey = (y1,...,yn) € {0,1}" duas bitstrings de
comprimento n. Define-se a operacao conjunc¢ao légica (AND) como a aplicagao

-:{0,1}" x {0,1}" — {0,1}",
dada componente a componente por
(- y)i = zi - ¥ = Tits, 1=1,...,n.

Equivalentemente,
-y = (xlyla °ooq 7:Enyn)-

Propriedades

Distributividade a esquerda:

z-(y@z)=(x-y)®(z-2)

Distributividade a direita:

(z@y)-2=(z-2)@(y-2)

Elemento neutro do produto:

z-1" = x.

Elemento absorvente do produto:

z-0" =0"

Compatibilidade com a soma:

T =1, xrdx=0"
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2.9.2 Oraculo: Como Implementar Fungoes em Circuitos Quanticos

Resumo (Oraculo)

Um oraculo de XOR em computacao quantica ¢ uma caixa preta que implementa
de forma reversivel uma fungao booleana f : {0,1}" — {0,1}" como uma operagao
unitaria Uy sobre n + 1 qubits:

Uf : |x>entrada |y>alvo = |x>entrada |y S f(x»alvo? LS {07 1}n’ Y € {07 1}
‘Propriedades:

e Uy éreversivel (unitério) e a informacao de |z) é preservada, pois ndo medimos
o estado.

e Se 0 alvo estiver no estado |—) = (|0) — |1))/+/2, entdo a a¢do do oraculo
reduz-se a uma fase na base computacional e é chamado de oraculo de fase:

Ur(lo)|=)) = (=1)7@ |z} |-).

Essa propriedade é a chave para muitos algoritmos quanticos baseados em
oraculos.

2.9.3 Deutsch: Problema da Funcao Constante ou Balanceada

Enunciado. Dada uma fungao f : {0,1} — {0,1}, decidir se f é constante (mesmo
valor para 0 e 1) ou balanceada (valores diferentes para 0 e 1), usando o menor nimero
possivel de consultas ao oraculo.

Figura 3: Circuito de Deutsch.

Circuito e evolucao. Use um qubit de entrada e um qubit alvo:

H®H —
10 ]1) ; (|o>j§|1>) 2 (|o>ﬂ|1>>
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Aplicando o oraculo Uy com o alvo em |—) gera fases:

(D010 + (/) @ ).

Aplica-se entao Hadamard ao qubit de entrada:

H (RO EDIIN ) — L ((=1)7O 4+ (=1)7D) o) + (-1 = (~1)/D) 1) ).

Leitura:

e Se f é constante, entdo (—1)/® = (=1)/() logo a amplitude de |1) & zero e a
medicao do qubit de entrada da |0) com probabilidade 1.

e Se f ¢ balanceada, entio (—1)f(© = —(—1)/" logo a amplitude de |0) & zero e a
medigao da |1) com probabilidade 1.

2.9.4 Deutsch—Jozsa: Generalizacao do Problema de Deutsch

Proposigdo 9 (Aplicacdo de Hadamards em |0)*") Seja n € N wm mimero de qu-

bits. Vale

1

HE™ |0)®" = ), z € {0,1}"

0" = =3I (0.1}

Ou seja, aplicar hadamard em todos n qubits cria um estado com todas as combinacoes
possivers de bitstrings de comprimento n.

>®

Proposigdo 10 (Aplicagdo de Hadamards em H®"|0)*") Seja n € N um nimero

de qubits. Vale

HO"(H®"0)*") = 272(—1) “ly), wy e {01}
T,y

Enunciado. Dada f : {0,1}" — {0,1} com a garantia de que f é ou constante ou
balanceada (i.e., retorna 0 para metade das entradas e 1 para a outra metade), decidir
qual dos dois é com minima quantidade de consultas.
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do

a1

Q2

as

B T e et it Tttt
B e e Rl s

Figura 4: Circuito de Deutsch-Jozsa.

Circuito e evolugdo. Comece com [0)*"|1). Aplique H®" nos inputs e H no alvo:

(& X I)el).

z€{0,1}"

Aplicando U; (alvo em |—)) produz fase (—1)/(®*) em cada componente:

=Y @ ).

Aplica-se entao H®" aos n qubits de entrada:

1

5 (DO D [y |-

x7y

)®" apo6s o segundo Hadamard é proporcional & soma

2% Z (—1)f@),

ze{0,1}m

Portanto, a amplitude do estado |0

Leitura:

e Se f ¢ constante e igual a c € {0,1}, entdo (—1)/® = (—1)¢ para todo z, logo

1
on

T

(1) = (-1’

e portanto a amplitude em [0)*" tem moédulo 1: a medicdo retorna [0)*" com
probabilidade 1.
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e Se f é balanceada, h4 exatamente 2"~ ! termos +1 e 2! termos —1 na soma, logo
> =0,

e a amplitude do vetor nulo é zero, entdo a medida nunca retorna |0)*"

A complexidade deste algoritmo é O(1), pois precisamos aplicar a funcao apenas 1 vez (o
mesmo vale para Deustch).

J& a complexidade do algoritmo classico para uma funcao cujo dominio envolve n bits é
O(2™). Essa complexidade vem do pior caso: o algoritmo precisa checar todas as possi-
bilidades de bitstrings até vir alguma com um resultado diferente das anteriores; se esse
resultado nao vier, s6 resta checar se todos os resultados até a posicao % + 1 sao iguais.

2.9.5 Bernstein—Vazirani: Problema da Chave Secreta

do

N

a1

gz

as

R el LT EE e

Figura 5: Circuito de Bernstein—Vazirani.

Enunciado. Existe uma chave secreta s € {0,1}". O oraculo implementa um tipo de
funcao de combinacao linear:

f(z)=s-x (mod 2) @slx@

O objetivo é descobrir a string s com o minimo de consultas.

Circuito e evolucao. O esqueleto do circuito é basicamente o mesmo do algoritmo de
Deustch-Jozsa.

Inicie em [0)®" |1). Aplique H®" aos inputs e H ao alvo para ter

(r5n)er
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O oraculo impée fase (—1)f®) = (—1)5:

1) @]=).

OO

Aplicando H®™ aos inputs, usa-se a identidade

H®n [L’ acy

logo o estado dos inputs torna-se

2 () ) = 5 3 (-0 )

Yy z Y T
A soma interna Y _(—1)T(®) & 2" se y = s e 0 caso contrario. Assim o estado final dos

inputs é exatamente |s).

Leitura: Medindo os n qubits de entrada obtém-se |s) com probabilidade 1.
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3 Bloco 02 — Algoritmos e Otimizacao

3.1 Aula 1 - Introducao a Teoria da Computacao

3.1.1 Definigoes fundamentais

Problema computacional

Uma questao abstrata definida com uma relagao entre dados de entrada (instancia)
e saida desejada (solugao) que pode ser resolvida por uma sequéncia bem definida
de passos mecanicos.

| r

Maquina (algoritmo)

Sequéncia finita de passos elementares que transforma a instancia de entrada em
dados de saida (solugdo).

Complexidade de tempo

| r

A complexidade de tempo de um algoritmo é uma funcao
T:N— R,

na qual T'(n) denota o tempo para um algoritmo realizar um ntumero de passos
elementares ao processar uma entrada de tamanho n.

A definicao de T'(n) depende de um modelo computacional fixado e de uma escolha
explicita das operacoes consideradas elementares. Em geral, assume-se que cada
instrucao bésica do modelo contribui com custo unitario, permitindo que o tempo
de execucao seja identificado com a contagem total dessas instrucoes.

| r
\

Computabilidade

Todo problema para o qual existe uma maquina que o resolve é dito computavel.

Decidibilidade

| '

Todo problema computavel para o qual a parada da maquina é garantida é dito
decidivel.

Tratabilidade

| r

Todo problema decidivel cuja complexidade de tempo é dada por um polinémio é
dito tratavel.
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Determinismo

Todo problema que possui a mesma solucao para uma dada instancia é dito deter-

ministico.
Existem problemas nao-deterministicos, que possuem diferentes solucoes para
uma mesma instancia, oriunda de alguma espécie de aleatoriedade no processo.

3.1.2 Decisao x Otimizacao

Problema de decisao

Um problema é de decisao se a solucao para ele é binéaria, ou seja, do tipo SIM,
NAO.

Problema de otimizacgao

Um problema é de otimizacgao se a sua solugao consiste em determinar um vetor
x* € V C R" que minimiza (ou maximiza) uma funcao real

f:R" > R,
denominada fungao objetivo, isto é,

.
W = gél‘{_lf(x)

O conjunto V' C R"™ é chamado de conjunto viavel e contém todas as solugoes que
satisfazem as restricoes do problema.

3.1.3 Complexidade de algoritmos
A teoria da complexidade se refere ao estudo da complexidade de tempo ou de espaco de
um algoritmo. Aqui, focaremos somente na complexidade de tempo.

Essa analise pode ser feita por meio do melhor caso (inf T'(n)), caso médio (E(T'(n))) ou
pior caso (sup T'(n)).

Usando T'(n) como uma fun¢ao de complexidade de tempo, existem diversas notagoes que
nos ajudam a padronizar a complexidade de algoritmos.
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Notagao Big O

Sejam T, f : N — R*. Diz-se que T é limitada superiormente por f, em ordem
assintotica, se existem constantes ¢ > 0 e ng € N tais que

T(n) <cf(n), Yn>ny.

Nesse caso, escreve-se T'(n) = O(f(n)). Essa relacao define uma classe de fun-
¢oes cujo crescimento é dominado por f para valores suficientemente grandes de n,
abstraindo fatores constantes e efeitos de termos de menor ordem.

Esta é uma analise de pior caso.

| r

Notacao Omega

Sejam T, f : N — RT. Diz-se que T é limitada inferiormente por f, em ordem
assintotica, se existem constantes ¢ > 0 e ng € N tais que

T(n)>cf(n), Vn>ny.

Nesse caso, escreve-se T'(n) = Q(f(n)). Essa relacdo define uma classe de fungoes
cujo crescimento é, no minimo, tao rapido quanto o de f para valores suficientemente
grandes de n.

Esta é uma andlise de melhor caso.

Notacao Theta

| r
\

Sejam T, f : N — R™. Diz-se que T ¢ limitada superior e inferiormente por f.
Nesse caso, escreve-se T'(n) = O(f(n)). Essa relacdo caracteriza fungdes que pos-
suem a mesma ordem de crescimento assintotico, diferindo apenas por fatores cons-
tantes.

Esta é uma anélise de caso justo.

3.1.4 Principais Comportamentos Assintéticos

Complexidade constante
f(n) =0(1)

O tempo de execucao é independente do tamanho da entrada. O algoritmo executa um
numero fixo de instrucoes, independentemente de n.

Complexidade logaritmica
f(n) = O(logn)

Ocorre tipicamente em algoritmos que resolvem o problema reduzindo-o recursivamente
a subproblemas menores, geralmente por divisao sucessiva do espaco de busca.

Complexidade linear
f(n) =0O(n)

Em geral, uma quantidade constante de trabalho é realizada para cada elemento da en-
trada, resultando em crescimento proporcional a n.
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Complexidade nlogn

f(n) = O(nlogn)
Complexidade caracteristica de algoritmos que dividem o problema em subproblemas
menores, resolvem cada um deles e, em seguida, combinam as solucoes obtidas.

Complexidade polinomial

f(n) = 0(n")
Para algum k& € R*. Muito importante para analisar classes de problemas, como veremos
adiante.

Complexidade quadratica

f(n) =0(n?)
Tipica de algoritmos que processam pares de elementos da entrada, frequentemente im-
plementados por dois lacos aninhados.

Complexidade cibica

f(n) =0(n%)
Surge em algoritmos com trés lacos aninhados. Em geral, ¢ vidvel apenas para instancias
pequenas devido ao rapido crescimento do custo computacional.

Complexidade exponencial
f(n) =0(2")
Comum em algoritmos de busca exaustiva, também conhecidos como for¢a bruta. Tornam-

se rapidamente inviaveis a medida que o tamanho da entrada cresce, sendo aplicaveis
apenas a instancias pequenas.

Complexidade fatorial
F(n) = O(n!)
Cresce mais rapidamente que a exponencial. Embora por vezes classificada como exponen-

cial, apresenta um crescimento significativamente mais acentuado, limitando severamente
sua aplicabilidade pratica.

3.1.5 Classes de complexidade

Problemas P

Um problema de decisao pertence a classe P se existe um algoritmo determinis-
tico cuja complexidade de tempo é limitada superiormente por um polinomio no
tamanho da entrada.

Problemas co-P

Um problema de decisao pertence a classe co-P se o seu complemento pertence a
classe P. Isto é, um problema de decisao estd em co-P quando existe um algoritmo
deterministico em tempo polinomial que decide as instancias de forma contraria a
algum problema da classe P.

. J

Note que basta inverter a resposta final de um problema de co-P para obter um problema
de P correspondente. Portanto, as duas classes sao iguais.
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Proposicao 11
P = co-P

Problemas NP

Um problema de decisao pertence a classe NP (Tempo Polinomial Nao Determi-
nistico) se existe um algoritmo que verifica a veracidade de uma resposta para ele
em tempo polinomial.

Se um problema pode ser resolvido em tempo polinomial, entao pode-se usar o mesmo
algoritmo para checar uma dada resposta. Portanto, todo problema em P também é N P.

Proposicao 12

Classe BQP (Tempo Polinomial Quantico com Erro Limitado)

A classe BQP (Bounded-Error Quantum Polynomial Time) é o conjunto dos pro-
blemas de decisao que podem ser resolvidos por um circuito quantico uniforme em
tempo polinomial, com probabilidade de erro limitada por uma constante menor
que % para todas as instancias.

Tem-se a relacao
P C BQP.

A classe BQP é frequentemente identificada como a classe de problemas computa-
cionalmente viaveis para computadores quanticos.

3.2 Aula 2 - Algoritmos Quéanticos I

3.2.1 Link de uma lista de algoritmos quanticos

https://quantumalgorithmzoo.org/
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3.2.2 Algoritmo de Simon

8
\
T
T

Feg 120 (] * H

reg.2 < OXOR(f)

|
n
n
Y R B DR

Figura 6: Circuito de Simon. Fonte: Brazil Quantum Camp.

O Algoritmo de Simon resolve um problema de identificacao de periodicidade oculta em
funcoes booleanas e constitui um dos primeiros exemplos de separagao exponencial entre
computacao cléssica e quantica no modelo de oraculo.

Este circuito usa dois registradores.
Enunciado
Considere uma funcao booleana periddica
f:{0,1}" — {0,1}"
tal que existe uma string secreta s € {0,1}" com:

(f(z1) = f(z2)) == ((x1 =122) ou (22 =2, ® 5)), Va,y € {0,1}".

O objetivo é determinar s.

Circuito e evolucao

1. Inicializa-se o sistema no estado

|O>®n ‘O>®n .

2. Aplica-se a transformada de Hadamard no primeiro registrador:

j2_n S 5 0).

ze{0,1}7
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3. Aplica-se o oraculo Uy com alvos no segundo registrador, obtendo

—= Yl 0@ @) = <=3 la) (o)

4. Aplica-se a transformada de Hadamard no primeiro registrador:

ZZ D" Jy) [f(2)) -

5. Medicao de todos os qubits na base computacional.

6. Repetir os passos anteriores até obter n equacoes linearmente independentes e re-
solver sistema linear para encontrar s.

Para explicar o passo 6, é necessario mais desenvolvimento algébrico.
Se o resultado da medida do passo 5 for |y) |z), entdo z = f(x).
Caso s # 0

Pelas propriedades da funcao do enunciado, para dois x; e x5 distintos no somatorio, vale

z=f(r1) = f(2g) <= 9 =21D¢C

Portanto, o estado |y) |z) aparece duas vezes no somatorio e podemos escrever a sua
componente como

(=" + (=1)™7)

(—=1)™Y + (_1)(:r1@s)-y)

(—1)™Y 4 (=1)m Vv
(D)"Y + (=1)"¥(=1)*")

(=D)" (1 + (=1)")

N I R e T e

=
»
<
Il
=

—) 2
2 (-1, sy=0

Observa-se que a amplitude ¢ nao-nula apenas quando
y-s=0.

Assim, cada execucao do algoritmo fornece uma equacao linear homogénea, que nos da
informacoes sobre s.
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Apos coletar O(n) vetores y, resolve-se o sistema linear

y1:-5=20
Yy2-s=0
Yn-$=0

obtendo s.

Caso s =0

Nesse caso,

s = 5y (1))

Note que agora qualquer vetor de bits y pode resultar da medicao, e nao apenas os
perpendiculares a s.

Na prética, repetimos o algoritmo um certo niimero de vezes que permita concluir com
alta probabilidade que s = 0 ou que s # 0. Note que, se for impossivel satisfazer as

equacoes y; - s = 0 no primeiro caso, entao caimos no segundo caso e descobrimos que
s =0.

Complexidades
Consultas quanticas: O(n)
Consultas classicas probabilisticas: Q(2"/2).

Consultas classicas deterministicas: ©(2")
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3.2.3 Algoritmo de Busca de Grover

Oracle Diffuser
0)— H| . H e —H.
0)— H| . Hi s H
0)—|H] ! . B H e H
0)—{H] . H e —H

Repeat o) times

Figura 7: Circuito do Algoritmo de Grover. Fonte: Xanadu Quantum.

O Algoritmo de Busca de Grover resolve o problema de busca nao estruturada em um
conjunto de tamanho N = 2" fornecendo uma aceleracao quadratica em relacdo aos
algoritmos classicos.

Este circuito utiliza um tnico registrador de n qubits e um oraculo quantico que identifica
os estados solucao.

Enunciado

Considere uma func¢ao booleana

f:{0,1}" — {0, 1},

tal que existe pelo menos um elemento g € {0, 1}" satisfazendo
flzo) =1, f(x) =0 para z # .

O objetivo é encontrar o valor de xg.
Oraculo

O oréculo é implementado como um operador de fase
Of ) = (=1)/@ |z) ,
isto é, ele inverte a fase apenas do estado solucao.

Circuito e evolucao
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1. Inicializa-se o sistema no estado
0)°".

2. Aplica-se a transformada de Hadamard em todos os qubits, obtendo

> x).

ze€{0,1}"

v = Ho(0)°" =

2=

3. Aplica-se o ordculo Oy, que produz

}(zlw—mﬁ.

T#x0

2

4. Aplica-se o operador de difusao
D :=2y) (| — I = H*"(2]0) (0] — 1) H"",
que corresponde a uma reflexdo em torno do eixo de |¢).
5. Repete-se a aplicacao do operador de Grover
G = DOy
um certo nimero de vezes.

6. Mede-se o registrador na base computacional.

Anéalise geométrica

A evolugao do algoritmo ocorre no subespaco bidimensional gerado pelos vetores
|IL‘0> € |O[> ’
onde |a) é a componente de |1)) ortogonal ao estado solugao.

O estado inicial pode ser escrito como

|) = sin(0/2) |zg) + cos(0/2) |a), com sin(0/2) = \/LN

Proposicao 13 (Geometria do Algoritmo de Grover) Cada aplica¢ao do operador
de Grover G corresponde a uma rotacao anti-hordria de angulo 0 nesse subespago.

Prova

Considere o subespaco bidimensional

Hy = span{|zo) , @)},

onde |a) é normalizado e satisfaz
(xo|a) = 0.

o1
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O estado inicial do algoritmo é

() = sin(6/2) |zy) + cos(8/2) [, sin(8/2) = VLN

Aplicando o oraculo ao estado |¢), obtemos

Oy i) = —sin(0/2) |zo) + cos(0/2) |a) .

Calculamos inicialmente

(Y]|Osp) = —sin*(6/2) + cos*(6/2) = cos(8).

Assim,

DO [¢) = 2|) (¢ = 1) Of |4)
= 2cos(0) [1) — (—sin(0/2) |xg) + cos(6/2) |a)) .

Substituindo a expressao de [¢), temos

G ) = 2cos(0) (sin(8/2) |xg) + cos(0/2) |a)) + sin(6/2) |zg) — cos(0/2) |a)
= (2cos(0)sin(0/2) +sin(0/2)) |xo) + (2 cos(#) cos(8/2) — cos(6/2)) |a) .

Usando identidades trigonométricas, obtemos
2 cos(#) sin(0/2) + sin(0/2) = sin(360/2),
2 cos(0) cos(0/2) — cos(0/2) = cos(360/2).

Logo,
G ) = sin(30/2) |xo) + cos(30/2) |a) .

Portanto, cada aplicacao do operador de Grover GG corresponde a uma rotagao anti-horaria
de angulo 6 nesse subespago bidimensional. [
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8)

0

\
W21—-1)

Figura 8: Visualizacdo geométrica do Algoritmo de Grover. Fonte: https://aprenda.
quantumket.org/algoritmos/busca/09_2_0-grover.html.

Apos k iteraghes, o vetor rotaciona k6 a partir do angulo inicial 6/2, entdo o estado do
sistema é

sin ((k + 1/2)8) |zo) + cos ((k + 1/2)8) |av) .

A probabilidade de medir o estado solucao é maximizada quando o vetor se torna apro-
ximadamente paralelo ao estado |xg), alcangando um angulo aproximadamente igual a

(k+1/2)0 ~ 2,

0 que ocorre para

Apos esse numero de iteracoes, a medicao do registrador retorna xy com alta probabili-
dade, préxima de 1.

Complexidades
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Algoritmo quéantico:
Algoritmo cléssico:

O algoritmo de Grover é 6timo no modelo de consulta, pois nenhum algoritmo quéntico
pode resolver o problema de busca nao estruturada com menos de (v N) consultas ao
oraculo.

3.3 Aula 3 - Algoritmos Quéanticos II

3.3.1 Transformada de Fourier Classica

A Transformada de Fourier Classica é uma ferramenta matematica fundamental que per-
mite representar uma fun¢ao em termos de suas componentes de frequéncia. Ela estabelece
uma mudanca de base, trocando a descrigdo no dominio do tempo (ou do espago discreto)
pela descricao no dominio das frequéncias.

Motivacao

Muitos fenémenos fisicos, sinais e funcoes apresentam estruturas que nao sao facilmente
identificiveis em sua representacao original, mas tornam-se simples quando expressos
como superposicao de oscilacoes periddicas. A Transformada de Fourier fornece exata-
mente essa decomposicao.

Caso continuo

Dada uma funcao integravel
f:R—=C,

define-se a Transformada de Fourier de f como

fw) = / @) edt.

A quantidade f(w) mede a contribui¢ao da frequéncia w na funcdo original. Quanto maior
o seu valor, mais aquela frequéncia é relevante na superposicao.

Caso discreto
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Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Para funcoes definidas em um conjunto finito, considera-se a Transformada Discreta
de Fourier (DFT). Dado um vetor

T = (x()axla SO0 7xN—1) € CN;
define-se sua transformada como
X := DFT(z) = (x9, %1, ...,2n_1) € CV,
tal que os seus componentes sao
| N1
Xp=—= gpe /N p—01,... N—1
s
A DFT pode ser escrita como uma multiplicacdo matricial:
X =DFTyz,

onde DF'Ty é a matriz de Fourier de ordem N, cujos elementos sao

1 1 1 1
1 e2mi/N (627ri/N)2 . (627ri/N)N—1
1 27i/N\2 27 /N \4 2mi/N\2(N—1)
(DFTN)jm = —— | 1 (e7/5)% (e ) o (e2™/T)
kl N .
i (627ri/]'V)N—1 . . . (62m'/N')(N—1)2

Complexidade computacional

O calculo direto da DFT exige
O(N?)

operagoes. Algoritmos classicos como a Transformada Rdpida de Fourier (FFT) reduzem

essa complexidade para
O(NlogN).

3.3.2 Transformada Quantica de Fourier

Na defini¢ao abaixo, usaremos uma notacao para estados compostos que considera uma
equivaléncia nas representacoes de nimeros em base 10 e em base 2.

Exemplo:

3) = [011) = [0) © [1) @ |1) .
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Transformada Quéantica de Fourier (QFT)

No contexto da Computacao Quantica, considera-se a Transformada Qudntica de
Fourier (QFT), que é a versao unitaria da Transformada Discreta de Fourier atu-
ando sobre estados quanticos.

Seja N = 2" e considere um estado arbitrario de n qubits,

N-1
:Zam|x), ay € C.
=0

Define-se a acao da QFT sobre a base computacional por

N-1
1
QFTy |z) = e2mk/N |y £=0,1,...,N—1.
k 0

Por linearidade, a QFT aplicada a um estado arbitrario resulta em

N-1 1 N-1 ‘
QFTy |7,[J> = Z (ﬁ (o 7% ezmxk/N> |/€> .

k=0

A QFT pode ser vista como um operador unitario

cuja matriz na base computacional coincide com a matriz de Fourier normalizada,
com elementos

N

Porta de Fase R,

Considere uma porta quantica de um tnico qubit que realiza uma rotagao em torno
do eixo z da esfera de Bloch por um angulo

1 )
(QFT y )po = ——e2"tka/N, k,x=0,1,...,N—1.
?

2T
0=—.
21“

Define-se a porta de fase R, como o operador unitario
1 0
R, = 0 e27ri/2T) .

E possivel provar que uma certa associacao de portas H e R, geram o operador QF'T.
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Jo » @ ko
j] RQ kl

jn—’Z T @' Ry oHRp—1}- kn—2
Jn—1 ‘{HHR2 }, B, 4 'IR”I kp_1

Figura 9: Circuito que implementa a QFT. Fonte: https://www.ictp-saifr.org/
wp-content/uploads/2022/11/ICTP_SAIFR_D2.pdf.

As tltimas portas do circuito da Figura[9]servem apenas para trocar de lugar os seus dois
qubits marcados. Isto é necessario, pois, sem elas, a bitstring obtida na medi¢ao desses
qubits viria invertida de tras para frente.

A QFT nada mais é que uma série de rotacoes de fase controladas cada vez menores. Ela
transforma a informacao codificada na amplitude (base computacional) em fase (base de
Fourier). Assim, ao invés de representar niimeros base 2 como 1s e 0s, os representamos
como qubits em superposicao.

Complexidade computacional

Para um registrador de n qubits (N = 2"), a Transformada Quéantica de Fourier QFT
pode ser implementada por um circuito quantico composto por portas de Hadamard e
portas de fase controladas R,.

O numero total de portas elementares necessérias é da ordem de

ik _ n(n+1)’
2
k=1

isto é, cresce quadraticamente com o ntmero de qubits.

Portanto, a complexidade do circuito quantico que implementa a QFT é
O(n?),
ou, equivalentemente, em funcao do tamanho do espaco de Hilbert N = 27,

O((log N)?).
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3.3.3 Transformada Quantica de Fourier Inversa

Transformada Quéantica de Fourier Inversa (IQFT)

A Transformada Quéntica de Fourier Inversa (IQFT) é definida como o operador
adjunto (conjugado transposto) da QFT. Por se tratar de um operador unitario, a
IQFT satisfaz

IQFTy = QFTY,  IQFTyQFT, = I.

Seja N = 2" e considere a base computacional. A acao da IQFT sobre essa base é
dada por

N—-1
1 )
IQF Ty |k) = § e~ 2misk/N |3y | k=0,1,...,N — 1.
=0

VN £

Por linearidade, para um estado arbitrario

N-1
k=0

tem-se
N—1

N-1
IQFTy |¢) = Z (\/LN Z Br 6_27rixk/N> ).
k=0

=

A TIQFT pode ser vista como um operador unitario
IQFTy : Hy — Hn,

cuja matriz na base computacional possui elementos

1 .
(IQFT ) = ——e 2rik/N z,k=0,1,...,N—1.
" VN

. J

Operacionalmente, a IQFT é implementada por um circuito quantico obtido ao inverter
a ordem das portas da QFT e substituir cada porta de fase R, por sua adjunta R (note
que H = H', mantendo a mesma complexidade computacional O(n?).

ko _._... Jo
ky R; 91

kp—o — R;rl—l | RL—Q ----<|H| Gn—2

HRT R; _... Jn-1

kn—1 Ri

n

Figura 10: Circuito que implementa a IQFT. Fonte: https://www.ictp-saifr.org/
wp-content/uploads/2022/11/ICTP_SAIFR_D2.pdf.
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3.3.4 Estimacao de Fase

n qubits |v) (U)ol o 2 |pTt f |v)
|0> —@ - .jm
|0> _@ — jm—l

m qubits < |0) —@ IQFT — jm—2

o) 2] oy

Figura 11: Circuito que implementa a QPE. Fonte: Brazil Quantum Camp.

A Estimagao de Fase Quéantica (Quantum Phase Estimation, QPE) é um algoritmo quan-
tico fundamental cujo objetivo é estimar a fase associada a um autovalor de um operador
unitario. Trata-se de uma sub-rotina central em vérios algoritmos quanticos, como o
algoritmo de Shor e simulagoes quanticas de sistemas fisicos.

Enunciado
Seja U um operador unitario e seja |u) um autovetor de U tal que

U |u) = ¥ |u) , ¢ €1[0,1).

O problema da estimacao de fase consiste em determinar o valor de ¢ com alta precisao.
Descricao do algoritmo

O circuito de estimacao de fase utiliza dois registradores:

e um registrador de controle com n qubits, inicialmente no estado |0)*";

e um registrador alvo preparado no autovetor |u).

Inicialmente, aplica-se a porta de Hadamard em todos os qubits do registrador de controle,
produzindo a superposicao

Em seguida, sao aplicadas portas controladas

cu?,
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onde o j-ésimo qubit de controle aplica a poténcia U? ao registrador alvo. Como |u) é
autovetor de U, o estado global passa a ser

2m—1

1 omike
— > k) |u) .
2" k=0

Apobs a aplicacao das portas controladas, aplica-se a Transformada Quéantica de Fourier
Inversa (IQFT) ao registrador de controle. Essa operagao converte a informagao de fase,
codificada nas amplitudes complexas, em informacao classica nos estados computacionais.

Ao medir o registrador de controle, obtém-se uma aproximacao binaria de ¢, com erro
que decresce exponencialmente com o nimero de qubits n.

Leitura

Se ¢ possui uma expansao binaria finita com n bits,

¢ =0.0103. ..,

entao o algoritmo retorna exatamente essa sequéncia de bits com probabilidade unitéria.
Caso contrario, o valor medido corresponde a melhor aproximacao de ¢ com n bits, com
alta probabilidade.

3.3.5 Criptografia RSA

O RSA é um esquema de criptografia assimétrica baseado em propriedades da aritmética
modular e na dificuldade computacional da fatoracao de inteiros grandes. Ele utiliza
um par de chaves: uma chave piublica, usada para criptografar mensagens, e uma chave
privada, usada para descriptografi-las.

Geragao das chaves

1. Escolhem-se dois niimeros primos grandes e distintos,

p e q

Em aplicacoes praticas como o RSA-2048, esses primos possuem cerca de 300 digitos
decimais cada.

2. Calcula-se o nimero
N = pq,

que sera utilizado tanto na chave publica quanto na chave privada.

3. Calcula-se a funcao totiente de Euler de N:
O(N) = (p—1)(g—1).
4. Escolhe-se um inteiro e tal que
l<e<®(N) e ged(e,®(N)) =1.

Na pratica, escolhe-se um e pequeno e impar para tornar a criptografia mais eficiente.
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5. Determina-se d como o inverso multiplicativo de e médulo ®(N), isto &,

ed=1 (mod ®(N)).
Chaves

e A chave publica do RSA é o par
P =(e,N),
que pode ser divulgada livremente.
e A chave privada do RSA é o par
S =(d,N),

que deve ser mantido em sigilo.

Criptografia e descriptografia

Seja m uma mensagem representada como um inteiro tal que 0 < m < N.

e A criptografia é feita utilizando a chave publica:
c=m® (mod N),
onde ¢ é o texto cifrado.

e A descriptografia é feita utilizando a chave privada:

m=c? (mod N).

A correcao do método decorre do teorema de Euler, que garante que
m® =m (mod N),

desde que m seja coprimo com N (ou, mais geralmente, pelo teorema chinés do resto).
Por que ela é tao segura?

A seguranca do RSA baseia-se no fato de que, conhecendo apenas a chave publica (e, N),
é computacionalmente invidvel calcular a chave privada d sem fatorar N em seus fatores
primos p e ¢q. Para tamanhos de chave adequados, nao se conhecem algoritmos classicos
eficientes que resolvam esse problema em tempo viavel.
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3.3.6 Fundamentos do Algoritmo de Shor

o) { — A

0@ RO B [
7

0) 4 H T

/n 50 ol L ] 2n—1
1) — Ua? [U* [~ Ua®™"

Figura 12: Circuito que implementa a parte quantica do Algoritmo de Shor. Fonte:
Wikipedia.

O Algoritmo de Shor é um algoritmo quantico que resolve, em tempo polinomial, os
problemas da fatoracao de inteiros por meio do calculo do periodo de funcoes aritméticas.

Shor demonstrou, pela primeira vez, que computadores quanticos podem resolver certos
problemas de interesse pratico de forma exponencialmente mais rapida do que computa-
dores classicos. Por esse motivo, ele € um dos principais motivadores do desenvolvimento
da computacao quantica e da pesquisa em criptografia pés-quantica.

Enunciado

Dado um inteiro composto

N = pq,
onde p e g sao primos grandes, o objetivo é determinar seus fatores para quebrar a
criptografia RSA.

Linha geral do algoritmo

O algoritmo de Shor baseia-se na observacao de que a fatoragao de N pode ser reduzida
ao problema de encontrar o periodo de uma fun¢ao. Escolhe-se um inteiro a tal que

ged(a, N) =1,

e define-se a funcao
f(z) =a® mod N.

Essa funcao é periodica, isto é, existe um menor inteiro » > 0 tal que
a"=1 (mod N).
Esse inteiro r é chamado de periodo da funcao.
Uma vez conhecido r, se r for par e
a"’?# —1 (mod N),
entao os fatores de N podem ser obtidos por

ged(a”? £1, N),
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com alta probabilidade.
Complexidade
O algoritmo de Shor fatoriza um inteiro N em tempo
O((log N)?),
considerando a implementacao eficiente das operacoes aritméticas modulares. Isso repre-

senta uma separagao exponencial entre a complexidade classica conhecida e a complexi-
dade quantica do problema.

3.4 Aula 4 - Introdugao a Algoritmos Classicos

3.4.1 Heuristicas e Metaheuristicas

Muitas vezes, é dificil procurar diretamente a solucao 6tima de um problema de otimiza-
¢ao.

Heuristicas e Metaheuristicas

Heuristica ¢ tipo de algoritmo que busca uma solucao para o problema de otimi-
zacao, que nao necessarimente é a melhor.

Metaheuristica é um tipo de algoritmo que busca melhorar varias heuristicas de
forma a se aproximar mais da solucao 6tima.

Exemplos de algoritmos de otimizacao que usam essas estratégias se encontram no note-
book do Google Colab.

3.4.2 Alguns problemas NP-Dificeis

Problema do Caixeiro Viajante (PCV)

Considere um conjunto de n cidades, rotuladas por [n] = {1,2,...,n}, e uma matriz
de distancias
dij 207 VivjE [TL],

onde d;; representa o custo (ou distancia) para viajar da cidade ¢ & cidade j.

Uma rota é uma permutagiao m € S, que define um ciclo Hamiltoniano (visitando
cada cidade exatamente uma vez e retornando a cidade de origem).

O Problema do Caixeiro Viajante consiste em encontrar a permutacao 7 € S,
que minimiza o custo total do ciclo:

n

7 =argmin Y d,
TESH < T
1=

419

onde se impode a condi¢ao 7, 1 = m; para garantir o retorno ao ponto inicial.
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Problema do Corte Maximo (MaxCut)

Seja G = (V,E) um grafo ndo direcionado, com conjunto de vértices V =
{1,2,...,n} e conjunto de arestas £ C V x V. A cada aresta (i, j) € F associa-se
um peso w;; > 0.

Um corte do grafo é uma particao dos vértices em dois subconjuntos disjuntos
S CcVeV\S. Dizemos que uma aresta (i,5) é cortada se i € Se j € V\ S (ou
vice-versa).

O Problema do Corte Maximo (MaxCut) consiste em encontrar um conjunto
S* C V que maximiza o peso total das arestas cortadas, isto é,

S* = arg max w;; 1[(4, j) é cortadal .

Equivalentemente, introduzindo variaveis binarias x; € {—1,+1} associadas a cada
vértice, o problema pode ser escrito como

1
g 2 will =)
(i,5)eE

Problema 3-SAT

Problema de satisfacao booleana com 3 variaveis por clausula. O objetivo é encon-
trar os valores binarios {z1, xs, ..., £, } que satisfazem uma forma normal conjuntiva

C € {0.1} da forma

C = /\(ng V €j2 V ng),
7j=1

onde cada ¢;; é um literal, isto é, {;; € {z;, ~x;} para algum ¢ € {1,...,n}.
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Considere um conjunto de n itens, rotulados por [n] = {1,2,...,n}. Cada item
i € [n] possui um valor v; > 0 e um peso w; > 0.

Seja W a capacidade maxima da mochila.

Uma solucao é representada por um vetor binério

x=(x1,29,...,2,) € {0,1}",

onde z; = 1 indica que o item ¢ é colocado na mochila e z; = 0 indica que ele nao
é selecionado.

O Problema da Mochila consiste em determinar um vetor z* € {0,1}" que
maximize o valor total dos itens selecionados, respeitando a restricao de capacidade:

n

Tr* = arg max Vi Ty

sujeito a restricao

3.4.3 Algoritmo Genético

Um algoritmo genético (GA) é um método de otimizagao populacional inspirado em meca-
nismos de selecao natural. Ele mantém uma populacao de solucoes candidatas que evolui
ao longo de geracgoes por meio de selecao, recombinacao e mutacao.

Considere um problema de otimizac¢ao definido por uma fun¢ao de aptidao f :{0,1}" —
R. Uma instancia basica de algoritmo genético ¢ descrita pelas seguintes etapas:

1. Representagao. Cada individuo (ou soluc¢ao candidata) é representado por uma
cadeia de bits

S = (517827 = '7371) € {07 1}na

chamada de gendtipo.

2. Populacio inicial. Inicializa-se uma populacio T contendo y individuos, gera-
dos de forma aleatéria e independente.

3. Selecao. Selecionam-se |P| = u pares de individuos da populagao atual. Cada indi-
viduo s é escolhido com probabilidade proporcional a sua aptidao f(s), favorecendo
solucoes de maior qualidade.

4. Recombinagao (crossover). Para cada par de pais selecionado, aplica-se um
operador de recombinagdo em um ponto, produzindo duas novas solugoes (descen-
dentes) que combinam partes dos genotipos dos pais. Essa parte é inspirada no
crossover do DNA, que acontece durante a meiose de seres vivos.
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3.

6.

Mutacao. Cada bit de cada nova solugao gerada é invertido com uma probabilidade
fixa p, tipicamente escolhida como p = % A mutagao introduz diversidade genética
na populacao.

Atualizacao da populacao. O conjunto de descendentes gerado possui tamanho
A. A nova populacio TtD ¢ formada selecionando-se os p melhores individuos
entre os descendentes, caracterizando uma estratégia de selegao (u, \).

O processo ¢ repetido por um nimero fixo de geracoes ou até que um critério de parada
seja satisfeito.

3.4.4 Algoritmo Genético Inspirado em Quéantica (QIGA)

Um Algoritmo Genético Inspirado em Quéantica (QIGA) é um método de otimizagao
populacional que combina principios de algoritmos genéticos com conceitos da mecanica
quantica, como superposicao e observacao. Apesar do nome, o QIGA é executado em
computadores classicos.

Considere um problema de otimizagao definido por uma fungao de aptidao f :{0,1}" —
R. Uma instancia basica de QIGA é descrita pelas seguintes etapas:

1.

Representagao. Cada individuo é representado por uma sequéncia de bits quanti-
cos (q-bits),

Q5
q:(q17q27"'7QTL>7 qi = (B> €R27

onde |o;|? + |Bi]*> = 1. Os coeficientes «; e 3; representam as amplitudes de proba-
bilidade dos estados classicos 0 e 1, respectivamente.

Populacao inicial. Inicializa-se uma populacio quantica Q© contendo y indivi-
duos, tipicamente com amplitudes uniformes,

1
Oéi:@':E7

representando uma superposicao equiprovavel de todas as solucoes classicas.

Observacao (medic¢ao). Cada individuo quantico é observado, gerando uma po-
pulacdo classica T® c {0,1}™. O bit observado s; assume valor 1 com probabilidade
|8;]* e valor 0 com probabilidade |a;|?.

Avaliagao e selegao. As solucdes classicas observadas sao avaliadas pela funcao
de aptidao f. Individuos de maior aptidao sao utilizados como referéncia para guiar
a evolucao da populagao quéantica.

Atualizacao quantica. Os g-bits sao atualizados por meio do operador de rotacao,
ajustando as amplitudes (ay, 3;) de modo a aumentar a probabilidade de observar
bits consistentes com as melhores solucoes encontradas. Essa etapa substitui os
operadores classicos de crossover e mutagao.

Atualizacao da populacao. A populacdao quantica atualizada define a proxima
geracao QU+, O processo de observacio, avaliacao e atualizacio é repetido até que
um critério de parada seja satisfeito.
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3.4.5 QUBO

Um problema de Otimizagao Binaria Quadratica sem Restrigées (QUBO)
consiste em determinar um vetor binario

r = (x1,29,...,2,) € {0,1}"

que minimiza uma func¢ao objetivo quadratica f : {0,1}" — R da forma

n n
-
@) =12 Qz = ZZ(Q@%%‘),
i=1 j=1
onde ) € R™™ & uma matriz real (tipicamente simétrica), cujos elementos definem
os coeficientes lineares e quadraticos do problema.

Para separar visualmente os termos lineares e quadraticos, pode-se dividir o somatorio
em dois somatorios menores. A funcao objetivo pode ser entdo escrita como

f(z) = ZQM%‘ + Z Qijwix;,
i=1

1<ij<n
pois 1? = x;.

A QUBO é escrita desse jeito pois é o jeito mais facil de escrever uma equagao de grau 2
com todas as possibilidades de combinacoes entre as variaveis x; (par ou isolada). Note que
os termos constantes nao interessam e podem ser ignorados, pois o objetivo é minimizar
a funcao.

Para entender a QUBO mais intuitivamente, vamos considerar que o vetor binario x re-
presenta uma lista de lampadas que podemos ligar ou desligar. Nosso objetivo ¢ descobrir
a configuracao que minimiza o custo (fungao objetivo).

Assim, a matriz () é apenas uma lista de todos os custos associados a ligar quaisquer
pares de lampadas. Os termos na diagonal se referem aos custos de ligar uma s6 lampada
(termos lineares), enquanto os termos fora dela se referem aos custos de ligar pares de
lampadas (termos quadraticos). O termo quadrético é nulo quando qualquer uma das
lampadas do par correspondente estd apagada.

Esse exemplo também ilustra o motivo da matriz () ser simétrica em muitos problemas.
Isso ocorre quando a ordem dos pares nao influencia no custo, ou seja, em problemas
comutativos. Nesses casos, o custo de ij é igual ao custo de ji (Q;; = Qji)-

Apesar do nome, pode-se adicionar restricoes ao QUBO, desde que elas sejam incorporadas
como termos quadraticos ou lineares na funcao objetivo. Isso torna desfavoréveis todas
as solugoes que violam as restricoes.

Para adicionar uma restricao g(x) = 0, o seguinte termo deve ser somado a f(z):
P g(z)*,
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onde P € RT é um parametro que demonstra a importancia da restricio. Quanto maior
P, mais as solugbes que violam g(z) serdo punidas. Isso faz sentido porque, para zerar o
termo P-g(x)? com um P grande, é necesséario diminuir muito g(z), de forma a aproxima-lo
de 0 (que é o objetivo).

3.4.6 Modelo Ising

O Modelo de Ising foi originalmente introduzido na Mecanica Estatistica como um modelo
simplificado para descrever fenémenos de magnetismo, no qual particulas interagem por
meio de spins binarios.

Ele tornou-se ttil em otimizacao combinatoéria. Isso ocorre porque a energia do sistema
é uma funcao quadratica de variaveis binarias, permitindo que problemas QUBO sejam
mapeados para a minimizacao de um hamiltoniano de Ising.

Aqui, ele sera tutil posteriormente para fundamentar algoritmos quanticos de otimizagao
(Quantum Annealing e QAOA).

Um problema de otimizacao no Modelo de Ising consiste em determinar um vetor
de spins
Z = (217 Ry e ny Z’n) € {_17 +1}n

que minimiza uma funcao de energia denominada Hamiltoniano de Ising
H: {-1,+1}" >R

da forma L .
Ela) ==z dz=0"zs== Z Z iy — Z hiz;,
i=1 j=1 i=1

onde J € R™ " é uma matriz real (tipicamente simétrica), que codifica os acopla-
mentos entre os spins, e h € R” representa o campo magnético externo aplicado a
cada spin.

Proposicao 14 (Equivaléncia QUBO-Ising) Todo modelo QUBO ¢ equivalente a um
modelo de Ising e vice-versa.

Prova

A conversao entre os modelos é estabelecida através da transformacgao linear z; = 1 — 2z,
que mapeia variaveis binarias x; € {0,1} do modelo QUBO para variaveis de spin z; €
{=1,1} do modelo de Ising.

Substituindo a forma vetorial da transformacdo, z = I — 2z, na funcio Hamiltoniana
(ou de energia) do modelo de Ising com matriz de acoplamento J e campo magnético h,
desenvolvemos a equivaléncia da seguinte forma:
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H(z) = —(1—22)"J(1 - 2z) — h7(I — 22)

— 21T Jx — 22T JT 4 42" Jx) — hTT + 20" ¢
= —1TJT+ 417 Jx — 42" Jo — hT1T + 207

= 217 T + WD)z — 227 Ja

= 2T diag(2J1 4 h)z — 27 (2J)z

= o7 [diag(2J1 + h) — 2.J]x

=21 Qux

Na terceira linha, agrupa-se os termos mistos explorando a simetria da matriz J.

Na quarta linha, o simbolo de equivaléncia (=) indica o descarte dos termos constantes
isolados (—17J1 — h™1), pois adicionar uma constante a uma fungio objetivo nao altera
o ponto 6timo da otimizacao.

Na quinta linha, usa-se a propriedade z? = x; para reescrever o termo linear como uma
forma quadratica com matriz diagonal.

Portanto, a energia do modelo de Ising pode ser perfeitamente mapeada na forma de um
modelo QUBO 27 Qx, onde a matriz Q é definida por:

Q = diag(2J1 + h) — 2.J

O

3.5 Aula 5 - Otimizacao Quéantica

3.5.1 Evolucao temporal de um qubit fisico

Hamiltoniano de um sistema de dois niveis (qubit)

Considere um sistema quéantico de dois niveis energéticos (spin 1/2, 2 niveis ato-

micos, etc) cujo estado fundamental |1) possui energia —% e estado excitado |0)
possui energia % O hamiltoniano desse sistema é
hw
=0 hw
H=|?2 =—Z
5 k)5

Note que os autovalores da hamiltoniana do qubit sao

hw
EO = 5 El - _@
2 2

E que os autoestados sao a base computacional. Isso é esperado, pois sao essas as energias
que serao medidas de cada estado.

Recorde que, se o hamiltoniano é independente do tempo, a solucao do sistema é
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[ (1)) = e 3p(0)).

Além disso, diagonalizando o hamiltoniano,

Hn) = Ey[n),

podemos escrever

Z Cn sznt/h >

onde ¢,(0) sao constantes que dependem de qual é o estado inicial do qubit. Se o estado
inicial for

[¥(0)) = (|0> +11),

SI

entao

b(t)) = e 2 2 |1)).

50+

A fase global (termo exponencial em evidéncia) é fisicamente irrelevante, mas a fase
relativa determina a dinamica observavel. Portanto, pode-se escrever o estado como

|4 (1) E\/—‘ zwt)

Essa evolucao corresponde a uma rotacao em torno do eixo z na esfera de Bloch:

R.(0) = ™77,

entao as probabilidades do qubit nesse regime nao mudam com o tempo.

3.5.2 Evolucgao adiabatica

Se o hamiltoniano depende do tempo, H = H(t), a solucio ndo é simplesmente e~*7*/",
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Estado Fundamental

Seja H um Hamiltoniano atuando em um espaco de Hilbert H, com espectro de
autovalores

Ey<E <Ey<---.

O estado fundamental de H & qualquer autovetor |¢y) associado ao menor auto-
valor Ej, isto é,

H |tho) = Eo o) -

O valor Ej é chamado de energia fundamental do sistema.
Se o menor autovalor possui mais de um autovetor linearmente independente, dize-
mos que o estado fundamental é degenerado.

Evolugao Adiabatica

Em uma evolucao adiabatica, um sistema quantico que comeca no estado fun-
damental ndo degenerado de um hamiltoniano H(t) transicionaré para o estado
fundamental do hamiltoniano H (¢ + dt) ap6s um intervalo temporal pequeno dt.
Para isso acontecer, é preciso que o hamiltoniano mude suficientemente devagar, ou
seja, que satisfaca a seguinte igualdade:

maxop<t<r

WOR O [ 0)|
ming<;<7 | En(t) — Ek(t)|2 5 n 5

onde

e n (estado fundamental) e k sao diferentes niveis energéticos do qubit;
e H(t) é o hamiltoniano dependente do tempo;

e T é o tempo total de evolugao;

e |n(t)) e |k(t)) sdo autovetores instantaneos de H(t);

e F,(t) e Ex(t) sdo os respectivos autovalores instantaneos.

A condicao expressa que a taxa de variacdo do hamiltoniano deve ser pequena
comparada ao quadrado do gap espectral minimo entre os niveis n e k.

3.5.3 Computagao Quéantica Adiabatica (CQA)

A Computacdo Quantica Adiabatica traduz uma funcao de custo de um problema de
otimizacao para o formalismo hamiltoniano e utiliza a evolucao adiabatica para minimizar
essa funcao.

Neste modelo, resolvemos qualquer tipo de problema, porque é uma computacgao universal.
Muitos problemas computacionais podem ser formulados como a minimizacao de alguma
funcao de custo, descrita pelo hamiltoniano.
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No CQA, varia-se o hamiltoniano adiabaticamente de forma que o sistema nao transicione
para estados nao-fundamentais, embora o estado em que o proprio sistema se encontre
seja alterado com o passar do tempo. Como o sistema sempre vai ficar proximo ao estado
fundamental durante esse tempo, é vantajoso que a Hamiltoniana final do sistema seja
a Hamiltoniana do problema a ser resolvido (Hp), pois assim o autovalor medido (que
¢ o de menor energia) serd igual ao valor minimo da funcdo de custo. Assim, é possivel
codificar a solucao de um problema de otimizacao no estado final da evolugao temporal.

Na CQA, resolvemos um problema interpolando entre dois hamiltonianos H; e Hp. Note
que o hamiltoniano total desse sistema deve satisfazer H(0) = H; e, quando o algoritmo
acha a solu¢ao apos um tempo 7', tem-se H(T) = Hp. Uma maneira de alcancar isso é
definir H a partir de uma funcao de scheduling s:

H(t) = (1 — s(t))H; + s(t)Hp,

com

e 5(0)=0, s(T)=1;
e H; possui estado fundamental de facil preparacao;
e Hp codifica a solucao do problema em seu estado fundamental.

Como a solugao do problema foi codificada no autoestado de menor energia de Hp, o que
temos que fazer é garantir que ao final da evolucao o sistema esteja neste estado.

Uma maneira de alcancar esse objetivo ¢ impondo que a evolucao entre o estado ini-
cial e final seja adiabética. Assim, se partirmos do estado de menor energia no inicio,
garantiremos que ao final o sistema estara no estado de menor energia.

Usualmente, o hamiltoniano inicial é

Hp = _ZXi;

onde X; representa a porta X aplicada ao qubit i. Ja o estado inicial tipico é o estado
fundamental do H; acima, ou seja,

[(0)) = [+)*".

E possivel mudar o processo de transicio do hamiltoniano inicial pro final mudando a
funcao s(t). Tipicamente,

mas é muitas vezes vantajoso utilizar outras fun¢oes s. Por exemplo, para implementar
o algoritmo de Grover em CQA, é necessario definir uma s bem extensa para garantir a
complexidade O(v'N).
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3.5.4 Quantum Annealing

O quantum annealing (QA) é um processo de otimizac¢ao para encontrar o minimo global
de uma determinada func¢ao objetivo em um dado conjunto de estados (solugoes) candi-
datos, por meio de um processo que utiliza flutuacoes quanticas para atravessar barreiras
de potencial e sair de minimos locais. No modelo estudado aqui, que é o da empresa
D-Wave, o QA é um modelo computacional dedicado, ou seja, nao é universal.

Em geral, o QA é recomendado para aplicacoes em que o espaco de busca é discreto, como
em problemas de otimizagao combinatoria.

Este método é fortemente inspirado em um método classico de otimizagao chamado Si-
mulated Annealing. Neste caso, sdo utilizadas flutuacoes térmicas. Isso significa que a
probabilidade da solucao sair de um minimo local flutua.

No QA, a fungao objetivo estd codificada no hamiltoniano-problema Hp, cujo estado
fundamental contém a solucao para um problema de otimizacao e o sistema inicia em um
estado arbitrario. A transicao dos hamiltonianos ocorre por meio de um campo magnético
externo e transversal ao spin dos qubits.

O hamiltoniano é escrito como

H(t) = Hp + I'(t)Hp,

onde:

e Hp é o hamiltoniano problema;
e Hp é o hamiltoniano de campo transversal;

e I'(t) é o coeficiente de campo transversal, que decresce lentamente até zero.

Valores iniciais altos de I'(¢) permitem mais tunelamento quantico e, consequentemente,
mais escape de minimos locais. Isso significa que a escolha da funcao I' deve ser estratégica,
para garantir que o sistema explore varios minimos locais, mas também se estabilize num
bom minimo local. Esse tradeoff é interessante.

Note que o hamiltoniano do campo da QA é similar ao hamiltoniano inicial da CQA.
Por conta disso, esses dois modelos sao similares, mas é importante destacar que nao sao
iguais.

Apobs a evolucao do sistema por um tempo T, mede-se os qubits na base computacional,
retornando uma soluc¢ao na forma de uma bitstring, e escolhe-se a configuracao de menor
energia. Varias execucoes sao feitas, pois o algoritmo possui aleatoridade.

Na pratica, as flutuacoes quanticas sofrem interferéncia de flutuacoes térmicas, que podem
afetar os resultados. Um annealer ideal s6 funcionaria a uma temperatura de 0 K. Essa
temperatura é impossivel de ser obtida em laboratorio, por conta da Terceira Lei da
Termodinamica.

Para mitigar esses efeitos de decoeréncia, os qubits sao resfriados a aproximadamente 15
mK, que é uma temperatura baixissima. Por conta disso, a Criogenia é uma &area de
estudo importante para a Computagao Quantica.
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3.5.5 O Hamiltoniano Ising da DWave

Hamiltoniano de Ising (matricial)

Um Hamiltoninano de Ising matricial consiste em implementar o Hamiltoniano de
Ising numérico a partir dos autovalores de um operador. Esse Hamiltoniano é

Hp=> hZi+ Y Ji;ZiZ;
( 1,451 7]

onde J € R™ " é uma matriz real (tipicamente simétrica), que codifica os acopla-
mentos entre os spins, h € R” representa o campo magnético externo aplicado a
cada spin e Z; corresponde a porta Z sendo aplicada ao i-ésimo qubit.

Conforme ja provado na Proposicao [14] definindo a transformacao

_1+Z¢
= 5

ZT; 2 € {—1,1},

podemos mapear o problema QUBO no modelo de Ising na computagao cléssica.

Na formulacdo quéantica do problema, as variaveis classicas deixam de ser nimeros e
passam a ser representadas por operadores quanticos. A ideia é que os valores possiveis
da variavel binaria sejam obtidos como autovalores desses operadores quando medidos.

O operador Z possui autovalores {+1, —1}, que correspondem aos valores possiveis das
variaveis de spin do modelo de Ising z; € {—1,1}.

Queremos, porém, representar variaveis binarias do tipo x; € {0, 1}.

Para isso, construimos um operador cujo conjunto de autovalores seja {0,1}. Esse opera-
dor é definido por

onde I é o operador identidade.

De fato, aplicando esse operador nos estados da base computacional, obtemos
Zi0) =+10),  Z1)=—11).
Assim,

A 1-1
:10) = ——10) =00},

w1 =y = 1),
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Portanto, os autovalores do operador z; sao exatamente

{07 1}7

reproduzindo os valores possiveis da variavel binaria classica.

Dessa forma, ao substituir cada variavel x; pelo operador z;, a fungao custo classica pode
ser promovida a um hamiltoniano quantico. O estado fundamental desse hamiltoniano
corresponde entao a solucao 6tima do problema de otimizacao.

Assim, problemas de otimizacao combinatéria podem ser implementados em hardware de
QA. Nos annealers da D-Wave, o hamiltoniano final é do tipo Ising:

i 1,J38F£]

Este é o motivo dos annealers da DWave serem um modelo computacional nao-universal:
o seu hamiltoniano é restrito para a forma Ising.

Proposigao 15 (Autoestados do Hamiltoniano de Ising) Considere o Hamiltoniano
de Ising atuando em n qubits,

Hp =Y hZi+Y J;Z:7;,

i<j
onde h;, Ji;; € R e Z; é o operador de Pauli-Z atuando no qubit 1.
Entao os estados da base computacional
|x) = |21, 29, ..., 2y) z; € {0, 1},

sao autovetores de Hp. O autovalor correspondente é

i<j
onde

A—i—l se x; =0,

Z; =

-1 sex; =1.

Assim,
Hp|z) = E(x) |z) .

Prova
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Sabemos que os autovalores do operador de Pauli-Z sao

Z10)=+10),  Z]1)=-[1).

Portanto, para um estado da base computacional

|x) = |21, 29, ..., T0)
temos
Zi|z) = z|z),
onde z; € {—1,1} é definido por
'+1 se x; =0,
Zi =

—1 sex;=1.

Como os operadores Z; e Z; atuam em qubits distintos, segue que

Aplicando o Hamiltoniano ao estado |x), obtemos

Hplz) = (th +ZJ”ZZ> |z) .

1<)

Substituindo os autovalores dos operadores de Pauli,

Hplz) = (thl—l—zjljzlzj) |z) .

1<J
Definindo
Z hiz; + Z Jijzi%;,
1<j
segue que

Hp|z) = E(z) |z) .
Logo, os estados da base computacional sao autovetores de Hp, com autovalores dados

pela funcao de energia classica do modelo de Ising.

A proposicao acima prova que, ao fazer um sistema de qubits evoluir para o Hamiltoniano
de Ising, a medi¢ao desse sistema retorna o valor da fungdo de custo correspondente a
bitstring medida.
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3.5.6 Comparacgao

Computag{ Computag; Quantum
Quantica | Quantica | Annea-
Circuital | Adiaba- ling
tica
Tipo de evolucao temporal Discreta Continua, | Continua,
ou con- | ou con-
tinua na | tinua  na
maior maior
parte do | parte do
tempo tempo
Universalidade Modelo Modelo Modelo de-
universal universal dicado
Medida de complexidade computacional | Numero Depende Depende
de portas | do gap de | do gap de
logicas e | energia, energia,
profundi- mas em | mas em
dade  do | geral nao | geral nao
circuito sabemos sabemos
calcula-lo | calcula-lo
3.6 Aula 6 - Otimizacao Quéantica II
3.6.1 Algoritmo de Otimizag¢ao Aproximada Quantica (QAOA)
N - B
_ qen einHe | p-ifiH elrae iy epHe -t | A N
N B [ B - —
Layer 1 g Layer 2 Layer p
Figura 13: Circuito que implementa, a parte quantica do
QAOA. Fonte: https://quantum.cloud.ibm.com/docs/en/tutorials/

quantum-approximate-optimization-algorithm.

O Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) é um algoritmo variacional
projetado para resolver problemas de otimizacdo combinatéria. A ideia central é utilizar
um circuito quantico parametrizado para aproximar o estado que minimiza uma funcao
custo associada ao problema.

O QAOA consiste em:

1. Codificar o problema em um Hamiltoniano de custo H¢.
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2. Preparar um Hamiltoniano mixer H

3. Preparar um estado inicial uniforme.

4. Aplicar camadas parametrizadas de evolugao sob He e Hy,.
5. Medir o valor esperado da funcao custo.

6. Usar um otimizador classico para atualizar os parametros.]

7. Repetir até achar uma solucao suficientemente boa.

O resultado final é um estado quantico cuja medicao produz com alta probabilidade uma
boa solucao para o problema de otimizacao.

3.6.2 Enunciado

Considere um problema de otimizacao combinatéria onde desejamos minimizar uma fun-
¢ao custo

C(x1, 22, ..., Tp),

onde cada variavel z; € {0, 1}.
O objetivo é encontrar a bitstring z que minimiza o valor da funcao custo.

Esses problemas podem ser frequentemente escritos na forma de um Hamiltoniano de
custo He - como o Ising - tal que o valor da fungao custo corresponde ao valor esperado
desse Hamiltoniano em um estado computacional.

Assim,

Helz) = C(x) |x) .

Logo, o problema de otimizagao se torna equivalente a encontrar o estado fundamental
do Hamiltoniano de custo.

3.6.3 Ideia do QAOA

Recorde a Proposicao Segundo ela, qualquer Hamiltoniano pode ser decomposto em
uma soma de produtos tensoriais das matrizes:

k k

onde

e ¢, € R é o k-ésimo coeficiente;
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e P, ¢ uma Pauli String, ou seja, um produto tensorial das matrizes do conjunto
{I,X,Y,Z}.

Isso permite a criacao de circuitos quanticos que implementam o hamiltoniano. Como
fazer isso?

Para isso, implementamos o operador de evolucao temporal

Uf) = e 1, (20)

A forma de construir o circuito quantico depende de uma propriedade fundamental dos
termos do Hamiltoniano: se eles comutam ou nao entre si.

Caso 1: termos que comutam

Se todos os termos do Hamiltoniano comutam entre si,

[Hy, Hj] =0 para todo k, 7,

entao vale a propriedade da exponencial matricial

Logo,

e—iGH — e—iezk Hk — He—ier. (21)
k

Nesse caso, a evolucao total pode ser implementada aplicando sequencialmente circuitos
que realizam cada operador

o—i0H

Como cada Hj ¢ uma Pauli string, esses operadores correspondem a rotagoes controladas

na base de Pauli, que podem ser implementadas com portas elementares (rotagoes e
CNOTs).

Caso 2: termos que nao comutam

Se os termos do Hamiltoniano nao comutam,

[Hy, Hj] # 0,

entao, em geral,

€A+B 7& 6A B.

79



3 BLOCO 02 - ALGORITMOS E OTIMIZAGAO

Nesse caso, a evolucao temporal nao pode ser decomposta exatamente como um produto
de exponenciais simples. Uma estratégia comum é usar a aproximacao de Trotter, que
aproxima a evolu¢ao como

r

e*i@H — e—iazk Hy, ~ HefiHHk/r (22)
k

onde r é o nimero de passos de Trotter.

Quanto maior for r, melhor seré a aproximacao da evolugao ideal. Assim, mesmo quando
os termos do Hamiltoniano nao comutam, é possivel construir circuitos quanticos que
aproximam a evolucao temporal do sistema.

Com isso, a ideia do QAOA é usar dois operadores unitarios com um hamiltoniano cada.
Precisamos de um operador que muda as fases dos autoestados x; com base nos valo-
res C'(z;). Além disso, precisamos de um operador que "mistura"as probabilidades dos
autoestados, de forma a explorar mais o espago de solugoes.

O QAOA constroi um estado quantico parametrizado com duas variaveis aplicando alter-
nadamente esses dois tipos de evolucao unitaria p vezes:

Uc(y) = e~He

UM(B) = eiiﬁHM .

Aqui:

Hs é o Hamiltoniano de custo, que codifica o problema;

H,; ¢ o Hamiltoniano misturador;

~ e 3 sao pardmetros que podem ser variados pelo otimizador classico apés o circuito
quantico;

e p é o numero de camadas contendo o operador Uy, Uc.

O Hamiltoniano misturador mais comum é

Hy = Zn:Xz‘,
i=1

onde X; é o operador de Pauli-X atuando no qubit <.

Esse Hamiltoniano promove transicoes entre estados da base computacional, permitindo
que o algoritmo explore diferentes configuracoes.

O operador unitario referente a H,, é
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Un(B) = e 0 = [ (Rw(26))s-

k

Dessa forma, ¢ aplicada a porta Rx(2/3) em cada qubit.

3.6.4 Circuito e evolucgao
O algoritmo comeca preparando o estado uniforme

1
1/271

o) = > |2y =HE0)"

z€{0,1}m

Esse estado representa uma superposicao de todas as solugoes possiveis do problema.

O estado final do QAOA com profundidade p é

107, 8)) = Un(Bp)Uc(p) - - - Unt(B1)Uc (1) |5) -

Os parametros sao

7:(717"'7717)7 /6:(61""7617)'

Cada par (Y, Bx) constitui uma camada do circuito.

Note que o estado final ¢ totalmente dependente dessas duas variaveis vetoriais. O pulo do
gato é este: podemos otimizar classicamente e encontrar (7, 3) que entregam um estado
1 onde a probabilidade de medicao de boas bitstrings é alta!

Apos preparar o estado [¢), calculamos o valor esperado do Hamiltoniano de custo:

Fy) = (W[ He ).

Esse valor pode ser estimado através de medigoes no computador quantico.

O objetivo do algoritmo de otimizacao classica é resolver

min F(¢(y, 5)).

7,8

Esse esquema permite explorar o espaco de solugoes usando um circuito quantico enquanto
a busca de parametros é feita por um algoritmo classico.

3.6.5 Relacao com CQA

O QAOA pode ser interpretado como uma versao discretizada da CQA.
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Na computacao adiabatica, o sistema evolui lentamente de um Hamiltoniano simples para
o Hamiltoniano do problema H¢.

No QAOA, essa evolucao é aproximada por uma sequéncia alternada de operadores:

efl’YHc e eflﬁHM )

A medida que o nimero de camadas p aumenta, o algoritmo pode aproximar cada vez
melhor a evolugao adiabéatica ideal.

3.7 Aula 7 - Otimizacao Quantica III

3.7.1 Principio Variacional

Seja H um hamiltoniano que atua em um espaco de Hilbert e seja Ey o menor
autovalor de H, associado ao estado fundamental |¢).
Entao, para qualquer estado normalizado [¢)) nao-degenerado, vale

By < (Y|H|).

Em outras palavras, o valor esperado da energia calculado em qualquer estado de
teste fornece um limite superior para a energia do estado fundamental. A igualdade
ocorre se, e somente se, [¢) coincide com o estado fundamental [¢)y) (até uma fase
global).

Prova

Seja {|vn) 152, uma base ortonormal de autovetores do hamiltoniano H, tal que

com os autovalores ordenados como

Eoy<E <Ey<...

Considere um estado arbitrario normalizado |¢). Como os autovetores formam uma base
completa, podemos escrever

) = Z Cnl|¥n),

n

onde ¢, € C e, pela normalizacao,
D e =1.
n
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O valor esperado da energia nesse estado ¢

(| Hp) = (Z c;<wm|> H (Z cn|wn>> :

m n

Usando a relacao de autovalor H|y,) = E,|1{,), obtemos

(W H[Y) = ) crenEn(Umlibn).

m,n

Como os autovetores sao ortonormais, (¢,,|1¥,) = dmun, entdo sé6 sobram os termos onde
m=n:

(Wl = 3 e
Como Ej é o menor autovalor, temos F,, > FE, para todo n. Logo,
([ H|p) = Z [eal*En > Z [en|* Eo.
Fatorando Ej,
W) > B Y el
Pela normaliza¢io do estado, > |c,|* = 1, portanto

Ey < (Y[H[¢).
Isso prova que o valor esperado da energia em qualquer estado normalizado fornece um
limite superior para a energia do estado fundamental.

A igualdade ocorre somente quando ¢, = 0 para todo n # 0, isto é, quando |¢)) coincide
com o estado fundamental |1)y) (até uma fase global).

O
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3.7.2 VQE

[0) —

Uso(610) _mi
— —
= D —I—

AN

[0) —

TLLE

anng

p,
A

Figura 14: Exemplo de circuito que implementa a parte quantica do VQE. Fonte: N.
Innan, M. A. Z. Khan and M. Bennai, arXiv:2305.07902 (2023).

O Variational Quantum Eigensolver (VQE) é um algoritmo hibrido quantico—cléssico pro-
jetado para aproximar o autovalor minimo (energia fundamental) de um Hamiltoniano.
O método ¢é particularmente adequado para dispositivos quanticos atuais, pois utiliza cir-
cuitos relativamente curtos e transfere parte significativa do esforco computacional para
um otimizador cléssico.

O VQE foi inicialmente proposto para problemas de Quimica Quantica, como a estimativa
de energias de moléculas.

3.7.3 Ideia do VQE

O VQE baseia-se no principio variacional da mecanica quantica:

Ey < (Y| H[Y),

onde H é o Hamiltoniano do sistema e Fy é sua energia fundamental.

Portanto, se conseguirmos preparar estados quanticos parametrizados [¢)(0)) e minimizar
o valor esperado

E(6) = (v (0)|H[:(0)),

entao o menor valor obtido fornece uma aproximacao para a energia fundamental do
sistema.

O VQE utiliza um ciclo hibrido composto por trés etapas principais.
1. Preparacgao do estado parametrizado

Escolhe-se um circuito quantico parametrizado (ansatz)
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¥(0)) = U(6)]0)*",
onde U(0) é um circuito dependente de parametros classicos @ = (64, ...,0.,).
Esse circuito define a familia de estados que o algoritmo pode explorar.
2. Medigao do valor esperado do Hamiltoniano

O Hamiltoniano do problema é decomposto como soma de operadores de Pauli

H=7) P,

onde P; sao Pauli Strings e ¢; sao coeficientes reais.

Assim,

E(6) = (4(0)|H[(8)) = Y ci (¢(6)| P [(8)) = Y ciPe.

Cada termo (P;) é estimado experimentalmente através da de média aritmética das me-
digdes no circuito quantico.

3. Otimizagao classica
Um algoritmo classico, como o COBYLA, ajusta os parametros 6 para minimizar E(8).

Apbs atualizar os parametros, o circuito quantico é executado novamente até a média
da energia (estimacao do valor esperado) ser pequena o suficiente, formando um ciclo
iterativo. Pelo principio variacional, quanto menor esse valor esperado for, mais proximo
da energia fundamental sera.

3.7.4 Circuito e Evolugao

O circuito do VQE consiste em um ansatz parametrizado, ou seja, uma evolugao unitaria
da forma

(8)) = UL(0r) - - - Ua(02) U1 (61)]0) %",

onde cada operador Uy (6y) representa uma porta quantica dependente de um parametro
cléassico.

Na pratica, essas portas costumam ser rotacoes em torno dos eixos X, Y ou Z, como

RX (9), RY(9)7 RZ(9)>

combinadas com portas de dois qubits que geram entrelacamento, como a CNOT.

O VQE pode ser interpretado como uma busca variacional dentro de uma familia de
estados gerada pelo ansatz. O algoritmo tenta encontrar parametros que aproximem o
estado fundamental do Hamiltoniano.
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Se o ansatz for suficientemente expressivo, existe um conjunto de parametros para o qual

[4(6)) = o),

onde |tg) é o estado fundamental.

3.7.5 Exemplos Ansatz

No algoritmo VQE, a escolha do ansatz é crucial, pois determina o espaco de estados
explorado durante a otimizagao.

Alguns ansatz comuns sao:

Hardware-Efficient Ansatz (HEA)

Consiste em camadas alternadas de portas de rotagoes e CNOT:

[4(8)) = U(6)0)"",

onde

L
U(8) = [JUS U (6.
=1

E amplamente utilizado por ser facil de implementar em dispositivos reais, embora nem
sempre incorpore a estrutura fisica do problema.

Dicke State Ansatz

Esse ansatz utiliza os chamados estados de Dicke, que sao estados quanticos simétricos
com um numero fixo de excitacoes. Para n qubits e k excitacoes, o estado de Dicke é
definido como

1
DIy =—= > [tFo" ),

n ~
(k) permutagoes

ou seja, uma superposicao uniforme de todos os estados computacionais com exatamente
k qubits no estado |1).

Com isso, o estado final é

[4(8)) = U(6)| D).

Esse tipo de ansatz ¢ ttil quando o problema possui simetrias ou restricoes que preservam
o nimero de excitacoes.

QAOA
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O QAOA também pode ser interpretado como um ansatz variacional. Nesse caso, o
estado é preparado por uma sequéncia alternada de evolucoes unitarias geradas por dois
Hamiltonianos:

P

1W(vy,B)) = He—iﬁlHMe—i'ych|+>®n7

=1

onde Hs é o Hamiltoniano de custo do problema, Hj; é um Hamiltoniano misturador e
(v, B1) sdo parametros variacionais.

3.7.6 FALQON

(a0 | 51z @ [ Sert ©) )

I Prepare qubits in state | y;) = U (BIU, UBDU, | yo)

H : (7§ IT Measure qubits to estimate A, = {y; | i[H,, H,1ly)
Step 1 3 Udh) h=-A4 \III Set f.q = — Ay )
“— Layer 1 —»: ! Estimate A,
I 1I III (f N
1, Hu 10, Hu A gl C
Step 2 : P 5 ..t(ﬂz) b= —A, Lol (), ( )
*—layer1—>—layer2 > i Estmated, ;. || | e O L.
1 11 I 2 o
: : i (),
oo SR
1 : = 2 - 1 2 3 £
%— Layer 1 —»4—Layer 2 —»! i< Layer/ —>»: - m) k
¢ | 5 — L p

Figura 15: Diagrama mostrando a implementacao do FALQON. Fonte: A. B. Magann,
et al. Phys. Rev. Lett. 129, 250502 (2022).

O Feedback-based Algorithm for Quantum Optimization (FALQON) é um algoritmo vari-
acional inspirado na estrutura do QAOA, mas que elimina a necessidade de um otimizador
classico externo. Em vez disso, os parametros do circuito sao determinados iterativamente
por uma regra de feedback baseada em medicoes feitas no proprio circuito quantico.

3.7.7 Ideia do FALQON

Seja uma Hamiltoniana

H(t) = Hp + B(t)Hy,

onde Hp é a hamiltoniana de custo do problema e Hp é chamada Hamiltoniana driver,
cuja contribuigdo é modulada pela variavel 5(t). O objetivo é encontrar 3(t) que minimiza,
a energia de um sistema com estado [¢(t)) apos um tempo 7T

Para isso, definimos a func¢ao

J(t) = (L (B)] Hp [(1))
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que representa o valor esperado do Hamiltoniano de custo H, no estado do sistema no
instante t. Como o objetivo do problema de otimizagao é minimizar a energia associada
a H,, minimizar J(t) equivale a aproximar o estado fundamental desse Hamiltoniano.

Proposigao 16 (Caso constante do Teorema de Ehrenfest) Seja [1(t)) um estado
qudntico que evolui sequndo a equacao de Schrodinger

d
i () = H@) (D)),

e seja O um operador que nao depende explicitamente do tempo. Entao a derivada tem-
poral do valor esperado de O € dada por

onde [H(t),0] = H(t)O — OH(t) é o comutador entre H(t) e O.

Para estudar como J(t) evolui no tempo, calculamos sua derivada temporal usando a
Proposicao |16f

d

— () = (WOIH (), Hylj(t)).

Substituindo a expressao de H(t) no comutador, temos

[H(t), Hp] = [Hp + ﬁ(t)Hda Hp]'
Usando a linearidade do comutador, segue que
[Hy, + B(t)Ha, Hy] = [Hy, Hy| + B(t)[Ha, Hp).
Como qualquer operador comuta consigo mesmo, [H,, H,] = 0. Portanto,
[H(t), Hp} = ﬁ(ﬂ[Hd, Hp]'
Substituindo isso na expressao da derivada, obtemos

d

= (8) = (il Ha, HyJ [ (1)) B(1).

Definindo o termo

tem-se
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d

- (1) = A()B().

Escolhendo uma lei para § que depende de um parametron € Rt (denotando a intensidade
de atualizagao de J(t)),

B(t) = —nA(t)

também tem-se

@ity = —n(amy? <o,

Portanto, garantimos que J(t) decresce monotonicamente ao longo do tempo.

O procedimento completo do FALQON pode ser resumido da seguinte forma:

1. Inicializar o sistema no estado |¢g) = |+)®™.
2. Aplicar a evolucio e *AtHe,

3. Medir o valor esperado (i[Hc, Hyl);

4. Calcular o parametro § usando a regra de feedback;
5. Aplicar a evolucao e ",

6. Repetir o processo para construir novas camadas do circuito;

7. Parar quando o valor esperado A estiver pequeno o suficiente.

3.7.8 Circuito e evolucgao

Na pratica, a evolucao continua descrita pela equacao de Schrédinger é aproximada por
um circuito quantico variacional composto por p camadas, de forma analoga ao QAOA.
No entanto, enquanto no QAOA os angulos sao otimizados globalmente, no FALQON eles
sao determinados camada por camada.

A evolucao do estado quantico ocorre por uma sequéncia de operadores unitarios da forma

p
W}p> _ HeflﬁkHdeflAtHP’w(»’

k=1

onde |¢hg) é um estado inicial simples (geralmente |+)®™), At é um pequeno passo de
evolucao associado ao Hamiltoniano de custo e 5, ¢ um parametro que depende de (.

Seja o estado na camada k£ dado por:

|¢k}> — e—iAtﬂkHde—iAth |¢k;_1>,
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onde At é um passo de tempo pequeno e fixo.

Apos preparar o estado [1y), mede-se o valor esperado experimentalmente

Ay = (Yl i[He, Hu [r)-

O proximo parametro 5 do circuito é, entao, definido pela regra iterativa

5k+1 = _nAkv

Assim, o algoritmo produz uma sequéncia de estados com energia cada vez menor, apro-
ximando progressivamente o estado fundamental do Hamiltoniano de custo.

A principal vantagem do FALQON é eliminar a etapa de otimizacao classica, que frequen-
temente constitui o principal gargalo em algoritmos variacionais. Como os parametros sao
determinados diretamente a partir das medicoes quanticas, o algoritmo pode apresentar
maior estabilidade e escalabilidade em comparacao com métodos variacionais tradicionais.

Por outro lado, o desempenho do FALQON depende da escolha do passo At, do parametro
de feedback 7 e da estrutura dos Hamiltonianos envolvidos.

3.7.9 O parametro At

No algoritmo FALQON, o parametro At controla o passo efetivo da evolucao gerada pelo
Hamiltoniano de custo. Em outras palavras, ele determina o quanto o estado quantico
evolui em cada iteracao do circuito.

Existe um limite superior para esse parametro que garante a estabilidade do algoritmo:

At <
A\ Hp | [| Hall?

onde ||H,|| e ||Hq4|| denotam as normas dos Hamiltonianos numéricos de custo e driver,
respectivamente.

Essa condicao estabelece uma escala maxima para o passo temporal do algoritmo. Intui-
tivamente, se At for escolhido muito grande, a evolugao aplicada pelo circuito pode ser
excessiva, fazendo com que o sistema ultrapasse a regiao onde a aproximagao utilizada na
deducao do método é valida.

Quando essa condicao nao ¢é respeitada, o comportamento do algoritmo pode se tornar
instavel. Em vez de convergir gradualmente para estados com menor energia, o valor da
fungao objetivo J(t) pode passar a oscilar ao longo das iteracoes. Como consequéncia, o
algoritmo perde sua propriedade de convergéncia monotonica e pode deixar de aproximar
corretamente o estado fundamental do Hamiltoniano de custo.

3.7.10 Qubit-Wise Commuting (QWCQC)

No algoritmos VQE e FALQON, é necessario medir os valores esperados de Pauli Strings
(P;). Entretanto, como diferentes operadores de Pauli podem requerer diferentes bases
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de medicao, medir cada termo separadamente pode demandar um grande nimero de
execucoes do circuito quantico.

Uma técnica importante para reduzir esse custo experimental é o Qubit-Wise Commuting

(QWQ).

Qubit-Wise Commuting (QWC)

Dizemos que dois operadores de Pauli P; e P; sao qubit-wise commuting se, para
cada qubit k, os operadores locais correspondentes comutam. Em outras palavras,
escrevendo

n n
L YO )
k=1 k=1
com a,(f), a,gj) e {I,X,Y, Z}, dizemos que P, e P; sao QWC se

[a,gi),a,(f)] =0 Vk.

\. J

Quando dois operadores satisfazem essa propriedade, eles podem ser medidos simultane-
amente na mesma base local. Assim, é possivel agrupar varios termos do Hamiltoniano
em um mesmo conjunto de medicoes.

Por exemplo, considere os operadores

Ph=717Z=2®Z, P=71,=2®I1.

Esses operadores sao QWC, pois em cada qubit os operadores locais comutam. Portanto,
ambos podem ser medidos utilizando a mesma base Z.

Por outro lado,

P122122:Z®Z, P3:X122:X®Z

nao sao QWC, pois Z e X nao comutam no primeiro qubit. Nesse caso, medi¢oes separadas
Sa0 necessarias.

Na pratica, algoritmos de agrupamento sao utilizados para particionar os termos do Hamil-
toniano em conjuntos QWC. Cada conjunto pode ser medido com a mesma configuragao
de base, reduzindo significativamente o niimero total de execugoes do circuito necessarias
para estimar a energia do problema de otimizacao.

3.8 Aula 8 - Pratica de Otimizacao Quantica

3.8.1 Link do notebook do Google Colab

https://colab.research.google.com/drive/1TfWNUmVIPmLRAxW1yiNwMZL-taK2H6Wx Y
usp=sharing
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4 Bloco 03 — Machine Learning Classico e Quantico

4.1 Aula 1 - Introdugao & Aprendizagem de Maquina Classica

4.1.1 Aprendizagem de Maquina

Inteligéncia Artificial (TA) é o ramo da Ciéncia da Computagao que estuda técnicas com-
putacionais que imitam a inteligéncia humana para resolver problemas.

Em especial, estudaremos a IA conexionista, que consiste em usar a capacidade de proces-
samento de um computador para simular estruturas basicas, cuja acao conjunta resulta
em um comportamento inteligente.

Aprendizado de Maquina

Diz-se que um programa de computador aprende a partir de uma experiéncia F
com respeito a uma classe de tarefas T' e uma medida de desempenho P, se o seu
desempenho em tarefas de 7', medido por P, melhora com a experiéncia E. (Tom
Mitchell, 1997)

| r

Regressao

Regressao ¢ o problema de aprendizado supervisionado no qual o objetivo é apren-
der uma funcao f : X — R que mapeia entradas em valores reais continuos, a partir
de um conjunto de dados rotulados (z;,;), onde y; € R.

| '

Classificagao Supervisionada

Classificagcao supervisionada é o problema de aprendizado supervisionado no
qual o objetivo é aprender uma funcao f : X — ) que associa cada entrada a uma
classe discreta, a partir de um conjunto de dados rotulados (z;,y;), onde y; € YV e
Y é um conjunto finito de rotulos.

Classificagao Nao-Supervisionada

| '

Classificacao nao-supervisionada (ou agrupamento) é o problema de apren-
dizado no qual, dado um conjunto de dados nao rotulados {x;}, busca-se identificar
estruturas, padroes ou agrupamentos intrinsecos nos dados, particionando-os em
subconjuntos de acordo com alguma nocao de similaridade.
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4.1.2 k-Nearest Neighbors

k-Nearest Neighbors (KINN)

Seja D = {(z;,y;)}7-, um conjunto de dados rotulados, com z; € X e y; € Y, e seja
d: X x X — R uma funcao de distancia.

Dado um novo ponto z € X, o método dos k vizinhos mais préximos consiste
em:

e Determinar o conjunto Ni(z) C D formado pelos k pontos de D mais proximos
de z, segundo a métrica d;

e No caso de classificacao, predizer o rotulo por maioria:

g = arg max Z 1(y; = v);
(zi,i) ENg(x)

e No caso de regressao, predizer o valor médio:

?:% Z e

(@4,y:) €Nk ()

Métricas de Distancia

Tipo Equacao
Distancia de Manhattan dz,y) = >0 |z — uil
Distancia de Minkowski | d(z,y) = (320, |z — w:f?) """
Distancia Euclidiana (p = 2) | d(z,y) = (X0, |z — yi2)"”
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4.1.3 Arvore de Decisao

Arvore de Decisao

Uma arvore de decisao ¢ um modelo de aprendizado supervisionado que repre-
senta uma funcao f : X — ) por meio de uma estrutura de arvore direcionada,
onde:

e Cada no interno estd associado a um teste sobre uma caracteristica da en-
trada x € X (por exemplo, z; < t);

e Cada aresta corresponde ao resultado possivel desse teste;

e Cada folha esta associada a uma predi¢do § € Y (no caso de classificagao)
ou y € R (no caso de regressao).

A predicao para uma entrada x é obtida percorrendo a arvore desde a raiz até uma
folha, seguindo os testes definidos nos noés internos.
A 4rvore particiona o espago de entrada X em regides disjuntas {R,,}_,, tais que

C=x

X = R, RiNR;=0paraij,

m=1

e define uma funcao por partes
f(x) =cm sex € Ry,

onde ¢,,, ¢ uma constante associada a regiao R,,.

. 7

A construgao de uma arvore de decisao é realizada de forma recursiva, particionando o
espaco de entrada X’ com base em critérios que maximizam a “pureza” dos subconjuntos
gerados.

Seja D o conjunto de dados em um né. Para cada possivel divisdo (split) s, particiona-se
D em dois subconjuntos:
Desq(3> e Ddir(s)‘

Define-se uma medida de impureza I(D), que quantifica o quao heterogéneo é o con-
junto de dados no né. O objetivo ¢ escolher o split s* que minimiza a impureza ponderada
dos subconjuntos:

| Daix (5)]

[(Desgl(s)) + Wf(%(s))} .

s* = arg min
S

Equivalentemente, pode-se maximizar o ganho de informacao:

AI(s) = (D) - [%mm(s)) " %I(%@»} .

O processo é repetido recursivamente em cada nd até que um critério de parada seja
satisfeito.
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Exemplos de medidas de impureza

Para problemas de classificagao, sao comuns:

e Impureza de Gini:

I(D)=1-) p};

e Entropia:
I(D) == prlogpi;
k

onde pi é a proporcao de elementos da classe k£ no conjunto D.

Para regressao, utiliza-se tipicamente a variancia:

10)= 7 3 -0t

(wi,yi)€D

4.1.4 Random Forest

Random Forest

Uma Random Forest é um modelo de aprendizado supervisionado do tipo ensem-
ble (unido de modelos), que consiste em um conjunto finito de arvores de decisdo
independentes {f,}# |, construidas a partir de amostras aleatorias do conjunto de
dados e de subconjuntos aleatorios de caracteristicas.

Seja D = {(x;, y;)}7-; um conjunto de treinamento. Para cadab=1,..., B:

e Constroi-se um conjunto D, por amostragem com reposicao de D;

e Treina-se uma arvore de decisao f;, sobre Dy, onde, a cada divisao, considera-se
apenas um subconjunto aleatoério das variaveis de entrada.

A predicao final é obtida pela agregacao das predicoes individuais:

e Classificagao:

e Regressao:
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4.1.5 Regressao Linear

Regressao Linear

A regressao linear é um modelo de aprendizado supervisionado que busca apro-
ximar uma funcido f : X € R? — R por uma combinacdo linear das variaveis de
entrada.

No caso geral (regressao linear miultipla), o modelo é dado por:

d
f(x) :b—l—ijxj =b+w'z,

J=1

onde x = (11,...,74) € RY, w = (wy,...,wy) sdo os pesos do modelo e b é o termo
de bias.

Dado um conjunto de dados D = {(x;,v;)}?,, os parametros sao estimados tipica-
mente pela minimizacao do erro quadratico médio:

min 1 Z (yi — (b+ WTxi))Q .

bw N
i=1
Caso simples: quando d = 1, obtém-se a regressao linear simples:
f(z) = b+ wx,

que corresponde ao ajuste de uma reta aos dados no plano.

4.1.6 Otimizagao no Aprendizado de Maquina

Funcgao de Perda (Loss)

Seja (z,y) € X x Y um par entrada-saida, e seja fy : X — ) um modelo parame-
trizado por 6. Uma funcao de perda é uma aplicacao

0:YxY—RT
tal que ¢(fy(z),y) mede o custo associado a prever fp(z) quando o valor verdadeiro

éy.
Exemplos comuns incluem:

e Erro quadratico: £(7,y) = (§ — y)*

e Entropia cruzada (classificacao): £(9,y) = — >, yilog 9;
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Risco e Risco Empirico

Seja (X,Y) uma variavel aleatoria com distribuicao desconhecida P. O risco (ou
risco esperado) de um modelo fy é definido como:

7-\7,(9) = E(X,Y)NIP’ [f(fe(X)a Y)]

Como a distribuicao P é desconhecida, utilizamos um conjunto de dados amostrados
{(z,y:)}~, para definir o risco empirico:

. 1 —
Rn 0) = — l i)y Yi
O =5 D tlte) )
O objetivo do aprendizado de maquina é encontrar:
0" = arg mein R (0)
esperando que R, (6) seja uma boa aproximacio de R(6).

Gradiente Descendente

O gradiente descendente ¢ um método iterativo de otimizagdo para minimizar
uma funcdo diferenciavel J : R — R.

Dado um ponto inicial #© € R% o método gera uma sequéncia {H(t)}tzo definida
por:

i+ — p®) _ nVJ(G(t)),

onde n > 0 ¢ a taxa de aprendizado e VJ(0") ¢ o gradiente de .J no ponto 6.
Sob condigbes adequadas (como suavidade de J e escolha apropriada de 7), a se-
quéncia, {9“)} converge para um ponto critico de J, isto é, um ponto 6* tal que

VJ(6") = 0.

Early Stopping

Early stopping é uma técnica de regularizacao utilizada durante o treinamento
de modelos de aprendizado de méAquina, que consiste em interromper o processo
de otimizacao antes da convergéncia completa, com base no desempenho em um
conjunto de validagao. O conjunto de validacao é um subconjunto dos dados, que
é disjunto aos dados de treino e de teste.

Sejam {0} os parametros ao longo das iteracdes e Jyu(0%) a funcido de custo
avaliada no conjunto de validagao. O treinamento é interrompido no instante

t* = arg mtin Joar (09),

ou quando Jy deixa de diminuir por um numero pré-definido de iteracoes.




4 BLOCO 03 - MACHINE LEARNING CLASSICO E QUANTICO

Regularizacao L, e L,

A regularizagao consiste em modificar a funcao de custo original adicionando um
termo de penalizacao sobre os parametros do modelo, com o objetivo de controlar
sua complexidade.

Dada uma fungao de custo J(b, w), define-se:

e Regularizacao L, (Ridge):

d
Ia(b,w) = J(b,w) + A[wl[5 = J(b,w) + A ) w?;

j=1

e Regularizacao L, (Lasso):

d
Ta(b,w) = J(b,w) + A|wlly = J(0,w) + A [wj].

J=1

Aqui, A > 0 é o parametro de regularizacao que controla o grau de penalizagao.
A regularizacao Lo tende a produzir solucoes com pesos pequenos e distribuidos,
enquanto a regularizacao L, ¢ ainda mais forte, levando alguns coeficientes a serem

nulos.
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4.1.7 Regressao Logistica

Regressao Logistica

A regressao logistica ¢ um modelo de aprendizado supervisionado para classifica-
¢ao binaria, que modela a probabilidade condicional de uma classe y € {0,1} dado
x € R? por meio da funcdo logistica.

O modelo ¢ definido por:

Ply=1|z)=0o(b+w'2),

onde w € R? sdo os pesos, b € R é o bias e 0 : R — (0,1) é a funcio sigmoide:

A predicao é obtida por:

|1, sePy=1]z)>1,
Y= L.
0, caso contrario.

Dado um conjunto de dados D = {(x;,y;)}", os parametros (b, w) sdo estimados
pela maximizacao da verossimilhanca, o que é equivalente & minimizacao da perda
logistica (ou entropia cruzada):

n

min ! [yiloga(b+w'z;) + (1 —y;)log (1 —o(b+w'z;))].
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4.1.8 Support Vector Machine

Support Vector Machine (SVM)

Uma Support Vector Machine (SVM) é um modelo de aprendizado supervisio-
nado para classificacao (e regressdo) que busca encontrar um hiperplano que separa
os dados com a maior margem possivel.

No caso linear e separdvel, dado D = {(x,y;)},, com z; € R4 e y; € {—1,+1}, 0
problema é:

1
migl §||W||2 sujeito a  y; (W' x; +b) > 1, Vi.

Para dados nao separaveis, introduzem-se variaveis de folga & > 0 e resolve-se:

n
min 1HWH% + CZ& sujeito a  yi(w' x; +b) > 1—§&, Vi,
w,be 2 —
onde C' > 0 controla o compromisso entre maximizar a margem e minimizar os
erros.
A predicao é dada por:
i = sign(w 'z +b).

Em sua forma dual, o modelo depende apenas de produtos internos entre dados,
permitindo o uso de kernels K (x;, x;) para obter fronteiras de decisao nao lineares.

Seja K : X x X — R uma funcao continua, simétrica, definida em um conjunto
compacto X C R?. Entdo, K é um kernel positivo definido se, e somente se,
para toda fungao g € L*(X), vale:

/X/Xg(x) K(z,y) g(y) dzdy > 0.

Equivalentemente, existe uma base ortonormal {¢;}2°, de L?(X) e uma sequéncia
de autovalores ndo negativos {\;}72, tal que:

K(z,y) =Y \ioi(x) d(y), com A, > 0.
k=1

Em particular, isso implica que existe uma aplicacao ¢ : X — H para um espaco
de Hilbert H tal que:
K(z,y) = (8(x), ¢(y)),

justificando o uso de kernels na construcao de modelos como as Support Vector
Machines.

Na formulacao dual da SVM, a solucao 6tima pode ser escrita como uma combinacao
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linear dos dados de treinamento:
fl@) =" aw; (wi,x) +b,
i=1

onde «; > 0 sao coeficientes obtidos pela otimizagao. Note que os dados aparecem apenas
por meio de produtos internos (z;, ).

A ideia central do caso nao-linear é substituir o produto interno por uma funcao kernel

K(xh xj) = <¢($l)’ ¢<x])>’

onde ¢ : RY — H ¢ uma aplicagao (possivelmente de alta ou infinita dimensao) para um
espaco de caracteristicas H.

Assim, a funcao de decisao torna-se:
flz) = Z oy K(xi,x) + b,
i=1

sem que seja necessario computar explicitamente ¢(x) — técnica conhecida como kernel
trick.

Geometricamente, isso equivale a mapear os dados para um espaco onde eles se tornam
linearmente separaveis e, entao, encontrar um hiperplano nesse espaco. No espaco original,
isso corresponde a uma fronteira de decisao nao linear.

Exemplos comuns de kernels incluem:

e Kernel linear: K(z;,z;) = z] x;;
e Kernel polinomial: K(z;,z;) = (z] z; + ¢)?;
e Kernel Gaussiano (RBF): K (z;,z;) = exp ( — v||lz; — z;]?).

Para que K seja valido, ele deve ser simétrico e definido positivo, garantindo que exista
um espago H e uma aplicacdo ¢ associados (teorema de Mercer).

Os pontos com «; > 0 sao chamados de vetores de suporte, pois sao os inicos que
influenciam diretamente a fronteira de decisao.
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4.2 Aula 2 - Introducao a Redes Neurais

4.2.1 Perceptron

Um perceptron ¢ uma funcao parametrizada
fg R" — R,
definida por

fo(x) = p(w-x+b),

onde:
e x € R" é o vetor de entrada;
e w € R" é o vetor de pesos;
e bc R &o vies (bias);
e o: R — R éa funcao de ativacao.
No caso cléassico de classificagao binéria, utiliza-se a funcao degrau:

1, sez2>0,

¢(2) =

0, sez <0,

de modo que o perceptron define uma regra de decisao linear dada por um hiperplano

w-x-+b=0.

Veremos que o Perceptron é um neurénio de uma rede neural.

Funcgoes de Ativacao

e Funcao Degrau (Heaviside):
‘1, se z > 0,
¢(z) =
0, sez<0,
Utilizada no perceptron cléssico; nao é diferenciavel.

e Sigmoide (Logistica):
1
¢(Z) - 1+ e_z7

Suave e diferenciavel; muito usada historicamente em redes neurais.

e Tangente Hiperbélica (tanh):
¢(2) = tanh(z),

Similar & sigmoide, mas centrada em zero: ¢(z) € (—1,1).
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e ReLU (Rectified Linear Unit):
¢(2) = max(0, 2),

Amplamente utilizada em redes profundas devido a sua simplicidade e eficiéncia
computacional.

e Leaky ReLU: _
>0
o(z) = ooof= com 0 < o < 1,
az, z <0,

Variante da ReLU que evita o problema de neuronios mortos.

e Softmax: B
6 1
= —Z] o2 )
Usada na camada de saida para classificagao multiclasse, produzindo uma distribu-
icao de probabilidades.

¢i(z)

Otimizacao do Perceptron

Considere um conjunto de dados rotulados
{(Xz‘ayi)}ij\ilv X; € Rn» Yi € {_1’_'_1}'

O perceptron define uma regra de decisao dada por

g = sign(w - x + b).

O objetivo da otimizagdo é encontrar parametros (w,b) tais que os dados sejam correta-
mente classificados, isto é,

yi(w-x; +b) >0 para todo i.

O algoritmo do perceptron realiza uma otimizacao iterativa baseada em atualizacoes ape-
nas quando ocorre erro de classificacao:

Se y;(w-x; +b) <0, entao

W — W + 1Y X, b+ b+ ny;,

onde n > 0 é a taxa de aprendizado.
Equivalentemente, essa atualizagao pode ser interpretada como uma descida de gradiente

sobre a seguinte loss:

L(w,b) = Z max (0, —yi(w - x; + b))

=1
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Seja {(x;,y;) Y, um conjunto de dados com x; € R" e y; € {—1,+1}. Suponha
que o conjunto seja linearmente separavel, isto é, existem w* € R” e b* € R tais
que

yz-(w* - X; + b*) >0, Vi.

Defina
yi(w* - x; 4+ b%)

[lw]

R =max|x, 7 =min
K3 (]

Entao, o algoritmo do perceptron realiza um ntmero finito de atualizagoes e encon-
tra um classificador linear que separa corretamente os dados. Mais precisamente, o
numero de atualizagoes T satisfaz
2
R
T < <_ .
y
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4.2.2 MLP

Perceptron Multicamada

Uma rede neural do tipo Perceptron Multicamada (MLP) é uma fungao para-
metrizada

fo :R™ = R™,

definida pela composicao de transformacoes afins e fungoes de ativacao nao lineares
organizadas em camadas.
Formalmente, para uma rede com L camadas, a transformacao é dada por

x0 = x,

x = O (WOxED 4+ p) | r=1,2,... L,

onde:
e x € R™ & o vetor de entrada;
e x() € R™ ¢ o vetor de ativacoes da (-ésima camada;

W® e Rmex™-1 & 3 matriz de pesos da camada ¢;

b¥) € R™ ¢ o vetor de vieses (bias);

e o) : R™ — R™ ¢ a funcdo de ativacio aplicada componente a componente.
O conjunto de parametros da rede é
6= {wW pW . Wb pbh},

O objetivo do treinamento consiste em ajustar @ de modo a minimizar uma funcgao
de custo definida sobre um conjunto de dados.
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Seja ¢ : R — R uma funcgao de ativacao nao constante, limitada e continua. Consi-
dere uma rede neural do tipo Multi-Layer Perceptron com uma tnica camada
oculta composta por um nidmero finito m € N de neuronios e fungao de ativacao ¢.
Entao, para qualquer funcao continua

f: K =R,

definida em um conjunto compacto K C R", e para todo ¢ > 0, existe uma rede
neural da forma

F(x) = Zaiqﬁ(wi X+ b;)
i=1
tal que

sup | f(x) — F(x)[ <e.
xeK

Ou seja, uma rede neural MLP com uma tnica camada oculta, nimero suficiente
de neurdnios e funcao de ativacao correta pode aproximar arbitrariamente bem
qualquer funcao continua definida em um conjunto compacto.

Note que, classicamente, o Perceptron pode resolver apenas problemas lineares (regressao
linear na regressao ou dados linearmente separados na classificagao). O SVM resolve esse
problema aplicando kernels antes de tracar um hiperplano em um novo espaco.

Em Redes Neurais, resolvemos problemas nao-lineares de outra forma. Uma boa estratégia
seria utilizar o grafico de uma funcao que é equivalente a uma juncao de funcoes lineares,
uma em cada intervalo.

Por exemplo, para aproximar a fungio F'(z) = 22, que é nao-linear é possivel utilizar a
funcao

o) = -z, <0 (23)

x, x>0

Note que f é apenas uma juncao de duas funcoes lineares. Poderiamos melhorar essa
aproximacao adicionando mais funcoes lineares e diminuindo o intervalo de cada uma
delas.

Isso pode ser alcangado se utilizarmos varios perceptrons em sequéncia, com uma funcao
de ativacao ReLu entre eles. Enquanto w - x + b define rotacoes e translacoes da reta, a
funcao ReLu permite zerar essa reta fora de um intervalo.

Assim, um MLP com ReLu apenas encadeia varias funcoes lineares uma apos a outra, de
forma a se aproximar aos dados de interesse.

Padroes mais suaves podem ser alcancados com as outras funcoes de ativacao. No geral,
o MLP combina varias versoes deformadas (esticadas, deslocadas e somadas) da fungao
de ativacao a escolha. Isso demonstra intuitivamente a sua eficacia.
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4.2.3 Backpropagation

Proposicao 17 (Regra da Cadeia) Sejam f: R™ — R e g : R® — R™ funcoes dife-
rencidveis, e considere a fung¢ao composta h = f og:R™ — R. Entao, para todo x € R",

vale:
oh ) 0a.
700 =L g, 0D R, =L

onde g(x) = (ylv v aym)

Backpropagation

Considere uma rede neural feedforward com L camadas. Para cada camada [ =
1,..., L, e neurdnios indexados por 7, definimos:

0 S WO 140 D = D)
J

onde:
e 09 =z ¢ a entrada,
! e e
° Wi(j) conecta o neurdnio j da camada [ — 1 ao neurdnio ¢ da camada (.

Seja L(a'™,y) a funcdo de perda. Definimos:

5([) ) oL
v 8z-(l)
Entao:
(L) _ oL (L), (L)
! _T.f( )(Zi )

7

Paral=L—-1,...,1:

5 = (Z W™ 55!*”) FOED)
k

Os gradientes sao dados por:

8£ . (l) (l_l) aE
=% 9 0)
o’ b

. J

—5®

)

O algoritmo de backpropagation é uma aplicagio sistematica da Regra da Cadeia (Pro-
posicao para calcular como a funcao de perda £ depende de cada parametro da rede.
Comecamos com a propagacio direta (forward pass): dada uma entrada z = a(?, calcu-
lamos sucessivamente, para cada camada [,

0 - WY 0, = 00

J

até obter a saida final a”) e entdo o valor da perda L(aD, y).
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O objetivo é determinar como £ varia em relagao aos parametros WZ(; e b(l) Para isso,
definimos

e
que mede a sensibilidade da perda em relacao a entrada do neurdnio 7 na camada [.

Comecamos pela tltima camada. Como £ depende de zl-(L) apenas através de aEL) =

f(L)(zi(L)), pela regra da cadeia temos

oc  ad”  oc
a2~ 9P

7 ’L

5(L) _ ) f,(L)(Z-(L)).

: A . ;. . ., 1) . .
Para as camadas internas, a dependéncia é indireta. A variavel zi() influencia todos os
neuronios da camada seguinte. Aplicando a regra da cadeia,

5,(’) _ Z ar | 8z,il+1)_
i - (%]ilﬂ) 822»(1)
Como
z+1 Zwlgﬂ l+1)7 ay) _ f(l)(z](-l)),
temos
8z(l+1 _ D f’(l)( (1)
azz@ = Whki ’ % )

Substituindo, obtemos

(Z W(H—l l+1 > . f/(l)(zi(l)>,

o que fornece a regra de propagacao do erro de tras para frente.
Uma vez conhecidos os 51@, podemos calcular os gradientes. Para os pesos,
oc oL 02" o
G~ 50 @ %%
oW 0z OW

7

pois z depende linearmente de W . Para os vieses,

oc oL 00
) 0:0 o

Assim, o backpropagation consiste em tres etapas encadeadas: calcular as ativagoes na
passagem direta, determinar os erros 5 comecando da saida e propagando-os para tras,
e finalmente obter os gradientes dos parametros.

4.3 Aula 3 - Pratica com Redes Neurais

4.3.1 Link do notebook Google Colab

https://colab.research.google.com/drive/1nAQcYkBAMq1LJ-1pkF76tXQ9V_1kyMhC?
usp=sharing
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4.3.2 Mais otimizadores

Stochastic Gradient Descent (SGD)

Considere uma func¢ao de perda £(0). O método de SGD atualiza os parametros
0 de forma iterativa por

0111 =0 —nVeLi(0,),
onde:
e 1 > (0 é a taxa de aprendizado;
e L; & a perda avaliada em uma amostra (ou minibatch);

e VoL, é o gradiente estocastico.

Muitas vezes, o GD classico é muito lento quando ha muitos dados de treinamento Nesses
casos, ¢ util usar o SGD, que utiliza um subconjunto dos dados de treinamento (mini-
batch) em cada época do treinamento.

SGD com Momentum

O método de SGD com momentum introduz uma variavel de velocidade v;, dada
por

Vir1 = v+ VoLli(0,),

0i11 =0 — 1V,

onde § € [0,1) controla a contribui¢ao das atualizagoes passadas.

. J

Note que cada componente da variavel velocidade aumenta conforme a derivada naquele
ponto for maior.

Interpretando a curva loss como funcao de energia potencial gravitacional, é como se SGD
com momentum adicionasse mais velocidade conforme o modelo desce uma curva muito
forte e perdesse velocidade conforme sobe. Essa velocidade permite escapar de minimos
locais e, quando o modelo chega em um minimo global, ele dificilmente consegue sair.
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RMSProp (Root Mean Square Propagation)

O método RMSProp adapta a taxa de aprendizado para cada parametro com base
em uma média movel dos quadrados dos gradientes.

Vi = Bve + (1 - B)(vﬂﬁi(et))Z;

VoLi(6:)
Vi €

0,11=0,—1
onde:

e 3 €0,1) controla a média movel dos gradientes ao quadrado;

e ¢ > () evita divisao por zero.

Em alguns casos, utilizar a mesma taxa de aprendizado n para todos os pesos nao é
uma boa ideia. Faz mais sentido aumentar a taxa de aprendizado conforme uma média
movel que diz quanto o gradiente estd baixo. Assim, se para um peso, a curva de loss
estd muito plana, a sua taxa de aprendizado pessoal é aumentada, para acelerar a busca
por minimos. Se, para outro peso, a curva de loss estd muito inclinada, a sua taxa de
aprendizado pessoal deve ser diminuida, para evitar pular um minimo.

ADAM (Adaptive Moment Estimation)

O algoritmo ADAM combina estimativas de primeira e segunda ordem do gradi-
ente.

my ;= fimy + (1 — 51)VeLi(6y),

Virr = Bave + (1 — B2) (Vo Li(8))),

As estimativas corrigidas sao

. _ Mgy o Vi
my. = 1 t+1° Viy1 = 1 t+1°
— P — P2
e a atualizacao dos parametros é
My
0111 =0, —n—F= )
Viy1 + €

onde € > 0 evita divisao por zero.

O ADAM combina as ideias do momentum e do RMSProp. Por um lado, utiliza uma
média movel do gradiente (primeiro momento), que funciona como uma velocidade acu-
mulada e suaviza a direcao da descida. Por outro, utiliza uma média moével dos quadrados
do gradiente (segundo momento), que adapta a taxa de aprendizado para cada parametro
individualmente.

Na prética, isso torna o ADAM mais robusto e eficiente do que SGD puro, sendo uma das
escolhas padrao no treinamento de redes neurais profundas.
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ADAMW

O ADAMW ¢ uma variante do ADAM que desacopla a regularizagao ¢, (weight
decay) da atualizacdo do gradiente.

Mantém-se as mesmas definicbes de m; e v, do ADAM. A atualizagao dos parame-
tros é dada por

\Aft+1 T €

m
01 =0,—1 (Ll +>\9t> ;

onde A > 0 é o coeficiente de decaimento de pesos.

4.3.3 Redes Neurais Recorrentes

Rede Neural Recorrente (RNN)

Uma Rede Neural Recorrente (RNN) é uma funcgao parametrizada que processa
sequéncias de dados introduzindo uma dependéncia temporal por meio de um estado
oculto.

Considere uma sequéncia de entrada

(XI,XQ,...,XT), Xt e R"™.

A RNN define, para cada instante t = 1,...,7T, um estado oculto h; € R™ e uma
saida y;, dados por

hy = ¢(Wonx: + Winhe—y + by)

Vi = 77[}(‘/‘/vhyht + by) 5

onde:

hy é o estado inicial (tipicamente 0);

Wen € R™*™ conecta entrada para estado oculto;

Wi € R™™ modela a recorréncia temporal;

Wi, € R¥™ conecta estado oculto a saida;

b, € R™eb, € R* sdo vieses;
e ¢ e 1 sao funcgoes de ativacao.
O conjunto de parametros é

0 = {th7 Whh; Why; bh7 by}

\.

RNNs sao tteis para trabalhar com conjuntos de dados cujo niimero de features é variavel.
Ao invés de treinar uma rede neural nova com t neurdnios de input para cada nimero de
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features t, usa-se um loop dentro da rede neural para simular copias da rede. Note que
0s pesos sao os mesmos para cada copia. Exemplos de aplicacoes de RNNs sao predicao
de séries temporais e predicao de textos.

Long Short-Term Memory (LSTM)

Uma LSTM é uma variante de Rede Neural Recorrente que introduz um estado de
memoria ¢; e mecanismos de gates para controlar o fluxo de informagao ao longo
do tempo.

Dada uma sequéncia de entrada

(Xl,...,XT), XtERn,

a LSTM define, para cada t = 1,...,T, um estado oculto h; € R™ e um estado de
célula c; € R™ por

fi = o(Wyx; + Ushy1 + by),
iy = o(Wix; + Uhy_1 + b;),
¢; = tanh(W.x; + Uhy 1 + b,),
c=f0oOc1+1i;Oc¢,
o, = o(Woxy + Uhy_1 + by,),

ht =0;© tanh(ct),

onde:

f, é o forget gate;

i; ¢ o input gate;

0; é 0 output gate;

C; é o estado candidato da célula;

® denota o produto elemento a elemento;

o é a funcao sigmoide;

tanh ¢é a tangente hiperbélica;

o W, U, sao matrizes de pesos e b, sao vieses.

O conjunto de parametros é

0 = {vaUf?bf’ Wi, U, by, We,Ue, be, W, anbo}-

112



4 BLOCO 03 - MACHINE LEARNING CLASSICO E QUANTICO

Gated Recurrent Unit (GRU)

Uma GRU é uma variante de Rede Neural Recorrente que utiliza mecanismos de
gates para controlar o fluxo de informagao, sem introduzir um estado de célula
separado (como na LSTM).

Dada uma sequéncia de entrada

(Xl,...,XT), XtE]Rn,

a GRU define, para cadat =1,...,7T, um estado oculto h; € R™ por

ze=o(W,x, +Uhy 1 +Db,),
r; = O'(W»,«Xt - U’r‘ht—l |- br) 9
h, = tanh(Wy,x, 4+ Uy(r; @ hy_1) + by),

ht = (1 —Zt) @htfl +Zt®l~1ta

onde:

z; ¢ o update gate;
e r; é 0 reset gate;

h, é o estado oculto candidato;

® denota o produto elemento a elemento;

e 0 ¢ a funcao sigmoide;

tanh é a tangente hiperbélica;

o W, U, sao matrizes de pesos e b, sao vieses.

O conjunto de parametros é

0= {WzaUzabzv WT7UT7bT‘7 Wh7Uh7bh}-
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4.3.4 Redes Convolucionais

Convolugao Discreta (em CNNs)

Seja X € RT*WXC ym tensor de entrada e W € RPX@*XCXK ym conjunto de filtros.
A convolugao discreta (mais precisamente, correla¢do cruzada, como usada em

CNNs) produz uma saida
Y € RH'XW’XK

definida por

c P Q

Yk = E E E Wk Xigu, j4v, c-

c=1 u=1 v=1

Opcionalmente, incluindo viés e funcao de ativacao:

cC P Q
Yi,j,k = QS (Z Z Z Wu,v,c,k Xi-i—u,j-{—v,c + bk> .

c=1 u=1 v=1

Os indices (7, j) percorrem as posigoes espaciais da saida, e k indexa os diferentes
filtros aplicados.
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Uma Rede Neural Convolucional (CNN) é uma fun¢ido parametrizada que
utiliza a operacao de convolucao para extrair caracteristicas locais de dados estru-
turados (tipicamente imagens).

Counsidere uma entrada
HxWxC
XelR ,

onde H, W e C representam altura, largura e ntimero de canais.
Uma camada convolucional produz uma saida

Y c RH’XW’XK
dada pela convolucao discreta

c P Q
Yije=¢ (Z SN Wk Xivujav,e + bk> :

c=1 u=1 v=1

onde:
o W € RFX@XCXK ¢ o conjunto de filtros (kernels);
e P x () é o tamanho espacial do kernel,

e K é o nimero de filtros;

b, € R é o viés associado ao filtro k;

¢ é a funcao de ativacao.

Em geral, uma CNN é composta por uma sequéncia de camadas convolucionais,
possivelmente intercaladas com operacoes de pooling, seguidas por camadas total-
mente conectadas.

O conjunto de parametros é formado pelos filtros e vieses de todas as camadas.

Em muitos casos, na pratica, MLPs nao sao o suficiente para classificar imagens. Para
treinar uma MLP com um conjunto de dados de imagens (matrizes), é necessario trans-
formar as matrizes em vetores (flattening). Esse input é bem dificil para o MLP entender,
pois os pixels da imagem perdem a estrutura espacial quando sao planificados.

A ideia da CNN é aplicar algum tipo de operacao sobre essas matrizes que geram vetores
mais caracteristicos do que simplesmente um vetor de pixels.

As CNNs exploram a estrutura espacial dos dados, diferentemente das MLPs. Elas con-
seguem aplicar filtros locais que percorrem a entrada, detectando padrdes como bordas,
texturas e formas.

Operacoes de pooling sao frequentemente utilizadas para reduzir a dimensionalidade e
tornar as representacoes mais robustas a pequenas variacoes da entrada.

Assim, a cada camada convolucional, a rede extrai e filtra os aspectos mais importantes
das features. Com um bom numero de camadas, ela prepara bem os dados para passar
por uma rede MLP, que produzird a saida final de interesse.
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4.4 Aula 4 - Aprendizagem de Maquina Quantica

4.4.1 Link do notebook Google Colab

https://colab.research.google.com/drive/1nAQcYkBAMq1LJ-1pkF76tXQ9V_1kyMhC?
usp=sharing

4.4.2 O que é?

Quantum Machine Learning (QML) é a interse¢ao entre Computa¢do Quantica e Apren-
dizado de Maquina.

Podemos classificar os métodos de Machine Learning no geral de acordo com a natureza
dos dados e do processamento:

e CC (Classical — Classical): Algoritmos classicos de Machine Learning executados
em computadores classicos para analisar dados classicos.

e QC (Quantum — Classical): Algoritmos classicos de aprendizado de maquina apli-
cados a dados provenientes de sistemas quanticos (por exemplo, medi¢oes experi-
mentais).

e CQ (Classical — Quantum): Algoritmos quanticos de aprendizado de maquina
que processam dados classicos, utilizando computadores quanticos com o objetivo
de acelerar ou melhorar a anélise.

e QQ (Quantum — Quantum): Algoritmos quanticos que processam dados quanti-
cos, com potencial de reduzir o custo computacional na analise de sistemas quanticos
complexos.

Aqui, chamaremos de QML tudo aquilo que envolver CQ e QQ.

4.4.3 Evolucao da QML

As primeiras ideias de Quantum Machine Learning surgiram ainda na década de 1990,
com propostas como o Perceptron Quantico (1994), que sugeria modelos com capacidade
expressiva potencialmente ilimitada.

Entre os anos de 2009 e 2016, a area ganhou grande destaque devido a promessa de
speedups exponenciais em relagao a algoritmos classicos. Nesse periodo, foram propostos
diversos algoritmos quanticos para tarefas de aprendizado de maquina, como:

HHL (para sistemas lineares);

qPCA (andlise de componentes principais quantica);

QSVM (méquinas de vetor de suporte quanticas);

Sistemas de recomendagao quanticos.
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A principal hipotese por tras desses avancos era a existéncia de um acesso eficiente a uma
QRAM (Quantum Random Access Memory), capaz de armazenar e fornecer dados de
forma eficiente para algoritmos quéanticos.

No entanto, em 2018, a cientista computacional Ewin Tang demonstrou que varios desses
algoritmos podiam ser simulados eficientemente de forma classica, desde que certas estru-
turas de dados fossem utilizadas. Esse resultado teve um impacto profundo na area: o
foco deixou de ser algoritmos puramente quanticos.

4.4.4 VQA em QML

Apo6s os resultados de Ewin Tang, algoritmos variacionais emergem como a principal
abordagem para QML em dispositivos NISQ, substituindo algoritmos que dependiam de
QRAM e QPE.

Esses algoritmos seguem uma estrutura hibrida (quantica-classica):

e Codifica-se o dado x em um estado quantico por meio de um feature map V(x):

[¥x) = V(x)0).

Aplica-se um circuito quantico parametrizado U(0):

[Vx0) = U(0) |thx) -

Mede-se um observavel M (por exemplo, Z). A predi¢do do modelo é:

fo(x) = (0|l M [thxp) -

A funcdo de perda é avaliada classicamente:

E(fg(X),y).

Um otimizador classico ajusta os parametros @ para minimizar a perda média sobre
o conjunto de dados.

Esse pipeline ja foi vista no Bloco 2. De fato, algoritmos como VQE e QAOA podem ser
adaptados para QML.

Um problema que muitas vezes ocorre em VQA quando ha muitos qubits no circuito
¢ o barren plateaus. Esse fenomeno ocorre quando gradientes de cada componente
se tornarem quase nulos, devido a distribuicao do custo sobre as muitas componentes.
(Geometricamente, isso quer dizer que o modelo ficou preso em uma regiao plana da
superficie da funcao de custo.
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Problem Size

\J

Figura 16: Ilustracao do fenomeno barren plateaus. Fonte: Wang, S., Fontana, E., Cerezo,
M. et al. Noise-induced barren plateaus in variational quantum algorithms. Nat Commun
12, 6961 (2021). https://doi.org/10.1038/s41467-021-27045-6

4.5 Aula 5 - Modelos de Aprendizagem Quéantica

4.5.1 Meétodos gerais

Feature Map

Um feature map é uma funcao f : R" — H que busca representar um vetor de
dados classicos na forma de um estado quantico. Assim,

z = [Y(2)) = f(2).

Exemplos:

e Angle Encoding

Os dados classicos sao codificados como angulos de rotagoes em qubits. Para um
vetor de entrada x = (x1, 23, ...,x,), um exemplo comum é:

¥ () = ®Ry(a¢i) 10)
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Esse método é simples e eficiente, sendo amplamente utilizado em Variational Quan-
tum Circuits.

e Amplitude Encoding

Os dados classicos sao codificados diretamente nas amplitudes do estado quantico:

T = ($0, Ll 7$2n—1)
1 2" -1
V) = 7o 2w

Esse método é muito eficiente em termos de nimero de qubits, pois 2" dados sao
codificados em apenas n qubits.

e Basis Encoding

Os dados classicos sao codificados diretamente nos estados base computacionais:

€r = (Il,l’g, s 7xn)7 T; € {07 1}

[(x)) = |r129 . .. Ty)

Por exemplo,

z=(L0,1) — [¢¥(z)) =[101)
Esse método é simples, mas limitado a dados binarios.

e IQP Feature Map

O Instantaneous Quantum Polynomial (IQP) feature map utiliza portas diagonais
e emaranhamento:

[¢(x)) = Uiqe (x) H*"|0)

onde

Uigp(z) = exp ( ijZ —i—’LZ:L’j:L’kZ Zk>

Esse tipo de feature map é utilizado em Quantum Kernel Methods.

e Data Re-uploading

Os dados sao inseridos multiplas vezes ao longo do circuito:

[W(x)) = U(0r,x) - U(b, x)U(6:,)[0)

onde cada bloco é um feature map seguido de uma porta parametrizada:
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U(0;, ) = U(6:) f(x)
Essa estratégia aumenta a expressividade do circuito quantico, usado principalmente

em redes neurais quanticas para que elas se tornem mais préximas da universalidade
e para evitar barren plateaus.

e Hamiltonian-based Feature Maps

Os dados sao codificados por evolucao temporal de um Hamiltoniano dependente
dos dados:

[ (2)) = e~ |0)

onde o Hamiltoniano depende do vetor de entrada:

Utilizamos feature maps em QML porque a maioria dos dados sao cléssicos, de tal forma
que precisamos representa-los de outra forma para que o circuito quantico possa trabalhar
com eles.

Proposicao 18 (Regra do Parameter-Shift) Considere um circuito qudntico para-
metrizado por uma rotacao

U() =e "
. . 1 .
onde o gerador H possui apenas dois autovalores 5. Seja

f(8) = (O)o = (0|U'(6) O U(0)[0)

o valor esperado de um observdvel O. Entao,

o~z (0+5) -1 (0-3)]

Prova:

Considere

f(0) = (0|U"(6)0U(9)]0)

Derivando em relacao a 6:

of Ut iU
=5 = (01%55-0U10) + (0[UT0%2[0)
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Como
U(Q) — e—z@H
temos
oU
— = —H
50 iHU(0)
e
oUT
7Y T
50 = ! (0)H
Substituindo:
0 . )
a—g = Z<OH>9 - Z<HO>9

= i{[0, H])o
Agora usamos o fato de que H possui autovalores j:%. Nesse caso, podemos escrever
H=-P

onde P & um operador de Pauli (P? = I).

Assim,

U((g) _ efiQP/Q

Usando a identidade exponencial para operadores de Pauli:

e WP/2 — cog (Q) I —isin <€) P
2 2

Portanto, o valor esperado f(6) torna-se uma combinagao de senos e cossenos:

f(0) = Acos(0) + Bsin(f) + C

Derivando:

of

3 = —Asin(6) + B cos(6)

Agora calculamos:
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f (9 + g) — —Asin(0) + B cos(d) + C

f (9 — g) = Asin(f) — Bcos(f) + C

Subtraindo:

F(0+3)—7(0-2) =2(-Asin(6) + Beos(9)]

Logo,

o que conclui a demonstracao.
O

O método do parameter-shift nos permite calcular gradientes de circuitos quanticos vari-
acionais sem backpropagation, usando apenas medicoes.
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4.5.2 Quantum k-Nearest Neighbors

Quantum k-Nearest Neighbors

O Quantum k-Nearest Neighbors (QKNN) ¢é a versao quantica do algoritmo
k-Nearest Neighbors (kNN), na qual os dados cléassicos sdo codificados em estados
quanticos e a similaridade entre amostras é calculada no espaco de Hilbert.
Considere um conjunto de treinamento rotulado

D= {(xuyz)}i\il
onde:
e 1; € R?sio os dados de entrada

e y; €{1,...,C} sdo os rotulos

Cada dado ¢ codificado em um estado quantico através de um feature map quan-
tico

z — [o(2)) = 5(x)|0)

onde S(x) é um circuito quantico dependente dos dados.
Dado um ponto de teste z*, o QKNN calcula a similaridade entre |¢(z*)) e cada
estado do conjunto de treinamento:

sim(z*, 2;) = [(¢(x")|¢(2:))]”
Essa quantidade corresponde ao overlap quantico entre os estados e pode ser esti-
mada experimentalmente por medicoes (por exemplo, swap test ou circuitos equi-
valentes).
Em seguida:

1. Calculam-se as similaridades entre o ponto de teste e todos os dados

[\

. Selecionam-se os k£ maiores valores de similaridade
3. Obtém-se os rotulos correspondentes

4. O rotulo final é determinado por votacao majoritdria ou média ponderada
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4.5.3 Quantum Support Vector Machine

Quantum Support Vector Machine (QSVM)

O Quantum Support Vector Machine (QSVM) é uma versao hibrida do Sup-
port Vector Machine (SVM), na qual o kernel é calculado utilizando um circuito
quantico, enquanto o treinamento e a predicao permanecem classicos.

Considere um conjunto de treinamento rotulado

D= {(%,yz)}f\;

onde
o 1; € R? sd0 os vetores de entrada
o y; € {—1,+1} sado os rotulos

No QSVM, cada dado é codificado em um estado quantico através de um feature
map:

z — [p(2)) = 5(2)|0)

onde S(x) é um circuito quantico dependente dos dados.
A similaridade entre dois dados é definida por um quantum kernel

K (23, 25) = |(¢(@i)|d()))
Esse kernel é estimado experimentalmente por medi¢oes em circuitos quanticos (por

exemplo, swap test ou circuitos equivalentes).
Apos a construcao da matriz de kernel

Kij = K(x,z;)

o treinamento do SVM é realizado resolvendo o problema dual:

N 1 N
moE}X ZO@ — 5 Z aiajyiyjKij
i=1

3,j=1

sujeito as restricoes

N
Z a;y; = 0
i=1

Apo6s o treinamento, a funcao de decisao é dada por

N
flz) = Z%%K(ﬂ%if) +b
i=1
e a predicao final é

§(x) = sign(f(x))
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4.5.4 Variational Quantum Classifier

Variational Quantum Classifier (VQC)

O Variational Quantum Classifier (VQC) é um modelo de classificacdo quan-
tica baseado em VQA, no qual os dados classicos sao codificados em estados quan-
ticos e a classificacao é obtida por meio da otimizacao de parametros de um circuito
quantico.

Considere um conjunto de treinamento rotulado

N
D = {(z:,¥i) }iza
onde
o z; € R? sd0 os vetores de entrada

e y; €{1,...,C} sdo os rotulos

Cada dado é codificado em um estado quantico por meio de um feature map.
Em seguida, aplica-se um circuito variacional parametrizado

[¢(,0)) = U(0) |¢(x))

onde

e U(f) é um circuito quantico parametrizado

e 0 representa os parametros treinaveis

A classificacao é obtida medindo um observavel M:

f(,0) = (¢(z,0)|M|¢(x, 0))

Para classificacao binaria, a predicao é dada por

§(z) = sign(f(x,0))

Para classificagdo multiclasse, utiliza-se um conjunto de observaveis { M} ou mul-
tiplas medicoes:

fu(@,0) = (Y(z,0)| M|y (x,0))
e a classe prevista é
y(x) = arg max fr(x,0)

Os parametros ¢ sao otimizados classicamente minimizando uma funcao de custo
sobre o conjunto de treinamento:

N
0" = argm@mN i_zlﬁ (f (i, 0), yi)

onde £ é uma fungao loss.
O VQC, por ser uma funcao composta que pode ser universal, é frequentemente
denominado como o exemplo mais simpl@gde uma rede neural quantica (QNN).
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4.5.5 Quantum k-Means

Também existe um modelo de QML para o problema de classificagao nao-supervisionada.

Quantum k-Means

O Quantum k-Means é a versao quantica do algoritmo classico k-Means, na
qual as distancias entre os dados e os centroides sao calculadas utilizando estados
quanticos e medicoes no espaco de Hilbert.

Considere um conjunto de dados nao rotulados

D = {xi}f\il, z; € RY

O objetivo do algoritmo é particionar os dados em k clusters {C1, ..., Ck}, minimi-
zando a funcao custo

k
TJ=Y > Mz =l

7=1 :I?Z'ECJ'

onde p; representa o centréide do cluster C}.

No Quantum k-Means, cada dado é codificado em um estado quantico através de
um feature map quantico.

A distancia entre dois pontos é estimada utilizando o overlap quantico:

sim(z;, z;) = [{¢(z;)|d(z;))

A distancia quantica pode entao ser definida como

dq (i, ;) = 1 — [{p(x:)|o(x;))]?

O algoritmo segue os seguintes passos:

1. Inicializar k centroides {p,. .., ux} (0s primeiros sao aleatorios)

2. Codificar os dados e centroides em estados quanticos

(), D(w))

3. Atribuir cada ponto ao cluster mais préximo:

Cj _ {272 |j = argmlindQ(xiyﬂl)}

4. Atualizar os centroides:

1
=i
|C‘7| J:iECj

5. Repetir até convergéncia
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4.6 Aula 6 - Introducao a Redes Neurais Quéanticas I

4.6.1 Pecas chaves para a QNN

Uma rede neural quantica é um modelo de aproximacao de fungoes que utiliza circuitos
quanticos parametrizados (variacionais) para processar os dados e retornar um valor por
meio do valor esperado de um operador de medicao.

O campo de estudos das QNNs ainda é recente. Até agora, muitas das conclusoes sao
computacionalmente experimentais, carecendo de fundamento tebrico robusto. Ainda
nao foi descoberto se existe um Teorema da Aproximacao Universal de QNN, mas as
expectativas sobre esse modelo sao altas.

O feature map geralmente usado em QNN é o data re-uploading, principalmente para
evitar o barren plateus em problemas que precisam de muitos qubits ou de um ansatz
profundo.

Apo6s o feature map, precisamos de um circuito! Pense que precisamos de algo que simule
arestas de interacdo entre os qubits e superposicao. Ha varias formas de fazer esses
circuitos, sendo elas bons temas de artigos cientificos.

4.6.2 Arquiteturas

Diversas arquiteturas de circuitos variacionais sao utilizadas em QNNs, diferenciando-se
principalmente pela estrutura de emaranhamento entre os qubits. A escolha da arquite-
tura afeta diretamente a expressividade e o custo computacional do modelo.

e Brick Wall
Na arquitetura Brick Wall, os qubits sao conectados em camadas alternadas de
portas de dois qubits, formando um padrao semelhante a tijolos em uma parede.
Tipicamente, aplica-se:
— rotacoes locais em todos os qubits

— portas de emaranhamento entre pares vizinhos alternados

e Chain
Na arquitetura Chain, os qubits sao conectados sequencialmente em uma cadeia
linear:
G < G2 <7 q3 <> 7y
e Lambda

Na arquitetura Lambda, os qubits sao conectados a partir de um qubit central,
formando uma estrutura semelhante a letra A. Um qubit atua como um "hub"de
emaranhamento:

Q1 <7 Gc £ Q2
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g3 <7 4c < Q4

e Hyperbolic
Na arquitetura Hyperbolic, os qubits sao conectados em uma estrutura hierarquica
inspirada em grafos hiperbélicos ou arvores.

e Supercube

A arquitetura Supercube conecta qubits de forma nao-local, inspirada em hipercubos
de alta dimensao.

4.6.3 Modelo hibrido

(a) Input Data (b) Output Data
(O} A
=
= I gy oN
L5
iy U e
o O
< —g - AN
S8
| ] I gy N
—/ J
(c) Input Layer (d) Encoding (¢) Quantum Node (f) Output Layer

Figura 17: Diagrama do modelo hibrido de rede neural quantica. Fonte: Brazil Quantum
Camp

Em aplicacoes, um dos modelos mais usados é o hibrido, que consiste em usar uma QNN
dentro de uma rede neural cléssica.

A ideia geral é aproveitar o melhor dos dois mundos: a estabilidade da classica e a
expressividade instavel da quantica. E como se a primeira rede classica desse um input
melhor para a rede quantica, e a quantica devolvesse com um input ainda melhor para a
segunda rede cléssica. Isso ajuda a capturar detalhes do conjunto de dados.

Outra vantagem do modelo hibrido ¢ que, em alguns cenérios, a parte quantica pode
atingir desempenho semelhante (ou melhor) com menos parametros treinaveis do que
uma rede singular.
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4.6.4 Quantum Convolutional Neural Network

Quantum Convolutional Neural Network (QCNN)

A Quantum Convolutional Neural Network (QCNN) é uma arquitetura de
rede neural quantica inspirada nas Convolutional Neural Networks (CNNs) classicas,
composta por camadas locais de convolugao quantica, operacoes de pooling quantico
e uma camada final de classificacao.

Considere um estado de entrada codificado em n qubits 1y(x)).

A QCNN consiste em uma sequéncia de camadas do tipo

[vr(x,0)) = Ur(0r) - - - Ua(62)U1(61) o (2))

onde cada camada U;(6;) é composta por:

e Camada de Convolucao Quéantica

Unitérias parametrizadas aplicadas localmente em qubits vizinhos:

onde N representa pares de qubits vizinhos e U;;(6) sao portas de dois qubits
parametrizadas.

e Pooling Quantico

Reducao do niimero de qubits através de medicoes ou operacoes controladas,
removendo graus de liberdade:

) — )
com menor numero de qubits.

Apos varias camadas de convolucao e pooling, aplica-se uma camada final vari-
acional (simulando a camada fully connected):

|Yinar(2,0)) = Usnat ()¢, 0))

A classificacao é obtida medindo um observavel

f(x70) = <¢ﬁnal(a:7e)lM’@bﬁnal(x?e))v

que serd entao passado por alguma funcdo de ativacdo caso o problema seja de
classificacao.
Os parametros 6 sao aprendidos minimizando uma funcao de custo.
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Figura 18: Diagrama da rede mneural convolucional quantica. Fonte:

https://pennylane.ai/qml/glossary /qenn

4.7 Aula 7 - Introducao a Redes Neurais Quanticas 11

4.7.1 Desafios

4.8 Aula 8 - Apresentacao de Projetos

4.8.1 Link do notebook Google Colab

https://colab.research.google.com/drive/1GBNZtN6EWREE9bhF30Ct3D58e_DGiwPh?
usp=sharing
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