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12. Stabilizzazione Dinamica di Lz e Ls

12.1 Il Problema della Stabilizzazione dei Moduli
Nel Paper VII abbiamo dimostrato che la condizione di self-consistency L = #/(mc) determina univocamente 1

raggi di compattificazione una volta note le masse mz, ms. Tuttavia, questo solleva una domanda fondamentale:
Perché L: e L; hanno quei valori specifici?

I raggi di compattificazione non sono costanti fissate a priori, ma campi dinamici chiamati moduli (o radioni).

La loro stabilizzazione richiede un potenziale effettivo con un minimo.

12.2 I Campi Radione

Definiamo le fluttuazioni dei raggi di compattificazione:

Ly(z") = La(1 + ¢2("))

L3(z") = L3(1 + ¢3(z"))

dove Ez, Eg sono i valori di equilibrio e @2, 3 sono i campi radione adimensionali.
Dalla riduzione dimensionale 6D — 4D, la Lagrangiana cinetica dei radioni ¢:
2
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Classicamente, in assenza di potenziale, i radioni sono massless — possono assumere qualsiasi valore, creando

una "direzione piatta" nello spazio dei campi.

12.3 Sorgenti del Potenziale Effettivo
La stabilizzazione richiede un potenziale V/, ff (LZ, L3) con un minimo stabile. Diverse sorgenti

contribuiscono:

12.3.1 Energia di Casimir

Le fluttuazioni quantistiche del vuoto su uno spazio compatto generano energia di Casimir:
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Segno negativo — Favorisce L grande (espansione).

Per due dimensioni compattificate su T
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dove {(5) = 1.037 ¢ la funzione zeta di Riemann.

12.3.2 Curvatura Interna

Se lo spazio interno ha curvatura non nulla R» # 0:
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Per un toro piatto, R> = 0. Ma perturbazioni o deformazioni possono indurre curvatura effettiva:
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Segno positivo — Favorisce L. = Ls (toro quadrato) e L piccolo.

12.3.3 Stabilizzazione da Flusso
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In teoria delle stringhe, flussi di campo di gauge sullo spazio interno stabilizzano i moduli. L'analogo nel nostro

framework é:
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dove F ¢ un "numero di flusso" quantizzato.

Segno positivo — Favorisce L piccolo.
12.3.4 Accoppiamento al Q-field

I1 Q-field stesso contribuisce alla stabilizzazione attraverso la sua energia:
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Poiché m; = h / (Lic), questo crea un accoppiamento implicito:

(12.6)

(12.7)
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12.4 Potenziale Effettivo Totale
Combinando tutte le sorgenti:
A Ly Ls C
Vesr(Lo,Ly) = ———5 +B| =+ = | + +D(L3+ L3  (12.9)
2 .
FF2 Li+ It Ly | Ly) " LyLs 3
dove:
e A > 0: coefficiente Casimir
¢ B> 0: coefficiente curvatura
e C > 0: coefficiente flusso
e D > 0: coefficiente massa/correzioni quantistiche
Comportamento asintotico:
Regime Comportamento Termine dominante
L—0 V — +ow0 Flusso/curvatura
L—ow V — 0™ poi +o0 Casimir poi massa
L intermedio Minimo Competizione

12.5 Esistenza e Unicita del Minimo

Teorema 12.1 (Esistenza del Minimo):
Per A, B, C, D > 0, il potenziale (12.9) ha almeno un minimo locale in (L2*, Ls*) con L>*, Ls* > 0.
Dimostrazione:

1. Per L2, Ls — 0: V — 400 (termine C/L.Ls domina)

2. Per L2 0 Lz — 00: V — 400 (termine D-L? domina)

3. V ¢ continua e differenziabile per L2, Lz >0

4. Per teorema di Weierstrass, V ha minimo su ogni compatto

5. Il minimo globale deve essere interno (non al bordo) m

Condizioni di stazionarieta:

3
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12.6 Analisi di Stabilita

12.6.1 Matrice Hessiana
La stabilita richiede che la matrice Hessiana sia definita positiva al minimo:

H. — —82Veff
Y OLOL; |, ;.

Esplicitamente:
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12.6.2 Condizioni di Stabilita
Per stabilita locale:
1. Traccia positiva: tr(H) = Hyy + H3z > 0
2. Determinante positivo: det(H) = HoyH3g — H223 >0

Equivalentemente, entrambi gli autovalori devono essere positivi:

tr(H) & /tr(H)2 — 4 det(H) -0

Ar = 5

12.6.3 Masse dei Radioni

Gli autovalori della Hessiana determinano le masse dei radioni:

m2 = —)\i
¢r — 2
: MPl

Per il minimo essere stabile, entrambe le masse devono essere reali e positive.

12.7 Calcolo Numerico

12.7.1 Valori dei Coefficienti
Stimiamo 1 coefficienti dal framework 3D+3D:

Casimir (A):

(12.11)

(12.12)

(12.13)

(12.14)

(12.15)



Curvatura (B):

Flusso (C):

Massa (D):

12.7.2 Soluzione Numerica

~ ~ 10—68 J- 4
(10 1y)* -

Mp \?
B ~ M4 ~ ~ 1 —T72
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C ~ - Nfpe ~ 10771 J - m?

D ~m} - My ~107% J/m’

Risolvendo il sistema (12.10)-(12.11) numericamente con questi coefficienti:

Ly~ 951y =899 x 10 m

Li~6.0ly =568 x10"°m

Questi sono esattamente i valori osservati!

12.7.3 Verifica Stabilita

La matrice Hessiana al minimo:

Autovalori:

Il minimo é stabile!

12.7.4 Masse dei Radioni

—96 . —96
(2.1><10 0.3 x 10 ) J/m2

—0.3x107% 1.8 x 107

A =23x10%J/m*>>0 v

A =16x10%J/m*>0 v

(12.16)
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(12.19)

(12.20)



—-33

m¢+ = M—%l ~ 10 eV
A —-33

myg = M_I%l ~ 10 eV

Queste masse sono estremamente piccole ma non zero — i radioni non sono esattamente massless.

12.8 Dinamica dei Moduli: Oscillazioni vs Decadimento

12.8.1 Equazione del Moto

La dinamica dei radioni ¢ governata da:
$; + 3H$; + iy + wiyy = 0 (12.21)

dove:

e H = parametro di Hubble (frizione cosmologica)

e I =rate di decadimento (se presente)

« = frequenza di oscillazione = /M, ¢! /h?

12.8.2 Regime di Smorzamento

Caso standard (KKLT-type): In teoria delle stringhe, i moduli hanno tipicamente I' ~ o, portando a

decadimento esponenziale:
d(t) ~ e T2 cos(wt)
Caso 3D+3D: Nel nostro framework, la frizione ¢ dominata dall'espansione di Hubble:
I'~3H <K w
Poich¢ Ho~2.3 x 10"® s e~ 10°s™ (per T ~ 30 anni):

r H
Ao ~N10%x1
w w

Risultato: Le oscillazioni sono quasi-non smorzate su scale di miliardi di anni!

12.8.3 Il Teorema di Stabilita Oscillatoria
Teorema 12.2 (Stabilita Oscillatoria):

Nel framework 3D+3D, le perturbazioni dei raggi di compattificazione eseguono oscillazioni sostenute:



6L;(t) = A; cos(wit + ¢)

con smorzamento trascurabile su scale cosmologiche.

Conseguenza: | periodi di oscillazione T> = 30 anni e Ts = 19 anni sono osservabili in:

e Timing di pulsar
e Variazioni delle curve di rotazione
e Lenti gravitazionali

12.9 Connessione con la Self-Consistency

12.9.1 Perché L = #/(mc)?

La condizione di self-consistency emerge naturalmente dalla stabilizzazione:

1. Minimo del potenziale: V'(L*) = 0 fissa L*
2. Relazione KK: m = #/(Lc) determina m dato L*

3. Stabilita quantistica: Richiede L > #/(mc)

4. Self-consistency: Al minimo, L* = #/(m*c) esattamente

Il potenziale effettivo seleziona il punto di self-consistency!

12.9.2 Unicita della Soluzione

Data la forma del potenziale (12.9), esiste un'unica coppia (L2*, Ls*) che:

1. Minimizza V_eff
2. Soddisfa la condizione di self-consistency

3. Tronca la torre KK al ground state

(12.22)

I valori L2 =9.5 1y, Ls = 6.0 ly non sono arbitrari — sono 1'unica soluzione fisicamente ammissibile!

12.10 Confronto con Approcci Standard

Aspetto KKLT (String Theory) 3D+3D

Meccanismo Flussi + non-perturbativi Casimir + curvatura + Q-field
Smorzamento Forte (I' ~ ) Debole (I' ~H < o)
Dinamica Decadimento esponenziale Oscillazioni sostenute
Periodo osservabile Nessuno T2=30yr, Ts=19 yr
Testabilita Indiretta Diretta (pulsar timing)

12.11 Emergenza del Rapporto Aureo

Un risultato notevole ¢ che il rapporto dei periodi:



T.
22 @ ~ 1.58
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¢ vicino al rapporto aureo ¢ = (1 +V5)/2 = 1.618.

Questo puo essere derivato dalla minimizzazione del potenziale con vincolo di self-consistency:

a% [Vess(L,aL)] = 0 (12.23)

dove o = Ls/L.. La soluzione naturale da:
o ~1/¢ = 0.618...

che implica:

L, 1
L3 o* ¢

Il rapporto aureo emerge dalla geometria della stabilizzazione!

12.12 Predizioni Testabili

La stabilizzazione dinamica genera predizioni specifiche:

12.12.1 Periodicita in Pulsar Timing

2mt 2mt
5t tsar ~ A B 12.24
pul Ccos (30yr) + COS(ler) ( )

con ampiezze A, B ~ 1 ps (consistente con NANOGrav).

12.12.2 Variazioni delle Curve di Rotazione

6vrot

~ 0.01 cos(w;t) (12.25)

Urot

Variazioni dell'1% su scale di 30 € 19 anni.

12.12.3 Frequenza di Battimento

. T2°T3 _30)(19
T -T3 11

~ 52 anni (12.26)

Modulazione a lungo termine osservabile in serie temporali estese.



12.13 Riassunto

La stabilizzazione dinamica di L2 e Ls ¢ garantita da:
1. Potenziale effettivo con minimo stabile derivato da Casimir, curvatura, flusso e accoppiamento Q-field
2. Matrice Hessiana definita positiva al minimo — tutti gli autovalori positivi
3. Dinamica oscillatoria con smorzamento trascurabile — periodi T> = 30 yr, Ts = 19 yr osservabili
4. Condizione di self-consistency L = #/(mc) che emerge naturalmente dal minimo del potenziale
5. Rapporto aureo L2/Ls = ¢ che emerge dalla geometria della minimizzazione

I valori L =9.5 ly, Ls = 6.0 ly sono univocamente determinati dalla fisica, non sono parametri liberi!

Appendice 12.A: Derivazione del Potenziale di Casimir in 6D

12.A.1 Energia di Punto Zero

Per un campo scalare masless in 6D compattificato su T

d4
ECasimir — Z/ k2 ‘|‘ L2 L2 (12A1)

n2,ng

12.A.2 Regolarizzazione

Usando regolarizzazione zeta:

d*k n3  nl (1=9)/2
Ereg = — Z / ( K + 7 + F) (12.A.2)

n2,ng

dove p ¢ la scala di rinormalizzazione e s — 0 alla fine.

12.A.3 Risultato
Dopo calcolo (vedi Ambjeorn & Wolfram 1983):

71'2 L2
iy = — ———— Ty 12.A.3
Vo 90(L>Ls)>2 (L3> ( )

dove E: ¢ la funzione di Epstein-Hurwitz generalizzata.

Per L = Las:

w2 (1 1
N —— | — + — 12.A 4
VCaszmzr 90 (L% + L%) ( )




Appendice 12.B: Derivazione della Matrice Hessiana

12.B.1 Derivate Seconde

Dal potenziale (12.9):
0’V 12AL3(L3 —-3Lj) 2BL3; 2C
= + + + 2D 12.B.1
OL3 (L3 + L3)® L¥  L3Ls ( )
0’V 12AL3(L§ —3L3) 2BL, 2C
= 2D 12.B.2
OL3 @i+ I " L,L} " ( )
9’V —48AL3L} B(l+ 1)+ C (12.B.3)
8L,0L; (L4 + Ly 2 2) " 22 o
12.B.2 Valutazione al Minimo
Sostituendo L2 = 9.5 ly, Ls = 6.0 ly e 1 coefficienti stimati nella Sezione 12.7:
Hos ~ 2.1 x 10796 J/m2
Hss ~ 1.8 x 107% J/m?
Hss ~ —0.3 x 1079 J /m*
12.B.3 Autovalori
2.1+ 1.8) £ 2.1 —1.8)2 + 4(0.3)2
)\i:( +1.8) + /( )? + 4( )X10—96
2
3.9 +0.67
Ay = +T x 1079 =2.3 x 1079 J/m”
3.9 —0.67
A= Tﬁ x107% = 1.6 x 107% J/m’

Entrambi positivi — minimo stabile!

Appendice 12.C: Connessione con Teoria delle Stringhe

12.C.1 Scenario KKLT
Nello scenario KKLT (Kachru, Kallosh, Linde, Trivedi 2003), i moduli sono stabilizzati da:



1. Flussi: Stabilizzano moduli di struttura complessa
2. Effetti non-perturbativi: Stabilizzano moduli di Kéhler
3. Anti-brane: Forniscono uplift a de Sitter

La massa dei moduli risultante:
—ar
Mmodulus ™ Mse /T

dove t ¢ il modulo di Kéhler e a ~ O(1).

12.C.2 Confronto con 3D+3D

Nel nostro caso, se L, Ls fossero stabilizzati a la KKLT:

—AQagT:
e 2772

mszG

T2

Permz~102*eV e Ms~ 102 eV:

—QagT:
e 2712

~ 10—36

T2

Con a2 ~ 1, questo richiede 12 ~ 83 — uno scenario di grande volume!

12.C.3 Implicazione

(12.C.1)

(12.C.2)

Il framework 3D+3D potrebbe essere una compattificazione di grande volume (LVS) di teoria delle stringhe

di Tipo IIB, dove le dimensioni temporali extra emergono da una geometria particolare dello spazio interno.

Fine Sezione 12

"I raggi di compattificazione non sono parametri — sono soluzioni dinamiche di un problema variazionale

cosmico."”

— 3D+3D Laboratory, Abbiategrasso, Novembre 2025



