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21.
Elementarer Beweis eines in der Differenzen'- Rechnung

vorkommenden Ausdrucks.
(Von Herrn E. K hlan, Lieut. im K nig]. Preiifs. 26sten Laf. -lieg.)

Wenn u — xm ist, und es wird der Ausdruck ΔΛ« gebildet, Δ a: con-
stant gleich n angenommen, so ist das allgemeine Glied desselben:

Bei Bildung der successiven Differenzen Au, A2 u, A3 u etc. zeigt sieh
aber, dafs Anu keine Potenzen von n enthalten kann, deren Exponent
kleiner ist als nj es mufs also, wenn n^>r:

(n^tyr—ete. e= 0
sein. Eben so findet man, dafs Am u constant und dem Product <Ier na-
t rlichen Zahlen von l bis m ia nm gleich ist, es miifs also:

2. m"— 772(m~l)- + ^^\A/2— 2r~etc. = 1.2.3. ...wi
seiix. Beide Ausdr cke lassen sich nun auch auf folgende Artj ohne Dif-
ferenzen-Rechnung zu gebrauchen, beweisen.

So lange /z>l, ist immer:
(ΐ-ΐΓ> = i_( _i) + feii£^
Multiplicirt man diese Gleichung mit /z, so ist auch:

(Λ-3) + βΙ9. « 0.
Wird hier n mit n — l vertauscht, so wird:

(Λ_1)_(Λ_1)(Λ_2)+&^^ = 0,
wenil Λ — 1>>1 oder /r]>2 ist. Addirt man nun diese Gleichung zur vo-
rigen, ordnet die Summe und multiplicirt sie mit /z, so wird, wenn n > 2 :

n*—n(n — l)2 + ?^~^ (/2^-2)2^- etc. = 0.
Eben so findet man, dafs

tf—n{n — if + n(n~^ (n— 2)3— etc = 0χ · <c
ist, wenn /2>3. Gesetzt nun, dieser Ausdruck h tte sich als richtig be-
wahrt, wenn der Exponent r, imd n>r ist, und es w re:
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nr — n(n — lY + ̂ :^(n — 2y—etc. = 0,
so w re auch^ wenn n — l]>r oder 72]>r+t:

(n — l/— (η~ΐχη~2Υ+(η-^^-^(η— 3)* — etc. = 0.

Werden nun diese beiden Gleichungen addirt und die Summe mit n mul-
tiplicirt, so ist:
ΛΗ*_,^_1)Η-ι + ̂ ^(Λ_2)Η.»_"(»γ^

und die Richtigkeit des Ausdrucks (1.) hierdurch allgemein erwiesen.
Der Beweis f r den Ausdruck (2.) folgt aus (1.) unmittelbar; denn

setzt man: nn_ n(n_1T+ fci)(„_2)«_etc. = /(n),
Und addirt:
(n + ΐ)»_(Λ + 1K + » (Λ— iy— !L= (72_2)» + etc. = 0,
so wird der Werth von /(/z) nicht ge ndert, und es bleibt:

(n + 1)» — Λ"+* + -J(72 — l)"*1— 7-̂ =^ (Λ — 2)"+ι + etc. = /(Λ).

Werden nun beide Theile der Gleichung mit (n -{- 1) multiplicirt, so
wird der erste so von (#-{-!) abh ngig, wie es /(/z) von /z war; mithin
/(/i + 1) sein. Es wird daher : /(* + !) = (« + l)/(/z).

Setzt man nun 72=1, so wird /(/z) auch der Einheit gleich, daher
/(2) = 2/(l) = 1.2, /(3) = 3/(2)=1.2.3· und /(Λ) = 1.2.3.... n.

L fst man nun den Exponent zunehmen, und geht zu den Reihen
ber, deren Aiifangsglieder Λη+1, ηη+2, .... ΛΛ+Γ etc. sind, so werden zwar

die Ausdr cke f r dieselben zusammengesetzter, doch ist flas Gesetz, nach
welchem sie nach und nach aus einander abgeleitet werden k nnen,
einfach. Denn setzt man:

n«+r — «(/z—l)^ +^fcl\/2_2)^ —etc. = f(n, r), und

_ n ̂ _1),+-i+ ' (72 — 2)W+r-1— etC. = /(/l, Γ— 1),

multiplicirt die zweite Gleichung mit 72, und zieht sie von der ersten ab, so er-
h lt man:

= /(«> r)—nf(n, r— 1).
Der erste Theil der Gleichung ist aber, wenn er analog mit den vorigen
Ausdr cken bezeichnet wird: nf(n — l,r)j es ist demnach:

/(/i,r) = n/(n— l, r) + «/(«, r— 1).
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