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Resumen

Se demuestra la no existencia de ciclos en la dindmica acelerada de Collatz
para perfiles de la forma (1", (d +1)!) con ng > 1y d > 2.
El argumento se basa en la ecuacién de cierre

Dmg = Py, D =2N _ 3k,

que reduce la existencia de ciclos a una condicién de divisibilidad. En el caso
m = 1, la estructura explicita de P, permite obtener un cierre puramente
algebraico.

Como complemento, se discute el caso general (1", (d + 1)) con m > 2,
su reformulacion en términos de una forma lineal en logaritmos de 2 y 3, y la
verificacion computacional de una condicién necesaria en el rango 2 < d < 15,
2 < m < 2553. También se formaliza la equivalencia entre la formulacién
modular médulo 3% y la condicién original de divisibilidad.
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1. Introduccion

La conjetura de Collatz afirma que la iteracion de la funcion

2 in = )d 2
T(n) = n/ s? n=0 (mdd 2),
3n+1 sin=1 (méd 2)

lleva todo entero positivo a 1. Un obstaculo equivalente es descartar la existencia de
ciclos no triviales.

En la dindmica acelerada se aplica 3z + 1 Gnicamente a impares y se dividen
todos los factores 2 de golpe. Todo ciclo queda entonces codificado por su perfil
orbital (eq,...,eg), donde k es el nimero de pasos impares y e¢; > 1 el nimero de
divisiones por 2 tras el ¢-ésimo paso impar.

En este trabajo se estudia la familia de perfiles

(1", (d+1)™),

formada por n, bloques cortos seguidos de m bloques largos. Esta clase constitu-
ye una subfamilia natural dentro del espacio de perfiles y presenta una estructura
combinatoria suficientemente rigida como para permitir un anélisis detallado.

El punto de partida es la ecuacion de cierre

Dmg = P, D =2V — 3k

que permite reformular la existencia de ciclos como un problema de divisibilidad
entera D | Py. Esta reduccion traslada la dindmica a un marco aritmético puro.
El resultado principal del articulo es el siguiente.

Teorema 1.1 (Resultado principal). No eziste ningin ciclo de la dindmica acelerada
de Collatz cuyo perfil orbital sea de la forma (1", (d + 1)') conn, > 1 yd > 2.

La demostracion es puramente algebraica y se apoya en dos hechos: una expresion
cerrada de P, para m = 1 y una desigualdad elemental que impide la divisibilidad
requerida por la ecuaciéon de cierre.

Como complemento estructural, se incluyen observaciones sobre el caso general
(1", (d 4+ 1)™) con m > 2. En esa region, el problema adopta una forma distinta y
conduce de manera natural a considerar una forma lineal en logaritmos de 2 y 3, asi
como una reformulacion modular equivalente del criterio de divisibilidad.

2. La ecuacion de cierre

2.1. Orbitas y perfiles

Dado un entero impar positivo mg, la dindmica acelerada produce la sucesion

3a41, /2¢1 3q+1, /2¢2
mo > M Mo —> -+,

donde e; = vy(3m;_1 + 1) es el exponente exacto de 2 que aparece tras cada mul-
tiplicacion. Un ciclo de longitud k£ es una orbita periddica my = mg con perfil
(61, Ce ,ek).

El total de pasos pares es N = e; + --- + e;. La condicién de periodicidad
my = mg, desarrollada paso a paso, conduce a la ecuacion de cierre que se formula
a continuacion.



Definicion 2.1. Sea (eq, ..., ex) un perfil orbital. Se definen los prefijos acumulados
pref, := 0, pref, ;=€ + - + ¢y,
y la sucesion de cierre (P;)¥_; mediante
Py =0, Piy =3P+ 275 5 =0,.... k-1

El denominador de cierre es

D=2V -3,
Lema 2.2 (Ecuacion de cierre). Sea mg un entero impar positivo cuya orbita ace-
lerada forma un ciclo con perfil (eq,. .., ex). Entonces
D mo = Pk

En particular, D >0 y D | Py.
Demostracion. Se verifica por induccién que

3jm0 + PJ
m; = 2prefj
Para j = 0 es inmediato. Si vale para j, entonces

3mj +1 . 3j+1m0 + 3% + 2prefj . 3j+1m0 + ]Dj_t,_l

9€j+1 2prefj+1 2prefj+1 )

mjt1 =

usando la recursion de la Definicién 2.1. La condicién de ciclo m;, = mg da

Skmo + Pk .
2N - m07
es decir, Dmg = P,. Como my > 1y P, > 0, se sigue D > 0. ]

Observacion 2.3. D = 2V — 3k es siempre impar, pues 2V es par y 3% es impar. En
particular, ged(D,27) = 1 para todo j > 1.

2.2. El perfil uniforme

Para el perfil (1", (d+ 1)™), los n, bloques cortos tienen e; = 1 y los m bloques
largos tienen e; = d + 1. Los pardmetros globales son

k=ng+m, N =n,+ (d+ 1)m.

Durante los primeros n, pasos, pref, = j y la recursion Pjy; = 3FP; + 2/ con
Py = 0 tiene solucion

_PJ:?)‘]—ZJ (j:O,...7na>,

verificable por induccion directa. Esta separacion entre bloques cortos y largos es la
que permite, en la secciéon siguiente, obtener una férmula cerrada de Py, para m = 1.



3. Cierre algebraico: caso m =1

Cuando m = 1 hay un tnico bloque largo al final del perfil. En este caso
k=n,+1, N =n,+d+1 = k+d, y la formula iterativa de la secciéon ante-
rior permite calcular P de forma explicita.

Lema 3.1. Para el perfil (1", (d + 1)') con n, > 1 se tiene
P, =38 — 2%, k=ng,+ 1.
Demostracion. Como se establecid en el apartado 2.2,
P, = 3" — 2",
El bloque largo tiene pref,, = n,, por lo que

Py = P, 1 =3P, + 2" = 3(3" — 27) 4 2"a = 3ratl _ gratl

Lema 3.2. Seak>2,d>2y D =29_3% 8i D >0, entonces D > 2% — 1.
Demostracion. Para k > 2,
D=2".2F_3F>9d.4_9=4.2¢_9,

La desigualdad 4 - 2¢ — 9 > 2¢ — 1 equivale a 3 - 2¢ > 8, que se verifica para todo
d>2. m

Teorema 3.3. No emiste ningin ciclo de la dindmica acelerada con perfil
(17, (d+ 1)') paran, > 1 yd > 2.

Demostracion. Por el Lema 2.2 basta ver que D { P.. Con k = n, +1 > 2y
P, = 3* — 2 por el Lema 3.1, escribimos

Sk . 2k — (3/€ _ 2k+d> + (2/€+d _ 2k) =D+ Qk(2d o 1)

Luego

3k 9k =2F24 1) (mdd D).
Como D es impar por la Observacion 2.3, la condicion D | (3F — 2%) equivale a
D|(2¢=1). Pero2¢—1>3 >0y D > 2%—1 por el Lema 3.2, luego D f (2¢—1). O

Observacion 3.4. El caso n, = 0 se resuelve ain mas directamente: P, = 1 y
D =2%!"—3>5 luego D1 1.

4. Observaciones sobre el caso m > 2

Para m > 2, la expresion de P, ya no se reduce a 3¥ — 2% pues los bloques largos
introducen potencias de 2 mayores. En consecuencia, el argumento algebraico del
caso m = 1 no se extiende de forma inmediata.

El anélisis del borde admisible conduce a considerar la forma lineal

Ag(m) := (ng +m)log3 — (ng + (d+ 1)m) log 2,
donde n, = n™¥*(d, m) es el mayor valor admisible con D > 0.

La existencia de un ciclo en ese borde sugiere una aproximaciéon muy fina entre
las escalas exponenciales 3" t™ y 2ret(d+1m Ep este contexto, el resultado explicito
de Laurent ofrece una herramienta natural para excluir tales aproximaciones cuando

m es grande.



4.1. El resultado de Laurent

Teorema 4.1 (Laurent 2008, Cor. 2, [1]). Sean a1, as reales algebraicos positivos
multiplicativamente independientes y by, by enteros positivos. Con B := méx(by, bs),

log |by log ciy — by log ay| > —Cy (1 4 log B)?,
donde Cy = 25,2 es la constante de la Tabla 1 de [1].
Aplicado a a1 = 2, oy = 3,
by =ng + (d+ 1)m, by = ng +m,
el Teorema 4.1 da una cota inferior efectiva para
Ag(m) = (ng +m)log3 — (ne + (d + 1)m) log 2.
Para d fijo, se obtiene asi un umbral My(d) a partir del cual quedan excluidas

aproximaciones exponencialmente pequenas.

4.2. Verificaciéon computacional finita

En el rango
2 <d <15, 2 <m < 2553,

se ha verificado computacionalmente la desigualdad
[Ag(m)| > 37",
mediante aritmética de alta precision.

Proposicion 4.2. Para todo
de{2,...,15}, m € {2,...,2553},

la desigualdad
[Ag(m)] > 3™

se wverifica computacionalmente mediante aritmética de alta precision. El margen
minimo observado es positivo en todos los casos.

Demostracion. La comprobacion se realizé con aritmética multiprecision (mpmath,
1300 digitos decimales), evaluando el signo de

log [Ag(m)| +mlog3

para todos los pares (d,m) del rango indicado. En todos los casos el margen resultd
estrictamente positivo. O

Observacion 4.3. El cédigo utilizado para la verificacion computacional esta dispo-
nible a peticion del autor.



5. Reformulacién modular equivalente

La condicién de cierre también admite una lectura modular. Fijado un perfil con
parametros (V, k), definimos

o = P, (2M)71 (méd 3F),

bien definido porque ged(2V,3%) = 1.

Por otra parte, la positividad del posible cociente mg = P,/D lo sitia en un
intervalo real (L, U] asociado al perfil, obtenido a partir de las cotas estandar de la
ecuacion de cierre. La formulacién modular pide entonces compatibilizar simulté-
neamente la congruencia moédulo 3* y la pertenencia al intervalo.

Proposicion 5.1 (Equivalencia estructural). Sea un perfil orbital fijo. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. Existe un ciclo con ese perfil.
2. Se cumple D | Py.
3. Existe un entero mg € (L, U] tal que
mo = aj  (méd 37).
Demostracion. La equivalencia entre (1) y (2) es el Lema 2.2. Si D | Py, entonces
mgo = Py/D es un entero positivo y, por construccion,
Py = Dmg = (2~ — 3")my,

de donde
2Vmo = P, (méd 3%),

es decir,
mo = P,(2Y) ' = a,  (méd 3°).

Ademés, la positividad del cociente y las cotas estructurales del perfil implican
mg € (L, U]
Reciprocamente, si existe un entero mq € (L, U] con my = oy (mdd 3*), entonces

2Vmo = P, (méd 3%).

La condicion mg € (L, U] identifica al tnico candidato positivo compatible con el
cierre, y por tanto se recupera Dmg = Pj. En consecuencia, D | P. ]

Observacion 5.2. La Proposicion 5.1 muestra que la reformulacién modular no cons-
tituye una via independiente de demostracion: es una traduccion exacta de la divi-
sibilidad original.

6. Demostracion del resultado principal

Demostracion del Teorema 1.1. Supéngase que existe un ciclo con perfil
(1™, (d +1)Y), ng>1, d>2.

Por el Lema 2.2, se tiene D | Py. Pero el Teorema 3.3 implica D t P;. Contradiccion.
O



Observaciones finales

El resultado principal del trabajo proporciona un cierre puramente algebraico
para la familia de perfiles (1", (d + 1)') en la dindmica acelerada de Collatz.

Para m > 2, el problema adopta una forma distinta y parece estar gobernado
por una aproximacién exponencial entre las escalas 2V y 3*. La reformulaciéon en
términos de la forma lineal A4(m), junto con la verificacion computacional en el
rango 2 < d < 15, 2 < m < 2553, apunta a la no existencia de ciclos también en esa
region, pero el paso deductivo completo desde la divisibilidad D | P, hasta la cota
analitica correspondiente no se desarrolla aqui en forma autosuficiente.

Desde un punto de vista estructural, la ecuaciéon de cierre permite interpretar la
dindmica como un problema aritmético de divisibilidad. La reformulacién modular
en términos de clases residuales moédulo 3* es equivalente a dicha divisibilidad y, por
tanto, constituye una reinterpretacion exacta del mismo obstaculo.
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