Sur les racines de certaines équations.
Par
A. Marxorr & St. Pétershourg.

Les équations, dont nous allons parler, se rattachent au dévelop-
pement en fraction continue de la fonction suivante

[ 4
i 1¢)) i)
(1) )= [ ay— £ [[ay.

Nous supposons ici les nombres a, b, ¢, d et le paramétre variable &
réels, les différences b — a, ¢ — b, d — ¢ et les fonctions g(y), f(y)
positives (au moins pour ¢ < y < b et pour ¢ < y < 4).

Posons en général

5 a
@ jy‘g(y)dy = o, Jy‘f(y) dy = .
¢
Soit maintenant 3—{—))— une des fractions convergentes de la fonction
F(2) et i
(3) Pu(8) =Py + P12 + P2+« - - + pas”.

On aura le systéme des équations du premier degré

Po(“o —EBy )tp (e —EB) A+t pa(etn —Efe )=
(4)*) &y gﬁl )+P1(“2—§52)+ +Pn(“n+1 '—gﬁn-{»-l)

po(a»~1—§ﬁn-x)+p1(an Sﬂa)+ +pu(azn—1—§ﬁz-—1)—-0,
qui définit les rapports

P o Pea
2.’ p, ! ' p,

¥) Heine, Handbuch der Kugelfanctionen. 1878, p. 287.
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Ces rapports s'expriment par les fractions, dont les dénominateurs
sont égaux & la fonction entiere de £ du degré =

do‘ ___gﬁo ) dl—-ﬁﬁi, cvey Opg __gﬂ“~1
(5) ¢”(g)= o _”gﬁi ) 052——5,‘}32, coey Oy —gﬁn

“n—l'—gﬁﬂ—ly an_‘glgn; ey “21;—2"&6210—2 ’
L’exception ne font que les cas, ot ®,(E) = 0.
On peut poser en ces cas exclusifs p, = O et abaisser ainsi le
degré de la fonction @,(2), satisfaisante aux équations (4).
Dans notre but il est important de remarquer, que, $,(E) n'étant
pas = 0, toutes les racines de l'équation

Pa(2) =0
du degré »n sont des nombres finis, et c’est & cause de celd, qu'avec
I'accroissement infini d’'une des racines de cette dernitre équation £
s'approche 3 P'une des racines de I'équation

b, (g) =0.
La question a laquelle est consacrée cette note consiste, principalement,

dans la détermination du nombre des racines de I'équation ¢(2) = 0,
comprises dans les intervalles

de —oc da, deadad, debiac, decad, deda -+ o

(— 0, a)’ (a’; b)7 (bi c) (C, d)} (ds +°°)
La résolution de cette question est renfermée dans les théorémes
suivants.

Théoréme 1.

La fonction ¢, (2) dans les intervalles (a, b) ef {c, d) change son
signe au moins n — 1 fors.

Démonstration.

Supposons, que dans les intervalles (a, &) et (¢, d) la fonction
@.(2) change son signe précisement m fois pour

B=2y, Byy + o oy Ty
et formons les fonctions
O(2) = (g—xz,)(z—,) . .. (86— Zn), ©,(2) = (2—¢&)O(2)

ol ¢ est un nombre quelconque, compris entre b et c.

Alors les produits

9.(2) O(2) et @,(2)0,(2)

ne changent leurs signes ni dans lintervalle (@, b) ni dans celui (¢, d):
dans le premier de ces intervalles elles sont de signes contraires et
dans le second de méme signe.
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De 13 il est alsé de voir, qu'une des expressions

@ fo00 Bew)d—Effw)0 G)ennay
et ‘ ’

®  Jo0)0.w)ew) ay—5 1) 0,6) ou(s)dy

_n’est pas égale au zéro.

Mais d’apres les équations (4) V'expression (A) se réduit au zéro,
sim < n, et I'expression (B) —, si m <n — 1,

Donc en tous cas m ne peut étre moindre que # — 1.

On démontrera sans peine, par les considérations tout 3 faib
analogues, les scolies suivantes.

Seolie 1.

Soit § positif, toutes les racines de l'équation ¢,(2) = O tombent
dans les intervalles

(—o0,8), (¢, +o0).

Soit £ négatif, toutes les racines de méme équation tombent entre
a et d.

Scolie 2.

Pour § = 0 toutes les racines de I'équation ¢,(z) = O sont com-
prises entre a et b.

Pour § = - oo, au contraire, toutes les racines de méme équation

sont comprises entre ¢ et &, car alors la fonction — FE gevient

£
f ) d’lj
Corollazre.

L'équation ¢,(2) = O n’a pas de racines égales; en d’antres termes

., 0 . P .
la dérivée q;,;(z) ne peut étre réduite au zéro, quand g@,(2) == 0.

Lemane.
e 09,(3) N o c
La dérivée 78 b peut &tre réduite au zéro, quand
) : Pa(2) = 0.
Démonstration.

D'aprés les équations (4) nous avons

® Jow 0w e dy — & [15)0) 9u) ay

quelque soit la fonction entidre ©(2) du degré n — 1.
Mathematische Annalen. XXVIL 10
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En différentiant I'équation (6) et en posant 0;’;@ = @, (2) nous
déduisons
? a
J9w0w) eats) dy—& 1) o) @ ) ay
@ : —o.

~ [r@)ow) gy

Admettons maintenant que les équations
9.(2)=0 et w@,(¢)=0
ont une racine commune 2 == &,
Alors rien ne nous empéche de poser

dans la formule (6) 0(s) = "’n (z)

tv,, ()
i

et dans la formule (7) 0(2) =

Nous aurons ainsi les éguations suivantes

f @) %(3)__4E g,/f( ) %(y) o, (y) dy =0,

fg(y) ».: Eff() Sy

= 0’
Py (¥) - @ (y)
- j f) 2022
d'ou il suit
Pa W) 9.9
j f@) 222 gy =0
et ensuite
9.9 - 9. ()
J (9)- = dy = 0.
Mais les deux égalités derniéres sont impossibles.
Cette contradiction indique, que les fonctions g, (2) et aq;,‘g(z) ne

peuvent étre simultanément égales au zéro.

Corollaire.

Lorsque § décroit continuellement de zéro jusqu'd.— oo, chaque
racine de P'équation se varie aussi continuellement et toujours dans
méme sens: elle croit; car elle passe de I'intervalle (a,b) dans celui (¢,d).



Sur les rdacines de certaines équations. 147

Et lorsque £ croit continuellement de zéro jusqu'a -} oo chaque
racine de Yéquation, en variant aussi continuellement, décroit toujours
excepté les cas, ol cette racine franchit 4 oo.

De 13 résultent les théorémes suivants.

Théoréme 2,

Lorsque & déeroit de O jusquw'a — oo toutes les racines de Uéquation
@.(2) = 0, franchissant successivement b et ¢, passent de lintervalle
(a, b) dans celut (¢, d).

Par conséquent toutes les racines des équations

o) =0 et gu(c) =0,

du degré n par rapport & Vinconwue &, sont réelles et négatives.
D’ ailleurs si nous désignons dans Uordre décroissant les racines

de Véguation @, (b) =0 par N, My ..y Ny
de Véquation @.(c) =0 par 1,y %5y -+ -5 n,
nous aurons les inégalites suivamntes
P >N S>> >0 > 0> Y

Enfin quant auz racines de Uégquation ,(2) =0 nous pouvons
assurer , que

pour n; > E >/ n— i de celles sont comprises entre o ef b

UWNE . . v e e e e . . . bee
t—1l. ... . . . . ... ced
et pour ;> £ > 1 m — i de celles sont comprises entre a et b
Y - A
Scolie.
Soient

Z=Zy, Ly, ..., Xn
toutes les racines de I'éguation ¢, () = 0 dans 'ordre croissant.
Alors aux inégalités
0>¢6>4.
correspond la suivante

. (Z)e=0 < (@)e=o
et par suite

®) () > (5,

Théoréme 3.
Lorsque £ augmente de O jusqw'é -+ oo toutes les racines de Uéqua-
tion @, (2) = 0, franchissant successivement

a, —, oo, d

passent de Vintervalle (a, b) dams celui (c, d).
10%*
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De Ui résulte gue toules les racines des équations
Pu(@) =0, () =0, ¢.,d)=0,
du degré n par rapport 6 Uinconnue £, sont réelles el positives.
Dailleurs, st dans Uordre croissant les racines de Uéquation
oa(@) =0 sont &, &, ..., &,
¢ﬂ(g) =0 gi’r gz,’ vy g;:;
QJ,.((Z) =0 gjl,; 52”’ LR g’;»
nous avons les inégalités suivantes
§1<§1'<§,"<§2<§2'<§2"< "’<‘§n<‘§ln<g’1:-
Enfin, quant aux racines de Véguation @,(2) = 0, nous pouvons
assurer que
pour & < E<E  m— < de celles sont comprises entre a et b,

e . . . . . . . . . . . O€e —o0,
t—1 . . . . ... . ced,
pour & < & <&  nm—1 de celles sont comprises entre a ef b,
une + -« <+ - + + « .« .+ Jooet d’
i—1 . . .. . . ... .ced,
pour E'<E<Eiyn n— i de celles sont comprises enfre a ¢t b,
£ . . . e . .. . . o ced.

Seolie.

Soient pour & >+~0
Zys Loy o« oy Xp

toutes les racines de I'égmation ¢,(2) = O dans le méme ordre que
nous représentent les nombres
b, ¢, — 0, +x, d, c
Soit encore # un nombre quelconque comprise entre & et ¢
Alors aux inégalités

Ozt
correspond
(h % ) > ( h—z; ) =
et par suite
¥, (B) ( P (B)
@ ( Pa () ,;:,> RO ra-
Lemme. B

Doy (£)— [P0 (8B 1y (i —E fuyn) - o,

2 + (g) { b +pn——1 (“21:-—1 b g ﬁz»-l) +pn (a2ﬂ—§ﬂ2 n)} (g)
(10) 4 ¢
=0, (£) {Jy(y)-y“qvn (y)dy—ﬁjf(y)y" %(y)dy, .
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Nous obtenons cette formule an moyen du théoreme sur le développe-
ment d'un déterminant suivant les éléments de quelque colonne.
Lemme.
g étant positif, pour @,(a) = O le produit ®,,(£) . ¢,(£) est un
nombre négatif; au contraire pour @,(d) =0 le méme produit est un
nombre positif.

- Démonstration.

—b
Pour @.(a) = 0 Vexpression 9. fza lrepresente une fonetion

entiére de z, du degré ».
Le coefficient de 2* dans cette fonction est égal & p,. Cela étant
il est aisé de transformer la formule (10) dans la suivante

P2 Dy (B) Py §)~(¢ (g) { J ) (%(y)) (Z

dont on déduit immédiatement I'inégalité

(Dn(g) (Dn+1 (g) < 0.
.Tout de méme on peut démontrer la seconde partie de notre lemme,
Corollaire.
Toutes les' racines de l'équation
 Pupa (8) =0
sont comprises, une & une, dans les intervalles suivantes
0,8), &, &), (& &), - - +5 (Ba1, Ea)s (8, + ).
Theoréme 4.
Sotent
g‘l)) gg: MR ggﬂ-l
toules les racines de Uéquation ®4q(E) = O dans Uordre croissant.
Alors pour
E=&
n — % 4 1 racines de Uéguation
Pa(2) =0
sont comprises entre a et b et les autres ¥ — 1 entre ¢ et d.
En méme temps nous avons les inégaliteés suivantes

Pry Pp—y
(11) ( P, )E—-&'o >( P, )5=$;2+1,

¥, (h)) ( 9, (h))
(12) (mT E=ES > EROPE =

o h est un nombre quelcongque, compris entre b et ¢.
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Démonstration.

Toutes les conclusions de ce théoréme sont des corollaires évidents
des propositions précédentes, excepté I'inégalité (11).

Quant & cette dérniére inégalité, elle se réduit & inégalité (8), si
nous remarquons, que pour @, () =0 la fonction ¢.(2) devient le
dénominateur d'une fraction convergente de la fonction

a
F () Jﬂb—wmmdy (_§)<y:§5wdy

Z-—9
ol
(b—9g(y >0 pour a<<y<bh
et
(y—8Fy) >0 pour ey <d.
Remarque.

Ces considérations sont analogues a plusieurs égards & celles de
Sturm sur les racines des certaines équations, qui se rattachent 3
Vintégration des équations différentielles lindaires du second ordre.*)

Dailleurs il faut remarquer que les fonctions de Lamé peuvent
étre considerées comme les cas particuliers des fonctions g,(2).%%)

De la il est aisé de voir la liaison entre nos théorémes et celui de
M. Klein, suppléé par M. Ljapounoff.**¥)

30. septembre 1885,

*) Sturm. Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second
ordre, Journal de M. Liouville, premiére série, tome 1.

**) Heine. Handbuch der Kugelfunctionen 1878, § 102. — Sochotzky.
Sur les intégrales définies ef les fonctions, dont on se sert pour les développements
dans les séries. 1873. Chapitre II (russe).

*#%) Klein. Ueber Lam¢'sche Functionen. Mathematische Annalen XVIII, —
Ljapounoff. De la stabilité des formes éllipsoidales de 1'équilibre d'une masse
liquide, douée d’une rotation (russe) 1884. Chapitre IV. — Voir aussi Stieltjes.
Sur certaines polyndmes qui vérifient une équation différentielle linéaire du second
ordre et sur la théorie des fonctions de Lamé, Acta Mathematica VI.



