
Sur les racines de cer~aines dqua~ions. 

Par 

A. ]~A~zOFV ~ St. Pbtersbourg. 

Les 6quations, dont nous allons parler, se rattachent au d~velop- 
pemenL en fraction continue de la fonction suivante 

d 

(1) i~(6 :Jz:-~- ay ~ '  f(y) d . 
a r 

Nous supposons iei les hombres a, b, c, d et le param~Lre variable 
rgeIs, les diffgrences b - -  a ,  c - -  b, d - -  c et les fonctions g(y) ,  f (y)  
positives (au moins pour a < y < b eL pour e < y < d). 

Posons en ggngral 

b d j? j?r() (2) g y)dy ~ ~ ,  y dy = l~,. 
a c 

v,~ (z) 
Soit maintenant ~-~ ( ~  une des fractions convergentes de la fonetJon 

F(~) eL 

(3) ~ . ( z )  = Po + 1 o ~  -t-Io2~2 + �9 �9 �9 + p ~ .  

On aura le syst~me des ~quations du premier degr~ 

[po(~o--~& )+i~ , (~ , -~)+-- .+p,(~  --~. )=o 
(4)*)[  P~ . . - -~fl t .  . . ) + i ~  I ' .  . . . . . . . ._ - . . . . . . 

qui ddfinit les rapports 

Po P, P~--x 

*) Heiae, Handbuch der Kugelfunctionen. 1878, p. 287. 
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Ces rapports s'expriment par les fractions, dont les 
sont dgaux ~ la fonction enti~re de ~ du degrd n 

ddnominateurs 

(5)  r  - ~  ' a 2 - f ~ ' ' ' ' '  ~" - ~ " "  . . . .  " " " " " " " " " " " I" 

L'exception ne font que les ca% off ~ ( ~ ) ~ - O .  
On peut poser en ces cas exclusifs p~ ~ 0 et abaisser ainsi le 

degr~ de la fonetion ep.(z), satisfaisante aux 6quations (4). 
Dans not:re but il est important de remarquer, que, (P~(~) n'gtant 

pas ~ O, routes les racines de l'dquation 

~ ( ~ )  = o 

du degrg ~ sont des hombres finis, et c'est ~ cause de cel~, qu'avec 
l'accroissement infini d'une des racines de cette derni~re 6quation 
s'approche ~ rune des racines de l'gquation 

r  (~) = 0 .  

La question ~ laquelle est consacrde cette note consiste, principalement, 
dans la dgtermination du nombre des racines de l'dquation r  0, 
comprises dans les intervalles 

d e - - c ~ . a ,  de a ~ b, de b ~ c~ de c "~ d, d e d ~ - ~ - o o  

( - -  oo, a), (a, b), (b, c) (c, d), (d, Jr- ~x~). 

La r6solution de cette question est renfermge dans les th6or~mes 
s'uivants. 

T]C_.or~me 1. 
Z a  fonction ~ ( z )  dans les intervalles (a, b) et (c, d) change son 

signe au moins ~ -  1 lois. 
Ddmonstr ation. 
Supposons, que dans les intervalles (a, b) et (c, d) la fonction 

~,  (z) change son signe prdcisement m lois pour 

et formons les fonctions 

o(~) ---- (~--x,)(~-x~)... (z--x, , , ) ,  e , (~)  ----- ( ~ - ~ ) e ( z )  

oi~ ~ est un hombre quelconqu% compris entre b e t  c. 
Alors les produits 

ep.(z) O(~) et q~(z)0t(z ) 

ne changent leurs signes ni dans l'intervalle (a, b)ni  dans celui (c~ d): 
dans le premier de ces iatervalles elles sont de signes conivaires et 
dams le second de m6me signe. 
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(A) 

et 

(B) 

De 1~ il est aisd de voir, qu'une des expressions 
b d 

quelque soi~ la t'onction enti~re e(z)  du degrg n ~ 1. 
Mathematiache Am.ualem X:KVLL 

d d 
t ~  ] 

Y 
C 

n'est pas dgale au zgro. 
Mats d'apr~s les dquations (4) l'expression (A) se rdduit au z~ro, 

si m ( n ,  et l'expression (B) - - ,  si m ~ n - -  1. 
Done en tous cas m n e  peut ~tre moindre que n -  1. 
On ddmontrera sans peine~ par les considdrations tout ~ fair 

analogues, les scolies suivantes. 
Scolie 1. 
Soit ~ positif, tout~s les racines de l'gqua~on opt(z)~--0 h)mbent 

dans les intervalles 

(-- oo, b), (c, + 
Soit ~ n6gatff, tou~es les raeines de m~me 6qua~ion tombent entre 
a e t d .  

$colie 2. 
Pour ~ = 0 toutes les raeines de l'dquation op t (z )=  0 sont com- 

prises entre a et b. 
Pour ~ ~- -~- ~ ,  au contraire, toutes leg racines de m~me dquation 

son~ comprises entre c et d, car alors la fonc~on F(z) devient 
f 

d 

f f(Y) dy. 4 -y- 

L'4quation r = 0 n'a pas de racines 4gales; en d'autres hermes 

la dgrivge ~ ~ (z) ~z ne peut ~tre rgduite au zgro, quand ~ ( z ) ~ - - 0 .  

Lemme. 
~ ( s )  

La ddriv6e ~ i - -  ne peut ~re  rdduite au z6ro, quand 

= o 
1)~nor~ratio~. 
D'apr~s les dquations (4) nous avons 

b g 

a 

10 
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~ (~) 
En  diffgrentiant l'gquation (6) et en posant ~ ~ to. (z) nous 

dgduisons 
b d 

~(y) o (~) ~ (~) ay  - -  (y) o (~) ~o~ (~) dy  

(7) O. 

- .ff(y) o(y) dy 

Admettons maintenant que les 6quations 

~ . ( z ) ~ 0  et e o . ( z ) ~ 0  

ont une racine commune z ~ ~. 
Alors rien ne nous emp~che de poser 

darts la formule (6) O(z) = z - -  

et dans la formule (7) 

Nous aurons ainsi les 6quations suivantes 

b d 

O (~) = '~" (~) 

f g(y) ~ (y) . ~,.(y) 

a 

b 

y g ( y )  '~" (y) . ,%(y) 
. " ~ l - -  ~ 

d'ofi il suit 

• j ' f (  ' ~  (y).  ,~ (y) 
d y  - -  y) y _ dy  O, 

d 

ay - (y) ~ - ~ 7 - -  

- -  i f ( , )  ~" (Yy)~'_~ (')d 
C 

-~-0, 

d 

d -  e 
et ensui~e 

b 

g(y). ~ - - ~  d ~ = O .  
a 

MaJs les deux dgaiR~s de~o~res sont impossibles. 

Ce~m contradiction indique, quc les foncfions ~=(z) e t ~  ne 

peuvent ~ r e  simult~u~ment dgales au zdro. 
C, oro//a~'e. 
Lorsque ~ d6cros continuellement de zdro jusqu'~- cx~, chaque 

racine de l'6quation se vaxie aussi continueUement et toujours dans 
m~me sens: elle croit; car e]|e passe de l'intervalle (a~b) dans celui (e~d~ 



Sur les racines de cer~aines 6qua~ions. 147 

E~ lorsque ~ croit continuellement de zgro jusqu'~ -~ r chaque 
racine de ]/dquat-ion, en variant aussi continuellemen~, d6croit toujours 
except6 les cas, off cette racine franchit -4- ~ .  

De 1~ rgsultent les thgor~mes suivants. 
TMor~me 2, 
Lorsque ~ dgcro~ de 0 jusquVt - - c ~  toutes les racines de rr 

q )~ ( z )~  O, franchissant suceessivement ~ et c, passent de l'intervalle 
(a, b) dans eelui (c, el). 

t)ar consdquent toutes les racines des dquations 

t p . ( b ) ~ O  et ~ o , ( c ) ~ O ,  

du degrd n par rapport d l'inconnue ~, sont rdelles et nggatives. 
D'ailleurs si nous ddsignons dans l'ordre ddcroissant les racines 

de l'dquation q~.(b)-~O ~ar ~11, ~ . . . .  , ~ . ,  
�9 t 

de l'dquation ~,(e)  ~ - 0  par ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~'., 

nous aurons les inggalitds suivantes 

Enfin quant aux racines de l'gquation q ) . ( z ) ~  0 nous pouvons 
assurer, que 

pour ~1i > ~ > ~h' 

et pour ~'i > ~ > ~i..{-1 

8eolie. 
Soient 

n -  i de celles sont comprises entre a et b 

une . . . . . . . . . .  b ere  

i - -  1 . . . . . . . . . . .  c et d 

n --  i de celles sont comprises entre a et b 

i . . . . . . . . . .  c e t d .  

routes les racines de l'dquation opt(z)--~ 0 dans l'ordre croissant. 
Alors aux indgalitds 

0"> a > a'. 
correspond la suivante 

< 
et par suite 

(8) 

Thebr~rte 3. 
Lorsque ~ augmente de 0 jusqr  - 4 - ~  tontes les racines de l'dqua- 

tion ~ ( z) ~- O , franchissant succ~ivement 

a ,  - -  ~ ,  -{- ~ ,  d 

p.assent de l ' interva~ (a, b) darts cehti (c, d). 
10" 
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De l~ rdsulte q ~  t o u ~  les rad~es des ~luations 

~.(a) = o ,  r = o ,  ~ (~) = o ,  

du degrd n ~ar .rap,port ~ ~inconnue 6, sont rdelles et positives. 
.D'aillatrs, si darts l'ordre croissant les racines de l'dquation 

~ , (a )=O sont 6~, ~ ,  . . . ,  6~, 
r -=- 0 ~', 6 ~ ' ,  �9 � 9  ~,  

~l  t t  ~.(d)-= o 6, , 6~", . . . ,  ~,, 
nous avons les inggali~s suivantes 

6~ < 6( < 6~" < 62 < 6~." < 6~" < " " < 6. < 6'. < 6~. 
.Enfin, quant aux racines de l'gquation q~,.(z)~ O, nous loo,avons 

n ~ i de celles sont eomta, ises entre a e t  b, 

i - -  1 . . . . . . . . . .  c e~ d, 

t~rur 6i" < ~ < 6i" n -  i de celles sont comprises entre a et b, 

une . . . . . . . . .  + c~ et d ~ 

i -  1 . . . . . . . . . .  c et d, 

~our ~[" < ~ <6~+x n - -  i de celles sont coml~rises entre a et b, 

i . . . . . . . . . .  c e t d .  
Scolie. 
Soient pour ~ >~0 

routes les racines de l'~tuafion ~0~(z)~--0 dans le m~me ordre que 
nous reprdsentent les nombres 

b, a,  - - o o ~  -J-o o, d, c. 

Soit encore h ma nombre quelconque comprise entre b e tc .  
Alors aux inggali~s 

0 < z < z "  
~rrespond 

(~--=W)~_,> \ h - = ,  ] ~ .  
et par suite 

Lemme. 

| /" 

assurer que 
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Nous obtenons cette tbrmule au moyen du t~hgorbme sur le ddveloppe- 
ment d'un dgterminant suivant les 616ments de quelque colonne. 

Lemme. 
grant positif, pour opt(a) ~-- 0 le produi~ O~_1(6) �9 O~(6) est an 

nombre ndgatif; au eontraire pour opt(d)~-0 le m~me produit est un 
hombre positif. 

�9 Ddmonstration. 

Pour o p t ( a ) ~  0 l'expression ~ (z). (~--b) reprgsente une fonction 

entlbre de z, du degrd n. 
Le coefficient de z ~ dans cette fonction est (igal ~ zv~. Cela dtant 

il est aisg de transformer la formule (10) dans la suivante 

/J: p~ r162 (6) ~-(r (~))~ (y) 
(~ . (y ) ) -% (y-- b) 

y - - a  d y  

- -  6o (Y) y :::  a d y 
c 

don~ on dgdui~ immgdiatement l'in~galitg 
r (~) r (~) < 0. 

�9 Tout de m~me on peut dgmontrer la seconde parole de notre lemme. 
Corollaire. 
Toutes les' raeines de l'gquation 

�9 r ~- o 

son~ comprises, une ~ une, dans les intervalles suivantes 

(0, ~,), (~,", ~), (~;', ~9, - . . ,  (~-~, ~), (~, + ~) .  
Thdor~me 4. 
Soient 

~o, 6~ . . . .  , ~,  
routes les racines de l'dquation q)~+l(~)~  0 dans l'ordre croissant. 

Alors pour 

n - -  ~ + 1 racines de ~dquation 

~ . ( z )  = 0 

so'at comprises entre a et b e t  ~s autres u - -  1 entre c et d. 
m2me temlas nous avows les indgalitds suivantes 

o~ h est un nombre ~uelcaaque, compris entre b et c. 
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1)dmonstr ation. 
Tou~es les conclusions de ce thgor~me sont des eorollaires 6vidents 

des propositions prgcgdentes, exceptd l'indgalit~ (11). 
Quant ~ cette ddrni~re indgalitd, elle se r~duit ~ ringgalitg (8), si 

nous remarquons,  que pour r (~) -~-0  la fonc~ion ~ ( z )  devien~ le 
ddnominateur d'une fraction convergente de la fonction 

b d 

f (b -- y) g(y) ) iCy  -- b) f(y) dy 

o~ 
(b --  y) g(y) > 0 pour a < y  < b  

et 
( y - - b )  f ( y ) > O  pour c < y < d .  

Remarque. 
Ces considdrations sont analogues ~ plusieurs 4gards s celles de 

S t u r m  sur les racines des certaines 4quations, qui se rat tachent 
l 'int4gration des 4quations diff4rentielles lindaires du second ordre.*) 

D'ailleurs il faut remarquer que les fonctions de L a m 4  peuvent 
6ire considerges comme les c ~  paFdculiers des fonctions opt(z).**) 

De l~, il est ais4 de voir la liaison entre nos th4or~mes et celui de 
M. K l e i n ,  supptg4 pax M. L j a p o u n o f f . * * * )  

30. septembre 1885. 

*) Sturm. M~moire sur les dquations diff~rentielles lin6aires du second 
ordre. Journal de M. Liouville, premiere sdrie, ~ome I. 

**) Heine. Handbuch der Kugelfunctionen 1878. w 102. - -  Sochotzky.  
Sur los int~grales dg~aies ei~ tes fbnctions, dont on se ser~ pour les d~veloppemen~s 
dana les sgries. 1873. Cl~pitre II (russe). 

***) Klein. Ueber Lamdsche Funct~onen. Ma~hematiseho/Lunalen Xu 
Ljapounoff .  De la st~bilit~ des forints gUipsoidales de l'dquilibre d'une masse 
liquide, douge d'une rotation (russe) 1884. Chapitre IV. - -Voir  aussi St ie l t jes .  
Sur certaines polynSmes qui v~rifient une ~quation diffdrentielle lindaire du second 
ordre et sur la th6orie des fonctions de Lazn6. Acta Mathematica VL 


