84 6. Lcehmus, Auflisung dreier geometrischen Aufgaben.

6.
Resultate der Auflésung von drei geometrischen Auf-

gaben; fiir Liebhaber des algebraischen Calculs.
(Von Herrn Prof. Dr. Lelmus zu Berlin.)

1. Aufgabe. I Coordinatenraume XOY ist ein Punct B durch seine
Coordinaten 0 A=—« auf OX und AB=¥, parallel mit O, gegeben: die Lage
der Geraden durch B zu bestimmen, welche zwischen ihren Durchschnittspuncten
D, E mit den Richtungen der Achsen OX, OY die bestimmte Linge DE = ¢ haben.

Wird AD durch « ausgedriickt, so wird fir x = ;/(abg), DE —
[ﬁ‘»}- b%‘]%: % ein Minimum fiir ¢ im ersten rechtwinkligen Coordinatenraum XO'Y,
und fir diesen Werth %2 von ¢ finden sich noch zwei Werthe von @, nimlich

T = —a— ;/(abz)i;/(ag-{—(ablz}”’f),
fir welche beide ¢ =— /4 in den anliegenden Coordinatenriumen liegt. Die
Aufgabe liefert also drei Resultate, wenn ¢=~2~ ist.

Fiir alle iibrigen Werthe von ¢, kleiner oder grofser als &, bestimmen

sich dic Werthe fir « aus der Formel

& = t|—a—ar B —2ay— e 20CEN)],

(47
wenn }(a*-}-6*4¢*) durch d?, abe durch p*, p*--y/(p°+d°) durch P* aus-
gedrickt und, erstlich, wenn ¢ <<k ist,

¢ = 4 (@ —24° P2+ <)
genommen wird, so dafs in allen diesen Fillen jedesmal nur zwei Resultate
enistehen, fir welche ¢ in die beiden anliegenden Coordinatenriume fillt. Ist
aber, zweitens, ¢=> %, so ist '
o = % y(&—4d*. cos* F 2nn+ @)
zu nehmen, wenn 72 =——1 oder =0, oder =1 geselzt und unter ¢ der
Winkel verstanden wird, fiic welchen

2pe4-de

de
ist, so dafs in allen diesen Fillen jedesmal vier Lagen ftir ¢ einireten: zwei
im ersten Coordinatenraum, und in jedem der beiden anliegenden Coordinaten—

rdume eine.

cosp = —
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- 2. Aufgabe. In einem gegebenen Dreieck die Lage des Punctes 4
zu bestimmen, fiir welchen die drei Normalen aus A auf die drei Seiten das
Dreieck in drei gleiche Theile theilen.

Bezeichnen o, /3, y die drei Winkel des Dreiecks; wird die o gegen-
iberliegende Secite zur Lingen~Einheit genommen, die Winkelspilze zu 3
zum Anfangspunct O der Coordinaten; bezeichnen z, y die Coordinaten des
gesuchten Punctes 4; wird 3—y durch d, 2-}-cos®/3 durch @, 2-|-cos’y durch
b ausgedriickt und dann w aus der Gleichung
w’—3[ab—(2-{-cos’a)sin’0] w--(a+b) [ab—2 sin’c sin*d-}-9 sin*d]—8 1 sin’d =0,
ferner P aus der Gleichung P* sin® ¢ = §(w-{-a-}-b); dann B und C aus den Formeln

B:%‘[PE— a+b 4 3sin5 ]’ C:%[PQ-—- a+b  sind ];

6 sin? « Psin3 e 6sinte “3Psin*e
und dann die Werthe von = aus den Gleichungen

2Pz B =0 ud 2*—Pz}C =0
entnommen, so hat man

- __ sindcotee4-3cosFcosy —6.rcosfcosy
T==2+4 und, y = 6 [« sine — cos 3 siny] ’

und nur diejenigen der sich ergebenden Werthe konnen der Aufgabe ent-
sprechen, fiir welche A innerhalb des Dreiecks oder in eine der drei Seiten fallt.

Ist 3=y, so genigt w=—1, P=cosecayi, B=C=0, 2=0,
& =14 und y ==}[tang 3 —secf3.yL]; welche Werthe auch aus einer beson-
deren unmittelbaren Losung der Aufgabe viel einfacher hervorgehen.

3. Aufgabe. Aus den drei Transversalen a, b, ¢, welche die Win-
kel 2, 23, 2y eines Dreiecks halbiren, diese Winkel unter der Voraussetzung
zu finden, dafs b=c, also auch 3=y sei.

Es ergiebt sich, wenn n die Werthe —1, O und 1, und ¢ den Winkel
8a® — 27ab?* is
[4az49b2]3

sinf3 = 51—,)— [a 4 Y4 a4 96% . cos {;(Qnrz-}-(p)].
Ist a:4=1:2, so geht aus der urspringlichen Bedingungsgleichung sogleich
53 =909, also = 18° hervor, und die Richtigkeit dieses Resultats ist leicht
synthetisch nachzuweisen. Die Vermuthung, dafs die Losung der allgemeinen
Aufgabe, wenn auch & und ¢ verschieden sind, auf symmetrische Formen fiihren
miisse, wie die Losung der ahnlichen Aufgabe: ,,Aus den drei Transversglen,
welche auf den gegeniiberliegenden Seiten normal stehen, oder dieselben halbi-
N ren etc.” zeigt sich durch die fift den besonderen Fall erhaltene Formel als richtig.

ausdriickt, fir welchen cos¢p =—




