Sopra alcune classi di gruppi di sostituzioni lineari a coefficienti
complessi.

di

Luict Biawcar in Pisa.

In tre successivi lavori, pubblicati nei Volumi 389 40% e 41¢ di

questi Annali, ho studiato i gruppi di sostituzioni lineari

, ez f

Z=rxe
i cui coefficienti «, B, y, & percorrono tutti 1 numeri interi di un
corpo quadratico immaginario che rendono il determinante della sosti-
tuzione eguale ad un’ unith, e seguendo I'interpretazione geometrica
del Sig® Poincaré ho determinato, nei casi pit semplici, il poliedro
fondamentale del gruppo.

Nella prima parte del presente lavoro studio una classe di sotto-
gruppi congruenziali dei gruppi ora ricordati. Una seconda parte
viene poi dedicata alla ricerca di una classe di gruppi affatto distinta
dalla precedente. Questi gruppi si presentano, nel campo dei numeri
complessi, come naturale estensione dei gruppi studiati dal Sigr Fricke
nei Vol 38° e 39° di questi Annali e d’altra parte provengono dal
gruppo aritmetico riproduttivo di una classe di forme quaternarie reali
nel modo esaminato nell’ ultimo dei miei lavori citati.*)

Delle corrispondenti applicazioni aritmetiche alla teoria delle forme
quadratiche di Dirichlet e di Hermite & sembrato qui sufficiente dare
un cenno soltanto, poicheé le considerazioni stesse sviluppate net precedenti
lavori valgono ancora, appena fissato il poliedro generatore del gruppo,
@ stabilirne i principii fondamentali.

%) La memorie dei Voli 40°, 41° saranno citate in seguito, per brevita,
Mspettivamente con (B), (C).
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Parte prima.
Sottogruppi congruenziali di e,
§ 1.

Definizione del gruppo Gp,,,.

Le sostituzioni della forma

’ (24

®) ¢ =

dove v & un numero fisso che supporremo razionale, infero e positivo
e «, f§, ¥, d percorrono tutti i numeri interi di un corpo quadratico
immaginario Q, che rendono il determinante della S eguale ad un’
unitd, formano un sottogruppo comgruenziale di @ *) 11 poliedro
fondamentale di un tale sottogruppo, il cui indice & necessariamente finito,
si potrebbe dedurre dal poliedro generatore di I'®, affatto similmente
come dal triangolo fondamentale del gruppo modulare deducesi il poligono
fondamentale di un suo sottogruppo. Perd il necessario passaggio
nell’ interpretazione geometrica dal piano allo spazio complicherebbe
singolarmente la ricerca; ma wun’ altra importante circostanza rende
pereferibile la ricerca diretta. Il gruppo delle S & contenuto infatti
quale sottogruppo eccezionale d'indice 2 in un gruppo pid ampio, le
cui nuove sostituzioni non appartengono pid a I'®, X invero se alle
S associamo le sostituzioni 7' della forma:

aV;z-]—i
( T ) z' = J

yVvz 8V’
dove &, #, y, 0 percorrono nuovamente gli interi di Q, che rendono
il determinante della 7' eguale ad un’ unitd, vediamo che il prodotto
di una S per una 7' una T, mentre il prodotto di due 7 & una 8.
Pertanto le S, T formano complessivamente un gruppo, pel quale
adotteremo la notazione Gip,; il gruppo delle S @ evidentemente
contenuto in G, come sottogruppo eccezionale d’indice 2.

Inoltre, essendo v reale e positivo, il gruppo Gip,, & permntabile

colla riflessione

2 =z,

e associando alle 8, T le sostituzioni di 2* specie

*) Per le notazioni cf, memoria (B).
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3
@ ”'9'0'1"L
f_ ez +8 o Vo
(SO) o T vyg4 8 (To) z = YV_20+3V1’“

abbiamo un ulteriore gruppo che indicheremo con G(p. in eui
Gp,» & alla sua volta contenuto come sottogruppo eccezionale d’indice 2.

§ 2.
Le riflessioni in Gy, ).

Per la determinazione del poliedro fondamentale di G(p,, la prima
e pid importante ricerca & quella delle riflessioni contenute nel gruppo
((B} §8 6, 7). Riferendoci alle particolareggiate discussioni dei lavori
precedenti, possiamo qui limitarci a dare i risultati effettivi. E cosi
osserveremo in primo luogo che: il gruppo aftuale ammetle gli stessi
piani di riflessione d&i T, Le sfere di riflessione si classificano poi
in quattro tipi, due dei quali provengono dalle sostituzioni della forma
S, e due da quelle della forma 7. Distinguendo i casi

1 D=1, 20 D=1, 2 (mod. 4), 3 D=3 (mod. 4),

otteniamo i risultati che si riassumono nei quadri seguenti.

10 caso. D=1

Sostituzione:
P R o1 YK 28

Ve Zy— (@ — tap)
Tipo I) (A) a4 a2+ vbe=1.
Sfera di riflessione:

-2+ (-2 +e—

Sostituzione:

(ay + tag) 2, (1 — 1:)9;'
(L —d)veszo -+ 0+ tay’

Tipo II) (B) a4 a,>+ 2vbc, = 0.
Sfera di riflessione:

- 252+ (—5E2Y + o= i

2ve

g ==

Sostituzione:

, V;(ai+iaz)zo+%

£ = eV —Vo(a—iay) ’
¢y »(a?*+a,) 4+ be, =1.

Sfera di riflessione:

E—2) + - ) +e—a

Tipo II)
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Sostituzione:

Vo (g + a0 ag-(1 — ) —7”—;—

A—deVva+ Voiay+iay)’
D) v(al+e?) +2be =1.

Sfera di riflessione:

(g__ m;c;az)? + (72 a1+“2) 48 = 21’04 .

z' =
Tipo 1V)

In questo, come nei quadri seguenti, a,, a,, b,, ¢, indicano numeri
razionall interi assoggettati soltanto alle rispettive equazioni segnate

(4), (B), (C), (D).

20 ¢caso. D=1 0 D=2 (mod. 4).

( Sostituzione: B

— (e tialD)s+b
vez, —(a,—ia, VD)’

Tipo Iy ¢ (A) e+ Da,® + vbje, =1.

Sfera di riflessione:

=)0 ) e

Sostituzione:
—_ (al + id,V:Z_)-) 2, -+ ib VD
ive, VD 2y (“1 —ia,V/ D) !
Tipo II) 1 (B) a’+ Day® + Dvbe, = 1.

Sfera di riflessione:

-+ (1t 55%) + & — o

Sostituzione:

V;(ai"'" ia,VI)—)zo—}- %

¢ V;zo —V» (a1 — iay VTD:E',
€ v(a+Day?) - bie, = 1.

Sfera di riflessione:

(-2 (-=12) o=

’

2 =

Tipo III)

T ove?
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Sostituzione:
Vs (o + it VD) 5, + VD
- Ve
16 szo +V; (ay — ’l:anD.) ?
D) v (a2+Da?) + Dbye, = 1.
Sfera di riflessione:

L =)+ E) e

105

Le riflessioni di quest’ ultimo tipo esistono naturalmente soltanto

quando v &

Posto o = }i@
2

Tipo 1) 1

Tipo II) ]

Tipo III) {

primo con D e ue & residuo quadratico.

30 caso. D =3 (mod. 4).

( Sostituzione:
@1+ a 0) 2,1 b
v ¢ 2y — (@t a,0,) ?

(A) (Qay+a,) + Day? + 4vbie, = 4.
Sfera di riflessione:

2 =

\

Sostituzione :

' _ﬂ:"'azm)zo‘i‘ibim
ive, VD 5o+ (@ +apay) |

By (2a,4a,)*+ Da2 + 4Dvbc, = 4.

Sfera di riflessione:

2

| (g_m,) (’74’2:15/;)’*'@2 “v“’c_f'

Sostituzione:

V(o +a,n) 2
z’ ==

GIVZZO—V;(ai-}-a,mo) !
© »{@a+a,) + Da?}+ 4bye, = 4.

Sfera di riflessione:

, avremo in Gp,4 le riflessioni seguenti:

(3_2—112%%%)?—*'( a;l’f) +&= 1’261 '

(f— 2oty 4 (-2 ) o =i
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( Sostituzione:

V;(“:+azw)zu + ibiyﬁ
ZI — V;

i VDve + V(e o) |
(D) v{(2a;+a)* + Day®} + 4Db ¢, = 4.
Sfera di riflessione:

(-2 )’+(n+22“’;‘1‘,’*) + 8 =gy

Tipo IV) |

§ 3.
I poliedri fondamentali dei gruppi Gp s, Gu.s, Gas.
1 Nel caso D =1, v = 2, dal prisma triangolare racchiuso fra
1 tre plani di riflessione
(1) 7=0, @ t=5, @) &—9=0

superiormente al piano =0 toghamo la porzione interna alla sfera
di riflessione

(4) B+ + =y (Figr19))

gt 12

II poliedro P cosi definito col quattro vertici

1 1 11
712(, 2=(‘2‘: 0, g): VSE('E; X O);
Vo.=(0, 0, x),
dei quali due singolari ¥;, V,, non 2 attraversato da alcuna sfera

di riflessione, nd esiste in Gy alcona sostituzione che lo trasformi
in s& medesimo; esso & adunque il poliedro fondamentale del gruppo.

* In questa come nelle figure seguenti si osservano le traccie sul piano &g
delle faccie del poliedro.
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Fuori di Gy, esiste un’ unica sostituzione, che cangia P in se
stesso, e ciot la ellittica (a periodo 2)

t—1
o

az 4 3

= Wi«

3nwi

8
?

@ = -1
V2
con essa & pertanto permutabile_il nostro gruppo.

20 II gruppo G,s. Dal prisma triangolare racchiuso, come sopra
dai piani
’ i
Q) 7=0, @ E=4, () .5—27=0

togliamo le porzioni interne alle due sfere di riflessione
) g+r+e=1,
1\2 1\2 1 .
® E-5) +@—35)+8=5 Fg.

Fig* 2*

Definiamo cosi un poliedro P coi vertici

vV, = (O, 0, _V%_) intersezione delle faccie (1) (3) (4),

n.=(50 75) v noow (1D@ @)
=5 % 375) » poow (2@ 6)
i=(v v %) - » o 2)B)O)
Vi=(3 503) o » w3 @ 06),
V.= (0, 0, ) " noo» (D23

esso non & attraversato da alcuna sfera di riflessione, né esiste alcuna
sostituzione nel gruppo o fuori del gruppo, che lo cangi in s¢ medesimo.
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Questo & adunque il poliedro fondamentale di Giy,3; un amplia-

mento del gruppo attnale & Impessibile.

3% Il gruppo Gg,s. Dal solito prisma racchiuso fra i piani
() 92=0, @ t=3, @ E—n=0

togliamo le porzioni interne alle tre sfere

(4) B+ +g=,

®) E—+o—)+e=5,

(6) E—3) +n+e—g Fgs).
[£7]

Figﬂ 30
1l poliedro P cosi definito coi vertici

12 E(o, 0, %) intersezione delle faceie (1) (3) (),

VQE(% 0, ;) ,, woon (1)@ (),
=30 52) s e . M@ )
n=(4 b ow) , . w266,
Vo=(m v 7)) v @66,
n#%%qﬁ » N CORORGE
7.=(3 5 0) " n w9 6) ),

» b4

-

V.= (0, 0, ) , (D (@) 3)
non & attraversato da alcuna sfera si riflessione. Osservando che vi
sono i due vertici singolari V,, V, e fra gli angoli diedri quattro
soltanto sono di 45% ciot quelli agli spigoli
ViV, VeVa, ViV, ViV,
mentre i rimanenti sono retti, troviamo facilmente che esiste una sola
sostituzione riproduttrice di P e ciod la ellittica (periodo 2):



Sopra alcune classi di gruppi di sostituzioni lineari, 109

2-;—172 144

’ 5 4 = 03 <
2 = o , y=¥V5¥Y2 —i.
Y

- —
4 5

Questa sostituzione & per altro fuori del gruppo Gy,s, il cui poliedro
fondamentale & adunque quello sopra definito.

§ 4.
I gruppi Ges, Ges.

1° Il gruppo Gs. — Dal prisma rettangolo compreso al di
sopra del piano { == 0 entro i quattro piani di riflessione

-1 — -t
(]) §=O, (2) g—., (3) 7)"‘0; (4)’? Va

tolgansi le porzioni interne alle due sfere di riflessione
®) E+rt+e=1
132 L .
® (t—7)+(1—75) +¥=1 Fgs).

Z/
(s
-4
Figl 43

Abbiamo cosi un poliedro P coi vertici

v, E(O, 0, 7‘_2—) intersezione delle faccie (1) (3) (5),
V.=(g 0, 5) e s w2 3) 6,
Lo g ows) v v @O,
Vi=(3 75 % ” w2 @) (6),
7= (0 55 0) e e @B O,

V.= (0, 0, ) " n o ow (@G @,
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che non & attraversato da alcuna sfera di riflessione ed & trasformato
in sé stesso dalla sola sostituzione
——ys+

1—zV
7= Ve 2 7=1/§e

yz— ¥

V2

Il gruppo Gz) ammette dunque per poliedro fondamentale questo
poliedro P ed & suscettibile di ampliamento.
26 I1 gruppo G s. Dallo stesso prisma racchiuso fra i piani
1

M E=0, @) =3, @) 1=0, &) 1=3

consideriamo la regione esterna alle quattro sfere di riflessione
®) I
(6) £+ (77 —--—) 8=
® (-2 () e -
1 2 . -~
(8) (5 - ’2—) + (7] — E—V_Z—) + gz = —2—14-; (Flga Da)

a:}-— w|

2

Fig? 58

essa ci dard il poliedro fondamentale P di Gpg3. E infatti P non @
attraversato da alecuna sfera di riflessione ed & trasformato in- s
medesimo dalla sola sostituzione

1+zV iV—
— B A 1 S I
g = gz L2 1+'LV_ y V=1 t )

la quale & fuori del gruppo.
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§ 5.
I gruppi Gy, Ges, Ge.

Si consideri il prisma triangolare compreso al di sopra del piano
¢ = 0 dai tre piani di riflessione

1) 7=0, @ E=23, (@ E—=1V3
e se ne tolga nel caso v = 2 la porzione interna alla sfera di riflessione

@) B4+ o= (Fig6,

Fig® 6 Fig" 7
nel caso v = 3 quella interna alla sfera
@) B4 +e=g (FigT)

e in fine nel caso v = 5 le porzioni interne alle tre sfere

") Bt = é,
®) (8 ——) ot = g
® (s—3) +( =4 (Fig8).

I poliedri cosi definiti sono i rispettivi poliedri fondamentali di
Gs,z), G4, Gg. E invero si verifica, calcolandone le coordinate
dei vertici, che nessuna sfera di riflessione li attraversa e nessuna
Sostituzione del gruppo corrispondente li trasforma in s& medesimi.
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§ 6.

I gruppi Ge,o G,y

19 11 gruppo Gz . Dal prisma compreso fra i quattro piani di

riflessione
W) E=0, @ k=%, & n=0, @=L
si tolgano le regioni interne alle cinque sfere di riflessione
(5) =1,
() g+ (=" ye—1,
2
@ -2 +0-0) +e-%
1
=3+ omh) o=

9) (€—§)2+ (n—;aﬁ)2+§2=—8%- (Fig 9°).

v g
E}
4
(27

1) ¥ (424 57

2 42

17 o

Fig* 100

Fig* 9

11 poliedro P cosi definito, coi tre vertici singolari
1+V5  1+4+iV5

—5 5 T3

2

¢ il poliedro fondamentale di G .
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20 I gruppo Girg. Del prisma contenuto fra i quattro piani di
riflessione
Vi

<n§=o,(m§=§,(®n=w,(@n=7—

consideriamo la regione esterna alle quattro sfere

®) B4+ 0=,
©) @—~J4—n——0—+? L
@ (-2 +( -2 +e=14,
(8) §?+(?3—7f +§2==714~ (Fig® 10%).

Il poliedro P risultante non & attraversato da alecuva sfera di
riflessione e fra le sostituzioni del gruppo vi ha soltanto la sostituzione

— s 1+zV_

che lo cangi in sé stesso. Dividendo adunque P in due parti equivalenti
col piano

EYT—n=0;
una ad arbitrio di esse potrd assumersi a poliedro generatore di G,y .
Come si vede, di tutti i gruppi fin qui considerati @a,g) & l'unico
che non si generi con pure riflessioni.

§ 7.
Le forme di Dirichlet o di Hermite associate ai gruppi Gp.)-
Consideriamo una forma quadratica (di Dirichlet) del tipo
F=wvaz?+ 2bzy 4 cy?,

dove @, b, ¢ sono interi qualunque del corpo Q e sulle variabili z, v,
corrispondentemente alle sostituzioni 8, 7' del grappo Gp,. eseguiamo

la sosituzione
{ z= ar + !3?;1'7
$)

y=vyz + 8y’
o Valtra y

Vs ¥,
y=yVva 4+ )y
La F si trasformerd in una forma F’
Fr=va's?4 202y 4 ¢'y'?

Mathematische Annalen, XLIII 8

|x——a1/v1;+
8
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della stessa natura nella quale sard inoltre
V=% o b'=—> (mod. )

secondo che la sostituzione eseguita appartiene al tipo s) o al tipo t).

Posstamo cosi stabilive il concetto di equivalenza di due tali forme
f, [ rispetto al gruppo G, e colla determinazione del poliedro
generatore del gruppo risolvere i problemi della teoria dell’ equivalenza
(ef. (B)) -

Pit importante & la considerazione delle forme di Hermite a
indeterminate coningate

F=vAzz, + Bzy, + B,z,y + Cyy,,

dove A, C sono razionali interi e B un intero del corpo Q. Per le
sostituzioni $) o #), ove contemperaneamente sulle variabili coniugate
si eseguisca la sostituzione coniugata, le forme F si cangiano in forme
della medesima specie. Di queste forme F possiamo adunque ecostruire
una teoria aritmetica dell’ equivalenza, i cui problemi fondamentali
si risolvono colla rappresentazione geometrica del gruppo G(p, .

Parte seconda.

Gruppi poliedrici provenienti dalle forme reali quaternarie
vz +2,%) + Dy’ — a2

§ 8
Definizione dei gruppi X+
I gruppi di cui ci occuperemo in questa seconda parte possono

definirsi aritmeticamente, e in modo diretto, come estensione al campo
complesso dei gruppi studiati dal Sig” Fricke nel Vole XXXVIII di

questi Annali.
Essendo » un numero fisso razionale, intero e positivo, consideriamo

tutte le sostituzioni della forma
8) & = @+ V) e+ e+ aVs)
(—etaVo)st (a—2bV»)’
dove @, b, ¢, d percorrono tutti i numeri interi del corpo quadratico
Q ={(1,iyD), che rendono
a4 ¢t — v(d?4ad?) =4 1.
Le sostituzioni S formano, come subito si vede, un gruppo.
Alle § associamo poi le sostituzioni 7' della forma
O CE 1) O ACh 1.140)
(e~ aVr)et(—atbls)’
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il cui determinante

— (@*+c*) - v(B*+dY
¢ nuovamente I'unitd positiva o mnegativa. Si verifica che il prodotto
di una S per una 7 & una 7 mentre il prodotto di due T & una S.
Per cid le S, T formano complessivamente un gruppo, che indicheremo
con K(p,», nel quale il gruppo delle S & eccezionale d'indice 2.%)

Ai gruppi K(p , possiamo subito coordinare una classe di forme
quadratiche di Hermite. E infatti essendo 2, 2, 2, 5, quattro quantita
reali, che dapprima supponiamo costanti, consideriamo le forme di
Hermite a variabili z, y; %,, y, coningate:

F=(2, + 2 Vv)zx, -+ (Vv + iz VD) wy, + (5, Vv — iz, ¥V D) 3
+ (& — 2.V) 9y,
ed applichiamovi la sostituzione
{x=“xl+13?/'a {xo = ey + Bothy’
y=yz + 9y, Yo = V0% + S0,
essendo «, B, p, & i coefficienti di una sostituzione qualunque S o T
del gruppo K p ,. Otteniamo cosi una forma F’ della stessa specie

F = (2, + 2, V)&, + (& Vv + iz YD)z 9,
+ (& Vv —izYD)ay'y + (e — 2 V)Y 90,

e i nuovi valori delle 2’ risultano legati agli antichi da una sostituzione
lineare a coefficienti razionali interi. B invero se la sostituzione eseguita
appartiene alle S troviamo:
2, = {aa, + vbb, — cc, — vdd,} 2

+  {v@dy+bd) — (ac+ a0} e

+ VD {ad, — a,d + bye — bey} 2,

+ {ab, + ayb — cd, — Codf 24 5

*) Upa immediata generalizzazione di questi gruppi si ottiene considerando
le sostituzioni della forma

(atdVi)st(e+alVs) |
p(—c+aVo)z4(a—bVy)

(a+0V»)z+ (c+dV»)
ple—dVo)e+ (~a+bVs)’
dove u & un intero fisso nel corpo quadratico Q. In particolare se g & reale le

considerazioni, che seguono nel testo, relative al caso p =1, rimangono ancora
applicabili,

8y 2=

Ty 2=

8‘
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2, = {ac, + aye + vbd, + vbyd} 2,
+ {aa, — vbb, — ee, + vdd0}22 .
+ iV D {ayb — ab, + cdy — ¢,d} 2, '
+ {ady, + ayd + bey, + bye} 2,

2 = 2—;15 {bey — boe + ad, — a,d} 2,

+ ?;“f{“°b — aby 4 ¢,d — cdy} 2,
+ {aa, — vbb, + cey — vddy} 2,
+ ﬁ/% {ac, — a,c + vbd, — vb,d}z,,

#'=v  {ab,+ ab + cd, + cd} e,
+  v{ad) + agd — be, — boct 2,
+ iy D {aye — ac, + bdy — bydy 2
+ {““o‘*"’bbo“}‘c%"}"”ddo}zﬁ

se appartiene in vece alle 7' si ottiene per la formola corrispondente:

t)l

!

2 = {aa, + vbb, — ce, — vdd,} 2,
+ {ac‘,—i—aoc——vbdo——wbod}z2
+ iy D {be, — bye + a,d — ad,} 2,
+ {abo+a0b——cd(,-—-cod}z4,

2, = {ae, + aye + vbd, + vbyd} 2,
-+ {— aay + vbb, + ce, — vdd, } 2,
+ ¥ D {ab, — ayb + ¢,d — cd,} 2,
+ {ad, + ayd + bey, + by} 2,,

2, = z—;% {ady — ayd + by, — bye} 2
+ %ﬁ {aby — ad + cdy, — @} 2,
+ {_‘aao + vbby — ¢ty + vdd,} 2
+ Tl/lf {ac, — aye + vbd, — vbyd} 2,

8 =v {ab, + @b + ¢dy + c,d} 2,
+v {bco+boc—ado_“od}52
+ ¥ D{ac, — aye + vb,d — vbdo}zs
+ {aa, + vbb, + ¢y + vddy}z,.
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Facilmente si vede che tanto le sostituzioni quaternarie s) quanto
le ¢) sono a determinante 41 e del resto le #) si ottengonc semplicemente
dalle s) cangiando i segni dei coefficienti di 2,, #;. Inoltre in ambedue
le specie di sostituzioni i coefficienti della diagonale principale sono
dispari e gli altri tutti pari, ossia, per usare una nota locuzione, le
s), t) sono congrue coll identita (mod. 2),

I determinanti delle due forme F, F" sono eguali; si ha ciod:

v(a*+20) + Dag? + 2 = v(a/ + 2, %) + Da/? — g%
Ora se riguardiamo 2, #,, #;, #, non pilt come costanti ma come
variabili reali, vediamo che le s)f) formano un gruppo di sostituzioni
quaternarie a coefficienti razionali interi, isomorfo con K., che

trasforma in sé medesima la forma reale quaternaria (Cf. (C) Pe 2"*)
® =v(z’+27) + Da® — 2,

T gruppi K(p,, differiscono in geuerale essenzialmente dai gruppi M
studiati nei precedenti lavori e dai loro sottogruppi. Per accertarsene
basta considerare il caso in cui, D essendo primo con w, siano
contemporaneamente — 1 e D non residui quadratici di v. Allora la
forma ¢ non pud rappresentare lo zero (non pud annullarsi per valori
razionali interi delle 2) e, come facilmente si vede: il gruppo corri-
spondente K p. non contiene sostituzioni paraboliche. 1 gruppi che si
ottengono trasformando Kpp,, con sostituzioni arbitrarie sono quindi
sempre nmcommensurabili col gruppi M® e coi lore sottogruppi.

8 9.
I gruppi Hp.y.

Le sostituzioni §), ¢) corrispondenti alle §, 7 non esaunriscono il
gruppo aritmetico riproduttivo della forma quaternaria ®. Riserbando
per un altro lavoro 'esame della questione come dal sottogruppo delle
8), t) s1 possa risalire al gruppo totale ora citato, ci limiteremo qui
alla osservazione seguente, molto importante per il seguito. Fra le
sostituzioni che riproducono la forma & vi & evidentemente la seguente

s ? ’ ¥
B =By, B, =SR2y By =8y, Z =&y,
che si otterrebbe dalla s) facendovi

1
a=c=vy—§., b——-d—o.

La corrispondente sostituzione

) 2

i
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non appartiene al gruppo K(»,,, ma il risultato precedente conduce
naturalmente ad ampliare quest’ ultimo gruppo eoll’ aggiunta della
sostituzione 7. E invero si constata subito che la 7 & permutabile col
gruppo Kip,,) e precisamente trasforma una S in un’ altra S, una T
di nuovo in una 7.

Nel gruppo cosi ampliato, che si indicherd con Hp,,), il sotto-
gruppo K(p,,) & eccezionale d'indice 2. Le nuove sostituzioni di Hp ,
sono delle due forme seguenti

a4 b7 2t c+d¥y
5 WPLO £ B -
—c+dV;z+ a—bYs ’
V2 V2
a+t+ oYy c+dlv
P T h
c—dV;z+ —atbVy '’

i numeri a, b, ¢, d del corpo quadratico Q soddisfacendo alla equazione
a4+ ¢t —v(b24-d) =+ 2
e inoltre alle congruenze
a=c¢, b=d (mod. 2).

Viceversa ogni sostituzione U), V) in cui le condizioni precedenti
siano soddisfatte appartiene al gruppo ampliato H(p, ..

Osserviamo ora che tanto il gruppo Kp, come il gruppo pia
ampio Hip,,) sono permutabili colla riflessione 2’ = z, poiché, insieme
ad ogni loro sostituzione, contengono anche quella che si ottiene
cangiandone i coefficienti nei coniugati. Ampliando K 4, Hp . colla
riflessione 2" == z;, avremo due nuovi gruppi, che si indicheranno
rispettivamente con K5 ., Hp,, nei quali i primitivi sono rispettiva-
mente eontenuti come sottogruppi eccezionali d’indice 2,

La nuove sostituzioni di Kip,», Hp,» si ottengono da quelle di
K5, Hp,y mutandovi la variabile # nella coniugata z,. Facilmente
si vedrebbe poi che a queste sostituzioni (di 2* specie) corrispondono
ancora, per la forma quaternaria @ = v(2,>+2,%) + D22 — 2,2, delle
sostituzioni del suo gruppo aritmetico riproduttivo; soltanto il determi-
nante della sostituzione quaternaria & in questo caso eguale all’ unita
negativa.

E importante osservare i periodi che presentauo le sostituzioni
elhttwhe dei nostri gruppi. Qui sypporremo senz’ altro D > 1, perche
nel casc D=1 i gruppi Ky, Hy,y risnltano commensumbzlz con
sottogruppi del gruppo I'® e il loro studio offre un interesse minore.
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Fra le S sono ellittiche quelle a determinante 4-1 con a =0 e
quelle a determinante — 1 con b = O0; fra le T' quelle a determinante
4 1 con b =0 e quelle a determinante — 1 con @ = 0, onde risulta:
Nel gruppo Kb,y figurano soltanto sostituzioni ellittiche a periodo 2.

Pel gruppo Hp,. si presentano sostituzioni ellittiche di periodo
diverso da 2 solo fra le U a determinante + 1 con a = —+ 1; il loro
periodo & eguale a 4.

§ 10.

Le riflessioni dei gruppi Kp,, Hp,».

Per la ricerca dei poliedri fondamentali dei nostri gruppi & utile
innanzi tutto conoscere le riflessions in essi contenute. Con metodi ben

noti ((B) § 6) troviamo che le riflessioni di K{p,4) si ripartiscono nei
quattro tipi del guadro seguente
Sostituzione :

(7"12 VD + biy"’)zo + \Cl +d, V‘”)
(—eit+d,V3)z+ (i VD —b,V5)

Tipo I) (A) Dagt+ v(b24+d?) — e =1.
Sfera di riflessione:

(g Vs ~—c) +(’7 —dj";f/fc‘) + §2=(dd/?—l:7§?'

Sostituzione :

g =

(a4 16V Dv)z, + iV D{er+ dp V)
VD(— ey dy Vo)zg+{a, — it VD)’
' (B) a+ Dvd,® — De,2 + Dvd)l= 1.
Tipo II) Sfera di riflessione:

(e oy 2) + (ot mgiema) +¢

1
\ - D(szv_-—ci)z '

2 =

Sostituzione:

(a;+ 5.V Dv) 2o + (e, + &, V%)
. (a—aV»)a+ (—a;+ib, VDy)’
Tipo I1I) 3 ) a4+ Dvb? 2+ ¢ —vd?2=
Sfera di rifiessione:

) T =) =

2 =
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; Sostituzione:

g (VD0 V3) 8y +iVD (o4 ds V5)
";/D(cz dy )z0+(b1 ““‘%VD)

Tipo VI) 4 (D) Daz+ vd?*+ D¢t — Dvd,2 = 1.

Sfera di riflessione:

(’E—q d,;r)2+ ("+VT(§%;F)) += p“‘—(cg_ldm;)*'

In queste formole a,, a,; by, by; ¢, ¢,; d,, d, indicano numeri
razionali interi che soddisfano alle rispettive equazione (A), (B), (C),
(D). Si osserverad che le riflessioni del tipo IV esistono soltanto quando
v sia primo con D e ne sia residuo quadratico.

Quanto al gruppo pit ampio Hyp,, oltre alle riflessioni sopra
indieate gid contenute nel” sottogruppo K(p.,, €sso conterra le nuove
riflessioni dei quattro tipl seguenti:

Sostituzione :

20,V D + b,V g 2ot AV
- £ y=
_2c‘+d,V—z+ 2y VD — 6, Vv °
Ve ° V2

Tipo V) (B) 4Da2+vb?— 4’ +vd2=2, (e) b,=d,(mod. 2).
Sfera di riflessione:

(—ap)+ b2 ) + e

2

{ T @V —2e0
( Sostituzione:
2a,+i5,VD | . 26VD+4,VDv
I
2 = = s ’
i —26VD+ &LVD> 5t 2a, — 1ib, Vj)_;
Ve Vz

Tipo VI) {(F) 4a,>+ Db —4Dc)*+ Dvd,)*=2, (f) b,=d,(mod.2).
Sfera di riflessione:

(g +~“f;;%;/——)2+ (71 —V—ﬁ‘(?i%m)2+ &
2

| T DRa—-&Va)




Sopra aleune classi di gruppi di sostituzioni lineari, 121

Sostituzione :

a, + 2ib, VD st + 24, Vv
z'_—.= V§ ’ V:z —_
c,—zd,}’;s + —a,+2ib, VD’
Va i £
Tipo VII) (Gy a2 +4Db2+ ¢* —4vd?=2.

Sfera di riflessione:

(5 27z +(— 220 ) +e

2
(e—2 4, V;)g

Sostituzione:
ta, VD 425, Vo . e+ 2d, V>
it L fndin M LA 7 A ke 1A
2 = £ FiD £ o
D —Gt2dlVr | —iaVDtebly’

Ve Ve
Tipo VIII) \(H) D a,244vb,2+Dc,>—4Dvd,>=2, (h) a,==c,(mod.2).

Sfera di riflessione:

E+opi= )+ pry) +e
‘ = SGars o

I numeri razionall interi ay, a,5 by, by} ¢, €53 4, do debbono qui
soddisfare le equazioni rispettive (E), (F), (G), (H) e insieme le corri-
spondenti congruenze (e), (f), (h)*).

E importante osservare che: due sfere di riflessione del gruppo

K.y, ove abbiano qualche punto comune, saranno ortogonali fra loro,
ovvero si toccheranno in wn punto. Cid dipende dalla circostanza

osservata che tutte le sostituzioni ellittiche di Ep,y) sono a periodo 2.
Ii caso del contatto fra due sfere di riflessione resta per altro escluso

per quei gruppi Kp che sono privi di sostituzioni paraboliche (§ 8).
Osserviamo inoltre che nei gruppi K., come nei pidt ampii
Hy,, si presentano due soli piani di riflessione e ciod i piani:
1) y=0, Tipo II) a,=1, by=¢,=d,=0,
2)E=<0, TipoIll) o, =1, by=¢, =4y =0.

*) La congruenza (g) a, = ¢; (mod. 2) viene omessa perché discende dall’
equazione stessa (G).
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Esiste poi in ogni caso una serie di sfere di riflessione col centro

nell’ origine; esse hanno per equazione
g2t 2 =(o+ a1

ed appartengono al tipo III) o al tipo I) secondo che i numeri ¢, d,
soddisfano 'equazione di Pell ¢,>-~»d,?=-}1 o Paltra ¢;*—»d2=—1.
Fra queste quelle del tipo I) mancano npaturalmente se 1’equazione
¢, — vd;? = — 1 & insolubile in pumeri interi. In ogni easo i raggi
delle sfere della serie formano una progressione geometrica.

§ 11.
Definizione del poliedro P pel gruppe XKgs).

Considerando il caso D) = 2, v = 2, osserviamo che l'equazione
¢? — 2d,> = — 1 ammette la soluzione intera ¢, =1, d, =1 e perd
1 raggi delle sfere di riflessione col centro nell’ origine formano una
progressione geometrica colla ragione g — )2 — 1. Cid posto con-
sideriamo lo spazio compreso al di sopra del piano &£ =0 fra i due
piani di riflessione

1) 93=0, (2 §=0
e le due sfere comsecutive di riflessione
3) 24 n482=1, TipoIlIl) @) = b,=d, =0, ¢, =1
@) 8+ +8=02-1), Tipol) o,=d=0, ,=—1, d,=1.

Da questo spazio togliamo le porzioni interne alle cinque ulteriori
sfere di riflessione:

(5) B4 —y2 +82=1,

Tipo I) a,=1, b=0, ¢, =—1, d,=0.
6) E—v+r+=1,

Tipo I} @, =0, b=1, d =0, ¢,=—~ 1L

: > 2 - > 2
@ (=P 4 (- pa-0) + e = (87,

Tipo HIl) a, =1, by,=1, ¢ =2, d =2

. 2 > 2 > 2
® - 0F-0p+ - Lo e (P00
Tipo II) a, =1, by=—1, ¢,=2, dy=— 1.

2 2 2 2 1
®) (g_ 2V§+1> +("— 2V5+1) T= GVt
Tipo IIT) a,=—~2, b,=1, ¢, =—1, d, =2 (Fig* 11?3
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Cosi abbiamo definito un poliedro, che indicheremo con P%),
tatto racchinso da sfere (e piani) di riflessione del gruppo Kp,s con

9 faccie e 11 vertici, ciok:

Vl E(O»O) 1)
72 E(OIO) I/Q—-l)
V,={2—~1,0,0)

V,=(0,12~-1, 0)

=" %)
i o )
n= G )
V, = (2(1’23—~ iy *z(V‘Eg— 1) V§3—1)
om (=0, e, iz
s (M5, 252, 912y
rim (20, w5, sy

*) Fig2 11

interseziorie delle faccie (1) (2) (3),
1) @) 4,
(1) @ 6 (3,
2) @ G (),
1) (3 (6

H b3 »

» noow (2) () O)
” woo» (3) () (6) (9)
» oo B (MG
» »oon (8) (8) (9)

6) (D (9
(M) (8) (9)-
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Questo poliedro P & tutto al di sopra del piano ¢==0 salvo ai
tre vertici singolari ¥, ¥,, V,, ove scende fino a questo piano¥).
Bi osservera inoltre che gli angoli diedri di P sono tutti retti, eid che
risulta anche a priori dalle considerazioni alla fine del § precte.

Dimostreremo nei prossimi §§ che P & appunto il poliedro fonda-

mentale di Kz per il che occorre provare: 19 che P non & attra-
versato da alcuna sfera di riflessione del gruppo, 2°: che nessuna

sostituzione di Ky 2]- trasforma P in sé¢ medesimo (Cf. (B) § 10).

§ 12.
P non ¢é attraversato da aleuna sfera di riflessione di K.

Per provare Vasserzione superiore cominciamo dal dimostrare che

se una sfera di riflessione di K, attraversasse P, essa lascierebbe
all” esterno ambedue i vertici ¥, ¥, sull’ asse & E infatti se una
sfera del tipo I) contenesse nell’ interno o alla superficie il vertice
V, = (0,0, 1), dovremmo overe

2b,* + 2a,* + (dl V2— 6'1)2 <1

onde a,=>b, =0 e la sfera, avendo il centro nell’ origine, conterrebbe
totalmente nel sno interno il poliedro P. Similmente pel vertice

V,= (0,0, Y2 —1) risulterebbe
2b* + 2a,r - (V§—1)2 (d11/§—" o) <1,
onde nuovamente a, = b, = 0. Per una sfera del tipo II) avremmo
40,7 + a2 + 2(d, Y2 —¢,)' <1 per V,,
40, + a2+ 2(/2— 1) ()2 —¢,)’ <1 per ¥y,
onde b, = 0 e poichd inoltre deve sussistere la (B) § 10 ciod
8 — 20 + 4d)? = 1,
ne seguirebbe
ay=-+1, ¢=d, =0

e la sfera supposta si ridurrebbe alla faccia piana =0 di P. In
fine per una sfera del tipo III) avremmo le rispettive diseguaglianze

a,? -+ 4b,% + (01 - d1V_2_)2 <1 per ¥V,
a;? + 4,2 + (Y2—1)° (eq — dy Vg)e <1 per ¥,
*) Basta gi% questa circostanza per dimostrare che nell' intorno di ogni

punto del piano complesso il nostro gruppo & impropriamente discontinuo
(Poincaré, Acta Math. Bd. 3).
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insieme alla (C) § 10
a® + 4b7 + ¢* — 2‘?12 =1

il che da la sfera (3) o il piano (2).%)

Dimostriamo ora che la sfera di riflessione supposta, attraversando
P, dovrebbe necessariamente lasciare all’ esterno 1 vertici singolari ¥y, V.
Se consideriamo per esempio il verfice ¥,, vediamo in primo luogo
che esso non pud giacere su questa sfera, poiché le sfere di riflessione
per V, formano due serie rispettivamente tangenti fra loro ed orto-
gonali a quelle dell’ altra serie e fra di esse abbiamo gid scelto, a
limitare P, quelle dei massimi raggi. Se ¥, fosse interno alla detta
sfera, questa dovrebbe tagliare ortogonalmente il piano (1) e inoltre,
lo spigolo ¥, ¥, passando dall’ interno all’ esterno, intersecherebbe
anche la sfera (4) ortogonalmente. Per una sfera del tipo I) avremmo
dunque

2b,% {15 __1)2 o
=0, (@12 — ¢))? - (V2 1) + (@ )z — 01)2’

202 =14 {@d, + &) — (¢, + dy) vz}
e, non potendo essere ¢, = — 2d,, perché ne seguirebbe l’equazione
assurda 2b,% = 2d,® 4 1, sard d; = — ¢, e perd 2b* =¢,* 1 che
¢ in contraddizione coll’ equazione (A) § 10
. 20+ =1
Nel tipo II) non esistono daltronde sfere mormali al piano (1)
perché I’équazione (B) § 10 & incompatibile colla condizione @, = 0.

In fine per una sfera del tipo III) avremmo b, = 0; la (C) § 10
diventa:

eioe

a® + ¢ — 24 =1,
mentre la condizione d’ortogonalitd colla sfera (4) da:

=14 {c+d) V2 — (o + 2d)}"
Sarebbe quindi necessariamente ¢, = d, = 0, a; = - 1 e la sfera
si ridurrebbe al piano (2).
Una dimostrazione del tutto simile vale pel vertice V.
Da quanto superiormente si & detto, risulta che una sfera di
riflessione di Kjg,z), che attraversi P, deve lasciare all’ esterno i vertici
¥y, V., ¥V, V, e contenere nel suo interno almeno uno dei rimanenti.

La semplice ispezione della figura dimostrerd che ¢id & impossibile. **)

¥) Nel caso attuale non esistono evidentemente sfere di riflessione del
tipo 1V).

**) Le considerazioni geometriche del testo sono tutte fondate sulla proprieta
dimostrata al § 10 che Iincontro fra due sfere di riflessione di X, 2,9 dove aver
luOgo ortogonalmente. Volendo ricercare direttamente il pohedro del gruppo
pid ampio Hg 2) la proprietd qui utilizzata andrebbe perduta.
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E infatti se ¥, fosse interno alla sfera supposta, gli spigoli ¥, V,,
V, ¥V, traverserebbero questa sfera, la quale dovrebbe dunque tagliare
ad angolo reito le faccie - (1) (3) (6). Il cireolo massimo traccia
della sfera sul piano £7 avrebbe dunque il centro sull’ asse £ e taglierebbe
ortogonalmente i circoli (3) (6); ma un tale circolo, come la figura
dimostra, & immaginario. Ripetendo successivamente la supposizione
per gli altri vertici, si avrebbe per ¥ un circolo ortogonale ai circoli
3) 5) e alla retta 2); per V; un circolo ortogonale a (3) (5) (6); per
Py un circolo ortogonale a (4) (7) (8); per ¥, un circolo ortogonale
a (6) (8) (9); per V,, un circolo ortogonale a (5) (7) (9); in fine per
7y, un circolo ortogonale a (7) (8) (9). Tutti questi eircoli sono visi-
bilmente immaginarii. Concludiamo adunque: Il poliedro P non é
aftrawersato da alcuna sfera di riflessione.

§ 13,
Trasformazioni di 2 in sé medesimo.

Ricerchiamo ora tutte le sostituzioni di 1* e di 22 specie, apparte-
nenti o no al gruppo XKp,z, che trasformano P in sé medesimo. Per
tal modo risolveremo anche la questione di risalire al gruppo pi
ampio in cul TK—@, 2y & conteputo eccezionalmente. In questa"ricerca
si tenga presente che per ciascuna delle cercate sostituzioni i tre vertici
singolari ¥, V,, V,; debbono permutarsi fra loro. Ora cerchiamo in
primo luogo se esiste una sostituzione che lasei fermi tutti tre i vertici
singolari. KEssa & necessariamente una riflessione sulla sfera la cui
traccia sul piano E% (circolo massimo) & circoscritta al triangolo
V;V,V, dei vertici singolari. Effettivamente la riflessione su questa

sfera

{e— 02— +{n— 02-DF + = (2—1)
cangia P in s¢ stesso, permutando (3) con (9), (1) con (8), (2) con (7)
e lasciando ferme le faccie (4) (5) (6). L’espressione analitica della
trasformazione & la seguente
a+Hza—F2—1)
V2 +1) s — (1)

Un’ altra trasformazione di P in se stesso si osserva subito nella
riflessione sul piano § — =0, giacche P & simmetrico rispetto a
questo piano; essa scambia ¥, con ¥V, e lascia fermo V,. Questa
seconda trasformazione si traduce nella sostituzione

t4<
— 2y
. V2
(b) &' ="
Ve

(@) &=
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La (a) e la (b) sono fuori del gruppo K 9 ed anche fuori del
gruppo pitt ampio He,2. Consideriamo ora la riflessione @ Hg g

—a 1
(©) z'=—sz-—l—Vf5 Tipo VI) ay==0, b——1, ¢,=0, d,—1
Iz

sulla sfera
E+ 1 =2

Essa cangia P in s@ medesimo scambiando (2) con (3), (4) con (6),
(7) con (9) e lasciando ferme le faccie (1) (3) (8); in questa trasfor-
mazione V, resta fisso e ¥, si scambio eon F..

Combinando fra loro le sostituzioni trovate (a) (b) (¢) ne risultano,
come si vede da considerazioni elementari, 12 sostituzioni distinte che
cangiano P in st medesimo, né possono esisterne di diverse da queste.
Serivendone le espressioni effettive, vediamo che nessuna di esse appar-
tiene a K,z e perd: Il poliedro P definito al § 11 ¢ 4l poliedro
fondamentale di Kg,z. Inoltre risulta dalla discussione fatta che,
ampliando K s colle sostituzioni (a) (b) (¢), otteniamo il gruppo L
pid ampio possibile nel quale K2 & contenuto eccezionalmente;
Vindice di K3 in L & eguale a 12. Se poi colle formole del § 8
calcoliamo le sostituzioni quaternarie corrispondenti alle nuove sosti-
tuzioni di L, troviamo che esse sono ancora a coefficienti razionah
interi ed appartengono al gruppo aritmetico riproduttivo della forma

quaternaria
2(z + 2, + 25%) — 2,
Per accertarsene basta calcolare le sostituzioni quaternarie corrispon-
denti ad (a) (b); troviamo per queste rispettivamente lo schema

i

—1 2 2 2 1000
L2 —1 —2 —2| 10 01 0;
! b) | :
@ e g 1 gy ()§01005
4 4 4 5 000 1

Volendo ora il poliedro fondamentale di Hc,2, si osservi che la

sfera di rifiessione
E+1’+7r+ =2

appartenente a Hg, g divide il poliedro fondamentale P di Ke,2) in due
parti equivalenti e poiche T'indice di Kg,2 entro Hg, 2 © appunto eguale
a2 2, ne risulta subito che una qualunque di queste due parti pud
assumersi a poliedro fondamentale TT di Hgy. Cosi: II poliedro
fondamentale TT di Hg,g puo definirsi come quello racchiuso al di sopra
del piano ¢ =0 dalle 7 faccie
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(1) 1=0, (2 £=0, () G+ +n+8—2,
@ B4+ r+e=02-1, () 46— yP =1,
® {5~ 02—+ fo - Pt o= (B2,

@ fe— Lo - 0B P+ e = (B51) mig 1.

4
(T/ ?
Figh 122

In fine per conoscere le trasformazioni di TT in sb stesso, basta
osservare che la faccia (3) & l'unica pentagona e in conseguenza nella
trasformazione supposta deve cangiarsi in sé stessa e perd anche
Pintero poliedro P si cangierd in sé stesso. Ma fra le 12 sostituzioni
sopra trovate, che riproducono P, P'unica che lasci fissa la sfera (3)
& la sostituzione (a); il gruppo pid ampio in cui His,) & eccezionale
lo contiene adunque come sottogruppo d’indice 2.

§ 14.
Le riflessioni di A3 e il poliedro P

Nel caso che ora consideriamo D = 2, v = 3 le sfere di riflessione
col centro nell’ origine appartengono tutte al tipo III, Vequazione
¢? — 3d> = — 1 essendo insolubile in numeri interi; i loro raggi
formano una progressione geometrica di ragione g —2 — ¥3. Cid
posto consideriamo la regione di spazio, al di sopra del piano =0,
compresa fra i due piani di riflessione

1 n=0, @ £=0

e le due sfere consecutive di riflessione col centro nell’ origine
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@y B+t +82=1,
@ E+p+2=0—-v3,
Tipo II) ¢ =2, dy=—1, a=0b,=0

e togliamone le porzioni interne alle dieci sfere di riflessione seguenti:

®) 2+ g —V2 + 82 =1,

TipoI) ay=1, b,=0, ¢g=—1, d =0,
rs\? (ST |
(6) ("—T)‘l‘(’i"“ﬁ)'{‘ T=-T,
TipoI) gy=—1, bj=—1, ¢=2, d =0,
M &4 {n—-y2@ -3+ =02—y5,
Tipo I) a,=1, b =0, ¢,=—2, d =1,
—1 3-V3\? _(Vs—1¥
&) (E.—- )+("1—'—2VT + 2= 272 >,
Tipo 1V) a2=1, by=—1, ¢=1, dy=—1,

2

3 2 9 1
Tipo ) @, =3, b,=0, ¢, =2, d =—2,

2 1
a0y e~ 4+V}+{”*m$ T8 =

Tipo ) a,=1, bj=2, ¢,=—4, d =1,
Vs ? V2 1
(11) {g— 4+2V§% +§??_— 4+,)V—} +§2 (4+ V—)g7
Tipo I) ay=1, by=1, ¢ =—4, d =2,
2 3 2 —__ v
(12) {& 3+2V§} +0+ 8 = G

Tipo III) a, =2, b,=0, ¢ =3, d =—2,
W3 (t—v5) +r+o=1,
Tipo HI) a1=2, b2=01=0, d ==—-1,

2¥3
(%) (g— 5+2Vs) + 5+2V3} T +(5+2V')"

Tipe ) a,=1, bj=2, ¢g=—5, d =2
Msathematische Annalen, XLITL 9
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Il poliedro P’ che cosi definiamo (Fig* 13%), ha i suoi angoli
diedri retti e le faccie pentagonali, eccetto le faceie (1) (8) che sono
esagonali, I 24 suoi vertici sono tutti a distanza finita al di sopra
del piano § == 0; cioe: Il poliedro P’ non presenta alcun wvertice

Fig* 132

singolare. Questa importante circostanza, che per la prima volta in-

contriamo in questi studi, & dovata all’ essere il gruppo Kz s privo
di sostituzioni paraboliche (§ 8).

Mediante considerazioni geometriche in parte ed in parte arit-
metiche, del tutto simili a quelle del § 12, stabiliamo che: II poliedro

P’ non ¢ attraversato da aleuna sfera di riflessione di K s.

§ 15,
Sostituzioni che trasformano P’ in 8 medesimo,

Resta che cerchiamo le sostituzioni di K 5 che cangiano P’ in
sé medesimo. Ma anche qui converrd fare piit in generale la ricerca
di tutte le sostituzioni lineari di 1* e 22 specie, che producono questo
effetto, senza esigere che appartengano a K 3); cosi, oltre a deter-
minare i poliedri fondamentali di Ky 3 e di Hg,y troveremo anche
il gruppo pid ampio in cui K3 & contenuto eccezionalmente.

Siccome nel poliedro P’, come sopra si & avvertito, abbiamo due
sole faccie esagonali (1) (8), in ogni trasformazione di P’ in s& mede-
simo dovranno queste due faccie restare singolarmente invariate o
scambiarsi fra loro.*) Cerchiamo dapprima se esistono sostituzioni di
1* specie

*} Nella discussione seguente si tenga presente la figura 132
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¢ __ Gz + b
T ez4a’

che riproducano P’ lasciando fissi nel piano §{ =0 la retta (1) ed il
circolo (8). Da note proprietd delle sostituzioni lineari¥*) risulta che
tale sostituzione deve essere ellitica coi due punti fissi

2 ad —be==1,

a+9 Bzt a—pBrr

e perd essa avrd la forma

PR SN ) s—1Fi gz

P s 7S St 37 S

2 2
essendo & una radice dell’ unitd. Le faccie (1) (8) che debbono .
cangiarsi in s& medesime essendo esagonali, & sard una radice quadrata,
cubica o sesta dell’ unitd. Esaminando subito l'ultimo caso, nel quale
gli altri due sono compresi, facciamo

IR
e per la corrispondente sostituzione A (ellittica a periodo 6) troviamo
Vo1, Ji-t
A) g == 2 3 .
_ VS;(» LI Vs;}- t

Essa cangia effettivamente il poliedro P’ in s& medesimo, lasciando
fisse le faccie (1) (8) e producendo sulle 12 rimanenti le sostituzioni
cicliche di 6° ordine

@, 4,12, 9, 13, 3) (3, 1T, 11, 14, 10, 6).

Segue poi di qui, come notiamo di passaggio: Le faccie (1) (8)
del poliedro P’ sono esagoni regolari (nel senso nom euclideo) con
angoli retti.

Troviamo inolire subito una sostituzione di 2* specie che cangia
P’ in st medesimo lasciando fisse le faccie esagonali (1) (8). E invero,

se consideriamo la riflessione B del gruppo H,s:

— 1
VTV o

B) "—T*l_’ Tipo VII) ay=¢,=0, b=—1, d=1
Ve VR

colla sfera di riflessione
E+10+r4+82=2
¥ Cf, Klein-Fricke, Ellipt. Modulfunctionen tier Bd, p2 163 s. 8.
9#
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vediamo che essa lascia ferme le faccie (1) (5) (8) (14) producendo fra
le rimanenti gli scambi

(2,3), (4,13), (6,7, (9,12), (10, 11).

La riflessione B trasforma la sostituzione A nella sua inversa e
combinata con A di luogo al gruppo di 12 sostituzioni

r 1’ A} A27 A3’ A47 A5’
12=°1B, BA, BA%, BAS, BAY BAS,

che cangia P’ in s& medesimo lasciando fisse le faccie (1) (8).

Dimostriamo facilmente che ,, & il gruppo completo di sostituzioni
lineari riproduttrici di P". Dalla discussione fatta risulta intanto che
foori di ', non esiste alcuna sostituzione che cangi P’ in s& medesimo
lasciando fisse le faccie (1) (8)%). Una sostituzione U riproduttrice di
P’ fuori di I';, dovrebbe adunque scambiare (1) con (8) e trasformare
in s& medesimo il gruppo ciclico formato dalle potenze di A; in parti-
colare essa trasformerebbe A3 in s& medesima. Ora, scambiando A3
la faccia (2) con (9) dovrebbe U stessa scambiare queste due faceie
o lasciarle singolarmente invariate. Ambedue le ipotesi sono inamis-
sibili; invero le due faceie (1) (2) ortogonali fra Joro si trasporterebbero
per U nel primo caso in (8) (9) e nel 2 in (8) (2), mentre le faccie
di ciascuna coppia (8) (9) o (8)(2) non si tagliano.

Come pel gruppo Ke s (§ 13) abbiamo dunque il risultato: 27
gruppo L piv ampio in cui K 3 & eccezionale lo contiene come sotto-
gruppo 4’ indice 12. Si osservi poi che fra le 12 sostituzioni riproduttrici
di P’ soltanto le guattro

1, A% B, BA?
appartengono ad Hgs e fra queste soltanto la A3 al sottogruppo

K5 In fine & da osservarsi che se colle formole del § 8 si caleola
la sostituzione quaternaria corrispondente alla A si trova la seguente

’ 0 —1 0 0 }
2 0 0 —1 }
o0 o0 1 0’
-3 0 0 2
che ha coefficienti razionali interi e riproduce la forma guaternaria
& = 3(@?® + 2,°) + 2u;® — z,%
Lo stesso vale quindi per tutte le sostituzioni del gruppo ampliato L.

¥) Se di 1 specie una tfale sostituzione sarebbe una potenza di A, se di 29,
combinata con B, darebbe ancora una potenza di A.
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§ 16.
I poliedri fondamentali di Ke,s, He,s

Fra le sostituzioni di Kg3 la sola sostituzione ellitica A3 (a
periodo 2) cangia P’ in st medesimo. Ogni sfera che passi pel circolo
fisso di A% divide P’ in due parti equivalenti; una gualunque di queste
parti pilt assumersi a poliedro fondamentale di K5 Converrd qui
assumere per questa sfera la sfera di riflessione della sostituzione B:

B) ¢+ 1+t =2

e il poliedro fondamentale di TT di K5 sard quello racchiuso dalle

antiche facecie
(D) (@) @) G (D (B) A1) (12) (14)
e dalla faccia B) aggiunta che numereremo successivamente con
I, I1, I11, 1V, ¥, VI, VII, VIII, 1X, X (Fig* 14*).

Fig* 14 Fig? 152

Se vogliamo il poliedro fondamentale di Hp,s), basterd utilizzare
Yaltra viflessione BA3 di Hg,s che trasforma Vantico poliedro P’ ed
anche Vattuale TT in sé medesimo, lasciando fisse le faccie I, I1I,
VI, X e scambiando II con VIII, IV con IX, ¥V con VII. Llespres-
sione analitica di BAS &:

V3 . 2—¥3

o~ =
Z'=%-V§_w— ____;j;i:‘) Tipo V) a,=0, b=1, ¢=—1, d=1

1) £

e la sua sfera di riflessione

V3V, a2
(- 155) tr+e=1Ty
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divide TT in due parti equivalenti; una di esse ad arbitrio, p. e. quella
TT° racchiusa dalle faccie

IIIIIIIVVVIX
e dalla faccia aggiunta pud assumersi a poliedro fondamentale di
He,s. Adunque il poliedro TT” di Hg,s & racchiuso dalle 8 faccie

a) =0, b) §=0, ¢ E+4y+§=02-V3)
d B+4+@—y2f+e=1,
o) B+ {n —V2@ -y 2= (2 — V3,
0 fi— Bt - 25l 4 o = (22
g E+V+r+ =

s\, .» N (s 159
b (8- 555=) + + =T (Figt 159

che sono sfere (e piani) di riflessione del gruppo stesso.
TT" ha i 12 vertici

V; E(“} b’ c)’ V2E(a’ 07 k)’ V3E(a)g’h)’ V4 E(a7 b’g)}
Vo= (b,c,€), Viz=(b,d,e), V,=(b,d,9), Vi=(c,e h),
Vo=, ¢,1), V=4, 1,9, Vu= (e, 1, B}, Vo= (f, 9 b);
quattro delle sue faccie b), e), g), h) sono pentagonali, le altre quattro
quadrangolari. Dei snoi angoli diedri due soltanto sono di 45° e cioe
quelli agli spigoli (bg), (ek), 1 rimanenti sono retti.

Dopo queste osservazioni & facile determinare tutte le sostituzioni

lineari che cangiano T1" in s& medesimo, Esse formano un Vierergruppe
che contiene, oltre l'identitd, tre sostituzioni ellittiche a periodo 2:

A, B, C=AB=BA.
Bastera dare le effettive espressioni di A, B che sono le seguenti

A) 5 {1+iV2+ 1)} he+(VE+ 1) (1— Db O

I (ZR ) [Ty PR PN (7 YN

B) &'— {1—(V3—V2)} ke—(2—V3) (V3 —V2)—i}k fee 1/2+V5*)
C+VI{Vs—Ve—ifha— {1—i(V3—V2)}2 T ez

Sulle faccie di TT" le A, B producono le rispettive trasposizioni

A) (ad) (g) (ef) (el),
B) (ac) (bh) (df) (eg)

*) L’aggiunta dei fattori 2, ¥ al numeratore e denominatore delle formole
ha per iscopo di rendere il determinante delle sostituzioni eguale all’ unit.
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e la 3¢ C conseguentemente le altre
C) (af) (ca) (ve) (gh)-

Il gruppo Hg,3 & adunque nuovamente suscettibile d’ampliamento
e il gruppo pid ampio a cui si perviene lo contiene come sottogruppo
eccezionale d’indice 4.

Ai due esempi sopra trattati De=2, v=2; D=3, v=3 c
sarebbe facile aggiungerne altri nei quali la determinazione dei poliedri
fondamentali dei gruppi K, H riesce coi medesimi mezzi.

Fra questi gruppi i pidt notevoli sono certamente quelli che non
contengono sostituzioni paraboliche; i loro poliedri generatori, come

quelll superiormente determinati per Ky, 5, Hes), non presenteranno
vertici singolari.

1 da osservarsi per altro che per quanto importanti siano questi
metodi, essi riescono soltanto per un numero di gruppi relativamente
ristretto, essendo per loro natura limitati al caso in cui le riflessioni
del gruppo gemerano un suo sottogruppo d’indice finito. Essi non
costituiscono insomma che un primo passo nella soluzione del problema
generale: Definito aritmeticamente un gruppo di sostituzioni lneari
determinarne il poliedro o il poligono fondamentale.

Pisa, Gennaio 1893.



