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Ueber die Entwicklung abgekiirzter convergirender Potenzreihen.

Die ZTaylor'sche Reihe in der Gestalt
2
f(x +h)y=fx-+4hf (x)-k%—f"(x)%—.. .

lasst folgende Anwendung zu:

e+ w=ff (x + )'* h]*f( +3)+50 (= +2),,

f( SR
"§]=f(x+2‘)“
——f”( +h>——..

b ()

t=t|(x+5

worans:
f(x+h)=f(x)+hf"(x+-§)+h3.... )
f(X+121)+f(X) :f(x—}—g) +h2. ... (2)

Denkt man sich unter y==f(x) die Gleichung einer
Curve, so zeigen diese 2 Gleichungen einfache geome-
trische Bedeutungen.

Anwendungen von- Gl (1)

sinu —sinv = (u—v) cos“—;v—k(u-——v)’*. o |
log B—log b:(B—-b)B+b~2Mg+ T2 (Bb)...
-2

letztere Formel ist die Grandlage der sogenannten

Babinet’schen Niherungsformel fiir Barometermessung.

Die Gleichung (2) wird héufiger in anderer Gestalt
gebraucht, wie folgendes zeigt:

Wenn f (x x") eine Function von x und x’ ist, welche
nach Potenzen von (x'-—x) entwickelt werden kann,
8o ist

fxx)=f(xx)4 E—x)fi (@) 4 x"—x)2....
oder .

t(xx)=fEx)+ (x—x)f; x) 4 (x—x")2..

fex) = L) EGOY IOk &

~) | (¥ x) ) g

Es unterscheiden sich aber fy (x) und f; (x) selbst
nur um Glieder von der Ordnung (x'— x) also

fxx)= f%) -{; f(x'.x) + & —x)2....

Dabei sind f(x,x) und f(x',x") diejenigen 2 Werthe
von f(xx’), welche entstchen, wenn bzw. xX'=x und
x=x gesetzt wird.
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Beispiele:

Vxx = X—_Z—X +x—x). ...

X2 52 ¢
l,/x —;x :x—;—x + (x —x)*. .

2
+i;x-fi S e
(x —x)® __ xMxxfx? xpx? Y
x—x) 3 g~ T 0t

oder nach der 2ten der vorstchenden Gleichungen:

F—x?® __ (x—{—x')" -

3(x' —x) 2 + =7
oder in Worten: das geometrische und harmonische
Mittel, das Mittel der Methode der kleinen Quadrate
und viele andere Mittel zweier Zahlen xx' sind dem
arithmetischen Mittel gleich, auf Glieder von der
Ordnung x'— x einschliesslich genau.

Das Vorstehende lisst sich auch auf bestimmte

Integrale anwenden und giebt hier:

ff(x) dx = (x—x) f(_x)-%f(i) 4 (—x)0 . ..

was ebenfalls eine einfache geometrische Bedeutung hat;
man kann dafir auch noch schreiben:

- ;'X(x) dx = (x’—— x) f i:;_x_) 4- (x'—x)3. ..

Auch fiir zwei und mehr Veranderliche erhalt man
Gleichungen, welche (1) und (2) entsprechen:

h i
f(x+h, y4i)=f(x,y)+h ‘”(" ” 5’”5)
dx
h i
+idf(X to Yy ’“2") A~ b3, .. i
dy
f(x+h7 )’+1) _}'f(x? Y) o f(
A —

x—{—l; y+-;—)+h2. it
Wir bezeichnen x 4-h =x", y4- i=7y  und finden
wie frither

M = LEDHCN GGy + .
+ G —y)?

M = (X YEI )  wxp (y

M = £(V3x, Viy") + (=t (=2

Es lassen sich noch folgende Schliisse ziehen:




75

‘Wenn u und v Functionen der unabhingigen Ver-
inderlichen x, y, z sind, und u’, v' dieselben Functionen
von x, y, z, so erhilt man auf Grdssen von der
Ordnung x'—x, y —y, z'--z einschliesslich genau:

M = f_(ﬁi)i;—(ﬂ =VE@v) f@v)

u-u

M:f( g >

und ausserdem

V;;&) = f(Vaws Vv

M = f(ug, vo)

~wenn uy und v, dic Werthe der Functionen u und v
sind, welche entstehen, wenn fiir x, y, z die arithme-
tischen, geometrischen, harmonischen etc. Mittel von
x und ¥, y und y, z und z" etc. gesetzt werden.

Die Anwendungen des im Vorstehenden behandel-
ten Princips in der Geodédsie und Astronomie sind sehr
zahlreich; ohne Zweifel wird dasselbe oft angewendet,
ohne dass man sich bewusst ist, dass man in aller
Strenge eine Potenz der Entwicklung erspart.

Wenn man z, B. bei der Berechnung der soge-
nannten Mittagsverbesserang fiir Zeitbestimmung aus
correspendirenden Sonnenhéhen die Declinationsiande-
rung der Sonne proportional setzt der Zwischenzeit
zwischen beiden Beobachtungen und der Declinations-
anderung von gestern auf morgen, so hat man damit
dieselbe Genauigkeit, welche eine Interpolationsformel
zweiten Grades fir die Declination geben wiirde.

Von Eckhardt wird das Princip auf die Reduction
von Monddistanzen angewendet (Astr. Nachr. 39, Band
(1855) Seite 850) und auf Legendre zuriickgefiihrt.

Die clegante Auflésung der Hauptaufgabe der héhe-
ren Geodisie, welche Gauss in der zweiten Abhandlung
seiner ,Untersuchungen iiber Gegenstinde der hoheren
Geodidsie“ gegeben: hat, beruht ebenfalls auf dem Prin-
cip, in den Reihenentwickelungen das arithmetische
Mittel einer gegebenen und einer zu bestimmenden

" Grosse als Argument einzufiihren.

Eine sehr niitzliche Anwendung des Princips zeigt
folgendes Beispiel, durch welches Einsender auf die im
Vorstehenden mitgetheilten Betrachtungen gefiihrt wor-
den ist:

Im 14. Band der Astr. Nachr. (1837) S. 310 giebt
Bessel eine Formel zur Berechnung des Abstandes
zweier Parallelkreise des KErdellipsoides, jedoch ohne
Herleitung, und man sucht eine solche vergeblich auch
in einem Werke, das die Bessel’schen Theorien ver-
deutlichen soll.
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Eine schwerfillige Herleitung giebt Fischer's Liehr-
buch der héheren Geodasie B. III 8. 258—264; kiirzer
kommt man so zum Ziel:

Die fragliche Formel heisst:

S u—u'

1 . . . .
_,—:-—————{ 1— —e?26%sinu’ sinu sina’ sina
) ] 12

tetat ) @

Dabei sind uund u’ die ,reducirten® Breiten zweier
Ellipsoidpunkte, s die Lange der sie verbindenden
kiirzesten Linie, @ und a’ deren Azimuthe in den End-
punkten, S der gesuchte Abstand der Parallelkreise der
Eudpuukte (lings des Meridians gemessen), p die Excen-

tricitits der Meridianellipse. ¢ ist eine Hilfsgrosse,
welche bestimmt wird durch die Gleichung

sinu==sinu’ cos ¢ + cos u’ sin ¢ cos &’ an
ferner hat man
6
s=af V'1—elcos?uds (I)

V]

Nachdem u aus (II) in (11I) substituirt und die Inte-
gration ausgefihrt ist, hat man &’ = 0 zu setzen und
erhilt damit den speciellen Werth von s, welcher =S
ist. Man findet nun leicht darch algebraische Ent-
wicklung : '

S u—u’

1 g . }
= J— 252 2 2 - 63
S {1 126 6°sIn“u sin d—-‘l 6°....

Auf dhnlichem Wege hitte man aber auch cbenso-
leicht finden koénnen:
S u-—u’ {

8 o

1 . . . R

——— 31— e2a%sin2u sin2a’ 4-63...
12

und jetzt berechtigen die verschiedenen Schliisse, welche

oben gemacht worden sind, zu schreiben:

S u—u’

A 5 {1—Tlée’ZGZSinu'sinusina'sin¢1+64..}

Im Laufe der Entwicklung konnte man sich auch
leicht iiberzeugen, dass Glieder mit e3 iiberhaupt nicht
vorkommen, es ist also die Bessel’sche Formel bis
et o ausschliesslich entwickelt. Zugleich ist gezeigt,
dass man auch z. B. schreiben diirfte

g g i1, Jada
= 1—. Lelg?sin?——sin? ——+ et ot . }
s ] { 12 2 2 +

oder verschiedene andere Formen.
Carlsruhe, Januar 1874.

S u—u

W. Jordan.




