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Ueber die Entwicklung abgekurzter convergireiider Yotenzreihen. 
Die Taylor’sche Reihe in der Gestalt 

h2 
2 f (x $- h) = f x -$- h f‘ (x) -k - f“ (x) + . . . . 

lasst folgende Anwendung zn : 

f (xfh)=f[ (x  -I-;)+;]=f(x+;) -k$f’ (x+$) 

+ f (x + ;) $- . . . 

+ 8 f I r  (x + S) - . . . . 
f (.) = f [(. + ;) - 3 = f (. 3- ;) - h 5 f (x + ;) 

11 2 

woraus : 

f (x 4- h) = f (xj + 11 f ’  x + - + 113. . . . (1) ( 3 
Denkt man sich unter y = f (x) die Gleicliung einer 

Curve, so zeigen diese 2 Gleichungen einfache geome- 
trische Bedeutungen. 

A n w e n d u n g e n  von.Gl .  (1) 
11 + v 

2 sin 11 -sin v = (u - v) cos - + (11 - v)3. . . . 
M B - b  

R-l-b B 4- b 
log B-10g b=(B--b)---= 2 M--+(B-b)3.. . 

-- ri 
letztere Formel ist die Grundlage der sogenannten 
Buhinet’schen Naherungsformel fur Barometermessung. 

Die Gleichung (2) wird haufiger in anderer Gestalt 
gebraucht, wie folgendes zeigt : 

Wenn f ( x  XI) eine Function von x und x’ ist, welche 
nach Potenzen von (XI-  x) entwickelt werden kann, 
so ist 

oder 
f (x,.’) = f (x,x) + (XI-x) f, (x) + (XI- x)2. . . . 

f (x x’) = f (x’,x‘) + (x - x’) f ,  (XI) + (x - x’)? . . . 
f l  (x) - f l  (x’) f (x x‘) = ___- 

f (X’Xj + f (x‘,x’) 
~ (3) + (x‘--) 2 2 

Es unterscheiden sich aber f i  (x) und f l  (x’) selbst 
nur um Glieder von der Ordnung (XI-x) also 

Dabei sind f (x,x) und f (x‘,x‘) diejenigen 2 Werthe 
von f(xx’), welche entstchen, wenn bzw. x’=x und 
x = x’ gesetzt wird. 

B e i s p i e l e :  
v’7 - x -1- x’ 

x x  - -- + (x’- x)2 . . . . 2 

) / 2 y _ X f X ’  - -__ 2 + (x’-x)’ . . . . 
n 

(x‘-x)3 - x2+xx’+x’1 I x’-t-x’2 
3(x‘- x) 3 2 

- .- - + (XI-x)’ . . . 
oder nach der 2ten der vorstchendell Gleichungen: 

(XI- x)3 -=(7--) x+x‘  ’L + (x’-x)2 . . . 
3 (x‘ - x) 

oder in Worten : das geometrisclie und harmonische 
Mittel, das Mittel der Methode der kleinen Quadrate 
und viele andere Mittel zweier Zahlen xx‘ sind dem 
arithmetischen Mittel gleich, auf Glieder von der 
Ordnung x’ - x einschliesslich genau. 

Das Vorstehende lisst sich aucli auf bestimmte 
Integrale anwenden giebt hier: 

was ebenfalls eine einfache geometrische Bedeutung hat; 
man kann dafiir such noch schreiben: 

J;“;., d x = (x’-xj f (“ ; x’) 4- (x’-x)3. . . 
x 

Auch fur zwei und mehr Veranderliche erhilt inan 
Gleichungen, welche (1) und (2) entsprechen : 

h 

d x  
f (x {-- h, y -1- i )  = f (x, y) + h d f (x  + 2 ,  r+$) 

+ 

d f  (x + $? y -I--- 
2 4 - h  3 . . .  t i 3 . . .  

Wi r  bezeichnen x 4- h = X I ,  y 4- i = y‘ und finden 
wie friiher 

M =  
~ _ _ _  - (.‘y’) -+f(x_y2= c’ qxdy‘) f (xy)  3- (x’-x)2. . 

2 + (y‘-yj2 . . . . 
M = f Cq, y*’) 2 +(x’- x)2. . + ( y ’ - ~ ) ~ .  . . 

M = f (PIXX’, I/+) -+ (x’-x)2 + (y‘-y)’. , . 
Es lassen sich noch folgende Ychlusse ziehen: 
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Wenn 11 und v Functionen der unabhangigen Ver- 
anderlichen x, y, z sind, und u', v' dieselben Functionen 
von x', y , z ,  so erhalt inan auf Grossen von der 
Ordnung x' -x, y'-- y, z'- - z einschliesslich genau : 

' I  

und ausserdem 

wenn u g  und vo die Werthe der Functionen n und v 
sincl, welche entstehen, wenn fiir x, y, z die arithme- 
tischen, geometrischen , harmonischen etc. Mittel von 
x und x', y nnd y', z und z' etc. gesetzt werden. 

Die Anwendungen des im Vorstehenden behandel- 
ten Princips in der Geodasie und Astronomie sind sehr 
zahlrcich; ohne .%weifel wird dasselbe oft angewendet, 
ohne dass man sich bewusst ist, dass man in aller 
Strenge eine Potenz der Entwicklung erspart. 

Wenn inan z. B. bei der Berechnung der soge- 
nannten Mittagsverbesserung fur Zeitbestimmnng aus 
correspondirenden Sonnenhohen die Declinationsande- 
rung der Some  proportional setzt der Zwischenzeit 
zwischen beiden Beohachtangen und der Declinations- 
anderung von gestern auf morgen, so hat man damit 
dieselbe Genauigkeit , welche eine Interpolationsformel 
z w e i t e n  Grades fur die Declination geben wurde. 

Yon Eckhardt wird das Princip auf die Reduction 
von Monddistanzen angewendet (Aatr. Nachr. 39. Band 
(1855) Seite 350) und auf Legmdre zuruckgefuhrt. 

Die clegante Auflosung der Hauptaufgabe der hohe- 
ren Geodasie, welche Grrtus in der zweiten Abhandlung 
seiner ,,Untersiichungen iiber Gegenstande der hiiheren 
Geodasie" gegeben hat, beruht ebenfalls auf dein Prin- 
cip, in den Reihenentwickelungen das arithmetische 
Mittel eiiier gegebenen und einer ZLI bestimmendeii 
Grosse als Argument einxufiihren. 

Eine sehr riiitzliche Anwenduug des Princips zeigt 
folgendes Beispiel, durch welches Einseiider auf die im 
Vorstehenden mitgetheilten Betrachtungen gefuhrt w-or- 
den ist: 

Im 14. Band der Astr. Nachr. (1837) S. 310 giebt 
Bessel eine Formel zur Berechnung des Abstandes 
zweier Parallelkreise des Erdellipsoides , jedoch ohne 
Herleitunp, und man sucht eine solche vergeblich auch 
in einem Werke, das die Bessel'schen Theorien ver- 
deutlicheil soll. 

M = f (110 , VO) 

Eine schwerfallige Herleitung giebt Fischer's Lehr- 
mch der hijheren Geodasie B. 111 S. 258-264; kiirzer 
commt man so zum Ziel: 

Die fragliche Formel heisst: 

1 _-___ - u- "' f 1 - e2 G L  sin 11' sin LI sin a' sin a 
S G 

.{- e4 G4. . (I) 

Dabei sind u und ti' die ,,reducirten" Breiten zwcier 
Ellipsoidpunkte , s die Lange der sie verbindenden 
rurzesten Linie, a und a' deren Azimuthe in den End- 
mnkten, S der gesuchte Abstand der Parallelkreise der 
Xndpuukte (langs des Meridians gemessen), p die Excen- 
,ricitat \ der Meridianellipse. G ist eine Hulfsgrosse, 
relche bestimmt wird dnrch die Gleichung 

'erner hat man 
sin u = sin u' cos G $- cos ~ i '  sin 6 cos a' (II) 

6 
8 =  a f 1-7- -e  cos u d G 

Nachdein KI aus (11) in (111) substituirt und dic Inte- 
gration ansgeftihrt ist, hat man a' = 0 zu s e t z e ~  und 
srhalt damit den speciellen Werth von s, welcher = S 
ist. Man findet nun leicht durch algebraisclie Ent- 
wicklung : 

(111) 
0 

f -_ - -- --' { 1 - - e2 G 2  sin2 11 sin2 a! 4- G 3 ,  . . . s 11-LI 1 
S G 12 
Auf ahnlichem Wege hatte inan aber auch ebenso- 

leicht finden konnen: 

t s 11-u 1 - ---' - { 1 - -T e2 ~2 sin2 LLI sin2 a!' 4- G';. . . 
S G 12 

und jetzt berechtigeii die verschiedenen Schlusse, welche 
oben geinacht worden sind, zu schreiben : 

Im Laufe der Entwicklung koiinte man sicli auch 
leicht uberzeugen, dass Glieder mit e3 iiberhaupt nicht 
vorkommen, es ist also die Bessel'eche Formel bis 
e4 6 4  ausschliesslicli entwickelt. Zugleich ist gezeigt, 
dass man auch z. B. schreiben diirfte 

oder verschiedene andere Formen. 
Carlsruhe, Januar 1874. 

CV. Jordan. 


