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Dans nos recherches sur les formes quadratiques~ nous 'uvons  ren- 
contr6 et d~fini lea formes que nous nommons extremes. La quest ion 
sur ]a ddtermination prdcise de la limite des minima des ~o, mes qua- 
drat;iques se rgduit "~ la recherche d'une forme extreme uu plus g r a n d  
minimum. Or il est facile de voir que d'autres questions fondamentales  
de 1,~ thdorie des formes quadratiques dgpendent aussi de l '5tude de 
telles ibrmes. 

A ce~ effet, et pour complgter les recherches que nous avons dgj'~ 
publi6es, nous nous sommes propos6 de donner dans ce Mdmoire, avec 
quelques proprigtgs fondamentales de ces formes~ routes les formes ex- 
tremes binaires, ternaires, quaternaires et "~ cinq variables. 

No~re Mgmoire es[ divisd en deux chapitres: 
Dans le premier, nous considdrons principalemen~ les formes ~ un 

hombre quelconque de variables. 
Le second est eonsacr~ aux formes 'X cinq variables. 

Chapitre premier. 
1. Rappelons d'abord la d6finitioa des formes extremes. 

Nous nommons extr(*,me une forme qu~drutique positive si son mi- 
nimum est diminu6, lorsqu'on attribue aux coefficients des accroisse- 
ments infiaiment pefits, tels que la va]eur du ddterminant de la f o r m e  
reste invariable. I1 est clair que routes les formes 6quivalentes s une  
forme extreme sont aussi des formes extremes. Nous considgrons darts 
ce qui suit route la classe de formes 6quivalentes comme une seule 
forme. 

Quoique la d6finition que nous venons de donner exprime la pro- 
pri6t6 caract6ristiTze des formes extr~mes par laquelle elles sont corn- 
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plgtement ddtermindes, toutefois la recherche de ces forints pour un 
nombre donnd de variables pr(~sente de grandes difficult6s. 

Elle demande, en effet, une gtude dtendue des propridtds des va. 
leurs enti~res des variables pour lesquelles la forme revolt la valeur 
minimum. 

Quelles que soient, d'ailleurs, les difficultgs de la recherche, la 
question des formes extremes est eependant la premiere qu'on puisse 
se proposer dans la thdorie des formes quadratiques. 

Les formes binaires et ternaires qui ont dr6 6tudi6es sont si peu 
compliqudes en eomparaison avee ]es autres, o~t le nombre de variables 
est plus grand,  que la recherche des formes extremes ne s'est point 
prgsent~e dans leur th~orie comme une quest/on sgparge; mais elle 
entrait implicitement dans la r~duction de ees formes. Or, si l'on sui- 
vait la m6me vole dans l'dtude des formes avec un nombre de variables 
un peu considdrahle, il faudrait 6tablir des tables avec un nombre 
6norme d'indgalitds, qui ddterminent 1~ forme r6duite dans des cas 

donnds. 
Si m6me on n'avait aucune peine '~ former ces inggalitgs, il fau- 

drait nganmoins abarrdonner tout espoir d'en tirer des conclusions sem- 
blables ,~ celles qui ont dtd dgduites pour les formes binaires et ter- 
naires. Or la composition m~me de ces indgalitds demande la con- 
naissance des propridt6s des valeurs enti~res des variables pour lesquelles 
la forme est la plus petite possible, ce qui constitue la pattie la plus 
essentielle dans la recherche des formes extr6mes. Quand une forme 
est donnge, on peut facilement reconnaltre s[ elle est extr6me ou non, 
par une mdthode que nous allons appliquer ~ trois formes: 

U~ =2]}/-- [x~+ x'3 + ""+x.2+x'x '~ +x~x3+' ' '+x ' -~x-] '  ;i q--i- 

L , - -  V 2"-'~ D [x~2+x~+ " ' '+x~+x'x '~+x~x4+' ' '+x2z ' '  + " "  
+ x._lx,,], 

~,/'--,~ 
Z = r :~; D [ x , ~ + x ~ ' + x 3 2 + x ~ + x ~  2 -  ix ,  x~ - -  .~ x,x.~--  �89 x, x4 

. " ~ X 2  4 - -  .~ xlx~ + .~ x~x.,+ ' x - ~2x~+.~x.j4-x~x,,, 

- -  X 4 X 5 ]  �9 

Ce sont les seules formes extremes dont nous aurons ~ nous occuper 

dans ce Mgmoire. 
2. Considdrons d'abord la forme U~. Son minimum s'obtient: 

l". Lorsque xi-~- 1, x~ ~ x . ,  . . . . .  Xi - l ~ x i ' ~ l  . . . .  x n ~ O "  

Cela nous (lo,mc n reprgsentations, i 6tant un des nombres 1 , 2 , 3 , . . . ,  n. 
2 ~ . Lorsque x,~---1, xk m - ~ l ~  les autres x grant dgaux h z@o. 

16" 
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Nous obtenons de eetto mani~re n(~- - l )  ,2 reprgsentations, les hombres 

i e~ k 6taa~ diff&ents entre eux et compris dans la suite 1, 2,  3, . �9 n *). 

Consid&ons avec ~f~ une ibrme f de mbme dg~erminunt - - l ) ~  telIe 
que ]u diff&ence f ~ U,, soit une forme qtu~dratique ?~ coefficients in- 
finimen~ perils. Une telle f o r m e f  peu~ 6tre 6erite comme i] sai l :  

+ ( 1  + ala)x, x 3 + . . .  + ( t +  a,_~,~ , )x , ,_zx ,] .  

Iei les quanti~6s ai; et a~.z, ~ ax-,. sord infiniment pe~ites ou z6ros. 
Nous exeeptons le eas dans lequel tons les r sont 6gaux '~ zdro, 

car on aura alors identiquement f - - ~  If,,. 

En 6galant le ddterminan~ de f g ~ D ,  on aura ,  apr~s les rd- 
duetions, 

O) - -  + s? = o ,  

Q 6rant la somme des termes dont ellaeun est infiniment peti t  en eom- 
paraison avee que!ques-unes dos quantih;s a. Donnons maint,enant uno 
aufre forme ~.t l'6quation (l).  

8upposons d'abord que, pour 

c X i ~  1~ :V t ~ X ~  . . . . .  X,_~ ~ X;+~ . . . . .  X,, ~ O~ 

la f o r m e f  devienne 6gale ;~ 

(2) 2~ ) /~  
de sor~e clue COu ~ a , .  

Supposons ensuite qu% pour x; ~ 1 ~ x,  = - -  1, ]es autres x ggaux 
�9 ~ zdro, la f o r m e f  devienne 

17- - (3) 2r~-~: i  (1 + co.), 

En ddsignant maintenant par 27eo la somme de routes les quart- 
t i t& ~ .  e~ ~ik en aombre n(n-bl) 2 , nous aurons faeilement 

z~,eo = n ( ~11 + %2 + "" + t~n,,) - -  ( c q ~ + a 1 3 + % a + . . . +  c~._L ,O. 

Cela nous eoaduit s eette forme de l'6quation (1) 

(4) 29to + Q ~ 0 .  

*) Les autrea repr6senfations en nombre n(n-t-1) 2 , qui s'obtiennent de celles 
que nous donnons ici par le changenlent des signes de routes les vari,~bles, ne 
nous d~ant point ndeess.~ires, nous en f.~isons abstl'~ction. 
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Les quantit& co ne peuvent pas 6tre dgales ~ z@o routes ensemble, 
car il s'ensuivrait que tous le s  a seraient 4gaux ~ z4ro et rmus avons 
fail abstraction de ce cas. I[ eat 6viden~, de ce qt~e no~s avons dit 
de f~, que, parrot les quantit6s % quelques-unes so~t n6gatives et les 
autres positive.s, Cal" i] serait impossible de sa~isfaire g ]'4quation (4) 
&ms une autre supposition. 

Supposons que co,; soit n{~gatif. Alors la valeur (2) de la formef  

V sera moindre que 2 ~ +  t 

Si maintenunt co i~ eat ndgatif, alors la valeur (3) de f sera moindre 

que 2 ; ; +  1 Ainsi~ dans tous les  cas~ il y a une valeur de f plus 

pegige que le minimum de U.,. II s'ensuit que le minimum de f est., 
d [brt/ori, inf@ieur ~ celui de U. .  

Done le minimum de to~lte forme de d6terminant - - D ,  olAenue 
tie U,, par des variations infinimen~ petites des coefficients est moindre 
q,,e celui de U,,, et par cons6cluent U,, es~ une tbrme exh'6me. 

3. Passons maintenant ~ la forme g , .  Son minimum s'obtien~: 
1". Lorsque x~---~ 1, les autres x dgaux '~ zdro 

i ~ - - 1 ,  2,  . . .  n .  

2 ~ . Lorsque x ~ = l ,  x ~ = ~ l ;  les autres x sont 6gaux g z6ro, 
i e t  k grant deux hombres cliff@cuts pris de la suite 1, 2~ 3, . . . ,  ~a, 
la combinaisoa i = 1, k ~- 2 except4e. 

3". L o r s q u e ~ l = - - l ,  x ~ - = - - l ,  x ~ l ,  i - - - - - 3 , 4 , . ' ' , ~ ; t e s  

autres x sont dganx h zdro. 
4 ~ Lorsque x I ~ - -  1, x~ ~ - -  1, xi = 1, xk ~- 1; les mttres x 

sont nuls, i et k giant deux hombres diffdrents de la suite 3, 4, �9 �9 .~ ~*. 

Considdrons avec V, une autre forme f du m6me d&erminan~ - - D  
et telle que ]a diff6reace f ~  V, soit une forme dont tous les coeffi- 
cients soienL iniiniment petite: La fbrme [' peu~ 6~re reprgseutde comme 

il suit: 

f = ]/2" '~ D [(1 + a.~:~- + (1 + a~)x . / '+ . . .  + ( t  + a~.)zJ + ,~x~ z~_ 

les quantitds c~. et a,~ sont des infiniment petits ou z6ros. 

En  exprimant que le ddtcrminant de f es~ 6gal g - - D ,  il viendra, 

apr~s quelclues rgductions, 

(1) n(cq, + e%~) + 4 (%:~-{ - -a . t ,+ ' "+"" )  + 0*-'2)cq2 

--  2(ez~+a~ +'" . + a t . )  
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Q 4~ant ]a somme des fermes qui so~t~ iufinimeu~ pe~i~ p a r  r~pport g 
qudques-unes des quan~i~ds a. 

Maint:enant noes allons donner une autre forme ?~ l 'dquation (I) 
et, daus ce but, nous supposerons que" 

1 ~ xi 4tan~ dgal h l'unitd eL les aut;res x s zdro, la va leu r  de f soi~ 

de sorte que coi~ ~ ai;;  

2 ~ xi 4~ant dgal h -- 1, x~ ;~ -~- ] e t  les aut, res x ~ zdro, [a valeur 
de f soit 

de sor~e que r = gii  ~-- a k k -  OCik, l~ combinaison i ~ 1, k ~ 2 
grant; exeept4e; 

3 ~ x I e~ x 2 dtan~ dgaux ~ --  I ,  xi ~ q- 1 et~ les au t res  x h zdr% 
la valeur de f soi~ 

( i =  3, 4, - . . ,  n),  

4 ~ . x~ et x~ 4tan~ 5gaux h ~ 1, xi e~ x , h  --~ 1 et les autres x h 
z/re, la va|eur de f soit 

~/~-~=v-~ (~ + ~),  

~e sorte que ~i~ : ~-at-cq~'-}-cc~-/- ec~q-a~ ~ a q  i - - e q ~ _  c q i ~  e:~-[- ai~. 

5{aintenaM;, ea ajou~aur toufles les ~(luatioas, 

foil ~ gii) 

Wik ~ gii  ~l- ~ k k - -  aik ,  

)ii allra 

2:co. + Xco,~ + 2~, q- 2:~., 
__ n -  1 

{n (%, + .,~) + 4 (,~ + . .  + . . .  + o:.,,) + (r~ - -  2) a~ 
- ~(,~:~+%~+...+~.:,,,) 
-e(%~+%,+...+,~.)}. 

)~r cons4quent l'4quafioa (1) prend la forme 

2 

I1 rdsulte de l'~, comme pr4cddemmen~ pour la forme Un,  que la, 
orme V, est extr6me. 
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4. DiseuLons de la m6me maai~re la forme 

Z ~- r - 3 q  xt'e + x"-~ q- xa~ @ x*= -}- %= - -  2 xtx2 - -  g x ' x a  - - g x ' x 4  

1 1 1 1 1 
'2 xj x 5 -~ 2 x2 x~-~ ~ x~ x t - x,~ x~ -4- ~ xa x I - x 3 x~ -- x 4 x~ 

A 

= x~ 'a ~ T J  ~ T k xa ~ 

3 3 2 . 

A y a n t  Z en forme d'unc somme de carrgs, il est facile de trouver 
l es  reprgsentations de so~ minimum. Elles sont contenues dans la 
t a b l e  iuivante : 

X l X 2 X 3 Xl  X 5 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 
0 1 0 0 1 
0 0 1 0 1 
0 0 0 1 1 
1 1 0 0 1 
1 0 l 0 1 
1 0 0 1 1 
I I 1 0 1 

1 1 0 l 1 

I 0 I I l 

1 1 1 1 2 

Chaque ligne contient une reprdsentation du minimum de Z;  par 
exemple ,  darts la dernihre ligne, figure la reprdsentation 

x I ~ 1, x 2 ~ - 1 ,  x a ~ - l ,  x 1 ~ 1 ,  x 5 = 2 .  

Pour  ddmontrer que Z es~ une forme extr6m% consid&ons ]a 

f o r m e  

f = ~ / ~ g ~  [(1 + a , , ) x ,  2 + (1 + a2~)x22-~ - (1 +a33)xa 2 + (1 + a , , ) x ,  ~" 

+ ( -  1 +,~3~)xa x~ + (-- 1 + ,~,~)x4xs], 

tgutes  les quantit6s a dtant infinimeat~ petites. 
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Dgsignons maintenan~ par 

/ /  31 u 3 ~ 

les valeurs de f qui s'obtiennen~ en attribuant aux variables successive. 
ment les quinze syst~mes de valeurs contenues d~ns la t~ble qui precede, 

En exprimant que le ddterminant de [ est dgal ~ celui de Z,  oll 
aura~ apr~s quelques r6ductions, 

o 2~ + 3%5+ 3a~5 +4al~ 

Q ddsigt~nt la somme des termes don~ chacun est infinimen~ p~tit par 
rapport "~ quelques-unes des quantitds a , ,  a.,, . . . ,  aj~. D'apr~:s la 
ddfiaiti(m des quan~i~ds co,, co2, - . - ,  co,s, it viendra 

"-~ 4 a~. a + a,~3 + 0:.~.~ 27 a3. ~ -O r- 2 0:~2 -{- 2 a t  3 .Of_ 2 ot~t , 

de sorte que l'dquation (1) prendra la forme 

X~-F29=O. 
Done, etc. 

5. La mdthode que nous avons appliquge aux formes U,,, IT, e~ 
Z peut ~tre employ6e routes les fois qu'on demande si une ibrme donnde 
est extr6me ou non. Mais il faut recourir .~ dtautres moyens si l'on a 
h trouver toutes les formes extremes pour un hombre donn6 de variables. 

Dans notre M~moire Sur les [ormes qua.dratiques*)~ nous aVOllS 
dno~cd un thdor~me eoncernant le hombre de reprdsentations du nfi- 
,,i,n,tm d'une forme extr6me. Ce nombre ne peut ~tre inf6rieur 

~*(~__A+~).~ On peut facilement vgrifier cette proposition pour toutes les 

f,,r, no.~ extr6mc~ que nous y avoas do,males. Comme elle est fonda- 
mentale pour nous, nous en dotmerons la ddmoustratioa. 8oit 

f =  Z a~xix~ 
une forme de ddterminant - : -D .  

Ddsignons ]es diffdrentes reprdsenta~ions du minimum 21/ de f 
comme il suit: 

X t X~ � 9  Xn 

(1) ~% ~ " ' "  p~ 

�9 �9 . . , . . �9 

r l  ~2 " �9 �9 r n .  

*) Mathematische Annalen VL Bead,  S. 366. 
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Supposm~s que ceLLe table ne renferme pus au moths n(~r 
2 

rcpr4sentations, qui dgterminm~t compldtement 1s forme f, son minimum 
g~nt donng. 

Cela pos6, nous allons d6montrer qu'en faisant varier infiniment 
peu les coefficients de f ,  on obtient use forme de mgme d&erminant 
et dent le minimum surpasse celai de f; 

En exprimant que la table (1) contient les reprgsentations du 
sombre M, on aura les 6quations 

(2) 22piznkaik --~ M~ Z q i q ~ a i k  ~ M ,  �9 . . . 

La supposition que ces repr&entations ne d&erminent pus la forme 
f consiste e~ ca que les dcluations (2) avec ineonnaes a~k ont un hombre 
i~iflni de solutions. 

I1 sui~ de lg que les dquations 

peuvent ~tre satisfaites par les valeurs ~,k qui ne s'annulent pus routes 
�9 ~ I~ ibis. De teI[es valeurs ~ik dtaut trouvdes~ considgrons la ferme 

f +  ~ ,  
d~signant use quantit6 infiniment petite et cp Ia forme 

ba forme 

devient; minimum pour les m6mes valenrs (1) des v~ri~bles que f;  ranis, 
pour ces valeurs, la forme q) s'aunule; par eons6quelit le minimum de 
[ + ~r sera aussi 6gal h 311, comma eelni de f. 

Faisons voir que le (16~erminant de f-q-eq~, pour la valeur con- 
reliable de ~, devient; inf@ieur g D en valeur absolue. Ddsignons-le 
par ~ D ' ;  on a 

( d D d D d.D 
D ' =  1) + van , ,  z , ,  + + �9 �9 �9 + -a- Z z . .  

d D  d D  dD a~_j ,~) ~L ~ 

+ a~7 z~, + -a~,; ~ha + " "  + ~%-_,---( , 
dtant ]a somme de termes des ordres supdrieurs au premier par rap- 

port .~ ~. 
ll y a ici deux cas a distinguer: 
1 ~ Lorsquc ]'expression 

d D d D d D 2~,_~, 
P = ~ , i  a,, + aa~;z~ + . . .  + a%_~., 

diff~re de zdro; 

2 ~ Lorsque 
/~ ~--- O. 
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Dans le premier cas, ~ 4rant pri~ avec le signe contraire '2 celai 
de 19 on voi~ imm4diatement qua 

D ' - - ~ - D + e P + ~ < D .  

Dans le second cas lorsque t9~_ 0 reprdsentons O sous la forme 

Q -~Ky q- ~)j, 

K e.'taut iuddpendant de ~ elb Qt une quantitd iltfhlilnent petite par 
rapport "2 e ~. 

Cela pos6, nous raisons voir que le coefficient. 

d~D d'2D 21~,~13 @ �9 . . .K = ~ Ztt 2 -3 !-- 2 -da12da13 
es~ nggatif. 

A ce~ after, considgrons l'expressioa 

P" ~ DK~ 

qui est, comrue on sale, l'iavaviant slmultane" des deux tbrmes f et tp. 
Trausformons dans f e t  qv les variables par une m~me transformation 
lin4aire dont ]e dgterminant est dgal ,~ l'unit4. Soien~ z~, z,, . . . ,  z~ 
les nouvelles variables. 

La Iransformation men~ionnde peut 6tre choisie de sorte que f 
devienne 

Supposons que (p prenne la forme 

Composons maintetmn~ pour la uouvelle ibrme de f e t  % l'ex- 
pression t n - / ) K .  Nous aurons facilement 

+ -  - 

k~n n ] ~11 ~t25 

+ ~ " "  + . . .  + 2 ----~':1," - - ] .  
~):1 ~l)a gtn--1) n--1 ~n, n .J 

Ott voi~ de l{r que P~-- D K  est positif, car a,~ sont tous positifs. Or 
de l'in~galit4 

P~ -- D K  > O, 
2̀ cause de l'dquagion 

. P = 0 .  

on d4duit que K est n4gatif. Daias le cas eonsidgr4, oa  a 

D'----- D q- K ~' e + e ,  
et il suit, de 1'~ que D ' <  3). 

Ainsi on peut supposer, dans l'un et l'autre c~s, 

/)'= D(1--~/), ~ > O. 
Alors la forme 
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a~lra le dd~:ermina~t ~ ~ et le minimum M__ 5> M, 

Done le n d a i m u m  de la f o r m e f  peut ~tre augmentd pal' des w- 
riations h~finiment pet i tes  des coefficients qui laisseut la valeur du 
d~erminant invariable, 

Par consgque)~t, si une forme est telle que son minimum ne 1,uisse 

~(,,t~ t) reprdsen- ~h'e augmentg de ce t t e  mani~ve, il aur~ au moll,s ..... ~ ...... 

rations qui dd terminent  compldtement la forme. 

6. Soit 

une forme dont le mhHmum ne puisse 6tre augmeatg par des variatious 
in~niment petites de sos coefficients, en laissant Ia vaIeur dtt ddtermi- 
llant invariable. 

H est fkcile de dgmontrer que par ces variations le minimum de f 
va,'iera et) par consdquen~, sera ndcessairemeut dimimtc( 

En eftL, t, consid6rons la forme 

/ '+  ~'~,~xix~-~ f +  :~,, 
de mfme ddterminant  quc [', r = Z'e~,,x,x, dtant uae ibrme iL coeffi- 
cients iafi~iment pe t i t s ,  et supposons que le mhHmum de ( / ' +  !P) soil; 
le m~me que celui de  / .  I1 ne pent done ~Ire augmentd comme celui 
de f et ]a forme 

/ '+,# 

a~lra au moins n___((~yJj_~ repr6sentations de (~e minimum (w' 5.), qui 
2 

set'oat dvidemment contenues parmi celles du minimum de f Supposons 
qVelles soien~ 

81  S~ �9 " "  3 n  . 

D' " apres le no 5 . ,  les dqua~ioas 

ainsi que les dquat ions  

admettent une so lu t ion  ddtermin6e. 
II rdsulte de 1~ que tous les a,~ s~annulent, ct la forme f +  ~, 

est l~ rn~me que f~ ce qui est contraire h ]a supposition. 

7. De ce que nous avons dit dans Ies numdros prdcddents il rdsulte 
les consOquences suivanies: 



252 A, KoRKr~: et G. ZO~OTAREr'~'. 

1% Une forme don~ le minimum ne peut 5tre augment5, si l'on fait~ 
varier infiniment peuses coefficients, en laissant la valeur du ddtermiiiariii  
invariable, est une forme extreme (n o 6.). 

2 ~ Toute forme extr&me a au moins ~(n+l)  reprdsentations de s o n  

minimum qui d&erminent comph~tement, cette forme, ett supposant~ q u e  
son minimum soi~ donnd. 

3 ~ Les formes avec Ie plus grand minimum, ehoisies darts l ' ensemblo  
de routes Ies formes de m~me ddterminant eL avee les mSmes variables~ 
sou~ rtdcessairement extrgmes, 

4 ~ La ddterlnination prdeise de la limite des minima se rdduit~ 
dvidemmeng "2 la recherche des formes extr6mes avec le plus g r a n d  
minimum. Par consdqsent eette ddtermination sera accomplie si F e n  
a compost routes les formes extr6mes, le d~ermiaant et le hombre d e s  
variables grant donngs. 

5 ~ Le rappor~ d'ur~e forme exgr6me .~ son minimum esg une f o r m e  
doni tousles coefficients song des hombres rationnels. 

Cela rgsalte de ce que, en verht du n ~ 5., les coefficienf~s de tout~e 
forme extr6me song ddterminds par lea ~quations lindaires semblables  
aux dquations (2). 

8. Nous allons nous oecuper maintenang des dgterminants formals  
avec des hombres qui reprdsenten~ le minimum de la forme. Nous l e s  
nommerons ddtsrminants caractdristiqucs. Un tel ddterminan~ set'a, p ~ r  
exemple, 

r I r 2 �9 " "  r n  

los lignes 

P~ Pz . - -  p,, 

. . . .  ,%. 

~'1  ~2 " " "  r n  

ddsignant les reprtlsentations du minimum de la forme, 
Nr. 5. la table (I); leur hombre es~ n. 

Ces ddterminants eonstit;uen~ un dlgJnen~ essentiel 

comme d a r t s  

dans n o t r e  
mghode de composer des formes extremes; c'cst pourquoi aous al lon.~ 
ddmonh'er quelques-unes de leurs propridt6s. 

Pour touts forms extr~me, il exists au moins un &/termi,nant caract~~ 
ristique qui ne so# Fas ggal d zJro. 

Supposoas le contraire et soiens comme dans la table  (1)~ 
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q t q2 "'" q. 

s ]es l'epr~senta{ions du m]nhnum de f. 
[l suis de noLre supposition qu'il existe des 1,ombres 

qui ne song pus z4ro tous ensemble et tels qu'on ai~ 

�9 , , , . , , . . �9 . , .  

8oit maintenau~ ~ une quantit( ~ illfinime, nt petito posifivo. L~ forme 

4videmmcnt le mSme minimum que /' et~ les m~mes repr6sental~ions 
de ce minimum. 

Le d6terminant de la ibrme f '  est 

_F(~j,~2.. .~,) 6tant la ibrme a,ljointe h f .  
Ce dgtcrmiuant sera par eoiJsgquent inf&ieur '~ I) en valeur ubsolue. 
D'ofi il rdsul~e facilemenl~, comme duns le n ~ 5., que f n'est pus 

une forme exir~me~ et le thdor~me est~ d&nontr6. 

9. Pour unc forme 1)ositive quelconque ?t ~ v,xiecbles, dont le hombre 
de reprdsenlations du minimum n' est ~vas infi'ricur r ~, les v~de~ws r 
des ddterminants carc, c~dristiques ne s,urpc~sse'at t~as une c~q'taine Ii'mite, 
qui ne d@eed que du hombre n de vc~qables. 

Pour les formes binaires, ce th~or?~me r6sultera de la fornmlo 

(l) ( u ~ + r  -~) = (u'o'--vu') ~ + (~u'+vv') '~" 
En etib~ solt l'(x~ y) ]~ forme binaire du ddterminant ~ D,  re- 

p%sen~4e par l-~ somme de carrgs 
O~x+b~) ~ + (a'x+l,'~) ~. 

En posant, duns la formule (1) 
u ~ - a p t + b l h ,  v ~a 'p~+b 'P , ,_ ,  
u" ~-- aqi + bq,~ v" ~ a'q~ + b'q,, 

Irons ~ltl FOILS 

f (p ,  , ~).~) f (q,, ~.D ---- (~"- -b  a')"- (p, q~--p~q,)~ + l~,u'+~'"") ~- 
Ea ddsignan~ par ~ la quantity4 

P i  q~ - -  P'-' q, ' 

il vient; 
I ' (P,,  S~'- ,) f (~ , ,  ~2) >- DA"- .  

Supposons maintenant que ]es valeurs 



s~pposons 
= us' + vv' + ww',  

~ . ' ~  ~'" ~' ~ .y" 

et, en ayant 4gard ~ l'identit6 
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f(]h,P.~), f(q~, q,.) 
soient ggales au minimmn M de 17 I1 viendr.~ 

M :  > D E .  
Or on sait que 

doric 

(A) ddsignant la valem" absolue de A. 
En suppos~nt qne les hombres p~  p.,, ql, q.., soient des entier.% 

oi l  ,%ura 

(a)  = o,  ou ( A ) =  1. 
Or on ne pent pas supposer A = O~ ear il viendrait 

Pt qt 

P2 q~. ' 

et comme Pi est un hombre premier s p,~ et ql h q~, on aur~it n6ces-" 
sairement 

P~ --~- _qz_ ql, p2----- ~ c1.~, 

et les deux reprgsent,~tions (p,p,)  e~ (q~q,~) ne seront poin~ ~liffdrenies 
entre dies. 

De la m~me mani6re pour les formes teraaires dans la formule 
c t n n l u e  d ' E u l e r  

(p'-'-acq2 q-r'--F s~) (_p'~ ~ q'~ q-r'~ q-s'~) 

(pp ' - -qq '+r .r ' - - ss ' )  2 q- (pq 'q -qp ' - - r s ' - - s r ' )  ~- 
+ ( p r ' +  . . . .  sq --  q s - - r p  ) + (ps ' - l -qr '+rq '+sp ' )"  

q ~ VW" - -  WV'~ 

p ' =  w", s" = O, 

(~.~'+vr 2 + ( v w - w u ) 2  + <wu--uw) + (uv'--VUT" 

/lOllS , ' l n rons  

(~) (U" + V ~ + W2) (U '~ + V'" + W' 2) (U" " § V ''~ + W" 2) 
= [(VW'--Wr (W~'-- ~.r (UV'--VU')~r 

-1- une somme de carrds. 

Soit maintenant f ( x ,  y ,  z) une forme positive ternaire du dgter- 
minant - -  D. Reprdsentons-la sous Ia forme d'une somme de earr& 

[ (x, y ,  z) ~ (ax q - b y +  cz) "~ -k (((x-{-b'Y q-C'z) ~" -{- (a'x-l-b"y-q-d'z') "L 
Faisons maintenant, darts la fimnule (2), 
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~ ~ ap, 4 -  b19 ~ 4 -  cp3 , v -~  a'p, 4 -  b'p,  4 -  c'p:,, 

u" -~- aqi -4- bq~ 4- cq~, v'----- a'qi 4- b' q2 4- c'q~, 
~( '~  ar~ -~- brz 4- e%, v"--~ d r i  :t- b'r.z -J- c'%, 

w --~ a"p~ 4- b"p~ 4- e"p:~, 
w' = a" qi 4- b"qz 4- d'q:~, 
w"---- a"r~ 4- b"r~ 4- d'r~ . 

Alors on aura 

Par cons4quent 

f (P~, ~h, P~) 
p~ ~v.~ 

= D q~ q., 

r l  r 2 

f(q~, q2, q~) f ( r l ,  r~, r3) 

q~ -[- une somme de em'r6s, 

f (l~,, P2, Pa) f(q~, q2, q:O f (r, , r.,, r3) .>_ 1) A'-', 
ddsignant le d4terminant 

ql q2 q~ 

Supposons maintenant qu'on all 

f ( P , ,  P.~, 2:~) ----- f (q,, q~, q:~) = / ' ( r , ,  r~, r3) = M,  

/tf 4rant le minimum de f .  
1l viendra 

M :~ > DA~. 
Or 

doric 
% 

Ainsi 
(zx) = o ou (zx)= 1. 

10. Voiei une d4monstration g4n4rMe de notre thgor~me: 
Soil f(xl,.x,~, ... x,) une forme positive ~ n variables xl, x~, 

Faisons la transformation 

x.~ ~ p2zl  + q.~z,_ + . . .  + r.~z,,, 
�9 . . . . . .  . , �9 , �9 

x .  = p . z j  + ~l.z~ 4- "'" 4- r . z . ,  

zl, zz, . . .  z. 6rant de nouvelles variables. 
Soit encore 

q) ~ , :Eai~" i zk  

la forme transform4e. 0n  aura 

aj, ~ / (p l ,  p2, ... p , ) ,  a~  ~-- f ( q l ,  q.,, . . .  q , ) .  

255 
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l~epr6sentons q~ par (a somme de carr4.~ 

+ L + . . . y  + . . .  + 

off, pour abrgger, uous avons dgsign6 par K ,  ,~, L ,  �9 �9 �9 N les quani.ite~'~ 
.~nh'~m tes : 

a l l  al,., a |3  

a13 tt'~.3 ~3,~ 

(~II O12 " " ~ (l'ln I [ ~ l |  ~|2 * " "  (,~l,n~l 

~ T  _ ~  a j 2  a ~ ?  �9 " "  a 2 n l :  tl, l?  H,?? . . "  a 2 , n _  1 

. . . . . .  i . . �9 . . . . . .  . 

a l n  ~:~2n " " " ( I n n  I ( Q , n - - I  ( ~ , n - - I  " " " ( ~ n - - l , n - - I  

On a, en premier ] iett,  

a ~  K �9 L . .  �9 ~ == I)A~, 
A d~signunt le d6terminant 

I 

q~ q? " ' "  q~i" 
. . . . .  i 

En second l i e u ,  il  cst Wident que 

K r ,.,., ~--/" (q~, q~... q,J, . . . ,  N < ~,,,, ~ 1' (r~, r. , . .-  r , ) .  
l )one . . . .  

f ( P ,  , P~ , " " l ~ )  f (q ,  , q2 , " "  q . )  . "  l '  ( r ,  , r.~ , . . . r , , )  > D A"- . 

Si maiutenant nous supposons 

f ( P ,  , P ' ~ ,  " "  P, , )  = f ( q ~ ,  ~r.,, . . .  q . )  . . . . .  M ,  

M dtan~ |e minimum de f ,  il viendra 

Or 

n e  d d p e n d a n t  q u e  d e  n .  

II r g s u l i e  d e  I'~ 

M ~ > J)A~. 

i < V D, 

(a) < 
Done ]e thdor~me est ddmoatr6. 

On d~duit de l~ les consgquences qul suivent: 
l ~ Pour les formes binaires, ~ ~ -~, (A) < / / ~ / ;  A ne p o u v a r i t  

~tre nul (n o 9.), on aura ( A ) ~  1. 

2 ~ Pour [es formes ~ernaires, ,u ~ (_~)a (A) < (~)'~ ; par c o u s d q u e a t  
(A) est nn des hombres 0, 1. 



Sur los formes qa~dratiques po~itivc,~. 257 

3% Pour  les form es q,,atern aires, d'aprhs le thdor~me de M. I te  r ,nit(,, 
u -~- (-:])". Pa r  eonstSquent (A) <:. '" :~ ^ ' , (:l) - Dmlc (A) ~e pent etre qnnn 
des hombres  0~ 1, 2. 

II r&ul te  de notre  M~moire*) que (A) ne pent getre 4gal 'a 2 q,e  
pour la fo rme K. t. 

En  efl'et, afin que (A) soit (5gal Ct 2, il fad,  qu'on a i r / a = 4 ,  et que 

pro" consdquent  le minimum de la forme soit I/2f-/j. Or un tel minimum 
ne peut  avoir lieu que pour lit forme Iq .  

4 ~ Pour  les ibrmes 5 cinq variables, nous proffr de kL limit,., 
~t ~ 9 donn[e  dans le M6moire cih5. 

D'm:~ il rSsnlte ( A ) <  3. 
l~,emarquant que (A) ne peut 5tre dgal h "' car da , s  ce eas on 

aurait  
v = FE , 

ee qui es t  impossible  (n ~ 10. du Mt!moire), ~m volt que (A) est u,~ 

des hombres  0 ,  1, 2. 
11. En nous fondant  sur les propositions 6tablies dans les num( ,ros  

prdcddents~ nous pouvo~s (~tablir les tbrmes exh'Smes direetement. 
A cet  eifeg~ nous allons ehereher pour chacune d'elles les reprSsen- 

rations de son nf inimum en hombre ~(n4-t~ (ll~i la &iter. ,hmnt com- 

pldtemcnt. Nous rangerons  ces syst{emes de hombres en table% comme 
nous avons fair  duns le n o 4. pour la forme Z .  Soit 

r~, # ,  7,  . . . ,  ~t 

d ,  ~' ,  7 ' ,  . . - ,  a' 
U) . . . . . . . . . . . .  

mm table  emlt~enant ~ syst~mes de hombres. 

Deux l ignes 

~ ' ,  fl ' ,  7", "" ", Z' 
sour eonsid&Ses comme distinctes si les 4galit4~ 

ou ces autres  
., 

u'vnt  pus lieu routes ensemble. Duns le cas co~traire nous compter,~,s 

ces denx l ignes . .  a 
a , # , ~ ' , "  
~', #', ~,', . . .  Y 

comme une seule. 

*) hiathemati.~che Anmdeu u Band, S. 366. 
~7 

]~Iathema,~i*achv .Am~aleu, XI, 
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De plus, not, s raisons abst, racfiioa du syst~.me dent t, oos les m)mbres 
sent 6gaux h z(~ro, et nous dt;signons par n le nombre de co]onnes d~ns,  
la ~able (1). 

Soient 
XI~ X2~ " "  ", "%'n 

n variables, et supposons que chaque ligne (le la t,~ble (1) comprenne 
leafs valem's SJIIILt~aII(~OS~ de 8or~e q t t ' O l t  ate,  s ( ~ c c e s s l v e i H e l l 5  

x ~ = , Q  x ~ = F , . - - , x , , = ~ . ' ,  
�9 ~ �9 . . . . .  o o ~ o~ 

Nous exprimerons cela eu deriva)d la table (l) commo i] s~it: 

(r) 

En rempla~ant les variables 

'~ l  X 2  " " " X n  

,~' F . . .  Z' 
. . . . .  . 

X l )  ~)2~ ' " " )  Xn  
par les suiwntes: 

au moyen des dquations 

x j  ~ g t Y l  ~ c i ty . ,  ~ �9 �9 �9 - ] -  g ,~y , , .  
. . . .  . . , , ~ ) . �9 o , . ~ 

_ (n--  1). x = ~j~ ~ + g ~ ' - ' > z .  + �9 �9 �9 § q ( " - ' ) , ,  , 

, . . . (n - -  ! ) ]es hombres glt) 6taut des e~ttiers et le r  E _ ~  []fl~ " " , % - r  

4tan[ 6gal ,~ ~ 1, nous dddairons de l,~ t,~ble (l) tin(; nouvelle table  
qui se rapporte atlx variables 

YI", Y~', "" " ' ,  Y,,. 

Y, Y~ . . . .  "y., 

a b .'. " l  
O 0  a '  b' . .  z' o- . .  

aO,-1) bq,-1) . . .  l(~-~) 

ce~e ~abic. Nous dirons qu'elle est ~quivalente ~ la table (I). 

g e m a r q u e  1. - -  Si nous changons l'ordre des colonnes darts. 
une [able quelconque ou ]es, signes de , teas  les nombres d'uHe m~me 
colonne, nous formerons une. nouvelle ~able he l l e  dquivalenfe. 

De plus, nous laissons l'ordre des llgnes tout 5 .fair arbitraire; p a r  
eons6quen~ on pourr,~ me~re ]es lignes de la table dans tel ordre q~le 
l'on voudr~. 

~oit 
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R e m a r q u e  11. - -  Si l 'un des dgterminant.~ form6s avec n ligue.~ 
d'tme t ' tble est 6gal ~ :!2 1, on l)e~t toujours t r a n s f o r m e r  (:ette tabh, 
en une autre fable (,quivalcnte ot't se h'o~tveroHf, les lignes suivaates: 

Yj Y._, - . -  y,, 
1 0 . . .  0 

0 l . . . 0  

0 0 . . .  1. 
En 'effet, soit 

i~ ~' . . . i t  
c~' (J' 7' ' " i t "  

t~(~-~) /~(n-1) ~(n-l) . . .  2(,~-1} 
ce &; tcrminant .  

Eu  ~hisarit, la transf~trmation tie la table (I) au too.yen th.~s {'ormules 

X I ~ r I "4- f/i f . ,  --~ �9 . . . . ~  cd"- ~)y,~, 
: ~ , . :  = #y,  + fl'y~ + �9 . -  + t~"-'.v. ,  
, . . . . .  , . . . , , , 

x, ,  = Z~./t + , t ' y . ,  -4- " " " + i t ( " - ~ Y , , ,  

nous attrons la table 
?h Y'.~ " ' "  Y,, 

1 0 . . . 0  
0 1  . . . 0  

(2) 0 0 . . ,  1 
a b  . . . .  
a ' b ' , . . . r  

, ,  

~.quivalen~e a la table (I). 
Cctte  table cont ient  n lignes form6a ,chacune avec l'm,it~.: et n ~  1 

zdros qui eorresp,)mlent, aux lignes 

, ' ,  ~ ' ,  . . .  , l '  
�9 , * �9 �9 

de la table (I). 
Ajout, ons encore que tous les nombres a~b~ c,  . . . ~  a', b', c ' , . . . ,  

~a~ b, c~ ] 1, 
a~ :,  a'~ b'~ C'j [: etc. t soiit ainsi que les dc~terminants comme ,[a', o ' I !a", b", c" 

6gaux aux ddtcrmi~m~(s form(3s avec ~ lignes de la table ('2). I'ar 

exem pie : 
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a 

a b c . . . l  I 

0 I) 1 . . .  0 i, " b' ~- 
0 0 0 . . . l  

a b e  . . . l !  
a ' b ' e ' . . . t '  , 
O 0  1 . . . 0  

I 
�9 �9 . . . .  ] 

o 0 o . . . 1 !  
1 

etc. 

12. Passons maintenant h lu reeherelle des formes extrSmes dont  
les d(~terminants caract&istiques ne surpassent pas l'm~itd en valeur 
absolue. Cette question se r&luit h la rechert'he d'ml type auque] t)euvent 
~h'e ramondes toutos tes tables 

~1; I X ,  1 " " " X n  

( U  . t3 . . .  a 
& ~8" . . .  ,l" 

pour lesquelles les ddterminants tbrmds avee n lignes queleonques  sont 
,:gaux h zdw ou h -4- 1. 

gelativement 'k la table (1) nous allons ddmontrer le thdorO~e 
qui suit: 

Soit donn& une table (1) ~'~ # > n(n+~)  lignes distinetes. 

Sul)posons que, 13armi les &:terminants [brmds avcc n de ces ligne 6 il 
'/en all an moi~.~,s ~ un qui soit @al r :~ l c t  que taus les a utres ne  sm~assent  
ms l'unit,: en wdeur absolue. 

('ela posr on va, voir que la table donn& eonticnt prdr n (n+j_)) 
2 

ignes et. qu'clle pc,d, ~)trc transformc;e en l'dquivalvnte 

1, O, O, . . .  0 
O, 1~ O, . . .  0 
O, O, 0 , . . .  1 

1~ ~ 1, O, . . .  0 

1, O, - -  1, . . .  0 
�9 ~ . . . . ~ . 

Celte ,h'r~i&'e table centient, en ~remier lieu, les n l ignes  

1 0 . - . 0  
O l  . - . 0  

0 0 . . . l  

encore ~)(n~p.~ &jnes form~;es &acune de deux uni t& + ] et - -  1, 

n - -  2 z&os. 

h_vant de d4montrer le thdorbme gghgral~ nous allons indiquer  une 
roprigt4 de la table (1). 
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D 'aprbs  ia supposi t ion,  au moins uu des ddterminants formes avec ~ 
lignes de la table  (1) est  t~gal, h -f-- 1. Donc,  d'apr~'.s t en"  II . ,  elle peut 
~tre t r ans fo rmde  darts une dquivalente 

1 0 0 . . .  0 

0 l 0 . . .  0 

0 0 0 - . .  1 (2) 
a b e  . . . I  

a" b" c' . . .  l' 

Tous les hombres  

�9 * , ~ o ~ 

(t b c . . .  

a ' b "  c" . . .  

ainsi  que les d&erminan t s  

a b 

l{( b' ' 

sont; nuls  ott 4-  ! .  

; a b  c 

}a '  b' c' , etc., 
I,r 

M a i n t e n a n t  on volt facilement que le Lhdor;'mc dnonc6 a lieu 

pour  n = 2. 
E n  effet,  il existe dans ce eas quatre syst&nes difl'6rents formds 

de z6ros ,  de + l et de - -  1. Ce sont 

1 o 1 0 

2 ~ 0 l 
3 ~ 1 - - 1  
4 ~ 1 1. 

L e s  sys t~mes (3) et (4) donnent  le ddterminant 

I1 - 1  I 
It  1 

6ga l  "~ 2. 
P a r  consdquent  ils ne peuvent  pas se tr,,uver en~cmbl,~' daus la 

t a b l e  (1). Ainsi  la table chercMe pour n ~ 2 ne peut 6{rc f, wm~'e 

que  de deux manibres  
1 0 1 0  
0 1 et 0 1 
1 - - I  1 1 .  

11 es~ dvident  que la seconde de ces tables es~ gquivalentc it 1~ premii.re 

e t  le thdor~me est ddmontr~ pour n---~ 2. 
Nous allons ddmontrer  maintenant  que la table 



(3) 

1 0 0 0 - . .  0 

0 1 0 0 �9 �9 �9 0 
0 0 1 0 �9 �9 �9 0 

o , . , ,  . . . . . .  . 

b e d  . . . ~  
b ' ~ d '  . . . l '  

. .  . . . .  ~  

rd~t~]taat de la table (2), si l'on suppr]me la 1)rem~i_.re tigne et la premiere 

colonne, a au moins n~ l__)  lignes dis~inctes. 
2 

Soieat 
B C . . . L  
.B" U . . .  L'  

deux syst@les non difl'dreats en?~re eux, savoir 

Jb '~  ! . B ' ,  C = ~_ C', . . . ,  L ~--- 4_= L'. 

Echa~,geant alors, s'il est ndcessaire, dans les tables (2) et (3) les signes 
de tous les  termes de la ]igne off se trouve le syst~me /~'~ C', �9 . .  L' ,  
nous l~ ferons idea~ique au syst~me ~3, C, - - . ,  L .  

Ainsi deax ligaes de la table (2), clans lesqueIles se t , 'ouvent les 
�9 ' . -  L' serout ~yst~'mes B ,  C, ., L e~ B'~ C, ., 

A B C . . . L  
A ' B C . . . L .  

Donc ils ne sont distinguds Fun de l'autre que par l'4ldment A .  
Chac~m des hombres dis~iucts A e~ A'  est 6gal .~ zdro ou it -~- l.  
Remarquons main~enant que les hombres A et A' ne t ) c u v e a t b h ' e  

~;ga,lx h l'unitd avez des signes diff@ents. 
Ea  effet, si t o u s l e s  nombre~ B~ C, - . .  L dtaieat dgaux ~ zdro, 

l~s syst~mes 
A B C . . . L  
A ' . B C . . .  L 

ne seraient pas distincts, ce qui est contraire ~ la suppositiom 

Donc ]',,n au moins des hombres /~, C, - . . ,  L est dgal ~ -~- 1. 
'~oit, par exemple, B ~ 4-  1. 

En supposant A e t  A' 6gaux h l'anit6 avec des signes diffdrents, 

A B I 6g~l ~ -~-2, ce quE ne peut  ~tre. oa aura, le d4terminant I A' ~ t 

Ainsi l'un des dl6ments A et A' est zdro e~ l'autre l'unit5 avec 
un signe ddtermin~. On .peu t  toujours supposer ce sig~e positif~ car  
'clans le cas contraire on pourrait changer le signe de tous les terme.~ 
de ]a ligne s laqaelle appartient A. 

Nous ddsigaerons l'ensemble de deux syst~mes 
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A B C . . . L  
A ' B C . . . L  

par une seule ligne 

(rr) A B C . . .  L 
l'616ment A ayanlb deux valeurs 0 et 1. 

Les syst{,mes semblables h (re) seront dits les systbmes doubles. 
Pour savoir le hombre des systbmes disldi,c~s de la table (3), i[ 

t'attt ehercher eombien il y a des syst;bmes doubles (tans la table (2). 
QtlaIIt g eelui-ci nous aurons la proposition suivante: 
Le nombrc de syst~mes doubles de la table (2) ne su,rpassc l,*a n ~ 1. 
Supposons~ au contraire, que los syst~,,mes doubles s'y trouvent en 

hombre au moins dgal ~ n. 
8oieltt 

A B C . . .  L 
(4) A1 Bi Q "'" Lt 

ees syst~mes. 
I~emarclnOns qne darts la mSme eolonne de cetA, e t~bte no peuvent 

se t.rouver deux unitds de signes diff&ents. 
En effet, soient~ par exemple, B e~ B 1 de taels 514ments. Alor% 

supposant 
A - - ~ I ,  A 1 

nous aurons le ddterminant 
'A /3 

Al BI 

dgal h 4- 2~ ce qui no pent avoir lieu. 
s'il est ngeessaire, les sNnes de tons 

I 

11 suit de 1"~ que, e~J cl;a~geaut, 
les termes des eolonues~ nous 

pouvons faire posi~ifs tons les ~ermes de la table (4). 
Cel~ pos6~ nous aliens voir si cette table est possible. 
Parmi lcs systbmes 

B C . . . L  
B1 C1 . . .  Lj 
�9 , . , ~ . 

B~_I  C._~ . .  �9 L . _ ,  

il en existe au moins un qui eontient deux ou un plus grand hombre 
d umtcs, car le hombre de syst~mes disfincts formds avec ]'tmitd et~ 

n - -  2 z&os est ggal .k n ~ 1. 
D'aprSs ceIa, il est permis de supposer 

B ~--~- 1~ C----~ 1. 

En entre, il est facile voir que les couples des hombres 

(n , ,  C,), ( .~ ,  C~), . .  ", (Z,'~_, C~._,) 



peuvent se rdduire gt ceux-ci: (0, 0) ,  ( t ,  l ) ,  el, encore ~ l'uu des  
deux couples (0, 1) et (I,  0). 

Ea eft'e~ supposons~ quan~ a cos derniers, qtte p~trmi les couples 
(zr c',), . . . ,  n run l'aut,'e. 

Soien{, par exempl% B ~ = 0 ,  C~ ~--- 1, I t . : ~  1, C . , ~ 0 .  Nous  
3urons alors le d6terminan~ 

A B 
A~ B~ 
A~ B~ C., 

dent les 616men~:s sent pris ~'t la table (4). ,Si nous raisons A ~ 0 ,  
A l -~-A~ ~ 1, le dgterminant sera ,Sgal ~ 2, ce qui est ilnpossible. 

Aiusi, parmi tes. couples (Bi,  Cl) , (B~, C.~), - . . ,  il ne pent see 
trouver qu'un des couples (0, 1) eL ( 1 , 0 ) ,  par exemple (0, 1). 

Maintenant, eu retranehant les glgments de la deuxibme colmme de 
ccux de l~ troisi~me, nous transformons la table (4) on une nouvelle. 
clui lui est gquivalente. Les dldments de eerie nouvellc table seront encore 
ggaux h zSro ou ~ l'unitd positive, car, d'apr6s la supposition, les dlgments 
de ]a troisi~-me colonne ne soa~: pus infgriears h ccux de l~ deuxiSmc. 

Duns la nouve]le iable, le systbme A~ B,  C, �9 � 9  )L sofa romp]at6 
par celui-ci: A ,  .l~, C - - B , - . . L ,  contenant moins d'unit6s(lue le 
pr6c&lent, car C --: ]] -~- 0 

Qnant aux autres lignes de la nom.eIle table qui remplaceront les 
]ignes At~ Bl ,  . . . ,  L j ,  A~, B.~, . . . ,  L.~, chacun d'elles contiendr~ 
ut t  m~mm nombre d'unitds ou ee nombve moins un. 

0u con~oi~ maintenant qu'eu faisan~ plusieurs branformati~ms ~tlla- 
logues aux pr6e6dentes on r~duit routes les lignes 

Bl C . . .  L 
B, Q "" Li 
�9 �9 , . * ~ . 

B~-i C~-1 ." �9 L~_~ 

aux aatres~ dent chacune contiendra une unit6 et n ~ 2 z6ros. 
D'o~t l'on volt clue la ~able (4:) est~ impossible, car le nombr.e de 

telles lignes distinctes est ~gal h ~ - -  I .  Done le hombre de syst~mes 
doub]e.~ ne surpasse pus n ~ [ ou~ en d'autres termes~ le hombre de 

lignes distinetes de 13 t~ble (3) n'est pus infdrie~r h ~_(n-~tj. Muintena~t 

passons ~ 13 ddmonstration de ~otre proposition. 
8upposons qu'elle ai~ lieu pour le hombre n ~ 1 et f3isons ~oir 

qu'elle subsiste encore pour le tmmhre n. 
Le tbgor~me ayant lieu, par hypoth~se, pour le ztombre n ~ 1, on 

volt clue le nombre de systgtaes distinets de la table (3) ne snrpasse pus 

~-(2--i)-.., Mais on vient de voir que ce hombre n'est pus ~nfgrieur "h 
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n(n---7)) . . . . . .  I1 en rdsuRe encore 2 ; par consdquent  ii est 6gal ~ ~Cu-2 1) 

que le hombre  de systbmes doubles de la table (2) est (igal ~ ( u - - l ) .  

Done les systbmes dans la /.able (2) sonL en nombre ~3--(~L). 2 
N o e s  aeons vu que les systbmes doubles peuvent ~tre toujours 

prgsentds ainsi : 
A I l 0 0 . . .  0 
A~ 0 1 0 . - .  O 
�9 �9 . * . �9 * �9 . 

A,,_~ h 0 0 . .  �9 1 

les n o m b r e s  A t ,  A.: ,  . . . ,  A ~ - I  ~tant 6gaux ~t zdro ou ~ l'unit6. 

D o n e  &ant  donnds ces ~ - - ]  systhmes doubles, ainsi que le systhme 
( n - I )  (n=-~) autres 

I , 0 ~  ( ) y  �9 �9 " ~  O ,  I t O t i S  ferou.~ cmmait re  qu'il se trouve 2 

systbmcs qui f e rment  avec les systhmes mentimm(is plus haut la table 
quo nous  cherchons.  

g e m a r q u o n s ,  en premier  lieu, que si, dans le systbme quelcon(lue 

a~ b~ c~ . . . ,  l, 

le p r e m i e r  ~hhuent~ a c.,.'t 6gal h zdro, d,,ux tips t~h~meuis b, c, . . . ,  l 
sent  6gaux g l 'unitd avec des signes (liti~:rents et, les auLres sont Imls. 

E n  effet,  si ,  pa rmi  les 6hhnents 

b,  c~ ."  '~ 

il y e n  avait  au moins trois 6gaux g l'unih;., on en pourrai~ trouver deux 
,Sgaux g l 'unitd avec tm mC, me signe. Soient~ par exemple, b ~ ~ ~ _~- 1. 
En suppos~mt~ darts le ddterminant ,  

A t 1 O 

A 2 0  1 , 

0 b c 
A~ ~--- A 2--~ l ,  il vient  

1 1 ~  I 1 0 1 ~ -  2, 
0 + l q - - 1  

ce qui  est  impossible. 
Done  l '6ldnient a 6 tant  nul,  deux. des 616ments b~ c, . . . ,  1 sent 

~gaux '~ l'ur, itd ~vec des signes contraires et les autres sent des z6ros. 
Supposons ,  en second lieu, a ~- --[- i .  On peut toujours prendrc 

a~--- 1,  en changeant ,  dans le cas central-re, les signes de tous les termes 

de la  l igne  a ,  b, c~ . . . ,  1. 
Alors  aucun des uombres b, c~ - . . ,  1 ne ser~ dgal h l'unit6 ndgafive. 

En  e f fe t ,  en supposant~ par  exemple, b -~- - -  I e t  A 1 ---~ 1, on aurait 

le d g t e r m i n a n t  
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A t 1 

b 
6gal ~ --  2. 

Remarquons encore que parmi les hombres b, c, . - . ,  l, il ~fy e n  
t~ plus de deux 6gaux ~ l'unit6. Supposant, en effet, (lu'il y en ait; k 
qui soient 6gaux h l'unit6, nous aurons le d6terminant 

A~ 1 0 . . . 0  
A~ 0 1  . - . 0  
�9 . �9 , , . . o �9 . 

A~_~ 0 0 . . .  1 
a b e . . . 1  

En supposant 
A 1  ~ A 2 ~ . . . .  A n - l  -~- l 

il esL facile de voir flue ce d6termi,la.t est t~gal :,L - t - ( k -  1), ee qtli e s t  
encore impossible, lc 6tang sup6rieur ~ 2. 

Done les systbmes en nombre-!~ -~2..!)(!~---2--2-) qu'il nous reste 'X chereher 
'2 

ne peuvent appartenir qu'~ deux groupes 

(l) O, b, c, . . . ,  l ,  

uit les deux nombres parmi b', c, . - . ,  l sont 6g~ux .h l'tmit6 ~vec d e s  
signes contraires et les autres sonti zdros; et~ 

(II) 1, b, c , . . . ,  l, 

deux des hombres b,  c, �9 �9  1 gtant 6gaux -~ l'unit6 positive eL les autres 
h zdro. 

Maintenant nous allons ddmontrer que, pour tous les (~A--_11)_(~--_2_)_ 
2 

systbmes eherchgs, on peut prendre (J~--1)-(2~7~ syst;~mes du premier 
2 

groupe. 

En effet, on va voir que, si la table contieut les systbmes du se -  
coud groul,e , elle peut ~tre transformSe en une 6quivalente de te l ie  
maaibre, que les systbmes du second groupe disparaissenk Nous commen- 
cons par un cas partlculier n ~---3. Alors on a l e s  systbmes 

1 0 0 
A 1 1 0 
A2 0 1 

~avoir cinq syst~mes. 
11 nous faut eJ~core chercher un syst~me. Ce dernier ~yst~nie e ~  

un des deux st, ivalJts: 

0 1 --  1 systbme du 1 ~ groupe 
1 1 1 systbme du 2 ~ groupe. 

Consid4rons la table 
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1 0 0 
A~ l 0 
A~ 0 1 

1 1 1 
ou, ee qui est; le m~me, la table 

1 0 0 
0 1 0 
1 1 0 
0 0 l 

1 1 1. 

En re~ranehant les dldments de ]a 3 ~ colmme de eeux de la F" 
colonne,  on aura la table 

1 0 0 
0 1: 0 
l 1 0 

- - 1  0 l 
0 0 l 
0 1 I. 

Apr~.s le ch~utgemenla de signe de fous les tern,e.s de quelqtte~ lignes 
et, colonnes~ cette table se transtbrmera dans la ~uivaltte: 

1 0 0 
0 1 0 
1 1 0 
l 0 1 
0 0 1 
0 1 - - 1 .  

l)'o(t il suit : 
Si  dans le cas de n ~ 3, la 6 ~ lignc appartic~# aa second groul)c, 

la t ,  ble pcut dtre trans[brmc;e dans une dffuivalcnte qui ~c contient aucun 

ss de ce groupc. 
Au moyen d~ ceLte transformution~ les syst~mes 

A 1 1 0 
A., 0 1 

se ~ransforment5 en eux regimes. 
De plus, dans les 2 ~ et 3 ~ co]onnes~ rien n'est r aux s~goes 

de quelques termes pr~s. 
Pour  passer m~intenant au cas gdngra[, nous supposo~s que la 

mSme propri6td subsiste pour un hombre queleonqhe n - -  I et nm,.~ 
raisons voir qu'elle aura encore lieu pour un nombre n. Ab~si nous 
supposons que la table correspondante au lmmbre n -  1, dans laquel]~; 
existen~ les systbmes l ,  O, �9 � 9  O~ A j ,  1~ O, O, �9 . . ,  A,,_~ O, O~ �9 �9 .~ i 

peut  ~tre transformde dans rdquivalente 



1 0 (~ �9 �9 �9 0 

A~ ! 0 , �9 �9 0 

A 2 () 1 �9 �9 �9 0 
. , , . , . , . , . . 

A,~_~ 0 0 �9 �9 �9 1 

0 - - 1  - / - 1  . . .  0 
�9 . . . . . . . . . .  

0 0 0 . . . .  1~ 1 

et qu'au moyen de cette t ransformat ion ]es syst~hmes l ,  0 ,  0 ,  . . . ~  O ;  
AI~ 1~ 0~ 0 ,  0~ . . . ,  A ~ _ 2 ~ 0 , 0 ,  - . .  l s e t r a n s f o r m e n t e n e u x - m f i r ~ e s  
et dans les 2% 3 ~, �9 � 9  n - -  J i~='r colonnes rien n 'es t  changd  aux s i g n e s  
tle quelques termes prbs. 

CeIa posd, nous considdrons la table  co r respoudan te  au hombre  n ~  
daus laquelle exis tent  les systbmes 

1 (k 0 . . -  0 

A1 1 0 . . .  0 
�9 , . * �9 . . 

A . - 1  0 0 �9 - .  1 
et encore -(-~- 1) (n--'~) 2 systbmes appar~enant  aux g roupes  1 O5 i I .  

En  effa(;mj~ ]a derni~rc colum~e e~, ne consideiran~ (]ue les l igl~es 
dis t iac tes ,  on aura la table correspondaa~e ~L ~ - -  1. 

Ceite t ab le ,  d 'aprhs ce qu'on a admi% peut  5t~re t n m s f o r m d e  d ~ n s  
Ia suivante : 

1 0 0 . . .  0 0 

A I 1 0 . . .  0 0 
�9 * �9 * , �9 , , . �9 

A~_~ 0 0 . . .  1 0 
0 - -  1 1 �9 �9 �9 0 0 

�9 �9 , , �9 , �9 �9 . . �9 

0 0 0 . . . .  1 , 1 .  

D'apr~s cela,  lg table  qui se rappor~e au hombre  n peu t  ~tre ~ c r i t e  
comme it su i t :  

l 0 0 0 . . .  0 

A~ 1 0 0 . . .  0 

A~_~ 0 0 0 . . .  0 
0 - - 1  1 0 . . .  a I 
0 . - -1  0 1 . . -  % 

�9 . ~ �9 . , , , �9 * 

),~ /.t~ v I 01 " ' "  ~i  

22 #2 v2 92 . - .  v., 
. . . . . .  , , , . , �9 

2 ~ _ :  l~n--2 Vn-~ ~n-2 " ' "  Va--2. 
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Les systplnes 
0 - - 1  1 0 . - . r ~ ,  
0 - - 1  0 1 . . .  a. 2 

�9 ~ * , �9 �9 �9 

doivent appar tenir  au premier groupe et par cm,s~qnent on aura 

~ I  ~ ~ ' 2 ~  ' " ' ~ ( ) "  

En out re ,  tous Its nombrts v,~ v~7 " "~ r~,_~ son~ 6gaux h ~ 1, ear 
le hombre de lignes distinctes ayant zdro en dernlbre co]onne ne pet, t, 

t~ nous avons ddj~ routes ces lig,tes. surpasser 

I! est k r tmar(luer encore qne t~;us les m,mbres /',, X:, . . . ,  X,, 
sent nuls, ou tous sent dgaux ~ -~-1 (--1 peut 5tre convcrti en -}-1/. 

E n  effet, soit au eontraire le nombre X dgal h zdro dans l'une d,'s 
lignes et: darts Paul;re i'L l'unii;d; savolr, supposons uue des lignes aiTarie- 
nant au premier groupe et l'auh'e ~m seeond. Soient, lmr extmple, 

X,-~(), ~u,~ 1, v 1 ~ 0 ,  . . . ,  ~,~I. 

X . , ~ l ,  / % ~ 0 ,  v.,~-~l, . . . ,  r.,---=l. 

En a joutant  "~ ces deux syst~mts celui-ei: 
O, - - 1 ,  + 1 ,  . - . ,  O, 

on aura  te ddterminant 
! ,~i v tm:, 

! - 1  + 1 o  
ec qui esf. impossible. Done ]es hombres X,, P I, v,, ..., , , ,  Z.,, ~:', v.,., . . . ,  r., 
no peuvent  i'~t;rt assignds qne, de denx ,nanibres, to qui nous eond,fit 

aux deux tables suivantes: 
1 0 0 . . . .  0 
A, 1 0 . . . .  0 

A~_~ 0 0 . . . .  { 

0 ~ l 1 . . . .  0 et (O) 
(r) ! 

| 0  ~ 1  ~) . . . .  1 
0 0 -1  . . . .  1 

[ o  " o o..-Ii 

On transforme fatilement la table (~) 
de cet te  transformation les syst~mes 

I 0 0 ..- r 

A, 0 0 �9 �9 0 

A._ ,  0 0 - .  1 
0 -- I I . �9 0 

I I 0.. I 

1 0 1 . .  1 

1 0 0 . .  11. 

en table (7) et ,au mop',, 

1 0 0 . . . 0  
A, 1 0 . . . 0  
A,~ 0 1 . - . 0  

A , , - I  0 0 . . .  1 
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se Lransf(}rtltee~L ett etzx-mb~ttes eL t]a~ts les 2", '~", ~z ~'m''~ ~.9louneaa. i ' ie l l  
ne change aux sigJ~cs de quelqnes termes prbs. 

II est dvident e,core que tous  les ddtermimults fortugs avee ~z 
lignes de la table (y) sent g g a u x  h z6ro ou h .-~_. 1. 

Entln nt)u.~ remarquons  que, datls la table(7)~ les 61dmeuLs Ar A.~, ........ , 
A,, 1, au lieu tie leurs valeurs 0 et --f- I, l)eUveu~ :tvoir les valeursO el; - 1 ; 
ce]~r revient, h changer les sJgnes (lc toua lea Lermes de la 1'" co]ont~.e,. 

Done le l~ht~or~,me est ddmontrd. 

13. On d~dui~ de ee r la r s u i v a n t t :  
'l'outes Its formes extr(3mes ~'~ n variables do,t, lea ddterminants 

0a:raetdriaLiquea sent ~gaux .h zt~ro ou ~ ~=1 so, t  ~:quivalcnt.6 r l a f o r m e  

br~ ----- '2 ~ _ V  i [x~ + x,"- + �9 �9 �9 + x,? + x, x.,_ + �9 �9 .3. 

Nous avons vu, e a effet~ ,que les tables eorrespondmdes i'~ relies 
forme~ st transforment dans la table qui correspond 5 U,,. 

Pour abrd~ger, ilous dirons qu'il h'cxiste qu'une seute forme ex-  
trbme U,,, dent les d6tet;mi'nants earaetgrisLiqt~es senti de 0 ou %- l .  

En ayant; dgard aux limites des'd6termluauts caractSristiqnes po~rr 
les tbrmes bhmires eL Lermtirea (no 9.), on voit qu'il ex[s~e uae settle 
forme binaire exir6me 

V i D (x, -~ + ~-~-~ + z~ z~), 
ains[ qu'm~e seu]e forme extreme terttaire 

p'21)(x ,~  + x.:~--k x:~ q:- x,x.,  + z,x:, § .~',x~). 

Deuxieme Chapitre. 
14. Eu q,assant 'h la.recherche des formes ext.rbmes ~L 5 v~rial)les, 

remarquons d'abord qu'ea vertu du w' 10. leurs (lOermhmnts. caracf, e~- 
ristiques ne surpassent .pas" deux en valeur a,bsolue. 

D'ahord j| faut ddmontrer que chaeune d'elles en a au moins u n  
6gal ~ ,+  3. ,Cela deviendra 6vident si noua faisans voir que les formes 
extrb, mes, k einq varir~bles dent t0us'lea ddterminants c a r a c t 6 r i s t l q u e s  
sent dgaux .h ~dro ou h ! 2 sent impossibles. 

Ea  effet, .supposons que f ( x , ~  x~, x3, x4, x~) est nne de ces formes 
eL qae. la. table. 

zj_x~ x~ x~ X~ 

"Pl P:~ P3 ~4' P~, 
(I) q' q'~ q~ q4 q,, 

�9 " * . . . . . . .  , 

FI T2 r3 ~'4 9"5 
. . . .  ~ . . . . . "~  

"ql' 8. z" " 8:~ " S 4 S:, 
eonf.ient t olates les reprdsenta~ious du minimum 21I" de /" 
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D'api~Ss }e n ~ 7., eet, te tubie eontlendra, au moins 5. ~ ~ 15 lignes. 
"2 

Comme t o u s l e s  dgterminants earaet6ristiqnes de f ne sont pas 
dgaux h zdro (n ~ 8.), il en existera au.moins m~ 6gal a :~2.  

Supposons que ee soit le d&ermin,aut 

P, P.., P:~ P~ P-. 
q, q~ (/:~ q~ q~ 
�9 �9 . , , . . �9 , , 

et~ d6signant par 
r I T 2 9":1 ~t', 'P5 

les ~rouvellos wriables ,  faison~ 1,~ transf,mnation 

x,~ ~ 1 % z  t + q<'.2 + "'" + ~'tz~, 
x.: = io~z, - 5  q~z., q-  �9 . .  + ,'.,r 
�9 . . �9 , , . ' .  , ' . . . ,  . ,  . . . . . .  

:r~ == p:z~ + q~,~._, q- -" �9 + r , ,~ .  
Soi~ 

qo (zt, z. 2, z:~, z~ z 5) 
1,~ fo rme  /" transformge. 

"Ed verb1 de ce que tous  les ddtermlnauts caract6ri;~t.iques de [" 
sont ggaux 5 zdro ou h _-t7.2, il es~ 6vident qa'h route ligne, edmme 

x 1 ~ s t ~  x.2~--~--s 2, . , . ~  X,,-~-s 

de hr table (1) correspondent les vulcurs de zj, z~, - - . ,  z5 6gales aux 
hombres entiers, ll est dvident de plus que q~ 6tant eomm c f une 
fol:me ext~.i?me t o u s l e s  d6tcrminanLs carach~ristiques de tp sont ,:gm!x 
5 zdro ou a - ] - I  eL que le minimum de q~ est dgal .~ M ,  

En d~sig~-~:ant par / )  le d6terminaat de f ,  4 D  sera, ceM de r 
En vertu du n~'.lg., le minimum M de 9 sera 6gal ~ la quantih~ 

k'% > 

Or cela esI, impossible, car on dolt avoir 

Doric la forme telle que f e~t impossible. 
I ~ e m a r q u e .  ~ Par le m~me raisonnement on s'ausure que tu I!rq- 

pgsitiou ddmontrde duns, ce numdro a encore lieu pour les fbrmes, qua- 
ternaires i sa#oir qfie parmi les dgterminants earaetdristiques des formes 
e:itr~mes quaternuire% i[ en esg au moins un qtii soit 5gal "~ l'tmit~L 

A eel effet~ il stfffit de. savoir que, pour les formes (luatern:dr('s 

(';/l- M <  g .  1). 
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15. Nous l,ous servh'o~2s dans ce qui suit, d'uuc proposition fein-  
t:ire aux formes quatenmires que nons allons maintenant d&mmtrer. 

Soit [ (x l ,  x~, x3, xs) une fin'me quaLernaire qui re~oit 1"~ valeur mini-  
mum M ,  lorsqu'une des variables~ par exemple xl,  est dgale h 2~ l e s  
autres variables ayant des valem's emlvenab|es. 

8upposons de plus que /" devieane dgal "~ M pore: ]es trois syst~.- 
rues de valeurs des variables que voici: 

x t ~--- 1~ x,,==O, a; a~--O, x ~ O ,  

(I) x t ~ 0 ,  x . , ~  i ,  x a-.~O, :g ~ 0 ,  

at ~ 0 ~  x.. ,~-O~ x a-~- i~ :r I ~ 0 .  

Eu d'al~tres termes supl>osons que la table d~ [" <-,>uti,mue ies ]ignes 

,q: l X.~ ~ ;I 5c 4 

1 0 0 0  
O 1  O 0  
0 0 1 0 
ar a~ a a 2 

al,  a~, a a dl,ant des entiers. Cela posS, uous allons d&nontrer q u e  
f e s t  l'une des huit tbrmes 6quivalentes h V L qu'on obtient  de l 'ex- 
t)ression 

+ 2'] 
on combinant les signes ~ de routes les manibres possibles. 

Comme le minimum M de f a l e s  trois representations (1), l e s  
coefficients de x~:: x,z" ~ x.a 2 daas f sont dgaux "h M;  ainsi l 'on aura 

f =  Mx~ + .~fx.? + Mx:, ~ + �9 �9 .. 

[2.epr6.~entons f sons ta forme d'une somme de carrds" 

l ' =  M [(z, + ~ x~ + ~xa + 7x~)" + .~ (x~ + O'xa + ~x,)'-' 
+ P (xa+r ~ + <2x/] .  

Remarquons d'abord que le coefficient Q ne pent surpasser �88 car~ 
si l'on avait 

Q > b  
on anrait 

f ( a t ,  a.,, aa, 2) > 4 Q M  > M ,  
ce qui est impossible. 

Ensuite raisons voir que le coefficient Q ne peut pas t~tre n o n  
plus inf&ieur ~ -~. Ea  effet, dans le cas contraire, apr~s avoir sup-  
pos~ x ~ l  et attribu~ aux variables xa, x2~ xj des valeurs telles, q u e  
chacuv, des earrds (x~.-k~xa)" , (x.~q-6xa_~ex.,), ' (x I ._~ax=,..{_~xa_}_Tx4).z 
ne surpasse pas �88 la fbrme [' deviendrait inf@ieure g M ,  ce qui I re  
pent avoir lieu. Done Q dolt ~tre dgal g �88 
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En  outre~ on aura 
N ~  P~--~- 1. 

E a  effet, il esL @ident d'abord que chacune de ces quantit& N e~ .P 
ne  surpasse pas l'unitd. D'un auire cb[6, aucune d'elles ne peut ~tre 
infdrieure ,~ l'unii6~ car d~ns ce cas, en prenant x~ ~ 1 et attribuant 
aux  nombres x~,  x.e, x 3 des va|eurs relies que les trols carr& mention- 

ngs ne soient pas sup~rieurs .h -~-, on aurait la valeur de [' moindre 

que  21/. Done on aura 

f =  ~ x ~  + Mxi" + Mx~ + �9 �9 

§ (x,a + ~xy  + ~ z~"-]. 
E n  4galant les coefficients des x2 ~ et x.a ~ dans l'nne et l'autre ex- 

pressi.on de f ,  et en remarqu~nt que le coefficient de x, ~ ne peut 6tre 
moindre  que .~r, il vien~ 

a ~ 0 ,  ~ 0 ,  5 - -~0 ,  

Comme les quantif4s 7, *, ~ ne  surpassel)~ pas ~}, en valeur ab- 
solue,  on dolt avoir 

Le  thdor~me est ddmolltr~. 
16. Ett ayant  6gard aux limitations des ddterminants earact~J- 

ristiques pour les formes quaternaires (n o 10.), ainsi qu'~ la prolaosition 
d u n  ~ 13.~ on voifl qu'il existe seulemen~ deux formes extremes qual~er- 

naires  

2 + § X. 2 X~ § Z2 X l + 2 ] / - -~-  (x , -b  x~ § x~ ~ + x f  + x, z~ + x, x~ x~ < 

i ~  "~ 
11 en r&ulte que 4, 2) es~ la limite prdcisc des minima des formes 

quaternaires. 
Nous avons ainsi une nouvelle d~monstra~ion de ee thgorbme. 

17, I1 suit de ce qui pr@dde que routes les fermes extr~,mes "~ 

eiaq variables se distribuen~ en deu~: groupes: 
(lasts le premier sont contenues les formes dont les ddtermi~ants 
caraetgristiques ne surpassent pas l'unitg~ en valeur absolue; 
ees formes sont 4qulvalentes h U~ en ver~u d u n  ~ 13.; dans 
le second se trouveut les formes pour ehacune des quelles it 
cxiste des ddterminants caratgrisfiques 6gaux ~ ~_~__2. 

Eat eonsiddran~ le dernier groupe de formes nous avoids g distinguer 

deux cas: 
18 

l~a~them~tiaclae A,male . .  XI.  
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1 ~ Lorsque routes les valeurs des variables qui donnent le mini- 
mum de la forme sont ggaux ~ zdro et .h Q- ] .  

2 o. Lorsque parmi ces valeurs se trouvent dgales "~ Q-2.  
Le premier de ces cas se rgdait toujours au second, en vertu de 

la proposition que nous allons dgmontrer. 
Soit [ ' ( x l ,  x 2 ,  �9 � 9  x~ )  une forme extreme '~ n variables, et suppo- 

sons que son minimum est d o n n 6  par les valeurs 0 et _____ 1 de x~, x2, 

�9 �9 , ~  X n .  

Supposons de plus que ces ddterminants caract~ristiques ne sur- 
passent pas deux en valeur absolue et qu'il en existe qui soient 6gaux 
h -+-1 et h - t -2.  

Cela posd, on trouvera dans la table de f les n lignes 

D$1 ~J$2 " " �9 D ~ a  I 

(1) q~ q : " "  q~ 

i 
tF1 T"2 " " "  r n  i 

qui eomposent le ddterminant dgal '~ ~ 2. 
Nous allons ddmontrer que dans cette table on trouvera une cer- 

taine ligne qui, avec n - - 1  lignes du ddterminant ( l) ,  composera un 
nouveau dgterminant dgal ~ ~ 1. 

Supposons Ir contraire et, en ddsignant par 
r p , o X v 

X 1 , X 2 ,  ' ~  n 

les nouvelles variab]es~ raisons la transformation 

x, = -  m I x / +  q~ x ~ ' +  �9 �9 �9 § r ,  z~', 

(2) x.~ = ~ x , ' +  q~ x . / §  . . .  -~- r., , , / ,  

x~  ----- r e ,  x ( §  q ~ x , ;  § �9 �9 �9 -4- r ~ x , / .  

Ddsignons par 
i 

( x / ,  x~,  . . . ,  x~')  
la forme f transformge. 

I1 est dvident qu% en vertu de notre supposition pour route ligne 

x I ~ k  1~ x . ~ - k 2 ,  �9 �9 o x n ~ - - ] r  

de la table de f, on obtiendra, par les dquations (2), des valeurs en- 
�9 r p fibres de x l ,  x.2, . . .  xn  qui sent dgaux k zdro et '~ ~___ l.  

En d(!signant maintenant par A uu ddterminant caractdristique 
de f et par ~ son correspondant de la forme /;', on aura 

A et ~ grant des entiers. 
Or nous averts supposd qu'il y a un certain A ---~ ~ I ; par con- 

sdquent on obtiendra 
= : ~  ~, 

ce qui es~ impossible. 
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On'he peut donc supposer 
Lerminant (1) composent avec 
minant 6gal ~ zdro ou ~ + 2. 

11 existe, par consequent, 

que les n - - ]  ligaes queleonques du dd- 
route ligne de la table de f u n  ddter- 

dans ceLte table une certaine ligne 

qui, avec n - -  1 lignes, comme 

qt~ q2, "" ", q~ 

compose le d6terminant 

(3) q E ,  q2"~ " " ", q , ~ ,  

~ ' 1 ~  r 2 ~ �9 �9 " ~ r  

Faisons muin~enant la transformation 

x t  ~ t ~ 1 y ~  + q~Y.2 + ' "" -~  % Y , , ,  

x~ ~--- P'~Yl + q~Y'~ + " " " + ~'.2Yn , 
�9 . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . 

x~ --- PnYl  + q~Y2 + " " " + r~y,,  , 

et soit 
(?h, Y~, " " ", Y~) 

la forme f transform6e. 
Les formes f et r sont 6quivalentes, et aux valeurs 

X I ~  f#~l~ X 2  ~ f l ~ 2  ~ �9 �9 " ~  3 ~ n  ~ - - -  ~ ,  n 

correspond la valeur Yl ~ _@_+ 2. 
Darts la table ~le ~o on trouvera par cons6quent les n lignes 

l Yl Y2" " " Y~ 
i - o  

(4) 1 o ~ . . .  o 

0 0 �9 �9 �9 l 

qui correspondent aux tignes (3) de la table de f et la ligne r 
spondante ~ m l, me, "" "~ m, commencera par le hombre Q-2. 

Ainsi la forme f peut ~tre transformge dans une 6quivalente qo, 
dont la table contiendra les n lig'aes (4) et dans les autres lignes on 

trouvera les nombres 6gaux ~ + 2. 

18. Dgsignons maintenant par f uae forme e:~tr~me ~ cinq va- 
riables et telle, que parmi les ddterminants caract6ristiques correspon- 
dants ~ eette forme il y e n  a au moins un dgaI .X @_ 2. 

On a vu (n ~ 17.) que la table eorrespondante '~ f peut ~Lre trans- 
18" 
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formge duns une autre '~ elle gquivalente et telle, qu'elle eontienne les 

lignes 
X t X 2 X 3 X t X,~ 

1 0 0 0 0 
0 1 0  0 0  

0 0 1 0  () 
0 0 0 1 0  
O O 0 0 1 .  

Ea ou~re~ eette table eontiendr~ n~cessairement une ligne ayant 
au moins un terme 4gal '~ ~__2. On peut 6videmment supposer que 
ce terme est 6gal ?t + 2  et se trouve dans la 5 e eolonne. Done on 
aura la ligne 

cq (t 2 a.;t a 4 2.  

Les hombres a~, a~, a:~, a 4 peuvent ~tre suppos6s positifs et leurs 
valeurs, eomme on salt, ne surpassent pas 2. 

Nous remarquons d'abord que deux des hombres aj ,  a2, a3, cq ne 
peuvent ~tre nuls. En effet, seit, par exemple, 

a I ~ a~ ~ 0. 

Cel~ 6rant, si l'on pose duns la forme f 

X 1 ~--- X 2 -~- O~ 

on aura la forme ternalre, dent le minimum sere gvidemment ggal 
celui de f. Parmi ]es valeurs des variables x3 ,  x4~ xs ,  pour lesquelles 
la forme ternaire prendr~ son minimum, il y u les suivantes: 

X 3 X 4 X 5 

1 0 0 
0 1 0 

a;~ a t 2.  

Ces ~rois lignes nous donnent le ddterminant earaet~ristique ~gal 
~L 2, ce qui est impossible par rapport aux formes ternaires (n o 9.). 

On volt de lu m~me manibre que deux des hombres al~ a2, a~, a 4 
ue peuvent 6tre 6gaux .~ 2. 

En effet, soie~at, par exemple, 

~1 ~ a ' 2  ~ 2 .  

l 'osant dalls la forme f 

5g! ~ Xs~ :~2 ~ X ~  

nous uurons ]a forme ter ,a i re  h variables x.~, x4~ x~.  Le minimum de 
cetfe forme est dgal au mi~fimum de f; car les coefficients de x:~ ~ e~ 
xa ~ sent 6gaux h c e  minimum. Comme daas la table de la forme [ 
nous avons les lignes 
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0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
2 2 % a~ 2 

la forme ternaire aura les rep%sentations suivantes de son minimum: 

x 3 x4 x 5 

0 1 0 

a s a~ 2. 

Ces lignes donnent e2more un ddtermimmt caract&'istique 6gal ,~ 9 ee 
qui est impossible. 

gemarquons enfin que deux des hombres 

~1~ 6Lg~ t~3 ~ a 1 

ne peuvent 6tre 6gaux~ run h 2 eL rautre h zdro. 
En effet, soient, par exemple, 

Cela dtant, posons, dalls 1~ forme [ ' x l - - :O,  x . , :=x: , .  0~  at.Ira 
une forme ternaire '~ variables x3, xt~ x:,. 

Les repr6sentations du minimum de /" 

Xl X2 '2"3 Xl X5 

o (} I 0 0 
() 0 0 1 0 
0 2 ~ (fl 2 

donnent pour l~ minimmn de l~ forme retrofire ]es rel)r6se~ltat[ons 

suivantes : 
~'3 .73 1 "5C5 

I 0 0 
0 1 () 
(r3 (~l "2 

ce qui esL impossible. 
II suit, de tout ce que llotts avous dit, que routes les ligttes con- 

tenant le terme -----~2, comme 

(t I ~,# tt 3 a. l ~ 

ne peuvent 6tre que de trois esp@es: 
1 ~ Un des hombres cq~ a.~, a:~, a~ est nul et les trois atttres sont 

des unitds. En posant~ par exemple a,-~-0~ on aura la ligne 

O, 1~ I ,  1, 2. 

2% Un des nombres a~, a2, cq, aa, par exemple~ a t esL 2j eL les 

trois autres soar des tmitds. Ainsi oa aura la liff.c 
2, 1~ 1~ i ,  2. 
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3 ~ . Tous les hombres at ,  a~, "a, a4 sont des unitds. Alors la 
table de la forme f contiendra la l i the 

1, 1, 1, 1, 2. 

19. Examinons maintenant le eas duns lequel la ibrme a une 
repr4sentation 

0, 1, l ,  1, 2. 
Nous allons d6montrer que les formes extrL*mes qui admettent  outre 

cette repr4sentatioa encore ces trois-ci: 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 i 0 

sont 6quivalentes .~ F t . 
Oil volt que, duns le cas actuel, en supposant darts la forme x 1 = 0 ~  

on aura lu fornie (n ~ 15.) 

�9 , 5 2  V T ' ~ 5  _l 

M dtant le minimum de la forme cherch6e h 5 variables. Par  consdquentj 
cette forme peut &tre dcrite eomme il suit: 

(1) M [ ( x ~ - ~ x ~ + I x , p  + (. a--.~x~+~*xp- + (x~--~x:,-l--vxd ~- 
+ �88 (<+~x,)" + Kx,'~]. 

Remarquunt;, en premier lieu, que t o u s l e s  coefficients d'une tbrme 
ext;r~me se firouven{ dgtermin& complgtement au moyen des 4quations 
lin4aires qui expriment que la forme prend son minimum, les variables dtant 
@ales aux hombres donnds, on volt que la forme (1) doit avoir au moins 
5 reprdsentations de son minimum servant g dgterminer les quantitgs 

~, ~,  v ,  a, K .  

I1 est 4viden~ que, dans uueune de ees reprdsentations, x t n e  peut 
~tre nul; en second lieu, en ayan{ dgard ~ ce que le d&erminant de 
la forme (I) dolt surpasser -bM '~, on volt que la qnantit4 K- surpasse }. 
Done la tbrme (1) ne pent avoir la valeur minimum qu'en supposunt 
x t ~ ~___ 1, si x t es~ distinct de zdro. 

En faisant, s'il est n&essaire, la transformation 

xa ~ x:, - J r - t }x j  , 
l 

x 2 - ~ x ~ ' + q x , ,  

X 3 ~ a? 3" ~ -  ~ X 1 , 

X I ~ X 1 -Jr- 8 X l '  

X !  ~ -  X 1 

~v~ q, r ,  s dtant des hombres entiers, on peut toujours arriver g lu forme 
duns laque]le les qua, ntitds ,~, #, v~ a ne seront pus supdrieures g ~. 
De plus, routes ces quantitds peuvent 8tre supposdes positives. En 
effet, si a est ndgatif, il suffit de changer le signe de xj pour uvoir, 
au lieu de a, ~ a, savoir une quantit4 positiv% et si l'une des quantitds 
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~, l~, v ,  par exemple Z~ est ndgative, il suffit de substituer - - x 2 ' + x ~  

a x.~ pour transformer le carr6 (x2 -~-x~+ ~xt) 2 en un autre (x.,'- .~%--2z t)-, 
Z 6tan~ positif. 

Cherchons mainteuant quelles valeurs doivent avoir les variables 
x..,, xa ,  x~,  x:, pout" qae la forme (1) soit minimum en supposant xr=Lt:  1. 
On peut  {oujours prendre, bien entendu~ x 1 = l .  

Nous avons ici deux cas g distinguer: 
1 ~ x~ brant un hombre pair ou zdro, les valeur.~ minima des carrds 

, " . )  

soar  respec tbement  ggales ~ ~'2~ 9 ~, v't Le minimum de la forme, 
eu supposant x s donnd, sera 

(2) ~I Er-' + r + ~ + -} (~'~ + ~)'-' + KJ. 
De Loutes les valeurs (2) eorresl~ondantes aux diffdrentes valeurs de 

x~, eelie qui correspmtd ~ x~ ~ 0 es~ dvidemmenL h~ moindre. CeaSe 
vMeur est 
(3) ~i[z~ + W + , - '  + - }  o~ + ~(1. 
On l'obtienfi en supposan~ daus la forme (1) 

x. z ~ -  x:~ =~ a'~ -~  O , x~ ~ 1, x:, ~ O. 

Pour les autres va]eurs des variables x2, x3, x~, la forum (1) ne 
peut  gvoir une valeur dgate ~ (3) clue dans ]e eas off fun au moins 
des hombres 4, ~ ,  v esfo dgal .~ .[. Si, par exempb, ;~ ~- ~, on peu[ 
supposer x . , = = - -  1, x ~ x ~ - = = O ~  a'~ ~ 0 ~  pour que la formeprmme la 

valeur (3). 
2< x:, dtant un hombre imp~dr, les valeurs mi~ima des carr6s 

X ')  ( x . ~ - ~ - x ~ + a ~ . , 7 ,  (.:~-.,~x~+~ ,)-, (~,--- ~.,:,+,,~:,)', 
sont respeetivement (~---~.)", (.}---/x)'-', (~ - -v )  ~, x.~, x:~, x t drank, bien 
entenda,  des hombres cntiers, et la valeur minimum de la forme (1) 
lm'sque x a a 1~ valeur assignge d'a~n:ce scra 

(4) ~f[(~ ---Z) ~ + (.~--V) ~ + (~---v)" + I (x~ + a)" + KJ. 

De routes les valeurs (4) eorrespondantes aux difti~rentes vaburs 
de x~, celle qui eorrespondra ~ x~ ~ - - -  1 sera la moindre. CeLte 

valeur est 

(5) ~s  [(.t - ~)'~ + (.I . . . .  ~): 
et on I'aura, en supposant duns 

+ (-t . . . .  ~,)'-' + ~l_(t - ~)-' + K] ,  
la forme (1) 

~ x , , - ~ - -  t ,  :vj := t. 

Pour les autres valeurs des variables x.~, x 3, x4,  la forme (1) ne 
peut avoir une valeur 6gale '~ (5) que duns le cas oil l'une au moins 
des qu$1ttit6s 4, ~t, V e s t  6gale "~ z6ro. Si, par exemple, Z = 0, la 
tbrme (1) prend la valeur (5) pour x~ ~----- 1, x 2-~- 0, x~ ~ x i = - -  1, 

xl ~--~- 1. 
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Cela pos4, M &ant ]e minimum de la forme (1), on aura 

(6) (~-  ~)~+(�89 ~,)~ + (~ -,,)~ + ~(1 - ~ y + K ~ t .  
De plus 

(7) , i~z>_o ,  , }>, , ,>o,  . ~ > , , > o ,  
eomme nous avons dR plus haut. 

De ce qui pr4c~de il sui~ que tou~es les 4quations entre les eo~ffi- 
dents ~,, /*, v, a~ K qui r6sultent des reprgsen~ations du minimum d e  
la forme (1), pour lesquelles x I ~ 1, 4quivalent s celles qu'on ob-  
tient, en convertissant quelques in6galitgs (6) et (7) en 4quatious. 

Au moins cinq de ces in~ga]it6s doivent ~tre converties en 4quations 
pour qu'on puisse ddterminer t ,  ~,, v, a, K .  I1 suit de 1s clue ]es  
4quations 

(8) I (~-z)~ + (~-#)'~ + (�89 + �88 + a v =  1 
doivent ~tre satisfaites, car autrement les quantitds a e t  K ne peuvent 
6tre dgtermindes. 

De plus, trois au moius des in6galitds (7) doivent ~tre converties 
en 4quations. Supposons t, ~ / ,  < v, ce qui est &idemmeni permis. 

Remarquons maintenant ql on ne pent faire 

car il en rdsulterai/~ K = 0, a ~ 2, ee qui est impossible. 
On ne peut faire non plus 

ear il s'enstfivrai~ K =  0~ a---~ --  1. 
On volt donc que a dolt &re 4gal s zdro et v ~ �89 
Cela pos4, t* ne peu~ pus ~tre 4gal g zgro, ear, dans le cas contraire, 

les dqua{ions (8) nous donneraient 

a = l ,  K~---�89 
'~ cause de Z--=-0, ~ ,~ -0 ,  v = '  

Mais, a ne surpassant pus �89 cette supposition est impossible. 
Done / ~ = � 8 9  ll rgsulte des 4quations (8) que K ~ � 8 9  s ~ O .  

Ainsi nous aurons ]a forme extrgme 

4quivalente g 1(;. 

20. Maid, tenant nous passons au cas off la table de la forme / 
eontient ]a ligne 

(1) 2, 1, 1, 1, 2. 

En transformant la forme f au moyen de la substitution 
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on voit que les lignes 

X! ~ Xl:  --~ X~'~ 

X 2 ~ X2t~ 

X 3 .~ -  X3' ~ 

X 4 ~ X lr, 

X 5 ~ X5 ~ 

O, 1, O, O, O, 
O, O, 1, O, O, 
O, O, O~ I ,  O, 

et la ligne (1) se transforment respectivement dans les suivantes: 

O, 1, O, O, O, 
0, 0, 1~ 0, 0, 
0, 0, 0~ 1, 0, 
0, 1, 1, 1, 2. 

Mais nous avons vu que routes les fonnes extr6mes dont la table contient 
ces quatre lignes sont gquivalentes h Vs. 

2].  ll nous reste '~ examiner ]e cas oft on a la reprdsentation 

l,  1~ 1~ 1~ 2. 

Nous avons les 6 lignes suivantes: 

Xl X2 "Z'.l '~'1 X5 

i o ii---6--(3 (l) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

0 1 0 0 0  
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 l 
1 1 1 1 2 .  

Supposons anainfienan~ que l'une quelconque des autres lignes soit 

(B) x l=b l ,  X2"R----b2, Ogz=ba, x.t-~-b4' x s = b s "  
l l  est facile de ddmontrer qu'aucun de ses'termes n'est 6gal k ~ 2. 
En effet, soit d'abord 

b~ = ! 2 .  

En changeant, s'il est n@essaire, les signes de tous les  termes de la 
ligne (B), on peut faire b~ ~--- q- 2. Alors aucun des nombres b 1 , b.,, b a, b 4 
ne ser~ ni zgro, ni ~ 2 ,  car dans cette supposition on aurait te eas qui 
a 6td d6jh discut6 dans les n ~ 19. et 20. 

Aucun de ces nombres ne sera non plus dgal g -- 1, ear dans 
ce c~s nous uurions le ddterminant curact4ristique 

- - 1  b 5 --1 2 4 ,  

qui est impossible (voir le n ~ 10.). 
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II reste '2 supposer 

b t ----- b~ ~ b:~ ~ b,~ ----- -4- ! ; 

or cela est dgalement impossible, ear alors la ligne (B) devien~ iden~ique 
~wec ta ligne (6). 

La supposition 

est par consgquent k rejeter. 

Supposons ensuite que, parrni les hombres 

bt, b.e, bj, b~ 
on en trouvere~ tm ggal '~ ~ 2, 

Soit, par exemple, 
9. 

eomme pr4cddemment, on peut faire 

car il es~ permls de changer Ies signes de ~ous le& termes de la iigne (B). 
Alors aucun des hombres bj, b2, b~, b, ne sera ni z6ro, ni ~ 2 

et, par consdquent, ils sont ~gaux .~ l'unit6 en valeur absolue. 
Or on aura dans ee cas le d~terminant caract6ristique 

1 2 
2 b~i 

supdrieur h 2 en valeur absolue, ce qui est impossibte (n ~ 10.). 
Aucun des termes de la ligne (B) ne pent done 6tre supposd d.gal 

�9 ~ q- 2. 
Nous allons maintenant dgmontrer que bs est 6gal h _-4- 1. 
Err effet, supposons le contraire. Le cas bs ~ --4= 2 grant inadmis- 

sible, il reste '2 supposer 
b~ = 0. 

Alors au moins deux des nombres b l ,  b~, b3, b~ sont ~gaux h + 1~ 
car, si un seal d'entre eux dtait ~ 1 e t ] e s  autres des z6ros, la li--gae 
(B) coiaciderai~ aver une des suivantes: 

0 ) ,  (2), (3), (4). 

Par consgquent au moins deax des hombres .hi, b~, b~, b 4 son~ 
ggaux ~ ~_~ 1. 

En changean~, gil est n~cessaire, l'ordre des quatres premieres 
colonnes et les signes de tous les  ~erraes de la ligne (B), ee qui ne  
change pas l'ensemble des lignes 

(l) ,  (2), (3), (4), (5), (6), 
on peat faire 

b~ ~-  -/- 1. 

En supposant done b l-~- + 1, raisons duns la ~able de f la transformation 
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�9 �9 v / �9 r Xl-~-X~ x.~-~---x,~-Jrb2xl, xa=- -xa '2 l -bax l~  x 4 ~ - - x 4 - l - b l x l ~  
p 

les sept lignes (1), (2), (3), (4), (5), (6), (B) seront transformges re- 
spectivemenL darts les suivantes: 

Xl t X2 r Z 3" ;el �9 375 �9 

(1)' 1 b e b a b~ 0 
(2)' o - l o o o 
(a) �9 o o - 1 o o 
(4)' 0 0 0 - -  1 0 
(5)' o o o o - 

(6)' 1 b 2 -  1 b~-- 1 b~-- 1 - - 2  
(B)' 1 0 0 0 0. 

Comme au moius un des nombres b2, ha, b, esL ~ [ la ligne (6) �9 
contiendr~ deux Ibis le hombre ~ 2~ ou zgro et - - 2 ,  et nous aurons 
le cas ddj'h discut6. Ainsi il taut poser 

b~ = -t2 1. 
Or on peut faire 

b : , = +  1, 

ca changeanL au besoin les signes de tous les termes de la Iigne (B). 
Maintenant aueun des hombres bl~ b.,, b~. b t ne sera - - 1 ,  ear, 

si l'on avait, par exemple, 

on obtiendrait le dgterminant earaetgristique impossible 

!1 2 1  1 l 2i  
[ " ~ i  ! = 3 .  
b, ,  b, ! - 1  l~ 

hinsi ,  dans Ia ligne (B), le terme bs est -[- 1; parmi les autres 

bl ~ b2,  b3 ,  b4 

quelques-uns sont des zgros et au moins un seul est 4gal g -Jr- 1. I1 
es~ possible aussi que tous les hombres bl, b2, ha, b,j soient ~gaux 

22. Dans le casque  nous diseutons avec les lignes 

X I x2 x3 X4 x 5 

(I) 

(l)  1 0 0 0 0 
(2) 0 1 0 0 0 
(3) 0 0 1 0 0 
(4) o 0 o 1 0 
(5) 0 0 0 0 1 
(6) i ~ 1 ~ 2 

les suivantes: on ne peut done combiner que 



28~ _~. KOaKt.~E et G. ZOLOVAaSFS. 

(7) 1 0 0 0 1 ( 
(II) { (8) o 1 o o J 

(9) o o 1 o 
! (m) o o o 1 1 

(11) 1 1 0 0 1 
(12) i o 1 o t 
(13) 1 o 0 i 1 

( h i )  04)  0 1 1 0 1 
(15) o 1 .o  1 1 
(16) 0 0 1 1 1 

(~7) 1 i i o a f 
(IV) / (18) 1 1 0 1 1 

09)  ; o ; 1 1 ! (2o) o 1 1 1 1 
(21) 1 1 1 1 1. 

Des 6 premi6res lignes nous composons le premier groupe, de qua t r e  
(7), (8), (9), (10)le deuxi6me, de six ( l l ) ,  (12), (13), (14), (15), (16) 
le troisihme, et de quatre (17), ( I8) ,  (19), (20) le quatrigme. La l igne  
(21) n'entre dans aucun de ees groupes. 

En nous proposant maintenant de trouver toutes les formes ext remes  
f non dquivalenbs g V~ et qui admettent les six reprdsentations de 
tear minimum eontenues dans les lignes du premier group% nous avons  
�9 h rgsoudre le problbme suivant: 

Choisir, de routes les mani~res possibles, parmi les 19 lignes 

(7), (8), (9), . . . ,  (21) 

au moins neuf telles, clue l'ensemble de ees lignes avee les six du p r em i e r  
groupe d4termine compl&emen~ une tbrme extreme noa 6quivalen/~e 
Its, en supposant que son minimum M soit donng. 

Faisons d'abord quelques remarques qui nous permettront de d iminuer  
le hombre de diffgrentes combinaisons possibles. 

R e m a r q u e  I. - -  Les quatre lignes du 4 ~ groupe ne peuvent rou tes  
se ~rouver parmi les lignes cherch~es, car elles composent le delterminant 
earae~6ris~ique impossible 

1 1 1 0 
1 1 0 1 
1 0 1 1 - ~ - - - 3 .  
0 1 1 1 

Done on ne peat prendre plus de trois lignes du 4 ~ groupe. 

E e m a r q u e  II. - -  O~ ne peat  prendre iron plus les 4 lignes du 
2" groupe avee la tigne (21), ear on aura, eomme prgegdemment,  le 
d&erminant caraet&isfique impossible 
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1 0 0 0 1 
0 1 0 0 1 
0 0 1 0 1 ! - - = - - - 3 .  
0 0 0 1 l [  
1 1 1 1 1} 

R e m a r q u e  III. ~ Toute combinaison de 3 lignes dtt 2' groupe 
avec la ligne (21) dquivaut g l'ensemble de routes les 4 lignes de ee 

groupe. 
En effet~ quelle que soi{ eerie combinaison, elle sera ~ransform6e 

dans l'ensemble de lignes du 2 ~ groupe par l'une des transforma{ions 

(A) x~x , ' ,  x2=--x,~'-kx(, xa-=~q'q-x,', x4=--xj'q-x,', 
x~----- --x~'q-2x(, 

(B) xa=--x/-'kx,/, x~=x. / ,  x.~=-x.a'q-x.,', x~=-x/+x.,_', 
x~== - xs'q-2x.[, 

(C) x,=--z,'+xa', x.2=-x.2"+x.a', x:,=x./ ,  x4=-x4"-bxa', 
x~----- - -  x , ( +  2xa', 

(D) xl~x~'+x4', x.,=-x2"+x.[, xj=--xa'+z~', x4=x4", 
X~--- - -  X~'"}- 2X 4". 

Par exemple, les lignes (7), (8): (9), (21) seront transformdes par la 
transformation (D),  respeetivement dans les suivantes: 

X[" 5g 2' X a' X|' X 5' 

~ 1  0 0 0 - -1  
0 - -1  0 0 - -1  
[) 0 ~ 1  0 - -1  
0 0 0 1 1. 

Or ce sons prdeisdmmlt les 4 lignes 
variables 

Xt'~ X2'~ xa'~ 0c~'~ ocs'. 

du 2 ~ groupe par rapport aux 

Remarquons encore que l'ensemble des groupes (I), (IlI) et (IV) 
ne sera ehangd par aucune des 4 transformations 

(a) ,  (B), (C), (D). 

g e m a r q u e  IV. -- Si l'on prend routes les4  ]ignes du 2' groupe 
pour composer les lignes eherch&s, on ne pourra prendre avec dies 

aueunc ligne du 4" groupe. 
En effe~ la transformation 

x t ~ x ( ,  x.~---~x2", x a ~ x . ( ,  x4=xa' ,  xs--~x(+x~'+xa"4-x~'~x~' 
ne clumgera pas l'ensemble des lignes du 1 ~'' et du 2 �9 groupe, tandis 
que les liglms (17),  (18), (19) et (20) seront transformdes respectivemeng 

dans les suivantes: 
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2: I ' ~:2 t .~:3 t [b' 4' 955' 

l l l 0 2 
1 1 0 1 2 
1 0 1 1 2 
0 1 1 1 2. 

Or chacune de ees lignes eontient les termes 0 eL 2 et conduira par 
consgquent au eas du n o (19.). 

Par la m~me raison, et en vertu de la remarque I I I . ,  on ne peut 
prendre avec 3 lignes du 2 ~ groupe et la ligne (21) aueune ligne du 4 o. 

g e m a r q u e  V . -  Si 1'on prend les 4 lig~les du 2 o groupe, on 
doit en prendre au moins 5 du 3 ~ En effet, en ver~u de la remarque II., 
la ligne (21) est h rejeter et en vertu de le remarque IV., on ne peat 
non plus prendre aucune ligne du 4 e groupe. 

Donc, pour composer au moins 9 lignes, on es~ obligd de prendre, 
avec les 4 lignes (7), (8), (9), (10) au moins 5 du 3 ~ groupe. 

Or il ne fau~ point prendre plus de 5 lignes de ce groupe, ear la 
forme sera compldtement d~termin4e par les 6 lignes du 1 ~ groupe, 
les 4 du 2 e et les 5 quelconques du 3 ~. 

II est gvident qu'en choisissant ees derni~res 5 lignes de routes les 
mani~res possibles, on aura 5 formes dquivalentes entre elles qui se 
rdduisent l'une k l'autre par les ~ranspositions de 2 lettres prises dans 
la suite 

XI~ X2, 323, X4~ 

par exemple~ par le changeant de x t e a  x~ et rgciproquement. 

I1 suffira done de prendre les 5 lignes quelconques des 3 ~ groupe, 
par exemple 

(11), (12), (13), (14), (15). 
Soi~ 

f =  M (x,'~--~x22--~x.~2--~x42-[-x~ 2) --~ 2 a x j x  2 -~ 2 f l x l x  3 .-~ 27x~x 4 

+ 2 6 x l x  ~ + 2  ex~ x3-- k 2 ~x.zx4-- k 2~ x.~x 5 + 20x3x  4 + 2  ix  3 x 5 --k 2kx4x5 

la forme cherchge. 

En exprimant que son minimum M a les  reprdsentations contenues 
dans les lignes 

(6), (V), (8), (9), (10), ( l l ) ,  (12), (13), (14) et (I5), 

on aura les dquations 

7 M, a + fl + 7 -k- ~ + ~ + O + 2 ( 6 - k - ~ 1 + i + k )  = _ ~- 

' ~ . . . .  '2 ; ~ Y ,  - - ~ - ,  
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On d4dui~ de 1"~ 
M 
2 

On aura alors 

f = M @12 q_ x2: q_ x3~_~ x~ q_ xs_~__ xl x., - -  x 2 xa - -  x a x5 - -  x4 x5 q- xa x~). 
Cette forme est gquivalente ~ V5 et se transforme dans V~ par la 
transformation 

Xj ~ X l ' ~  X 2 = X2' , X 3 ~ - -  X4' ~ X 1 ~ - - x a '  , a,' a ~ x 1 ' - [ -  x ,~ ' - ] -  x3 ' .  

De la m~me mani~re on obtiendra les formes dquiwlentes h V:, si l'on 
prend 3 lignes du 2 e groupe avec la ligne (21) en vertu de la remar- 
que III .  

Ainsi, pour avoir des formes extremes non .4quivalentes h V~,, on 
ne doi~ pas prendre l~lus de 3 lignes de l'ensemble 

(7), (8), (9), (10), (21). 

R e m a r q u e  VI.  - -  Comme, pour composer les lignes cherchdes 
(an moins 9 en nombre), on ne peut prendre du 4 ~" groupe que 3 
lignes au plus (remarque I.) et de l'ensemble 

(7), (8), (9), ( :0) ,  (21) 

aussi au plus 3 Iignes (remarque V.), il s'ensuit qu'il faut prendre au 
moins 3 lignes du 3' groupe. 

g e m a r q u e  VII .  - -  Si l'on prend 3 lignes du 4' groupe, par 

exemple 
(17), (18), (19) 

on ne dolt prend.re avec elles que 3 lignes d4termindes du 3 e groupe. 
Pour les tronver il fang parmi les 4 premieres eolonnes dans l'ensemble 
des lignes donnges du 4 ~ groupe, remarquer celle qui eontient 3 unit&. 

Dans lo 3" groupe il faut chercher trois lignes telles, que dans 
]eur ensemble la mSme colonne contienne 3 unitds. 

Ces 3 lignes du 3 ~ groupe son~ celles qu'on doit prendre avec les 

3 lignes donnges du 4' .  
Par exempl% si l'on donne les lignes 

(:7) t t I 0 1 

(18) 1 1 0 1 1 
(19) 1 o : I 

on remarque d'abord que, des 4 premibres 
3 unitds est la premiere. 

Dans le 3" groupe on trouve 3 lignes 
I i o o : 

(12) 1 0 1 0 1 
(13) I 0 0 1 1 
dont l'ensemble contient 3 unitds dans la premiere colonne. 

colonnes, celle qui contient 

d&ermin6es 
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Ainsi, avec les lignes 
(17), (18), (19) 

il faut prendre 
( l l ) ,  (12), (13). 

Pour dgmontrer la proposition 4noncde, eonsiddrons le cas off l'on 
donne les lignes (17), (18), (19), ear il est 5vident que les autres 
cas se rgduisent g celui-ci par de simples transpositions des lettres 

x l  ~ x.2, Xa, x4.  

Or, si nous raisons ]a transformation 

X I ~ Xl '  - -  X2' - -  X3' ~ X5'~ 

X~ ~ - -  X 2' ~ X 3" -31- Xs '  ) 

x a =  - -  x.~' q -  xs", 

x4 ~ ~ xa" "-k x:,', 

x~ = - -  x. f  - x 3" q-  2 x (  - -  x~',  

les lignes (1), (5), (6), (17), '(18), (19) et celles du 3" groupe 
seront transformdes respec{ivement dans les suivantes : 

(i) 
(5) 
(6) 

(JT) 
(Is) 
(19) 
(11) 
(12) 
03) 
04) 
(15) 
(~6) 

dans �9 1 
n 0 
, 0 
, 0 

,, ] 
,~ 0 

n 1 

, 1 

n 0 

X~' X a" X 4' X 5' 

0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
1 1 1 2 
1 1 1 1 
0 1 0 1 
1 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
1 1 1 2 

I l I '  groupe. 

On voit d'abord que les 6 lignes du 1 ~ groupe figureront apr~s la 
transformation. Ensuite on remarque que la ligne (16) est h rejeter, 
car, apr~s la transformation elle contiendra les termes 0 et 2 (le cas 
d a n  ~ 19.). 

Les lignes (14) et (15) sont ~galement impossibles, oar chacune 
d'elles dtant transformde contient le terme 0 darts la m~me colonne off 
se trouve le terme 2 de la ligne 

1 1 1 1 2 

(voir le n ~ 21.). 
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1~es~ent du 3 ~ groupe eomme possibles et obligatoires (remarque VI.) 
les iignes 

(11), (12), (13). C . q . f . d .  

Ayant fair ces remarques, nous passons "~ la recherche des formes 
non 6quivalentes ~ V~ et qui out les 6 representations de lear minimum 
contenues dans les lignes du 1 'r groupe. Comme il est n6cessaire de 
prendre 3 lignes du 3 ~ groupe (remarque VI.), nous distinguerons 
deux eas : 

1 ~ Lorsqu'on n'en prend que 3 seuleme~t; 

2 ~ . Si l'on prend plus de 3 ]ignes du 3 ~ groupe. 

Dans le premier cas, pour composer les lignes cherchges, il nous 
en faut choisir encore au moins 6. Or on n'en peat prendre du 4 ~ 
groupe plus de 3 ,  ainsi que de  l'ensemble 

(7), (8), (9), (10), (21) 
(remarque V.). Par consdquent, il faut ndcessairement choisir 3 lignes 
du 4 ~ groupe eL 3 de cet ensemble. 

Comme il est indiffdrel~ quelle r6uaion de 3 llgnes du 4 ~ groupe 
nous choisissons, on peut prendre (17), (18), (19). Avec e|les seule- 
merit sont compatibles les 3 lignes du 3 ~ groupe 

01 ) ,  (12), (13) 
(remarque VII.). 

Nous avons encore b~ assigner 3 Iignes de l'ensemble 
(7), (8), (9), (10), (21). 

Or, quel que soi~ notre choix, une des transformations 
(A), (~) ,  (C), (29) 

(remarque [II.) ehangera les lignes choisies en 3 lignes du 2 ~ groupe. 
Apr~s cela on prendru, parmi les lignes transformdes du 3 ~ et 

du 4 ~ groupe celles qui son~ identiques avec les suivantes: 
1 1 0 0 1 
1 0 1 0 1 
1 0 0 1 1 
1 1 1 0 1 
1 1 0 1 1 
1 0 1 1 1 

De cette mani~re on peu~ faire abstraction de la Iigne (21) et 

choisir avec les lignes 
(11), (12), (13), (17), (18), (19) 

3 lignes du 20 groupe. 
Or ce choix peut 6tre fai~ de deux mani~res diff6rentes: 

1% On peut prendre les lignes 
(8), (9), (10); 

h~ath~matleche .A.nn~len. XL 19 
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2 ~ Ou les tignes 
(7), (8), (9). 

Les autres combinaisons se rdduisent "~ ces deux-l~. 
L~ %union 

(8), (9), (I0), (11), 0 2 ) ,  (13), (17), (18), (19) 
dgfiermine (comme dans la remarque V.) ]a forme 

Z ---- ~ (x,"- § x~" § x:? + x ,  ~ + x~ 2 - ~ , ,  x2 . - -  .{x, xa - -  �89 x,  x., - ~ < x:, 

qui est extr6mc (n o 4.) et non 6quivalente g It... 

La %union 

(7), (8), (9), ( l l ) ,  (1~), (13), 0 7 ) ,  (18), 09)  
donne la forme 

M (x,~ + z .2  q -  xa" § x," + :r F- - ~',x.; - -  x.~x~ - -  x a z  ~ - x~x4) 

gquivalente h E. eft qui se transforme duns V.~ par la transformation 

x~ ~ - -  x ( - -  x(,  x.,_~x~',  x : , ~ x l "  , x 4 . . . .  .x:'~ x:. ~ x j ' - J - . % ' - j -  x:(. 

Cette forme est par consgquent h rejeter. 
Ainsi, dans le cas que nous &ndlons, on ob~ient une seu]e forme 

Z,  qui r@ond 5 ]a question. 
Consid~rons maintenant le cas off l'on prend plus de 3 ]ignes da 

3 ~ groupe. 
Comme~ de l'ensemble 

(7)," (8), (9), (10), (21) 

on ne peu~ choisir plus de 3 lignes~ il en faut prendre au moins 6 du 
3 ~ et du 4 ~ groupe. 

Ainsi, avec 4 du 3 ~, il faut en prendre an moins 2 du 4 ~ et, avec 
5 du 3 ~ an moins 1 du 4 ~ 

Or on peuI prendre 4 lignes du 3 ~ groupe de deux mani~res dif- 
fdren~es : 

La premibre es~ repr6sent& par la combinaison 

(g) (]]) ,  (12), (],~), (14); 
]a seconde par la combinaison 

(b) 0 ] ) ,  (12), (15), (16). 

Tou~es ]es autres se rgdulsent, h c e s  deux. 
Si l'on prend 5 lignes du 3 ~ groupe, on aura la combinaison 

(k) (11), (12), (1.3), (14), (15), 
les autres se rgduisant ~ celle-ci. 

Les 6 lignes du 3 ~ groupe donncnt., bien entendu, la combinaison 
(I) (I1), (12), (13), (14), (15), (16). 
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I1 est facile de faire voir rnaingenant que chaeune de ees quatres 
eombinaisons 

(g), (h), (k), 0) ,  

prise avee un nombre ngcessaire des lignes du 4 ~ groupe, apr~s l'une 
des transformations 

(A), (B), (C), (D) 

(remarque lII .) ,  coniiendra 3 llgnes de ee groupe. 

gemarquons encore (lue ]es transformations 

(A), (Z), CO),  (D) 

ne changent pas le premier groupe, ainsi que l'ensemble 

(7), (8), (9), (10), (21). 

Quint aux lignes de 3' et du @ groape, dies sont transformges 
dans les suivantes: 

(ll) se change en 
(12) ,, ,, ,, 
(13) ,, ,, ,, 
(~4) ,, . . . .  

( a )  

X 1 ' x~. /87;(  x 1' x 5 ' 

1 0 1 1 1  
1 1 0 1 1  
l l l O 1  
0 1 1 0 1  

(B) 

Xl',.t: 2' Z:( X/ 32;' 
0 i I 1 1 
l 0 1 0 1  
1 0 0 1  l 
1 l 0 1 1  

( 1 {)) , , n 

(16) . . . 

( 1 7 )  ,, ,, ,, 

( 1B)  ,, , , 

(19) ,, ,, ,, 
'-(20) ,, ,, ,, 

0 1 0  i 1 1 1 1 0 1  
0 0 I 1 l r, O 0 ! 1 1 

-i  T o - T  i - ; T  1 6 1 i -  I 
l 0 1 0 1 1 0  1 1 0 1  
1 I 0 0 1 .  i l  0 l ] ] 
0 1 .  I 1 I l l  I 0 0 1  

(c) 

X(X./ X( X/ X 5" 
I l 0 0  1 
() 1 1 1 l 
1 0 0 1 1  
1 0 1  1 1 
0 1 0  1 1 
I 1 l 0 1 

0 0  1 1 1 
I 1 o 1 1  
0 1 1 0 1  
1 o 1 0 1 

( o )  

Z~" X.:' X:( ,T ( Z s' 

1 1 0 0 1 
1 0 l 0 1 
0 l 1 l 1 
0 ] 1 0 1 
I o 1 I 1 
I 1 0 1 1  

1 1 1 0 1  
o {) 1 I t 
0 1 o 1 1  
1 0 0 1 1  

La combinaison (g) al)r~s la transformation (A) conticndra 3 lignes 

4 unit6s (du 4 r groupe). 
La comblnalson (h) avee une quelconque des lignes 

(17), (ts),  (19), (~o) 
(et il faut en prendre au moins deux) donnera, al)r~'s Pune des trans- 

formations 
(A), (B), i t ) ,  (D), 

3 Egnes ~ 4 uni~gs. 
Les combiuaisons (k) et (l) contiendront apr~s la transformation 

(A) 3 lignes avee ce hombre d'unitds. Ainsi on aura toujours 3 lignes 

du 4 r groupe. 
Or, avec elles, il est ndcessaire de prendre 3 lignes &~terminges 

du 3 ~ groupe et Yon sera conduit au cas prgcSdent. On obtient done 
toujours 1~ forme Z comme le rdsul~at de cette recherche. 

1 9 "  
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23. De tout co que nous avons dit des formes "~ cinq v a r i a b l e s ,  
il suit que, pour le dd~erminan~ donnd - - D ~  il exisfe 3 formes e x -  
tremes ~ einq variables 

Comme Vz a le minimum [/8 D, plus grand que celui de U5 e t  
do Z ,  il suit du n ~ 7 que la quantit4 

~/8D 
esfi l~ ]imito prdcise des min ima des formes '~ cinq variables  du d d t e r -  
minant - -  D. 


