
Notiz Qber die e l l ipt ischen mad hyperel l ipt ischen Integrale. 

Von CA~ X~:~s.~ in Ls~v~m. 

Zur Untersuchung sel zun~,ct~-t vorgeleg4 das trigonomeh'ische In- 
tegral -- 

(I)  W.~-- j:~2dz , 

WO 

(~) ~--~ //(-,~------T~ (z - q ) '  

und wo lo, f/ und zo gegebene com~le2ce Constomten bezeichnem Jede 
dieser Constanten werde darge~tetlt dutch einea festen Punkt ia der 
Ebene, mud ebenso ~ als ein beweglicher Punkt in dersetL.~n. Fcrner 
werde gesetz~: 

(~) ~--p=b'd", ~-.q-~1)"d', ~.--/-~---i; 
so class also /)', &' die Polareoordina~n yon Z in Bezug aui'/J, uad 
/]r /Y" diejeaigen yon z in Bezug auf q repr:s Al~lann er- 
giebt sieh i'ar Q der Ausdrnek: 

1 (4) Q =- ~ e --~(~+a'~' 

Setzt man, um 1L~ellez and I m g i ~ r e s  zu ~ondern: 
z ~  x + iy, 

(5) ~ ,  + ~ v ,  

wo alsda~ r ~ die Bedeuttmg~cn haben: 

_ _ L _  ~ n'+a"~ 

so nimm~ die aas (1) folgende Di~ren "t~lgleichm3Lg 

die (~eztalt an: 
(8) dU + i d V ~  ( ~ +  i u  idy). 
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]~eraus fotgt: 
d U -~ C d x  - -  �9 dy, 

(9) d V ~ u/d~ + r dy.  

Die z Ebene mag aufgefasst werden als eine um den Anfangspunkt 
(z == 0) mit Russerst grossem Radius beschriebene Kreisfl~che ~. In 
die~.r l ~ c h e  werde eine Curve gezogen yon s fiber q nach irgend 
einer Stelle p* ihres sehr fernen Randes. Die beiden Strecken 

pq  und qp*, 

aus denen die Curve bed_h% mSgen benannt werden mit 
a und ~;  

und die gauze Curve (a-{-fl) mag, um ihre Seiten oder Ufer in be- 
quemer Weise unterscheiden zu kSnnen~ aufgefasst werden als ein yon 
p tiber q nachp* hinfliessender Stro~'n. Endlich mag ~" diejenige Fl~che 
genannt werden, in welehe die Kreisfi~he ~ sich verwandelt dutch einen 
lRngs jener Curve (a-~-~) ausgefiihrten Schn~. 

Um die in Q~ n~mlich in (2), (4), (6), dem Wurzelzeichen an- 
hai~nde Unbestimmtheit zu beseitigen, setzen wir lest, es solle die 
~mefion Q innexhalb ~" eindeutig und s~etig sein, und es solle ihr 

1 Diese l~hmction Q wird Werth flit # ~ oo converg4ren gegen z 

alsdann entgegengesetzte Werthe besitzen zu beiden Ufern der Strecke 
a, gleic~ Werthe aber haben zu beiden Ufern yon fl~ und f~r welt 
entfernte Ptmk~ z darstellbar sein dutch eine Reihe yon der Form: 

(10) Q,~__ I r" st" ar" 

wo F, r", r, .... Constaute stud*). 
Um ferner die in dem Integrale ~V~ (I), enthaltene Unbestimmt- 

heit zu beseitigen~ setzen wir fest~ die Integrationscarve z0 .... z 
solle in ilu~e.x Bewegung beschriinkt sein auf die (eiafach zusammen- 
l~ngende) Fl~che ~'. Alsdann wlrd W innerhalb die~r Ft~che ~'  ein- 
deutig and stetig sein, und ftir weir entfernte Ptmk~ demelben dar- 
stellbar sein dutch die Reihe: 

r r r" (II) W*.~-  U* + iV*  ~ log -s .~- K .-}- -i -~- -~ --~-zr -4- . . . .  , 

wo zu den fv2heren Coustanten r', r", r" noch eine weitere C~)n- 
staate K Iduzugetreten ist. Setzt man z ~--re ~, so ergiebt sich hier- 
am sofort die Formeh 

�9 ) ~ den ha (10) dem ~) beig~igtea Stern (*) sell angedeutet ~An, da~ 
die~e ~atwic~lung nut ifir weir entferate Punkte # gfilt~g is~; wie Aehnliches aach 
weRe~bin bumehehen wi~ Uebrigeas wird, ~ man aoi~rt erkennt, zur G~rdg- 
keit ~eaer Entwie~g  nut erforderlich sein, da~ der Punkt z yore Anfangspankt 
welter eatferat i~t ~ls die gegebenen festen Pankte ~ and q. 
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1 = 02) U* = log 7 + A + 
S-~ . I  

wo die A,  A~, 23., r e ~ e  Constanten bezeichnem 
Die Werthe yon ~,  W in einem gegebenen Punkt z mSgen ~ -  

zeiehnet werden mit Q(z), TV(z). IAe~ z aaf dem Strome (a + 3), 
so bedarf es einer genaueren Bezeichmmg; es mSgen in solchem FaUe 
die in z am tinke~ Ufer vorhandenen Werthe durch ~ ( z ) ,  tV ~ (z), die 
am redden Uf~r vorhandenen dureh Qe@), We(.') angedeutet werden. 

Bezeichnet die Constant~ E den Werth you D r im Punkte p, 

(13) W@) =- E,  
und ist i~rner z irgend ein Punkt auf a, so wird 

$ 

W z 

04) ~' 

W~'(.-) --  E - j c ~ ( : ) d z ,  

die Integration hinerstreckt l~ngs tc Denn es ist za be~rchten, dass 
l ~gs  u die Werthe yon ~(z)  und Qe(z) entgegengesetzt sin& Hieraus 
fbtgt: 
05) W~(z) + W~ (~) =- 2 E. 
L~sst man nun den Punkt z l~ngs a bis q fbr~rficke~, so nehmen die 
Formeln (14) die Gestalt an: 

(16) W~ (~) = E + A, /~ 
~2 ~(z) d We(~)=--E--A, woA~ 

l'Ztsst man endlich den Punkt z noch weiter lbrtracke~ ~mch irge~,d 
einer auf der Strecke ~ befindlichen ~'~telle, so erb'~lt man: 

w,(,) = E + A + j  , 

(17) 

W* % =- E - -  A " t ' j ~  (~') ,r ; 
q 

denn ea ist zu beachten, da~s l~a~gs ~ die Werthe f~(z) und ~,(z) 
eiaander gleieh sin& Hieraas folg~: 

(18) w~(~) - -  We (~) : :  ~A.  

Am (15) and (I8) e~ehen wit, das~ die ~mme tier L~dea Gr~hsen 
B n and We lgngs r constant, ngmlieh ~ 2 E i~, und andrerseits, d ~  
die D~//~-rt:~z jeaer GrSss~n eo~s i~ Igngs ~, ngmlich ~= 2g. Sotehes 
mag augedeute~ werden dutch die Formeln: 

~ c ~ e  ~ I l L  4 0  
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(19) ~). W ~ + we  ~ 2 E ,  #). W, - -  we  ~ 2A.  
Die Con~.ante 2A IKsst sieh leicht bestimman. Deun bildet man z. B. 
die Differenz W ~ -  We ~ r  den Endpunkt yon /~, d. i. ~ir dan am 
fexnen KrehTmade befiadliehan Pa~kt p*, so finder man dieselbe, dutch 
Anweadung der gatwickelung (I1), gleich 2~ri. Folglich ist 2A = 2rti;  
jane Formeln lau~an mithin: 

(20) a). W ~ + W c ~ 2 E ,  #). W ~ - W r  
Setzt man nun ~ um Reelles und ImagJngres zu sondern, die complexe 
C o ~ t e  E = Eoq - iE ~, so erh~tt man: 

U z + Ue ~-. 2E ~ U ~ - -  Ue = O, 
(21) a). F a + V e = 2 E  ~176 #)" F z - V e ~ 2 = .  

Ffir irgend einen aaf dem Strome (a + fl) beilndlichen Punkt z re- 
pt:,iseatire a die Stromrichtung, mad ~ die auf dem linken Ufer errichtete 
Normale; so dass also # zu v ebenso liegt, wie die x-Achse zur y-Achse. 
Dann ist nach allgemehtem Satz: 

~u ~v ~u ~v (22) ~--; =- ~ ,  ~ ;  ~ - -  ~ .  

Mit Riicksicht hierauf er~ebt sich aus den Formeln ('21) durch Difforen- 
tiation nach e sofort: 

~u ~ ~Ue ~U ~ ~Ue 

(23) ")" ~v  ~ ,  a~+ o, #)" ~ U~ ace o 

Um nun zu einer ngheren Eiasieht in die Beschaffenheit der Func- 
tion U zu geiaagea, betrachten wit zun~chst die Curven U =  Const. 
oder d U -~- O. Diese Curven d U -~- 0 sind, nach (9), darstellbar dureh 

C d x  ~ ~ d y  = O~ 

also naeh (6) darstellbar dutch 
c A'+A" A'+A" 

. . . . .  d x  --[- sin ~ . d y  ~ 0 

~:+,," aL+~s ~+ 
Igolglidt siad co~- 2 - trod sin = Cosi~a~ derjenigen Winkel, 

unter de~ea die im Pmakte ~ oder (x  --[-iy) auf der Carve U ~---CoasL 
errlehtete Normale geneigr ist gegen die x-Achse und y-Achse. Con- 

script m a~ also die frfdaer eingefilhrten Radien $ ' ~ -  D' uad q~---~/~ 
rait ihran Azinm~a A' mad A"~ so erkennt man soibr~, dass jene im Ptmkte 
s errlehtete Normah ideatiseh ist mit der Halbirungslinie des yon 1)' 
mad I r  gehqdet~ Wiakds. D/e Curren U ~ Const. dnd  ~ ~ -  

F ~  ~ ~ s ~  ~er&~, da~  zur &o,~.e u die .Brn~  

~-~ ~ m~rden/..@, .~l~*,~n wird U lgngs des liaken Ufeta 
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yon a eo~-tant, etwa ~--C, and l~,ngs des rechteu Ufer~ yon u ebea- 
fails con~taat~ etwa = C' sein. Dieze Coastmlten C and C" mfi~en 
abet unter einaader identisch sein, weil U im Anfang.zpunkt p der 
Linie . nut e/hen Werth hat. Also C ~ C'. Ausset&,m aher i~t uaeh 
(21): C-q- C" -~- 2E ~. Folglieh muss C~-  C' -~- E" seim Die Formelu 
(9I),  (23) gewinnea daber folgende Ge~taltung: 

(24) '~). a t "~ ~ t:~ ~) .  ~ r ,~ . _  ~ c e  

I)ie Function U ist innethalb det Flfiehe .~' ttberall eimleutig und 
s~tig. Daraus fblg2, dass ihr Werth ia irgend einem ianerhalb .~" be- 
findlichen Punkt z~ datgestellt~ werden kaan dutch das Integral 

die Integration hinerstreekt fiber r :~um ib~nde yon s gehSrigelt 
Linienelemente da. Ffir jedes Element da tepra~enti~ N die :nuer,. 
Normale der F'laehe ,~'; andererseits reptSsentirt L den Logarithmu~, 
der reciproken Entfernung des Elementes da yore Punkte z~; so dass 

also L = log (J}) = -  log 1: ist, t~lls je,~e Eutl'en, u,,g s,.lbet mi,. 

1~ bezeidmet wird. -- Entspreehend den Ufern v a n . ,  denen yon fl 
and dem A~e/~ramle x der FEiche ~', zerf~tt das lnt~• (25) in drei 
lntegrale: 
(~6) u(~,)  = & + ,b  + ~,- 

IMs erste dieser Integ~ale lautet: 

j , ,  ~ Ua ~ L Ue ~ Uz do, 

wo N, N" entgegengesetzte Riehtungen hat.~ea, ngmlieh N gelege~ i~t 
auf dem l i~en ,  N" aaf dem reehten Ufer yon a, wo ~ N ideatiseh 
ist mit der fin2her eingefiihrten Normale v~ u~d N' entgegenge~etzt zu 
~,. Somit tblgt: 

,o3,,. 
-- -~. -- L C'~; a,, o/ 

and hieraas ergieb~ sieh mit Rfick~ieht auf die Relntionea (24): 

(.'2"/) . - ~ - d \  . .  -,.~;, ,-la~ 
a 

I~ ~ e h e r  Weise erh~It man, ebenfalts mit Be~utaamg d~  Rela- 
t i o ~  ('a4): 

= o .  
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Was endlich das dritte Integral  Jx  betriflt, so ist es nSthig zurfick- 
zugehen auf die ~ die Punkte der Peripherie u ~i l t ige ,  in (12) an- 
gegebene Entwieklung: 

1 ~ ~ A c o s n O - F B  sinn 
S : I  

und zu H~|f~ zu nehmen die bekann~e En~-wicklung yon L ;  es is{ 
nYmJlich 

L .~_ -- log ~ ~ ~ log//r-" ~ r1: -- 2rr I cos (~ -- ~I), 

1 ~-- log 7- "lt- ' ' ~  | ~''' cos n (,~ - -  o,) 

wo r, # die Polareoordinaten eines auf d~ gelegenen Punktes z, road 
rl, #l die Polarcoordinaten des Punl~es zt bezeichnen. Mit H~If'e 

diesex Formeln filr U * mad L findet man sofort: 

(29) J .  ---- A ,  

wo A die in der Entwicldung yon U *  auftretende Constante bezeichnet. 
Aus (26), (27), (2S), (.'29) i b l~ :  

% 

falls man n'~mlieh mit ~ '  den Ausdmck bezeichnet: 

(31) F ~  ~ ~v~ 

Diese Formel (30) zeig~, dass U(z~), abgesehen yon der additiven 
Constanten A~ angesel~m werden "kann als das Logarithmische I~ote~ - 
tivd*) dcr Brennlinie a au f  den _Pun~ z~, je'ne Linie mit einer Mas~  
belegt #edadd, deren I)ichtigkeit ~ F i s t .  Gleichzeitig ergiebt sieh 
alas jener Formel i~r den Werth yon W ~ U-a t- i V  im Punkte z~ 
folgende Darstellung: 

(:~) w( ,~ , )  = (A  + ;.~) --- ]~"  ~og (z - -  --,) a ,~ ,  

wo B eine neu hinzutretende Constante bezeiehnet, und wo in log(z --z~) 
unter ~ ein zum Elemente da gehSriger Punk-t, unter z~ der gegebene 
Punk't zu vemtehen ist. 

Um eine deatlichere Vorstellung yon der Dicldig'keit _F zu erhalten, 
sea zunKchst bemerkt ,  (lass die Formel (31) so dargestellt werden kann: 

*) U~er dem Logar~thm~hen Potential elne~ Massensys~ems a ~  einen Punkt 
Boll ~al i r  ver~mdea werdeu die Samme s~mmtlicher M~uelemente,  jed~ 
maltipli~rt mit della Lcgarithm~ leiner rr En~ernm~g yon dem gegebenen 
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,~ U ~t I b V ~ 
F = - -  u -b~- = + u -~T ' 

( V  hx ~y =- + ~ _ } ~  + r  

[vergL (~)  und (9)]. Nun finder l-~ngs a die Gleidmng ~tatt d U ~ 0 

oder O~-~x~a-- ~ ~;~Y~ 0, [vergl. (9)]. Hierm~ folgt: 

gx "e by _ �9 

Somit er~ebt sieh: 
(34) 

oder nach (6): 
(z~)- 

V.D'D'" ' 

w o e  noeh unbe~timmt, n'~mlich ~- 4- l ist. 
Um ~ zu best~mmen, betrachtea wir die dutch J Fda  d~.rgestelltv 

a 

t;L~am~#ma~c der LiMe a. Aus (33) iblg~: 

Nun war die Con~tautc A [vergl. (t6)] definirt wordeJ~ dutch 

A = j ' Q ' d z .  
a~ 

Deamach ist 
A = W ~(q) - W~@) ,  

= ( U ~ (7,) + ivY@) - -  ( V ~ ( i  ') + i V~ (~')), 

oder, welt U langs a o)~l~tant i~t: 
a = i V ' ( , ~ )  - -  ; V * @ ) ' .  

Ffir A war aber der Werth ~i gefualden wordeu, [vergL (19), (~))]. 
Es is~ d~her: 

uad hierdareh gem die Formel (36) iiber ia: 

(37) j ; ' d a ~ =  + l .  

Itieratm folgt, ~kzss <Zie Gesam'mt ' l~  do" Linie a 9k:icl, + I ist~ und 
f~rner, dass jenes in F enthalte~e e l~i t iv  i~t, da~ ~,~hin d& .Did*- 
t igk~ F (1o~ We~'th besitzt: 

I 

eorav.~lesr das~ ,~,a. I,"-I;-~Z~ " aIs l ~ i t i ~  Or6s~e t,a~,ru:Iget. 
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Es repr:,isentir~ also F die Dichtigkeit einer fiber die Linie a ver- 
theilten Masse I; das Potential dieser Masse auf irgend einen Punkt 
z ist U ( ~ ) -  A, (30), und ist also l~ngs der Linie ~ yon canstantem 
Werth. Hieraus iblgt, dass die dutch jene Dichtigkeit F determinirte 
materieUe Verthefltmg identisch ist mit. derjenigen Gleichgewichtslage, 
welche ein auf der Linie a befindliches mad liings a (wie in einem zu 
beiden Enden geschlossenen Canal) bewegliches Fluidmn yon der 
Masse 1 annehmen wird unter der gegenseitigen Einwirkung seiner 
Theilchen. Somit gelangen wir zu fblgendem Resultat: 

De~d;t ma~ sich ei~ Flu htum*) yon dcr Masse 1 be~wegllch lting~ 
einer beliebig g ~ e b ~ n  begre~zte~ gcraden Linie a, so wird nach ~iu- 
tritt des Ghcickgewichtszusta~des in jedem :Punt:t der L~nie eine Dichtig- 
�9 keit F vorhamZen svin, dervn Quadrat unujekehrt 2ro))ortivnal ist mit 

dem t)roduct tier beide~ Segmente 1)', 1X'~ welche dutch den ~unkt auf 
der Zinie markirt sind. J~rsta~rt dieses .Fluldum in selner Gleiel~ge- 
wiehtslage, so wird das v ~  ibm auf einen belieblgen t~unkt z ausgeiibtv 
Potential, abgesehen yon ei~er aeMitiven Co~tanten, dargestellt seh~ 
&itch den reellvn Theil des Integrales 

zr 

varaus~fisetzt, ~h~ss p u~ul q die beiden 12.~ulpunkte der Linie a bezc~k'h - 
hen. Gleichze~Jhj werde~ die ~:ivea.~urven di~es t)oteq#iales eonfocalc 
Elli~en sein mit de~ Brenn~nk~n 1) und q. 

Die Betrachtung, welehe zur Darstellung vma U als Potential 
ffihrt, kann fibrigens noch ein wenig anders eingerichtet werden. 
Es sei a' irgend eine mater jenen confocalen Ellipsen; f~rner ff der- 
jenige Theil yon ~, wetehex von a" binfiihrt zum Kre/srande ~ der 
Fl~ehe ~'; und endlieh sei ~, derjenige Theil~ weleher vma der Fl~che 
~" noah iibrlg bteibt nach Absondermag der vma a" umschlossenen 
Ellipsenfl~che. hlsdann ka~n, vorausgesetzt dass der Punkt z, inner- 
halb der Fliiehe ~ liegt, statt der Formel (25) auch folgende benu~zt 
werden: 

welche voa jener nur dadurch sich unterseheidet, dass die Integration 
nicht fiber den Band yon ~', sondern fiber den yon ~ hiners~reckt ist. 
Aueh kann man in dieser Formel start der Function U die Function 

") F~ ist wohl aivht aSthig h ~ n ,  da~ bier yon einem f~girten Flai- 
alum die Rede i~t, bei dem die Anziehmlg ~ler Ab~to~m~g zwischen zwei Theilchen 
u ~ k e h r t  l ~ r t i o n a J  i~  ~ t  dec F~ntfernuug ~dber. 
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U -  K nehmen, unter K eine beliebige Co~tant~ vemtanden. AI.~- 
daun ergiebt sieh: 

(41) V(~,) - -  K =  .,~ ( ( ( U - -  h", ~L 

~ & ' + G ' + & .  

W~ahlt mal~ fiir K dea@nlgen conMea)ten Wertl b weleheu U l~ags 
der Ellipse a' besitzL, so ergcben ~ieh tiir die~e I~tegrale J leieht 
Mgende Werthe: 

t " - -  L ;;~ ) d a ,  

d~ - - ~ A - - K ,  
wo v die auf a' erriehtete Normale, und zwar die imwre Normale der 
b~liiehe Z repr~sentirk Folglich wird: 

- -  r " (-t2) U(z~) - -  K-~- A K q- ;-~ - -  L e; ) da 

d . i .  

wo [" die Bedeutung hat: 

(44) / - ~  ~,, i ,  , i7~ ,;o" 
Dabei repr~entirt v die eben genannte Riehtuag; w~hrend o zu v 
ebenso tiegt, wie die x-Aehse zur y-Aehso. Demnach ist o (tie positive 
Riehtung der Curve a'~ dieselbe angesehen ats Raadeurge der Fliiehe 2, 
Hieraas folg~: 

das lmteg'raI rechter Hand hinersh'eekt in der eben gena.nnten po~itivea 
Riehtung yon d. Mit Riieksieht aaf (21) ergiebt sieh &her: 

(45) fa,~ ~ + 1. 

Ferner FF~st sieh f ~.elber in ghnlieher Wei~e, wie fr~iher F, ennitte~n, 
M a n  f i nder :  ! 
(46) f--- + ~i>j;,-D.. �9 

Die Forme~ (43) and (45), (48), in gehbriger We)~e interpretirb 

f~hren zu folgendem Re~ul~t: 
Den~ man xlch ~4,) Tluidum oou &r Mas~ 1 ~ c e ~ l ,  lib~21~ 

einvr beliebi9 9efebcnen Ellil *se a', so wird naeh ~intritt de~ Gh, idupe- 
widdszuslandes i)) jedem P~dg d(~, F.~!I~ din" I)idd$gkeg vorhandea 



�9 e4n, dere~ Q-a~drat u~r~je~hrt W ~ i o r ~  i~r m/t d.~, Product der 
beid~ (hath dzra _Purdd, hinlaufenden) Brenns~raIden 2)" urM lY'. ~r- 
slarrt das :Fluid~m ir seln~, Gleict~ewicMslage, so wird das vo~ ihm 
auf  irge~d einen 2~u~ z ausye'~bte Potential, abgesehen yon einer 
additiven Constant, ~i,  derum identiseh sein mit dem ree~-a IYu~il des 
Ird~jrales (39), vorau.sgesetzt, dass in diesera Integrale fiir p u~M q die 
BrennlrunL~ der 9egeber~ .Ellipse genommen werden. Auch werdv~ di~ 
Nivem~urv~ des 3?otentia~e.s wiedcrum dargssCellt sein dutch das System 
der e,o~fooate~ E'di~,,a *). 

Aehnliche B e ~ c h t u n g e n  lassen sich nun  auch durchffihren mit 
B~rzug auf die hyperelliptischen Integrale. Es sei 

s 
*) Da~ Ge~etz ffir die Gleiehgewicht~vertheilung eines Fluidams (Auziehuugs- 

e, iC]~ nieh~ 

nur in die . r ,  sondern im G~nzon ia droi versehiedenen Formen aussi)rechen. 
N,~mlich: 

L Nach Eintrit~ des Gleichgewichtes ist die Dichtigkeit in jedem Punkt pro- 
portional mit dora kbstande des Puakres yon einer zweiten Ellipse, welche der 
gegcbeacn dh,d/ch, trod yon derselben unendlich weaig ver~ehieden isL 

II. Die Diehtigkeit ist h~ jedem Punkte umgekehrt proportional mit der L"~nge 
dc~jeaigen Durchm~sers der Ellipse, welcher parallel l~m% zu der in dem Puak~ 
eo~truirtea Tmageate. 

ILl. Die bier gef~mdene Form: Da~ Qw~lmt der Diehtigkeit ist umgekehrt 
propoltional mit dem Product der beiden Brenmtrahlen, 

Das Gesotz fire die Vertheilung des del~ri'~e,', ~l~id~ms(Anziehungsgesctz: ~1 ) 

war r163 kaau, wie bier beit~afig bcmerkt ~eia mag, ebenfaUs 
in ver~hiede~uea Formea d~rgestellt wemieax, die zum Theft mit den Formen des 
die Ellipse betreffeaden Gesetzes in AnMogie stehen, l~imHch: 

L N~-~ E~tritt des Gleichgewicht~s ist dle Dichtigkeit in jedem Puak-~ der 
Eltil~oidfl~he proportional zait dem Abstaude des lhmktes yon einer zweit/on 
Ellipsoidfl~che, welehe der gegebenen ~ / e ~ ,  und yon derselben unendSch wenlg 
ver-~2~edea ist~ 

t2. J~ue Dicht~gkeit ist in jedem Paal~ umgekehrt proportional nfi~. dora 
Q~__~.~dratinha]~ desjenigen Diametralschnittes, weleher parallel "lRuft zu der im 
P~mk~e r  Tmageatial~beae. (&uf diese Form des Gesetzes i~t bereits 
~or lav~r  Zeit voa mir aufmerka~m gemacht worden, in Poggendor f ' s  Annalen, 
B~d us.) 

IIL ~ ~ ~ r e v ~ e ~  l~$ionse~ilasoid i~ d~s Quadrat der Dichtigkeit 
jeder State um~_el~  proportioual mit dem Pr~tuct der beiden Breumtmhlem 

Bei e~em ab~/gaO~r ~a t /o~ / / i /0~ /d  i~t ~ Quadrat der Dichtigkeit in jedem 
Puakt umgekehrt prol~r~onal m~ dem Product de~ l~g~en und k ~ z e ~ n  Brenn- 
~tm~kles; "eob~ ~ ~  wird, d~ms in diesem galle unter dean Namen Brenn- 
atr~_Aea ~ Linien vers~udeu stud, welehe yon dem bet~-sc~teten Punk~ 

~ der Peri~pherie tier (krei~rm~gen) Bren~ebene~ 
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(1) W = = j  ~dz  , 

WO 

(9.) ~ _= 

und wo xo, G, ebenso wie die H~ p~ q gegebene r Constartk+ 
sind. Jede der Cons~anien H,  ~ r dargestellt sehl als ei~ fester 
Punk~ in der Eben% und z selber alS eta beweglieher Punkt Fitbri 
man mit Bezug auf jeden festen l~uak~ c die Bezeielmung ein 

z - c -= D (e ) .  e~ '% i ~ V 7 2 - i ,  

so &ass also D(c), A (c) die Polareoordinaten des bewegllchen Punkte~ 
z in Bezug auf dea fest~n Punkt c &~rsiellen; ~etzt man fcr~r zur 
Abkiirzaug: 

~)(~r , ) .  ~)(n:) . . . .  Jg(~L_~) ~- D ~, 
a ( H , )  + t~(H~) . . . .  + a ( ~ - - )  = m5 

i ) ( ~ , )  . Jo(q,) . . . . . . .  /> (p , + , )  . / ) (q ,+ , )  = ~ ' , ,  
a (l),) + A(q,)  . . . . .  + a  (1,,§ + a ( , / , + , )  = ,~,",, 

uad se~zt man ausserdem 
G = f i e : ' ;  

sO erhiilt maa f~ir Q iblgende l)arstellung: 
a z/z ~(v  + a a -" ~A~,) .  

(3) ~ -  FD"~ 
Setzt man ~lso 

z = x + iy, 

(4) ~ = * + ~'~ 
w =  g + ~ v ,  

so wi~d 
g 1) ++ Aa A~,+) 

(5) 
9D~ siu 

und gleichzeifig erh~ilt man als~la~ aas 
(6) d W  ~ O.~z 

die Formela: 
dU = O~dx--- Ydy,  

(7) d Y  ~ ~ d x  + +dy, 

Ifl der ~ Ebeae mSge nun, ebenao wie bei tier frfiheren f~trach: 
tung, um dea Anfsngspunkt (z == O) eine Kreisttgche 3 tu:~s~hrieb~u 
gedacht werdeu mit ~asser~ grossem liadius; und ia ~ r  FiChe 



werde eine Curve gezogen, welche in 1)1 beginnt, s~mmtliche Pu~kte 
qt~ P~ q~ . . . .  10,§ q~+~ der Reihe naeh beriihrt, und schliesslich 
ihr Fade erreicht in irgend einem Ptmkte p* des kreisfiirmigen Ramies. 
Die einzelaen Strec~en dieser Curve: 

P l q ~  qIP2~ l~q~,  . . . . . .  q , p , + ~  p,+lq,+1~ (/,+110" 
mSgen benann~ werden mit 

~ ,  ~i ,  ~ ,  . . . . . .  ~,, r ~ + ~ -  

Endlich heisse ~'  diejenige F :liighe~ in welche ~ sich verwazldelt dutch 
einen l ~ g s  der ganzen Curve yon 10z bis to* fortlauibnden Schnitt. 

Die Function ~ setzen wit in solcher Weiss i'est~ dass sie inner- 
halb ~'  iiberall eindeutig und stetig is~. Sie wlrd alsdann zu beiden 
Ufern einer jeden Strecke a entgegengesetzte Werthe, zu beiden UJ~rn 
einer jeden Strecke t~ abet gleiche Werthe besitzen~ lind fiir sehr welt 
entfernte Punkte z darstellbar seia dutch die Reihe: 
(S) ~ ,  _~ r ~-r" 3r" 

z ~ Z,~ ~t  

wo r~ r ' ,  r "  . . . .  complexe Constanf~n sind. 
Mit Bezug auf das ]n~e~o-ral W, (l) ,  setzen wit t~rner ~bst, dass 

die Integrationscurve z o . . . .  z in ihrer Bewe~o~mg auf die Fliiche ,~' 
beschr~nkt seia soll, und verwandeln ~olcher Art W in eine Function 
yon $, welehe ianerhalb ~" fiberall eindeutdg und stetig ist, und deren 
Werthe s welt entfernte Punkte z darstellbar sind durch 

__-- 7 - t -  ~z ~ - J -  . . . .  , 

we K e~ne complexe Oonstante bezeiehnet. 14ieraus ~b]gt, wenn z = r ~  ~ 
geseizt  wird, soibrt: 

we A,  A. ,  ~ .  reel|e Constante sind. 
Bezeiehnet man alas l~n~ der Streeke a, voa 1~. nach q~ hiner- 

streckie Integral f ~ d z  mit A,, andererseits dasselbe Integral, l;i~gs 
~, van q, his 10,+~ erstreckt ~r mit B,, und bezeichnet man 
feraer den Wer~ yon W im Pankte p~ mit E, so lassen sich die 
Werthe yon Win s:~amtlic,hen Punkten 10, q folgendermassen ausdriicken: 

W(~i) =~ E,  
w(q~) = E • & ," 

w ( ~ , )  ~ E • A, + s , ,  

w(~,+, )  = E • A, + B, • A~ . . . .  § S,, 
~(~,§ ~ ~ •  ~ + S, ~ . . . .  + S , •  ~,+, ,  
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wo die oberJ~ oder urdvm Zeiehen zu nehmert sin@, je ~achdem mat~ 
die Wert~e am lbd:c,~ oder reehto~ Ufer hubert will. Dabei mug, was 
diese Uferbezeichnung betraY, die Curve (a~ +/ l~ + % . . . .  + /L+~)  
wiederum a~gesehen werden als ein yon /~t nach p* hinfliesseader 
Strora. ~ Leicht fibersieht man aun, dass die Sumtae IVY+ We 
constant is~ 1-~ngs jeder Strecke a, da~ aadererseits die l)itthrenz 
W Z ~  We constant ist I'~ngs einer jeden Strecke /3, und dass di~e 
constanten Werthe in einfaeher Weise ~ich ausdrfiekea laz,,~ea dutch 
die E, A, B. Man gelangt s~ za den Formeln: 

at). W ~ + W:' = 2 E, 
a.,.). W Z +  W':=2E + 2B,, 
ua), W ~ + We ~ 2 E + 2 B~ + 2, B:, 

a,). W 2 +  W ~ = 2 E + 2 B ~ + 2 B :  . . . . . .  + 2 B , . _ , ,  
a,+ O. Wa-{- W e = 2 E + 2 B , - - [ - 2 B ~  . . . . . .  + 2 B . _ , + 2 B , ,  

und anderersdts zu folgenden Formeln: 

&). W ~ - -  We = 2 & ,  

fl~). W z ~ We = 2 At + 2 & ,. 

flu)- W2 ~ We.~--- 2 A, + 2 Ae + 2 A~ , 

fl,+,). W ~ -  W e - ~ - 2 A , + 2 & , + 2 ~  . . . . . .  + 2 A , + 2 A , - , ,  

Aus (9) folgt, class W zu beiden Ufern aer Strecke /L+t ~eiehe 
Wer~e  hat, dass also W ~ ~ We l~ngs dieser S~reeke --~- 0 ist. Somi~ 
zelgt sich aus der letzten der I~rmetn (13), class zwischen dea Con- 
stanten A folgende Relation stattfiaden muss: 
(14) A, + ~ + A a  . . . .  + A, 4" A,+, ~--0. 

Die bisherigen Grtmdlagen der Untersuchung m5gen hurt ci~ 
wenig ge~der t  werden. W~ihrend ~mlieh elie in dem hywrellip- 
tischen Integral IV enthaltenea (2 s + 2) complexen Constanten I6 q 
na~h wie vor als v6lli9 betieb~ gegeben betraehtet werden ~ollen, 
n~gen eli. daselbst ~ors .~" com r ~ a  Co~ta'td*~ G, H /ortan 
it, ~leker Weise bereehn'~ ga2ac,~t warden, da~ A,, A2, k~, . . . .  & 
vorgeschrieb~w rein imagi~dire Werthe crlmltenl wobei alsdann die C~-  
r ~,+~ [zafolge (14)] ebeafalh eiaen rein imag/a~rea Werth er- 
haltea wird. Solches festgesetzt, haben wit: 

(15) A, ~ M ~ i ,  ~ = :  M~xi ,  . . . . . .  & = M,=i ,  A,+~ == M,+,~ei, 

wo die M red/e, der Relation 
(1~) ~/~ + ~1~ + ~ . . . .  + at. + ~ . + ,  = o 
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au~erworfene Con~*~anten sind~ yon denen die s ersten beJiebi 9 ge- 
geben ~ d ,  

Be~ichnet man also die Formeln (12) mad (13) im Allgemei- 
hen mit 
(17) ~,). W a + W (  ~ - 2 G ,  &). W a - W r  
so wiI~l F~ else eomptexe Constante, ~ ~ + iF~ hingegen A, eine 
rein imagi~re 0onstante, ~--iA~ ~in. $omit er~ebt sich bd  Boa- 
derung des Reellea und Imagin~ren: 

~ , +  ~r~= ~ ,  V ~ -  V+=O, 
08) ~,). &). 

Hierauz folgt dutch Differentiation ~aeh der 8tromrichtung a: 

0U a Sue 0 ~U ~ Sue 

09) a,). ov  a ~'Q = O, . . . . . .  ~ -  ..~ o,  
-au + o~V o,, o ,  

wo ~, die Normale des Stromes repr:gsenfirt, und wo sogleieh fest- 
gese "tzt werden mag~ dass a zu v ebenso liegen solle, wie die x-Aehse 
zur ~/-Aehse. 

Lii~gs jeder Streeke /~ ist aaeh (18): U ~ ~--Ue. Mithin ist U 
ei~rwerthi9 l~ags einer jedea Streeke ~, und also aueh einwerthiy in 
den Endputtktea einer solehen Strecke, "also einwertki9 i~ j~em &r 
P a n ~  2 ,  ~/- Oder anders ausgedr~ck~: die Ftmetion U besitzs im 
lhankte/~ zwei Werthe ~o, / a  welehe einander gleich sind, mad im 
Puakte ft. ebenfalts zwei einander g/e/the Werthe Q,, Q~. Zuiblge 
(18) ist nun b "a 4" Ue t-~hgz der yon p .  nach q~ gehenden Strecke ~ 
cons'taut, - ~ - 2 ~ .  Bringt man diese Gleichuag in Anwendtmg auf 
den Anfangspunkt und Endpunkt der Streeke ae, so erh~lt man: 

r . +  P . = 2 ~ ,  q .+  q . = e ~ ,  
folglieh : 

Die Function U be~itzt also #leiche Werthe ia lot und q~, ebenso in 
p. mad q~, u. ~ w., endlieh g~,h'he Werthe in/~,+,  und ~,+a. Deakt 
man sich daher die L~rven U~Cons t .  con~ta~ir~ so wird eine dieser Cur- 
yea volt :p~ aadx q~ gehen, eine andere dersolben yon p~ nach (L~, u. s.w. 
Die i~ "r~4e.g.er Wei~ dutch die Be~lut[l~nl~it &~ Fu,~ion U vo f  
~ i c l , ~ e l ~  C ~ e ~  p~ q~, 1~.q~., . - .  t~,+~ q,+~ ngSyen nun fw~tgdud&~ 
~*rde~; u~d die ~;orhiu h~ willkii.rh'cher Wviae conMxuirlen Stromstr~ckt'a 
a~, %,  . . .  r ~ ' n  fi~tan hinlaufe'ad gedacM, werdo~ l&~s dies~ 
~ .  Alsdana wird die Function U constant sein l~ngs jeder 
~zreeke ~, ,  und za beiden Ufern derselben gleiehe Werthe habeas; 
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sodass die Fonneln (18) und (19), insoweit ~qe auf U sich beziehen; 
folgende speeiellere Gestaltmag erhalten: 

]nnerhalb der durch die beiden Ut~r des 8tromes 

('q + tL + ~,~ + . ' -  + t~,+0 
mad durch eine sehr ferne Kreislinie x begrenzt~a Fl$che 3" ist die 
Function U iiberall eindeutig uad stefig. Demgemass wird ~it.h der 
Werth yon U in irgend einem innerhalb $" befindiiche~ Ptmkt zt 
darstellen lassen dm'ch ein Integral 

i'{\ U ~'t' L e v) 

welches (dutch eine Beha~dlung, die der auf Seite (J15 ~usgeFfihrteu 
vbllig analog ist) schliesslich zu deta Ausdruck ffihrt: 

(2"2) U @~) -~- A Jr" -~'L do -~- A - -  . log 1~ . da , 
~t r 

wo 2' die Bedeutung hat: 

(23 )  ~" = = z, ,  = + ; -~;b- " 

In (2"2) /st dureh 2~ eine S~rame yon (s q-- 1) Integ~lea angedeutet: 
jedes hlnerstreckt fllmr die Lhfienelemente da  einer ~trecke a; ferner 

ist L ~ log ]~-~ und I~ die Entferaung des EIementes d a  yore Punktv 

z~ ; eadlich ist A eine reelle Uonstante, Jdenti~eh mit dcrjenigen~ welche 
aaf~r/tt in der Entwickelung (1O). Die Eichtungen 6 und v,  naeh 
denen in (23) differenzir~ ist, haben die sehon genannten 13edeututa- 
gen; es repr'asent.irt ngmlich a die Stromrichtung, and liegt za u ctmnno 
wie die x-Achse zur y-Achse~. 

Die J~brmel (2'2) zeigt, da~.~ U (z~), aS~'sz.l~'n ~ u  d.,'r adddiv~.n 
Consta~-n A ,  auf i j~tssl  seerd6-~ I~nn  als ~k~ 2~ot~',dial d,'r 6 ' ~ r ~  u 
a u f  den Punla z~, jero~ C u r v ~  mit  ei~er Me~se bebyt gatad, t ,  ~b~r~ 
1Kcldigl:dt ~ F i g .  Gleic 'tr~eitig er~ebt sich aus jener Formet fiir 
den W e r t h  yon W ~ U + i 1 r ira Ptmk~e z~ tier Ausdraek: 

(24) w (. , )  = ( a  + .;~) - x j ' s .  ~ g  ( .  . -  , , )  . ~,~, 
a 

WO ]~ ei~e neu hi~atretende Constante, ~md r den Oft de~ Lin~n- 
eleme-ntes da  bezeidmet. Dabei ist unter X wiederum eine" Summe 
yon (s q-1) lntegrslen zn verstehen~ yon denen jedes hinlguft aber 
eine der Strc-eken u. 
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Es bleiht noch ~brlg, die Curveu a ,  oder fibe~haupt die Curven 
U ~-Const .  und andererseits die Diehfigkeit li' n~iher zu un~rsuchen. 

Eine Carve U ~ Const. oder d U ~ - 0  kann nach (7) dargestel|t 
werdeti dutch: 

~ d z  - -  Vdy ---~ 0 ,  
also nach (5) durch: 
(L25) cos (�89 - -  A H -  7)" d x  + sin (�89 --  A H - -  y) . 'dy ~ O. 

Somit be~im~d siclvalso die Tdddung de~ N~male,  der Curve U - ~  Const. 
irye~td einem Punkr z ~ e h  elnem einfaehvn Gesetz aus denjeni9o~ 

WinkeM A (p),  A (q), A ( H ) ,  unter wdcheg~ die S t r a h ~  ira, qz ,  11z 
gegt~ die x-Axe genei~ s-ind. Und das,uelbe Gesetz ~ l t  natfirlich auch 
fiir die Curven a. 

Die Diahtigkeit F einer jeden Carve a ist nach (23) ausgedrfickt 
dutch 

I ~ V  2 

golglich wird die g~anze Masse einer solchen Curve a dargestelE sein 
durch da~ l g a ~  a hinerstreckte Integrah 

F d ~  ~ - - j -~: -~  da  = ~- t V ~ . 

ltieraus folgt, i'atl~ man den Anfangsptmkt der betraehte~en Carve a 
mit p, ihren Endpunkt mit q bezeielmet (wo dann a, I% q als Ab- 
kiirzungea anzusehen find fur a . ,  ~ . ,  q.): 

(~6) 2'da = ~- 

Nach der Definition yon A (d. i. A,) ist aber: 

A =j'Q~ (z). dz, 

(vergl. Seite 62"2). Hieraus folgt: 

A ~= W~ (q) - -  w ~  (~), 
odex weft U ~ 1 ~  tt constant ist: 

A ~= i V~ (~) - -  i W (~) , 

oder well A == M~ti  (n~mlich A.-----M.~i) gemaeht worden war 
(Seife 6 ~ ) :  

S~mit fdg~ ~ (26): 
2 ~  

(2~  J . F d a  = M, 

~ t  l ~ r 1 6 2  aaf (16): 
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t 

die Summation ~ wieder ausgedehnt gedaeht itber s~hnmtliehe (s + 1) 
Curvea ~. 

Ferner er~ebt sich aas (23) mit R~icksicht a~ff (7): 

c a  e a C# 

l~ngs a ist ~her ~mch (7): �9 ~~'-- ~ ~Y ~ O, ~ithin: 
d a t ? a  

Somit folgt: 
F ~ -  ! yr ~_ ~:, 

75 

d. L mit Riicksicht auf (5): 

wo E = +_ 1. 1)i* auf ei~m~" Cu,'c, , in ju~:an -PuM:k z corl~aud~n, 
l~ichtigkelt J? b~tim~# xick also, wlc dk~ ~brnul zeivt ,nach r162 
e~:nfache--n Gesetz a~" (k',* Liira}e~'$ 2)(p), .D (q), J)(It) do:fi.nigen Slrah- 
lea, welche yon d~n lento, I~u,d:t~ l~, q, Haus  ',~a<:h z ]dnlaufo~. 

Blicken wit zurfick auf die Forme|n ('20), so sehen wit, da.ss U 
1-~ngs jeder Curve a constant ist, umi da~ femer der Diitbreati.~l- 

quotient 8~U zu beiden Ufern einer sotehen Curve entgegenge~etzte 

Werthe hat. Dzbei ist unter v d~e auf dem linken Ufer yon , er- 
riehtete Normale zu verstehea. Construiren wit answer ~, noch die 
erdgegeng~te Riehtung, n~dieh die auf dem reehten Ufer tic~ende 
Normale V, so lassen sieh jene Formela (20) mit Be~.ug auf irgend 
eine Carve e, so darstel]en: 
(:~0) u). L "~ = U~ - ~  Co~s~. ,  

(31) a). eU~ ~,Ce 

Deakt man sieh also die Ftmc~ion U geometriseh darge~i,lh dutch 
~af tier z-Ebene errichtete Perpendikel, so wird die yon de~ End- 
punkten dieser Perpendikel gebfldete kromme Fl~ehe abet jeder Curve 

einen G~a~ ~rm con~a,~t~ J~d]w bc-Atzen, weleher [zuiblge (31)} 
ne~'h hewn  Se:dzn einen 91~h:h starken ASfag darbiete~, 

Fa~'~ man m~Ja dieser angenblieldiehen Abschweifang mm U 
wiederum auf als ein yon den Curven ut~ ~ ,  . - -  ~.+~ auf den be- 
wegliehen Punkt z au~gefibtea Potentia~ so siad die aaf jenen (Mr~ea 
aazaaehmenden Mazda lynch (27)] at~gedrtiek4 dutch die z-eetlan (2m- 
~mtea M ,  M.~,.. .  11,+,. Deak* man ~ieh ~ ~ at~ Flea ,  
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die l~ngs tier Curven ~ (wie in Caa~len) frei beweglieh sind, so wird 
die dutch die Dichfigkeitsftmctioa F (29) iadicirte Vertheilung dieser 
Flalda denjenigen GleiehgvwieMszustmul repFasenCiren, in welahem die 
Fluida mater gege~seitiger ~inwirk-ung ihrer einzelnen Theilchea in 
jenen Carven (oder Can~len) schliesslich zur Rahe gelangen; wie sol- 
chos augenbtieldJc h folgt aus den Relationen ( 3 0 ) . -  Denkt man sieh 
feraer die mit den Fluidis beladenen Curven a mit tmendlicher Leieh- 
tigkeit biegsam mad dehnbar, iiberhaupt ihrer gmnzen Form naeh, ab- 
gesehen yon den festen Endpankten p~ q, volls~ndig frei beweglich, 
so wird die bier in Betxacht gezogene Form dieser Carven wiederum 
diejenige sein, welehe dem Zustande des G~ichgeurichts entspricht; 
wie solches hervorgeht aus den Relationen (31). Ob das Gleichgewicht 
labil oder stabil ist, bleib~ dabei atlerdings vSllig dahingestellt. 

8eJaliesslich noch eine Bemerkung. • (7) und (5) fotgt: 

~g #.D g __ Az 

~U g D  I1 
7{ = -- y = - -  s i n  (+~ .+",,+ -- A~ -- ~,).- 

Diese Differentialquotieaten reprs (abgesehen yore Vorzeichen) 
die rechtwinkligen Componenten der yon den materieIIen Curven ~z auf 
einen beweglichen Punkt # oder x -[- i v ausge/ibten Kraft. Bezeichnet 
man die Kraft setber also mit ~ ,  so wird: 

(32) /-:+ . .~  g: 1)~ 1)~ " 

Folgtich kann diese Kraft nut ffir solche Punkte z verschwinden, in 
denen JO ~ verschwiadet~ oder in denen / ~  unendlieh wird. Im E,~d- 
liat~.~, &~r z-~e~ae 9idbt es also nut  ( s -  1 ) Punkh +, in de+J+,+<~.~z d~ ~ ~rafl  
ve~.c~hwindet, niimlich die P'u~dr& H~, H 2 . . . .  H~_~. 

Als Resultat der angestellten Uatersuchungea dfirfte etwa Fol- 
gendes hervorzuheben sein: 

Sind in dvr .E%ene (s + 1) Curv~+ a gegeben, jed~ wrse3~ mit 
zwei fes ten  :E~'l)unl2,en 1~, q, sonst abet u n b e s c h r d n k t  v e r g n d e r -  
t i r l~ ' ihrer  L a g e  u n d  F o r m  h a t h ,  fer~er jed, bd+a~+++ m~ eider 
~ v b i g  get, hernia (reel~) ~ u a ~ i t  M d~s fingirten ~u~dums, so wird, 
faY.s die Summr dieser Q u a n t i t ~  M gleich Null ist, ~M~ ~ in t r~  
ties G l e ~ ~ ~ l e . s  vin ~otential vorha~lv~ sein, wdchvs, a~e- 

~ eider odditiv~ C.oaCmrto% ident i~  ist m~ dem ~edlzn Thvile 
~ ~ d g ~  I~egrah:s. 

,h~ bd ~ ~ e a ~ d ~  6~haewio~z~ge j ~ d  
l i ~  i•differenle Or& vorhaue~ sere 

( s -  1) ~ ,  in d ~  dr, ~y~icl~r  M a s s o , l ~ t  

ist z~+ be~erko+, 
( s -  1) im E~Z- 
werde~ , nii~did+ 

umte.r de+" EbP,,u;,ir- 
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lau~uJ jener ma~vriellen Curce~ in ]guhe b/eiben ~irde. De~t maa si~ 
diese Or& aufgesu&t, bezeidme~ mit H1, H : , . . .  lt,_~; u~ul dz~t num 
affvh [ernvr die g~ebenen ~ut2unkte 2, q dcr (s zr I)ma&ricllen Curva~ 
do" tMhe naeh beze:~h~t mit Pl~ qs, P~., q.,. . . . .  p,+l, ~/,+i; s o / a ~ t  
jertes hy2erelliptische Integral: 

f G (.. - .5~ (~ - H,>: .  ":_(~::5-:~) dr_ 

wo G elne ~tssend zu wtihlerute (complave) C~#stan~e bed~t .  1)er 
reelle Tl~'l dieses I~tegrales wird also, abgesehe~ ego, e.b~vr additives, 
Constan~b dasjenlge Po~.~ial repriisogiren, weh.l~ '#on jenen mate- 
ridL,~ Curven ~, nach 2~int.~tt des Gleichgewicid.~,~uta~utes, auageiibt 
wird auf einer~ beliebiyen Punkt z. 

JFiir die G~'talt der hrivcaucurvcab z~ do}en a~eh die Gkid~gcmidds- 
[br~n der Uurvcn a gehSrc~, un,d t~r die im Z~tsta~ut~ &'s Gh~h- 
gew'&hts auf de~ Curvo~ a vorl~arMcne Diehtigla:i~ F ~rycb,~u sich ciu- 
fache geometrlschc Gesc~ze, welche ausgalriick~ d~t d, rch d~ ~br,~'lu 
(25) - , ~  ('~). 

Nimmt man ftir die w[tlkqirlich za w'ahleader~, je&eh der Re~atioa 

tmf~rworfenen reellen Constan~en 2l/der Re~lae ha& folgeade s Werth- 
systeme: 

~) ~ o o . . . .  o - -~ ,  
2) o ~ o . . . .  o --~, 
3) 0 0 1 . . . .  0 -- 1, 

. . . . . . . . . .  �9 , . 

s) 0 0 0 . . . .  1 ~ 1 ,  

so ergeben sieh der t~eihe nach s hyI~rellipfische lnt%,rale, alte mit 
dense|ben Puakten p, q. Diese s Integrale .~ind ide~tiseh mit de~je~figen, 
welche yon R i e mann  (seine Mlgemeiaeren Unter~uehtmgea ~,uf hyper- 
elliptisehe Imtegrale iibertrag'en gedaeh~) heim Umkehrproblem [w.ttan- 
de/~ worden siud- 

In -~hnlieher Weise wie vorhin bei dem trigonometz~sehela lat%~al 
(SeRe 618~6~70), lassen s[eh aach bier N,4 dem hyperelliptisehen lnt,gral 
die N i v e a u e u r v e n ,  d. i. die Curvea U -~-~ Coa~., in L'nterauehuag 
zieheni wodureh man zu Resultaten gela~gt~ die ihreta allgemeiaen 
Charakter nach aus den sehon da~rch~sF~ihrten Uatersu&angen bereits 
hlnl~gl/eh erkennbar sin& Besonders einfach gestaltea ~ich dleae Re- 
sultabe ffir den Fall s ~ I, d. i. flit den Fall de~ elli[~d~ehea Iah~- 

grales: ~ 
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Nimmt man den Modul x reeU an,  so gelangt man, was die _Form 
der Niveaucurven U ~--- Const. betrifft, zu einem berei~s yon Sie b e c k 
( B o r c h a r d t ' s  Journal, Bd. 57, SeRe 368) angegebenen Satz. Gleich- 
zeitig aber ergiebt sich auch ein einfaches Gesetz flit die Dichtigkeit, 
welehe ein l~ngs jener Curve frei bewegliches Fluidum nach Eintritt 
des Gleichgewichtszustandes an jeder Stelle tier Curve besitzen-wird, 
ein Gesetz, welches in roller Analogie steht zu dem frfiher (SeRe 618) 
mit Bezug auf die Ellipse erhaltenen ResuRat. 

L e i p z i g ,  Februar 1870. 


