Notiz iiber die elliptischen und hyperelliptischen Integrale.
Vor Cazr Nevsanx in Lewpzic.

Zur Untersuchung sei zundchst vorgelegt das trigonometrische In-
tegral :

m W= |Qd:,
3,
wo
2 Q == —"::.Q—ww'*l‘*-'::.:* >
@ Ve~ G—9

und wo p, ¢ und 2z, gegebene complexe Constanten bezeichnen. Jede
dieser Constanten werde dargestellt durch einen festen Punkt in der
Ebeue, und ebenso z als ein beweglicher Punkt in derselben. Ferner
werde gesetzt:

(3) g—p=De"" s —q=D"¢"" i=)— 1;

so dass also 0, A’ die Polarcoordinaten von 2z in Bezug auf p, und
Ir, A" diejenigen von z in Bezug auf ¢ reprisentiren. Alsdann er-
giebt sich fiir Q der Ansdruck:

1 A
@ =y
Setzt man, um Reelles und Imaginires zu sondern:
L ]
®) Q=@ 4 i¥,
W= U1V,
wo alsdann @, ¥ die Bedeutungen haben:
®) RN,
Y= 559,
so nimmi die aus (1) folgende Differentialgleichang
D AW = Qds

die Gestalt an:
3 AU + idV = (@ 4 ¥) (dz + idy) .
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Hieraus folgt:
aU = ddz — ¥dy,
@ AV = ¥do+ ddy.
Die 2z Ebene mag anfgefasst werden als eine um den Anfangspunkt
(z = 0) mit Aosserst grossem Radius beschriebene Kreisfliche 3. In
dieser Fliche werde eine Curve gezogen von p fiber ¢ nach irgend
einer Stelle p* ihres sehr fernen Randes. Die beiden Strecken

pg wnd gp%
aus denen die Curve besteht, mbgen benannt werden mit
¢« und f§;

und die ganze Curve (¢ 4 f) mag, um ihre Seiten oder Ufer in be-
" quemer Weise unterscheiden zu kbnnen, aufgefasst werden als ein von
p iiber ¢ nach p* hinfliessender Strom. Endlich mag 3’ diejenige Flicke
genannt werden, in welche die Kreisfliche B sich verwandelt durch einen
lings jener Curve (« -+ 8) ausgefiihrten Schnift.

Um die in Q, nimlick in (2), (4), (6), dem Wurzelzeichen an-
haftende Unbestimmtheit zu beseitigen, setzen wir fest, es solle die
Kunetion @ innerhalb 3 eindeutig und stetig sein, und es solle ihr

Werth fir 2 = oo convergiren gegen — —;— Diese Function Q wird

alsdann enfgegengesefzte Werthe besitzen zu beiden Ufern der Strecke
«, gleiche Werthe aber haben zu beiden Ufern von B, und fiir weit
entfernte Punkte 2 darstellbar sein durch eine Reihe von der Form:

(10) Q= LR ,
wo [, ", I, .. .. Constante sind¥).

Un ferner die in dem Integrale W, (1), enthaltene Unbestimmi-
heit zu beseitigen, setzen wir fest, die Integrationscurve g, ....2
solle in ihrer Bewegung beschrinkt sein auf die (einfach zusammen-
hiingende) Flicke 8. Alsdann wird W inperhalb dieser Fliche 3’ ein-
deutig und stetig sein, und fir weit entfernte Punkte derselben dar-
stellbar sein durch die Reibe:

any We=Ur+iVr=logt4+k+ 404004,

wo zu den fritheren Coustanten I, I, I noch eine weitere Con-
stante K hinzugetreten ist. Setzt man z == r&'®, so ergiebt sich hier-
aus sofort die Formel:

*) Durch den in (10) dem 9 beigefigten Stern (*) soll angedeutet sein, dass
diese Entwicklung nur fiir weit entfernte Punkte ¢ giltig ist; wie Aehnliches anch
weiterhin geachehen wird. Uebrigens wird, wie man sofort erkennt, zur Galig-
keit jener Entwicklung nur erforderlich sein, dass der Punkt £ vom Anfangsponkt
weiter entfernt ist als die gegebenen festen Pankie p und ¢
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(12) *=}og%+(A+,§:xa,cosua+13.sinua)’
=1 ¥
wo die 4, 4., B., reelle Constanten bezeichnen.

Die Werthe von Q, W in einem gegebenen Punkt 2 mdgen be-
zeichnet werden mit Q(2), W(¢). Liegt z auf dem Strome {& + p),
s0 bedarf es einer genaueren Bezeichnung; es mogen in solchem Falle
die in z am linken Ufer vorhandemen Werthe durch Q4(z), W4é(z), die
am rechten Ufer vorhandenen durch Q¢ (z), We(z) angedentel werden.

Bezeichnet die Constante E den Werth vou W im Punkte g,
(13) W(p) ~E,

und ist ferner z irgend ein Punkt anf «, so wird

»

Wiig) =E 4 J.Qz(.»;')d:,
(14) "
We(s) = E wjgz(z)fz;,

die Integration hinerstreckt lings «. Denn es ist zu beachten, dass
ings « die Werthe von Q¥(z) und Q¢(:) enigegengesetzt sind. Hieraus
folgt:
(15) Wi(z) + We(s) = 2E.
Lasst man nun den Punkt z lings « bis ¢ fortriicken, so nehmen die
Formeln (14) die Gestalt an:
(16 Wig)=E+A, ’
(16) We(g) =E —A, wo Ar—/Q‘(z)a’z‘

¥
Lisst man endlich den Punkt £z noch weiter fortriicken nach irgend
einer auf der Strecke § befindlichen Stelle, so erbilt man:

We) = E -+ A +j§z&(z) dz,
(17 !
We(z) = E — A—g—jQ‘(z) dz

q

denn es ist zn beachten, dass lings B die Werthe Q4(2) und Q¢i2)
einander gleich sind. Hieraus folgt:
(18) Wi(s) — We(e) = 2A.

Aus (15) und (18) erschen wir, dass die Summe der bejden }Eri',ssen
W2 und We lings a constant, namlich = 2E ist, und andrerseits, dass
die Differens jener Grossen constant ist Fings §, nimlich = 2A. Holches
mag angedeutet werden durch die Formeln:

Wathematische Aunalen 315 44
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(19) &). W4 We=2g, B). Wi—We—=2A.
Die Constante 2A lisst sich leicht bestimmen, Deun bildet man 2 B.
die Differenz W? — B¢ fiir den Endpunkt von $, d. i. fiir den am
fernen Kreisrande befindlichen Punkt p*, so findet man dieselbe, durch
Anwendung der Entwickelung (11), gleich 24, Folglich ist 2A =2x;
jene Formeln lauten mithin:
(20) &) W2 We=2E, £ Wi—We=2xz;.
Setzt man nun, um Reelles und Imagindres zn sondern, die complexe
Constante E == E® - /EY so erhilt man:

U* 4 Ub == 2B, o — Ue =0,
@) o 5 + Ve=—2E%, By yi_ ye—on.
Fir irgend einen auf dem Strome (¢ -~ 8) befindlichen Punkt z re-
priisentire ¢ die Stromrichtung, und » die auf dem linken Ufer errichiete
Normale; so dass also ¢ zu v ebenso legt, wie die 2-Achse zur y-Achse.
Dann ist nach allgemeinem Sats:

U ov oU 14

@) T T e
Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aus den Formeln (21) durch Differen-
tiation nach ¢ sofort:

P YL SITe P oY) oy

oo
@) o 5

gu 2l _ eut _aut _ 4

ov v ? v gy

Um nun zu einer niheren Einsicht in die Beschaffenheit der Fune-
tion U zu gelangen, betrachten wir zuniichst die Curven U = Const.
oder d¥U ==0. Diese Curven dU == 0 sind, nach (9), darstellbar durch

Sdz — Ydy =0,
also nach (6) darstellbar durch
y aa”

cos BEL L ae 4 sin 88 gy 0

Folglich sind cos 9—:—;—&‘——‘ und sin 9—:'%9—': die Cosinus derjenigen Winkel,
unter denen die im Punkte 2 oder (2 - iy) anf der Curve U = Const.
errichtete Normale geneigt ist gegen die a-Achse und y-Achse. Con-
stroirt man also die frither eingefiihrten Radien pz = I und ¢z = D"
mit thren Azimuten A’ und A", 50 erkennt man sofort, dass jene im Punkte
s errichtete Normale identisch ist mit der Halbirungslinie des von JF
und D gebildeten Winkels. Die Curven U == Const. sind daher coR-
focale Ellipsen wit den Brenmpundden p, 4. :

Fortan mag nun supponirt werden, dass zur Owrve a die Brenss
linie pg gewihlt worden it. Alsdann wird U Jangs des linken Ufers
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von « constant, etwa == C, und lings des rechten Ufers von « eben-
falls constant, etwa = € sein. Diese Constanten € und €' miissen
aber unter einander identisch sein, weil U im Anfangspunkt p der
Linmie « nur gnen Werth hat. Also C == €. Ausserdem aber ist nach
(21): €4 € == 2E% FPolglich muss C = ¢’ = EY sein. Die Formeln
(21}, (23) gewinnen daher folgende Gestaltung:

Ul = Ue==E" e e
)« ot e A ot e,
v cv £® ey

Die Function U ist innerhalb der Fliche ' Gberall eindeutiw und
stetig. Daraus folgt, dass ihr Werth in irgend einem innerbalb 3 be-
findlichen Punkt 2z, dargestellt werden kaun durch das Integral

(23) i) — & f(U ~Li%) s,

die Integration hinerstreckt uber alle gum Rande von B gehirigen
Linienclemente do. Fir jedes Element do reprisentivt N die juuere
Normale der Fliche 3'; andererseits reprisentirt L den Logarithmus
der reciproken Entfernung des Elementes d¢ vom Punkte 25 so duss

also I = log (R) w= ~— log L ist, falls jene Entfernung selber mit
I bezeichnet wird. — Entsprechend den Ufern von «, denen von §

und dem Kreistande x der Fliche R, zerfillt das Integral (25) in drei
Tutegrale:

(26) Uiz = du+ s + Ju

Das erste dieser Integrale lautet:

Ja=2{;f( U2 o gell] - L["(’J-&’(H) da,

wo N, N’ entgegengesetzte Richiungen haben, nimlick N gelegen st
auf dem linken, N’ aof dem rechten Ufer von «, wo also N identisch
ist mit der frither eingefiihrien Normale », und N entgegengesetel wu
v, Somit folgt:

5=t [ el — e[ -] aes

und hieraus ergiebt sich mit Ricksicht auf die Relstiopen (24):

@7 amj( L. 9‘”9 do.,
Tn Zhnlicher Weise erhilt man, ebenfalls mit Benutwung der Hela-
tionen (24):

0*
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Was endlich das dritte Integral J, betrifft, so ist es nothig zuriick-
zagehen auf die fir die Punkte der Peripherie x giltige, in (12) an-
gegebene Entwicklung:
Rz=w A4 94+ B, sinnd

U*=log-:—+(A+ = Mi),
und zu Hilfe zu nehmen die bekannte Entwicklung von L; es ist
nilmlich

L=—logR=—logyr4r2—2rr, cos (0 —4%,),

_ 1, P53 e cosn (& — 8y

= log T + n%‘.:l nr® ’
wo 7, & die Polarcoordinaten eines auf do gelegenen Punktes z, und
ry, ¥, die Polarcoordinaten des Punktes 2z, bezeichnen. Mit Hiilfe
dieser Formeln fir [U* und L findet man sofort:
(29) Je=4,
wo 4 die in der Entwicklung von U * auftretende Constante bezeichnet.
Aus (26), (27), (28), (29) folgt:

?,ﬂ

(30) U(z,)=A+fFLd6=A—fFlog Rda,
falls man nimlich mit F deu Ausdruck bezeichnet:

’ Ut

(31) =—3 937 .

Diese Formel (30) zeigt, dass U(z,), abgesehen von der additiven
Constanten A, angeschen werden kann als das Logarithmische Poten-
tid*) der Bremnlivie o auf den Punkt z,, jeme Linie mit einer Masse
belegt gedacht, deren Dichtigheit = F ist. Gleichzeitig ergiebt sich
aus jener Formel fiir den Werth von W= U+ ¥ im Punkte z,
folgende Darstellung:

(32) W)= (A + iB) — j Flog(z — 2, do,

wo B eine neun hinzutretende Constante bezeichnet, und wo in log(z —2)
unter z ein zum Elemente do gehoriger Punkt, unter z, der gegebene
Punkt zu verstehen ist.

Um eine deatlichere Vorstellung von der Dicktigkeit F zu erhalten,
sei zundchst bemerkt, dass die Formel (31) so dargestellt werden kann:

*) Unter dem Logarithmischen Potential eines Massensystems auf einen Punkt
soll niwlich verstanden werden die Summe simmtlicher M. lemente, jedes
multiplicirt wit dem Logarithmus seiner reciproken Entfernung von dem gegebenen
Punkt,
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&) =iy o
=\ oy ge/?
[vergl. (22) und (9)]. Nun findet lings a die Gleichung statb d U =< 0
oder ¢ %E — ¥ g% =0, [vergl, (9)]. Hieraus folgt:
o ¥ v %
do Yorgye’  do Jepw
Somit ergiebt sich:

{34 F = ; V’qy: + ¥
oder nach (6):

35) - = - £

©3) ¥ =Yoo’

wo & noch unbestimmt, namlich = 4= 1 ist.
Um & zu bestimmen, betrachten wir die durch [ Fdo dargestellte
o

Gesgmmtmazse der Linie «.  Aus (33) folgt:

| : - "
@) free=1 [ a0~ (Vi — v ).

Nun war die Constaute A [vergl. (16)] definirt worden durch
A= J Qs
'
Demnach ist

A=Wg) — Wip),
= (VM) + iVHG) — (B + V()

oder, weil U lings « coustant ist:

A= iV« — Vp)-
Fir A war aber der Werth xi gefunden worden, [vergl (19), (20}
Es ist daher:

i = iV4(g) — V()3

und hierdurch gebt die Formel (36) ber in:

3Bn J .1’(56 == 1

Hieraus folgt, duss dic Gesanmbmasse der Linie « gleick + 1 i, und
ferner, dass jenes in F enthaltene ¢ positiv ist, dass mithin dic Dich-
tigheit ¥ den Werth besitzl: .

vorausgesetst, dass man YITIV als posiive Grisse botrachie.
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Es reprisentirt also F die Dichtigkeit einer iiber die Linie « ver-
theilten Masse 1; das Potential dieser Masse auf irgend einen Punkt
z ist U(s) — A, (30), und ist also lings der Linie « von constantem
Werth., Hieraus folgt, dass die durch jene Dichtigkeit ¥ determinirte
materielle Vertheilung identisch ist mit. derjenigen Gleichgewichtslage,
welche ein auf der Linie « befindliches und Fings « (wie in einem zu
beiden Enden geschlossenen Canal) bewegliches Fluidum von der
Masse 1 annehmen wird unter der gegenseitigen Einwirkung seiner
Theilchen. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Denlt man sich ein Fluidum®) von der Masse 1 beweglich lings
einer beliebig gegebenen begrenzten geraden Linie o, so wird nach Ein-
trift des Gleichgewichisaustandes in jedem Punlkt der Linie eine Dichtiy-
keit F worhanden, sein, deren Quadrat wmgekehrt proportional ist mit
dem Product der beiden Segmente D', IV, welche durch den Punki auf
der Linie markirt sind. Evstarrt dieses Fluidum in seiner Gleichge-
wichtslage, so wird das von il auf einen Lelichigen Punkt z ausgeiibie
Potential, abgeschen von einer additiven Constanien, dargestellt scin
durch den recllen Theil des Integroles

(39) f Vi - —p) Pe—g

vorausyesetzt, dass p und g die beiden Endpunkte der Linie o bezeich-
nen.  Gleichzeitiy werden die Niveaueurven dieses Potentiales confocale
Ellipsen setn mit den Brennpunkten p und q.

Die Betrachtung, welche zur Darstellung von U als Potential
fihrt, kann ibrigens noch ein wenig anders eingerichtet werden. —
Es sei « irgend eine unter jenen confocalen Ellipsen; ferner g der-
jenige Theil von B, welcher von « hinfithrt zum Kreisrande x der
Fliche 7 und endlich sei X derjenige Theil, welcher von der Fliche
3’ nock dibrig bleibt nach Absonderung der von & umschlossenen
Ellipsenfliche. Alsdann kaun, vorausgesefzt dass der Punkt z, inner-

halb der Fliche T legt, statt der Formel (25) auch folgende benutet
werden:

(40) Ule) = f(UoL L2 as,

welche vop jener nur dadurch sich unterscheidet, dass die Integration
nicht fber den Rand von R, sondern fiber den von € hinerstreckt ist.
Auch kann man in dieser Formel statt der Function U die Function

* ‘Es s \liohl nicht néthig binzuzufiigen, dass hier von elnem fngirten Flui-
dum die Rede ist, bei dem die Anziehung oder Abstossung zwischen zwei Theilchen
umgekehrt proportional ish mit der Entfernung selber.
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U — K nehmen, unter K eine beliebige Constante verstanden. Als
dann ergiebt sich: '
11 Uiz — K = L ( v g L au
S @) = K=g JU0— Ky — L i) 40,

==+ Iy + ds.
Wihl man fiir X denjenigen constanten Werth, welghen U liugs
der Ellipse o besitzt, so ergeben sich fir diese Integrale J leicht

folgende Werthe:
. 1 - Iv‘
'ju '“12’!”/("“ L;;:) (167

J:':" =0 )

J ’ == »’1 —— K 3
wo v die auf & errichtete Normale, und zwar die Jmere Normale der
Fliche T reprisentiri. Folglich wird:

{42) Ulg)~K=d4— K+ l;,f("’ ;I) ds
d. L

(43) Ugy=4 —}—j:fl«tf‘f y

wo f die Dedeutung hat: . - .

(44) Pl =ty

Dabei reprisentivt » die eben gepannte Richtung; wibrend ¢ 2 v
ebenso liegt, wie die z-Achse zur y-Achse. Demnach ist ¢ die positive
Richtung der Curve «, dieselbe angesehen als Randcurve der Flicke T,

Hieraus folgt: . .
jfdam;z /dV,

das Integral rechter Hand hinerstreckt iu der eben genanuten positiven
Richtung von «. Mit Ricksicht auf (21) ergiebt sich daher:

(45) Ifdc:: +1.

Ferner isst sich f selber in Gbnlicher Weise, wie frither F, ermitteln.
Man findet:

(#6) f= 45y

Die Formeln (43) und (49), (46), in gehoriger Weise inferpretirt,

fithren zu folgendem Resultat:

Dendt man sick ein Fluidum von der Masse 1 lbeweylich lings
einer belichiy yegebenen Ellipse &, so wird nach Eintritt des Gleichye-
wichiszustandes in jedem Pundt der Ellipsc vine Dichtigheit vorkanden
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sein, deren Quadrat wmgekehrt proportional ist mit dem Product der
beiden (nach dem Punkt hinlaufenden) Brennstrablen DX und D, Er-
starrt das Fhiidum in seiner Gleichgewichislage, so wird das von ikm
auf irgend einen Punki z ausgeibte Potential, abgeschen won einer
additiven Constante, wiederum identisch sein mit dem reellen Thed des
Integrales (39), vorausgesetzt, dass in diesem Integrale fir p und ¢ die
Brennpunkte der gegebenen Ellipse genommen werden. Auch werden dic
Niveaucwrven des Potentiales wiedcrum dargestellt sein durch das System
der confocaleri Ellipsen®).

Aechnliche Betrachtungen lassen sich nun auch durchfiibren mit
Bezug auf die hyperelliptischen Integrale. Es sei

*) Das Gesetz fir die Gleichgewichtsvertheilang eines Fluidums (Anziehungs‘

geseta: «»;:-), welches beweglich ist, lings einer gegebenen Ellipse, lisst sich nicht

nur in dieser, sondern im Ganzen in drei verschiedemen Formen aussprechen.
Namlich:

1. Nach Einitritt des Gleichgewichtes ist die Dichtigkeit in jedem Puoukt pro-
portional mit dem Abstande des Pusktes von einer zweiien Ellipse, welche der
gegebenen @hnlich, und von derselben unendlich wenig verschieden ist.

II. Die Dichtighkeit ist in jedem Pankte umgekehrt proportional mit der Linge
desjenigen Durchroessers der Ellipse, welcher parallel liuft zu der in dem Purkte
coustruirten Tangente. .

I, Die bier gefundene Form: Das Quadrat der Dichtigkeit ist wngekehrt
propertional mit dem Product der beiden Bremnstrablen.

Das Geseta fir die Vertheilung des elekirischen Fluidums (Anziehungsgesctz: )

auof einer Ellipsoidoberfléicke kann, wie hier beiliafig bemerkt seln mag, ebenfalls
in verschiedenen Formen dargestellt werden, die zum Theil mit den Formen des
die Ellipse betreffenden Gesetzes in Analogie stehen. Niamlich:

1. Rach Eintritt des Gleichgewichtes ist die Dichtigkeit in jedem Punkt der
Ellipeoidfiiche proportional mit dem Abstande des Punktes von einer zweiten
Ellipsoidfidche, welche der gegebenen dhnlich, und von derselben unendlich wenig
verschieden ist.

II. Jeue Dichiigkeit ist in jedem Punkt nmgekehrt proportional mit dem
Quadratinbalt desjenigen Diametralschnittes, welcher parallel Hinft zn der im
Punkte construirten Tangentialebene, (Auf diese Form des Gesetzes ist bereits
vor langer Zeit von mir aafmerksam gemacht worden, in Poggendorf's Annalen,
Band 113.)

Ul Bei einem gestreckten Rotationsellipsoid ist das Quadrat der Dichtigkeit
an jeder Stelle umgeokekirt proportional mit dem Product der beiden Breanstrahlen.
Bei cinem abgeplatteten Rotationsellipsoid ist das Quadrat der Dichtigkeit in jedem
Punkt umgekehet proportional mit dem Product des langsten und kirzesten Brenn-
steables; wobei voranagesetat wird, dass in diesem Fallo unter dem Namen Brenn-
strahlen simmtliche Linien verstanden sind, welche von dem betrachteten Punkte
hinlaofen nach der Peripherie der (kreisﬁimxigen) Brennebene.



Ueker die hyperelliptischen Integrade. 61

k3

&y W=|Qdz,
WO ®
@) Qo FE—H)C—Hy - (s—Hey)

ViE—pd (»*q,)"f-'(zwzr,,m) E—ary)’
und wo z,, G, ebenso wie die H, p, ¢ gegebene complexe Copstante
sind. Jede der Constanten H, p, g mag dargestellt sein als ein fester
Punki in der Ebene, und z selber als ein beweglicher Puukt. Fibrt
man mit Bezug auf jeden festen Punkt ¢ die Bezeichuung ein

P

72— ¢ == D). 40, ey -1,
so dass also D(c), A(c) die Polarcoordinaten des beweglichen Punktes
z in Bewug auf deu festen Punkt ¢ darstellen; setzb man ferper wur
Abkiirzung :

D(H) . DH).... D(H_,)=D4
AH) + B . ...+ A(Hos) = 87,
Dip) . Dlgy..----- D(ps1) - Dig40) = Dy,
Alp)+ Al - FA(ps) F Algsgr) = &,
und setzt man ausserdem
G =ge?;
so erhiilt man fiir Q folgende Darstellung:
o I) [, B
3 Q= ;}37”1 Gily + o% —yardy
Setzt man also .
2= I~ t¥,
@) 0= &+,
WU i¥,
50 wird
O = T2 aos (y + B — 4849,
. V' DFe
5)

¥ = i%% sin (y + OF — FB+4);

und gleichzeitig erhilt man alsdann aus
(6) dW == Qdz

die Formeln: I i — ¥y,
M AV = Ydx + ®dy,

1u der s Ebene mbge nun, ebenso wie hei der friheren iié:,tfach
tung, um den Anfan«syﬁnkﬁ (2 == () eine Kreisfiiche %'lxm:hr:eibcn
geda';ht werden mit ausserst grossem Hadius; und jn dieser Fliche
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werde eine Curve gezogen, welche in p, beginnt, simmtliche Punkte
G5 Pay @ay + -+« Par1; Yst1 der Reihe nach beriihrt, und schliesslich
. ihr Ende erreicht in irgend einem Punkie p* des kreisformigen Randes.
Die einzeluen Strecken dieser Curve:

Pi1%y §iPas Palos <o -« - - GPsity Vo1 s, o1 p®
mbgen benannt werden mit
o, By ty, ... 8, sy, Bitt.

Endlich heisse 3 digjenige Fliche, in welche 8 sich verwandelt durch
einen lings der ganzen Curve von p, bis p* fortlaufenden Schnitt.

Die Funetion @ setzen wir in solcher Weise fest, dass sie inner-
halb R tiberall eindeutig und stetig ist. Sie wird alsdann zu beiden
Ulern einer jeden Strecke o entgegengesetzte Werthe, zu beiden Ufern
einer jeden Strecke g aber gleiche Werthe besitzen, und fiir sehr weit
entfernte Punkte z darstellbar sein durch die Reihe:
rer”  are
(8) W= —g =~
wo {7, I, ™ .... complexe Constanten sind,

Mit Bezug auf das Integral W, (1), setzen wir ferner fest, dass
die Infegrationscurve z,....7 in ihrer Bewegung auf die Flicke %’
beschrinkt sein soll, und verwandeln solcher Art W in eine Function
von g, welche innerhalb B iiberall eindeutig und stetig ist, und deren
Werthe fiir weit entfernte Punkte z darstellbar sind durch
W W= =k DD T
wo K eine complexe Constante bezeichnet. Hieraus folgt, wenn z=re?
gesetat wird, sofort:

(10) U*mA—i-";:w fxcosnz‘}—[:b‘“smwﬁ.
%1 r
wo 4, A,, B, reelle Constante sind.

Bezeichnet man das lings der Strecke «, von p, nach g, hiner-
streckte Integral fQ*dz mit A,, andererseits dasselbe Integral, lings
fa vor ¢, bis p.sq erstreckt gedacht, mit B,, und bezeichnet man
ferner den Werth von W im Punkte p, mit E, so lassen sich die
Werthe von W in simmtlichen Punkten p, ¢ folgendermassen ausdriicken:

IV(P&) =E,
Wig) =E+A;
Wip) =E+A +B,
(1)  Wig) =E+A+B +A,

W) =E+A +B +A,- -8B,
W4 ) =E+A+B A - +B+ A4,
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wo die obern oder unbern Zeichen su nebuwen sind, je pachdem man
die Werthe am lnken oder rechten Ufer haben will. Dubel mag, was
diese Uferbezeichnong betrifft, die Carve (&, + 8, b ay. ... 4 i)
wiederum angesehen werden als ein von p, nach p* hinfliessender
Strom, — Leicht tbersicht man yun, dass die Summe W44 We
constant ist lings jeder Strecke g, dass andererseits die Differens
W — We constant ist lings einer jeden Strecke §, und dass diese
constanten Werthe in einfacher Weise sich ausdriicken lassen durch
die E, A, B, Man gelangt so «n den Formeln:

@) Wid4 We=2E,

o). Wi4 We=2E 4 2B,,

), Wi We=2E 4 2B, +28B,,

;). Wid We==2E-+28,428B,...... + 28,4,

). Wi We=2E-+28B,42B,...... +2B,..+ 28,
und andererseits zu folgenden Formeln:

8. Wi We=2A,,

ﬁz)- Wi We=2A +2A, %,

B).  Wi— We—2A +2A,+:

g

Ay,

t

B Wi We=2A +2A+2A......+2A,

Beit). Whee We==2A +2A, +2A;.... . 4 2A, 4 2A.,,
Aus (9) folgt, dass W zu beiden Ufern der Strecke B,41 gleiche
Werthe hat, dass also W1— W¢ lings dieser Strecke = 0 ist. Somit
zeigt sich aus der letzten der Formeln (13), dass 2wischen den Con-
stanten A folgende Relation stattfinden muss:

{14) Ay A A4A A A =D

Die bisherigen Grundlagen der Untersuchung mogen nun cin
wenig geindert werden. Wihrend pamlich die in dem hyperellip-
tischen Integral W enthaltenen (2s - 2) complexen Constanten p, ¢
nach wie vor als williy beliebig gegeben betrachtet werden sollen,
misyen dic daselbst vorhandencic § complezct Constarden. (¢, H fortan
in solcher Weise berechnet gedacht twerden, dass A, gy As; .- ‘: A,
vorgeschrichent rein imaginiire Werthe erhalien; wobei alsdann die Con-
stante A, [zofolge (14)] ebenfalls einen rein imaginiren Werth er-
halten wird. Solehes festgesetzt, haben wir:
(15) A, = M, zi, Ay=M.xi,....-. A= Muxi, Agr= M 417,
wo die M reelle, der Relation
(16) M4 My My A+ Mot By =0
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unterworfene Constanten sind, von demen die s ersten belichig ge-
geben sind,

Bezeichnet man also die Formeln (12) und (13) im Allgemei-
nen mit
(17) “A)’ w* ~+ We=2T, ? 5")' Wi— We=2 A, )
so wird T, eine complexe Coustante, = I, - il'y’, hingegen A, eine
rein imaginiire Constante, = iA} sein. Somit ergiebt sich bei Son-
derung des Reellen und Imaginaren:

Ut Ue=2T, Ut — Ue=0
18) w). T ; Ba). -
Vi4 Ve=21%, Vi Ve=24A7.
Hieraus folgt durch Differentiation nach der Stromrichtung o¢:
ou?t  BUt _ 0, au* _3ut _
19 Fe T ea T ) b5~ de
19 @) op e Bud st ape
Py U ey T b T oy 0

wo v die Normale des Stromes reprisentirt, und wo sogleich fest-
gesetzt werden mag, dass ¢ zu v ebenso liegen solle, wie die z-Achse
zar y-Achse.

Lings jeder Strecke g ist nach (18): U?* == Ue. Mithin ist U
einwerthig langs einer jeden Strecke 8, und also auch einwerthig in
den Eudpunkten einer solchen Strecke, also eimwerthiy in jedem der
Pupkte p, q. Oder anders ausgedriickt: die Function U besitzt im
Punkie p, 2wei Werthe P,, P,, welche einander gleich sind, und im
Punkte g, ebenfalls zwel einander gleiche Werthe @,, Q.. Zufolge
(18) ist nun U* 4 Ue lings der von p, nach ¢, gehenden Strecke aa
constant, = 27%. Bringt man diese Gleichung in Anwendung anf
den Anfan"bpnnkt und Endpunkt der Strecke ., so erhilt man:

Pt Py=21%,  Qut Qo213

P,=Q‘=f?..

Die Function U besitzt also gleiche Werthe in p, und g,, ebenso in
py wnd g¢,, n. s. w., endlich gleicke Werthe in Pigr und g,py. Denkt
mau sich daher die C‘urven U ==Const. construirt, so wird eine dieser Cur-
ven von p, nach g; gehen, eine andere derselben von p, nach ¢, u. 5. W.
Dic -in solcher Weise durch die Beschaffenheit der Function U vor-
geseichnelen Curven P, gy, Padley - -« Doies o1 mbgen nun festgeholion
werden; und die vorkin in willkirlicher Weise construirten Stromstrecken
Uy Cay oo Cags WBgen fortan Rinlaufend gedacht werden lLings dicser
Curves.  Alsdann wird die Function U constant sein langs jeder
Strecke @, uod zu beiden Ufern derselben gleiche Werthe habgn;

folglich :
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sodass die Formeln (18) und (19), insoweit sie auf U sich bezichen,
folgende speciellere Gestaltung erhalten:

Ut U =10, Ut = U,
(20) “): vt __ s By ot pe
o = o =

Tonerhalb der durch die beiden Ufer des Stromes

(@ + B, R T SRR off Ry
und durch eine sehr ferne Kreislinie x begremzten Fliche 3 ist die
Function U iiberall eindentic und stetiy. Demgemiiss wird sich der
Werth von U in irgend einem innerhald 8° befindlichen Punkt &
darstellen lassen durch ein Integral

> v Vel el
@1 Ule) = j(L in— L) e,
J.

welches (durch eine Behandlung, die der anf Seite (15 qusgefithrieu
vollig analog ist) schliesslich zu dem Ausdruck fiibrt:

@) T@E)=4+ ZJFLda —A— .LJF log R . da,

wo I die Bedeutung hat:

R Y vl
9 __reut 4 1 vy
("3) F= x O¥ ~+a z6

In (22) ist durch Z eine Summe von (s 4 1) Integralen angedeutet,
jedes hinerstreckt iiber die Linienelemente do einer Btrecke «; ferner

ist L == log }} , und K die Entfernung des Elementes do vom Punkte
z;; endlich ist A eine reelle Constante, identisch mit derjenigen, welche
aaftritt in der Eutwickelung (10). Die Richtungen ¢ und v, pach
denen in (23) differenzirt ist, haben die schon genannten Bedentop-
gen; es reprisentirt nimlich ¢ die Stromrichtung, und liegt za » chenso
wie die z-Achse zur y-Achse,

Die Formel (22) zeigt, dass U (2,), abgeschen von der additiven
Constanten A, aufyefasst werden kann als das Potential der Coreon «
auf den Punkt z,, jeme Curcen mit ener Masse belogt gedacht, desen
Dichtigheit = F ist. Gleichzeitig ergiebt sich aus jemer Formel fifr
den Werth von W = U -+ { ¥V im Pankte 2, der Ausdruck:

@4) We) = (A+iB)— 2 JF log (s — 7,) . d,

wo B eine peu hinzutretende Constante, und z den Ort des Linien-
elementes do bezeichnet. Dabei ist unter X wiederum eine Summe
von (s - 1) Tutegralen zn verstehen, von denen jedes hinlivft ober
eine der Strecken «.



626 Caxr, Neousasn,

Es bleibt noch ibrig, die Curven «, oder iberhanpt die Curven
U/ == Const., und andererseits die Dichtigkeit ¥ niiher zu untersuchen,

Bine Carve U = Const. oder d U == 0 kann nach (7) dargestellt
werded durch:

also nach (5) durch:
(25) cos (JAF - AF — ) . da - sin (J AP — AF — ) dy = 0.
KBomit bestimmt sich also die Richtung der Normale der Curve U = Const.
n irgend emem Punkite 2 nach einem einfachen Geselz aus denjenigen
Winkeln & (p), A (g), A (H), unter welchen die Strakblen pz, gz, Hz
gegen die x-Axe genelgt sind. Und dasselbe Gesetz gilt natiirlich auch
fir die Curven a.

Die Dichtigkeit F einer jeden Curve « ist nach (23) ausgedriickt
durch

d)dx-»‘!'dyao,

1 pvV*
F= +=z o6

Folglich wird die ganze Masse einer solchen Curve « dargestellt sein
durch das lings « hinerstreckbe Integral:

J_F(IG—- = e Zo'-—- —»jdV’2

Hieraus folgt, falls man den Anfangspunkt der betrachteten Curve «
mit p, shren Endpunkt mit ¢ bezeichmet (wo dann «, p, ¢ als Ab-
kirzungen anzusehen sind fiir m,,, Pny Gu)

(26) j Fio = - (Vi(g) — V*(p)).

Nach der Definition von A (d. i A,) ist aber:

A=f§2‘(z).dz,

{vergl. Seite 622). Hieraus folgt:
A= W{g) — Wi (p),
oder weil U? lings « constant ist:
A=iVi{g) ~iV*(n),
oder weil A = Mxzi (nimlich A. == M,x?) gemacht worden war
(Beite 623):

Mz = Vi) — Vi(p).
Somit folgt aus (26):
@ f Fis = M,

mithin mit Ricksicht auf (16):
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(26) 2fFic = zr =0,
'-lt

die Summation X wieder ansgedehnt gedacht fiber simmtliche 541
Curven «.
Ferner ergiebt sich aus (23) mit Riicksicht anf (7}
F:—]; AN z‘—.—ls—(q’ ox "%'Q’Gy)‘
= ‘

x &6 ] P
- . - . ¢ L 3 . vy .
Lings « ist aber nach (7): @ ‘i’i?gz(), ndthin:
CEN A y__ @
86 Vorqye’ €0 T Forpye
Somit folgt: +¥
SR ST
1’ = 71 ]/¢' "!" \’P‘,
d. i. mit Riicksicht auf (5):
i
(29) e 907
x 1/ ey
wo &= 1. Die auf einer Curce w in judim Puulic o corhanden
Dicltigheit ¥ bestimmt sich also, wie diese Formel zeigt, nach einom
elnfachen Geselz aus den Léngen D (p), Dy, D (B) devjenigen Stral~
len, welche von den festen Punkten p, q, H qus wach z hinlaufen.
Blicken wir zartick auf die Formeln (20}, so sehen wir, dass [
liings jeder Curve « constant ist, und dass ferper der Differential-
quotient %g zu beiden Ufern elner solchen Curve entgegengesetute
Werthe hat. Dabel ist unter v die auf dem linken Ufer von « er-
richtete Normale zu verstehen. Coustruiren wir ausser v noch die
entgegengesetzte Richtung, nimlich die auf dem rechien Ufer Liegende
Normale », so lassen sich jene Formeln (20) mit Bepug auf irgend
eine Curve « so darstellen:

?

(30) «). U'= ['t==Const.,
N 2[}*2 _ ?7[{() ]
31 PL AN

Denkt man sich also die Function U geometrisch dargestellt dureh
auf der z-Ebene errichtete Perpendikel, so wird die von den End-
punkten dieser Perpendikel gebildete krumme Fliche Gber jeder Curve
« einen Grat vom constanter Hohe besitzen, welcher [zufolge (31))
rach beiden Seiten einen gleich starien Abfall darbictet,

Fasst man nach dieser sugenblicklichen Abschweifung nunm U
wiederum auf als ein von den Curven a, &, ... &g auf den be-
weglichen Punkt z ansgeiibtes Potential, so sind die a.ni: jenen Carven
anzunehmenden Massen {nach (27)] ansgedriickt durch die zeellen {%{m-
stanten M,, M,,...M,,,. Denkt man sich diese Massen als Fluida,
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die Hings der Curven « (wie in Canilen) frei beweglich sind, so wird
die dorch die Dichtigkeitsfunction F (29) indicirte Vertheilung dieser
Fluida denjenigen Gleichgewichissustand reprisentiven, in welchem die
Fluida unter gegenseitiger Einwirkung ihrer einzelnen Theilchen in
jenen Curven (oder Canidlen) schliesslich zur Rnhe gelangen; wie sol-
ches augenblicklich folgt aus den Relationen (50). — Denkt man sich
ferner die mit den Fluidis beladenen Curven & mit unendlicher Leich-
tigkeit biegsam und dehnbar, iiberhaupt ihver ganzen Form nach, ab-
gesehen von den festen Endpunkten p, g, vollstindig frei beweglich,
so wird die hier in Betracht gezogene Form dieser Curven wiederum
digjenige sein, welche dem Zustande des Gleichyewichts entspricht;
wie solches hervorgeht aus den Relationen (31). Ob das Gleichgewicht
Iabil oder stabil ist, bleibt dabei allerdings vollig dahingestelit.
Schliesslich noch eine Bemerkang. Aus (7) und (3) folgt:

ou __ — D7 b4
ox q)'“)/—ﬁp—q 008 (} A2 —~ A¥ —y),
oU gD¥®

TN T
Diese Differentialquotienten repriisentiren (abgesehen vom Vorzeichen)
die rechtwinkligen Componenten der von den materiellen Curven « aof
einen beweglichen Punkt # oder z - iy ausgeiibten Kraft. Bezeichnet
ran die Kraft selber also mit R, so wird:
25 . DEp¥
(32) o
Folglich kann diese Kraft nur fiir solche Punkte 2 verschwinden, in
denen D verschwindet, oder in denen D#¢ uuendlich wird. Im Eund-
lichen der z-Ebene giebt es also nur (s— 1) Punkte, in denen die Kraft
verschwindet, nimlich die Punkte H,, H,, ... H, .

Als Resultat der angestellten Untersuchungen dirfte etwa Fol-
gendes hervorzubeben sein:

Sind in der Ebene (s 4 1) Curven & gegeben, jede verschen mit
wwes festen Erdpunkicn p, ¢, sonst aber unbeschriankt verander-
lich ihrer Lage und Form nach, ferner jede beladen mit einer
belichig gegebenen (reellen) Quantitit M des fingirten Fluidums, so wird,
falls die Swimme dieser Quantititen M gleich Null ist, nach Eintritt
des Gleichgewickiszustandes ein Potentigl vorhanden sein, welches, abge-
schen von einer additiven Constanten, identiseh ist mit dem reellen Theile
cines gewissen hyperelliptischen Integrales. '

Um dieses Integral niher angeben su kommen, ist zu . bemerken,
dass bei der einirclenden Gleichgewichtslage jedesmal (s — 1) im End-
lichen liegends indifferente Orte vorkanden seim werden, néimlich
(s —1) Orte, in denen ein beweglicher Massenpunlt unter der Einwir-

sin (f APe — AZ — ¢)
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Taung jener materiellen Curven in Ruhe Lleiben wirde. Denki man sich
diese Orte aufgesucht, bezeichnet mit Hy, H,, ... H,_y; und deskt wan
sich ferner dic gegebenen Endpunkte p, g der (5 + 1) matericllen Curven
der Reihe nach bezeicknet mit p, gy, P2y Qas « - - Datry Qogr; 50 lanstet
jenes hyperelliptische Integral:

Gz “ﬂxi{f“ﬂz)_ s (g H,_))d2

V=30 G— 90 - @ —=Pygr) G- igr)®
wo G eine passend zu wihlende {complexe) OComstante bedewtet.  Der
veelle Theil deeses Integrales wird also, abgesehen von emer additiven
Constanten, dasjenige Potential reprisentiren, wddhes von jenen male-
ricllen Cuwrven e, nach Eintritt des Gleichgewichiszustandes, ausgeiibt
wird auf eimen belicbigen Punkt z.

Fiir die Gestalt der Niveaucurven, zu denen auch die Gleichgewichts-
formen der Curven « gehren, wnd fir dic im Zuslonde des Gleick-
gewichts auf den Curven w vorhandene Dichtigheit ¥ irgeber sicl ein-
fache geometrische Gescize, welche ausgedriickt sind durch de Formeln
(25) und (29).

Nimmt man fiir die willkiirlich zu wihlenden, jedoch der Relation
M‘+M2+"’"+MI+‘MJ+XSO
unterworfenen reellen Constanten M der Rethe nach folgende s Werth-
systeme:

yz.%.i‘.{i oo Mo Mo
B 1 0 0 ....0 —1
2y 06 1 0 ....0 -1
3 0 0 1 ....0 —1
5 0 0 0 .... 1 -1
so ergeben sich der Reihe nach s hyperelliptische Integrale, alle mit
denselben Punkten p, g. Diese s Integrale sind identiseh mit deujenigen,
welche von Riemann (seine allgemeineren Untersuchungen auf hyper-
elliptische Integrale Gbertragen gedacht) beim Upkehrproblem hehan-
delt worden sind.

In ihnlicher Weise wie vorhin hei dem trigonometrischen lntegral
(Seite 618—620), lassen sich auch hier bei dem hyp\ereﬂi'pﬁsgben Integral
die Niveaucurven, d. i die Curven U == Const., It Untersuchung
ziehen; wodurch man za Resultaten gelaugt, die ihrem allgemeinen
Charakter nach aus den schon durchgefihrten Untersuchangen bereits
hinlinglich erkennbar sind. Besonders einfach gestalien sich diese Re-
saltate fir den Fall s=1, 4. i. fiir den Fall des elliptischen Inte-

grales:

hematischs Aunalen TIL 41
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. d dz
W=U- ZV—‘/V(l—z’)(l—-n’z”).
0

Nimmt man den Modul # recll an, so gelangt man, was die Form
der Niveaucurven U == Const. betrifft, zu einem bereits von Siebeck
(Borchardt’s Journal, Bd. 57, Seite 368) angegebenen Satz. Gleich-
zeitig aber ergiebt sich auch ein einfaches Gesetz fiir die Dichtigkeit,
welche ein lings jener Curve frei bewegliches Fluidum nach Eintritt
des Gleichgewichtsznstandes an jeder Stelle der Curve besitzen -wird,
ein Gesetz, welches in voller Analogie steht zu dem friiher (Seite 618)
mit Bezug auf die Ellipse erhaltenen Resultat.

Leipzig, Februar 1870,



