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Die Eigenirequenzen einlagiger Spulen.

Einige Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herrn K. W. Wagner.

Von
J. Kruithof, Rotterdam.

In seinem Aufsatz im Archiv fiir Elektrotechnik, Band VI, S. 301325, be-
rechnet Wagner mit Hilfe eines vereinfachten Schemas die Spannungsverteilung
und die Eigenfrequenzen einer einlagigen Drahtspule. Das Merkwiirdige der Ergeb-
nisse, die er erhilt, ist, wie schon frither von Rogowski in einem Absatz (A.f. E.
Bd. VII, S. 240) bemerkt wurde, dal Wagner nur Frequenzen der sogenannten
ersten Art findet, und nicht, wie Rogowski bei seiner Behandlung der Spule aus
wenigen Windungen, Frequenzen erster und zweiter Art.

Auch andere Autoren, wie z. B. Lenz (Annalen der Physik, 43, S. 749 ff)
finden die beiden Arten von Eigenschwingungen, wihrend Wagner auch noch eine
sogenannte , Kritische Frequenz* findet, eine Grenzfrequenz fiir die Eigenfrequenzen
einer Spule.

Auf den folgenden Seiten findet man die Berechnung von neuem ausgefiihrt
an der Hand von Wagners Kettenschema, wobel wir auch dessen Notationen be-
halten haben; nennen wir nur den Anfangs- und Endstrom J, und Jey ..
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Bild 1.

Es wird sich zeigen, daf die Eigentiimlichkeiten von Wagners Berechnung
ihren Ursprung finden in einigen beschrinkenden Annahmen.

Fiir jede Windung kann man schreiben:
Vn—l‘ﬁvn:j(ULJn“l_jWM(Jn——z ““Jn)"}‘jWM(Jn—{—I_“Jn)- (I)

Man erhilt ebensoviele Gleichungen, wie es Windungen gibt, also m. Jedoch
andert diese Gleichung sich fiir den Anfang und das Ende, dann wird sie:

Vo—Vi=joLJi+joM(J;—]) }
Vm—I"Vm:j(ULJm +jWM(Jm—-1:_“Jm)
Fiir jeden Knotenpunkt findet man:

Jn_je-f-x:ijVn_jU’K(Vn—x—Vn)‘—j(‘)K(Vn-I—I“Vn)) (3)
fiir die beiden Enden:
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Jn—Jmsr=1joCVa—joK(Vu_—Vy)
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Wir haben also zwei Reihen von Gleichungen, (1) und (3), jede mit einer be-
sonderen Anfangs- und Endgleichung; da es m-Windungen und m + I-Knotenpunkte
gibt, haben wir total 2 m 4 1-Gleichungen.

Zur Losung dieser substituiert man in (1) und (3)
Vo=Ae#? und J,=DBe#n (5)
und findet zwei Gleichungen in A und B:

%: e <L+4Msinh2%)
2 sin h%
6
. (6)
%:1“’6 <C—4Ksin h?‘_‘>
2sinh 2
2
welche zusammen:
4sinh2—‘;t—=——w2 (L+4NIsinh2L;) (C—4Ksinh3—g—>. (7)

Hieraus wird smhgi;— gelést, wobei man vier Werte findet, iibereinstimmend mit

Hyy ~— fy, Jag und —j .
(5) wird also:
Vn:A]_ eM1n+A2e—M1“+A3eJ'Mzn+A4e~jﬂzn }

8
Jo= Biemn+B,e—#n L Byeitn B, e jtn ®)

Zur Bestimmung dieser acht Koeffizienten A,, B, A,, B, usw. geniigen vier
Gleichungen, weil zwischen jedem A und B die Beziehung (6) besteht. Sie miissen
so gestaltet werden, daf} die allgemeine Losung (8) von (1) und (3) auch geniigt fiir
(2) und (4).

"Wagner wihlt fir diese Bedingungen:

Der Anfang der Spule wird an eine EMK. E gelegt, das Ende wird geerdet.

Fir die zwei iibrigen werden die Anfangs- und Endgleichung der ersten Serie,
also die beiden unter (2) gewihlt.

Hierin liegt etwas Willkiirliches. FErstens: Wird Wagners Losung den beiden
anderen Gleichungen (4) geniigen? Zweitens: Die Eigenschwingung muf} durch das
Erden des Endes der Spule sich indern. Die Ladung der Spule, die Menge der
schwingenden Elektrizitit ist nicht konstant. Durch das Erden kann jetzt ein Lad-
strom auf die Spule flieRen, und die Bedingung, dafl die Ladung konstant bleiben
soll — wie Lenz annimmt — ist nicht erfillt.

Geifd bestitigte experimentell den Satz, daf die Eigenschwingung einer langen
Spule bei Erdung des Endes doppelt so grofd ist, als wenn man sie nicht erdet
(Annalen der Physik 1021, S. 375ff.).

Deshalb habe ich die Koeffizienten A und B von neuem berechnet und dazu
als vier Bedingungen die Gleichungen (2) und (4) angenommen.

Wie schon gesagt wurde, haben wir 2m - 1-Gleichungen. Die Anzahl der
unbekannten Gréflen ist 2m -} 3; namlich pro Windung ein Strom, der Anfangs-
und Endstrom und pro Knotenpunkt eine Spannung.
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Zwei von diesen dirfen wir als bekannt annehmen. Wir wihlen dazu J; und
Jm + 1
Die Losung (8) substituiert in (2) und (4) ergibt, wenn sie in ihrer einfachsten
Gestalt geschrieben wird: ‘
0=A;D;+ A, D, + A; Dy + A, D,
2 [i] '
] wJC =ME+AE + A E; + AE,
o=A;Djem 4+ A, Dyemm L A Dyelsm 4 A D, e itm
2]Jmé t=AEemm LA E,e—mm L A Eeltem A F e itm
w
In diesen Gleichungen bedeutet:

D1=jw<C—4Ksin2h%1>

|
|
(10)
E, = — coth®2, l}
2 )
Die Bedeutung von D,, E, usw. findet man durch das Zersetzen von g, durch
— Uy, jpp und —ju,.  Aus (9) sollen nun die vier Koeffizienten geldst werden,
Man wiirde finf Determinanten zu berechnen haben, und weil D;, E; usw. nur Ab-
kiirzungen sind, wiirde die Losung uniiberwindliche Schwierigkeiten bieten.
Weil aber zwischen den Abkiirzungen die Beziehungen:

D, =D, !

D, =D,

E — L, 1)
F-_F |

bestehen, suchte ich eine einfachere Losung dieser fiinf Determinanten.

Das folgende allgemeingiiltige Gesetz wurde gefunden:

a b ¢ d|=[|a b ¢ d|—]a b ¢ d|+la b ¢ d|+
e f ¢ h e t g h e t g h e f g h
X X X
i k1 m j k1 m j k1 m i k 1 m
o p q r o p q r o p q r O p q r
+la b ¢ d|— b ¢ ‘dl+]la b ¢ d
e f g h e f ¢ h f ¢ h
X X X
j kI m j kI m J kI m
n o p g n o p gq n o p q
b ¢ d} bedeutet dabei:
f h )
g 1 a b] |g h
>< k X b
i k1 m J 4P
00 P 9q]| das Produkt von zwei Unterdeterminanten.

Die Rechnung wird jetzt ziemlich einfach. Die Nennerdeterminante N wird:
N=—4[2D;D;E, E; —2D;D,E,E, coshg, mcoshjpu, m+
(D2E;2+ Dy2E?) sinh gy msinhju,m]  (12)
und die Koeffizienten:
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A= J—ELCDS—I\T[L {(DgEysinhjuym 4 DyEgcoshju, m)e—#m — D) Ej} 4-

+Jm+{— (DyE sinhjuym—D; Egcoshjyu, m)—D; E;e—tam ]
A= TL%?—N[JO{(Dg E,sinhjyu,m —D, E,coshju, m)e#m 4D E;} +

4 Jmt 1 {— Dy E;sinhju,m 4+ D, E; cosh ju, m) + D, Ese””lm}] (13)
Ay = %[JO (D, Egsinhgym ++ Dy E  coshy; m)e—itm —D,E, } 4

+Jm+e{— (D Esysinhpyym —DgE coshpy,m)—D;E, e imm}]
A4=HU4CLTN—[]O{D, E;sinhy,m —D;E coshy; m)ei®em + D, E |+

+Jmt:{— (D, Egsinh gy, m 4 D3 E, cosh gy m) + D, E, eitem)].

Die Koeffizienten A sind jetzt bekannt und nach Substitution in die allgemeine
Loésung (8) konnen wir V, schreiben als f(Jy, Jm+:). Zum besseren Vergleich mit
Wagners Losung und weil meistens die Anfangsspannungen und nicht die Anfangs-
strome gegeben sind, wollen wir jetzt die L.6sung umarbeiten zu V, ={(V,, Vy).

Zu diesem Zwecke setzen wir in Vp={(Jj, Jm+;), die gefundene Lésung,
m =0 und n==m; wir finden:

0_8§2C Nl){ Jo(DlEssinhulmcoshj‘uQm———DsElSinhj[.lngOSh‘lem)
+ Jm 41 (D Egsinh gy m — Dy E; sinh j 4, m)j (1)
14
8(D;—D . L
m:_-(ﬁ)sf._N_l){_—]O(D1 Eysinhyym — D3 E; sinhju, m)4

4 Jo+ (D E;sinhgy mcoshjuy m — Dy E; sinh j gy m cos h gy m)}.

Aus diesen beiden letzten Gleichungen kénnen wir Jo und Jn 4 als £(V,, V)
schreiben:

jwC 1

J":osmhylm sinhju, m D, —D (Vo (D Eg sinh gy m coshj py m —
— D, E, smhjygmcoshylm) m (Dy Egsinh gy m — D, E; sinh j y, m)} (9)
15
wC 1 . Lo
Jm+1 = ZSinh‘iéjin'Sinhjﬂzm (Ds—Dl) {VO(DLE?\SIHhtulrﬂ—DaElSlnh.]AuZ m)
— V(D Egsinh gy mcoshju,m —Dg E; sinhju, mcosh y, m),

wobei sich zeigt dafi:

N=— 4 {(D,Egsinh gy, mcoshju, m— ! 6

sinhy, msinhju, m
— D, E, sinhj gy, mcosh gy, m)*—(D; Dysinh gy m — D, E; sinh j y, m)?}. |

Substituieren wir jetzt (15) in (13) und die so gefundenen Koeffizienten A in (8), so
bekommen wir die Losung V,=1(V,, Vu):

o sinh g, (m —n) sin g, (M — n)}
Va= (D;—Dy,) [V {Ds simhg,m Dy sin g, m T (17)
I
sinhg n sin gy n }}
- Vm{D3 sinhg,m D, sinpg,m J |’

Die Koeffizienten B sind aus (13) und (6) bekannt als f(J,, Jm 4 :); mit Hilfe
von (15) als f(Vy, Vi 4 1).
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Die Lésung Jo={(V,, V) wird:

I I
D, D, coshyl(m—n—l—?)+cosy2<m——n—|—7>

h=sm—p5| Vo
2(D;—Dy) sinh g, msinh ‘u?l sin u, m sin %“
(18)
I 1
cosh y1<n——7> COS (g <n ——2—> ]
"‘Vm + }
i

. LM . .
sinhy, msinh 71 sin ¢t m sin—*
Es muf} bemerkt werden, dafl diese allgemeine Losung iibergeht in die von
Wagner, wenn man ‘
Vo=E
Vm=o0 :
setzt.

Folglich sehen wir, dal Wagners Losung den beiden Bedingungen (4) nicht
widerspricht. Die Ursache hiervon ist, dafl mit diesen zwei Gleichungen (4) auch
zwei unbekannte Gréflen, J, und Ju 4. eingefiihrt werden.

Wenn wir die beiden Reihen von Gleichungen (1) und (3) ohne die beiden
unter (4) 16sen wollen, diirfen wir also wieder zwei Gréflen, z. B. V, und V,, wihlen.
Die Beziehungen zwischen J;, Jm4: und Vi, V. werden von den zwei nicht ge-
brauchten Gleichungen (4) geliefert.

Eigenfrequenzen.

Aus meiner allgemeinen Losung von Wagners Kettenspule lafit sich auf
einfacher Weise beweisen:

1. Es gibt Eigenfrequenzen der 1. Art;

2. Es gibt Eigenfrequenzen der 2. Art;

3. Die Eigenfrequenzen der 2. Art liegen zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Frequenzen der 1. Art;

4. Auf Grund der Experimente von Geify (Erden des Endes der Spule) sollen
unsere Eigenfrequenzen der 1. Art etwa die Hilfte von denen sein, die
Wagner fand.

Bei den Frequenzen 1. Art hat die Spannung des Spulenanfangs das entgegen-
gesetzte Vorzeichen wie die Spannung des Spulenendes. Wir diirfen also schreiben
Vo=E und V,= — E.

Die Spannungsverteilung wird jetzt [siehe (17)]:

. m . m
E smhy1<7——n> sm‘u2<?~ n)
Vn = D.—D D3 m Dl m : (19)
8 ! sinh gy — sin%

V, = o, die Bedingung fiir Eigenfrequenzen, wenn

sinf2% ~ o, (20)

(D; — Dy = o gibt imaginire Frequenzen)
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o M
oder: ,L%_ =Kmn,
k eine ganze Zahl
Hy _km
2 m
Mit Hilfe von (7):
. km
2 sin ——
m
wWg1 = ’ (2 I)

1/<L——4.Msin2 M—)(C + 4Ksin2ﬁ>
m m

Diese Formel gibt eine Serie von Eigenfrequenzen, die der 1. Art; es zeigt
sich, dal den beiden Pramissen 1° und 4° geniigt ist. Solange es sich um kleine

Werte der sinkmE handelt, sind diese Frequenzen etwa die Hilfte von denen, die
Wagner fand, d. h.:

. km
2 sin——
2
kn km\
— in?—— in?——
V(L 4 M sin 2m>(C+4Ksm zm)

Um die Eigenfrequenzen der 2. Art zu finden, diirfen wir Vy, =V, =E setzen, wo-
durch diese charakterisiert sind. Die Spannungsverteilung wird jetzt [siehe (17)]:

WR =

cosh (m n) cos <m n)
sha |\ —— oSty { — —
E 2 2
Vo= g [T T am rpm
8 ! cos h ¥ ) cos M2
2
Und wieder wird V. = oo, wenn
cos‘u"’—m—'zo,
2
oder
kA
ppm I ty K 2)
=m\k+ B

Ebenso mit Hilfe von (7):

WKe ==

V{L—4Msm2%<k+9}'{c+41<sin2%<k +—;—>} '

/

Diese Formel gibt die Eigenfrequenzen zweiter Art; der Pramisse 2 ist also geniigt,
und weil

k<k+%<k+1

auch der unter 3°. Die Eigenfrequenzen der zweiten Art befinden sich immer
zwischen zwei aufeinanderfolgenden der ersten Art.
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Hiermit ist gezeigt, dall es zwischen den Losungen von Lenz, Rogowski
und Wagner keinen wesentlichen Unterschied gibt. Die drei untereinander so sehr
verschiedenen Rechnungsweisen zeigen alle dasselbe Verhalten der Spule.

Kritische Frequenz.

Nur in diesem Punkte gibt Wagners Lésung noch einen wesentlichen Unter-
schied. Bisher hat sich experimentell das Vorhandensein einer Maximum-Eigen-
frequenz noch nicht gezeigt. (Geifl und A. Gothe, A. f. E, IX., 1920, S. 1.)

Wagner betont diese Eigenschaft der Spule besonders; er schreibt (A. f. E,,
VL, S. 325, 7. Abs.):

,Das wichtigste Kennzeichen einer Spule ist das Vorhandensein einer sogenannten
kritischen Frequenz. Wellen von niedriger Frequenz 1ifit die Spule im wesent-
lichen ungeschwacht durch, wahrend sie Wellen, deren Frequenz oberhalb der
kritischen liegt, kaum eindringen lafit.*

Wie Wagner diese kritische Frequenz aus seiner Rechnung findet, ist ganz
richtig; auf dieselbe Weise findet man sie aus unserer Losung. Die Tatsache aber,
daf der Spule dieses wichtige Kennzeichen fehit, hat ihren Grund darin, dafd
Wagner sie mit seinem Kettenschema einfiihrt, dafl er die Spule in einzelne Win-
dungen unterteilt. Mit diesem Schema mufi man notwendig eine solche Grenz-
frequenz finden, wie wir jetzt zeigen wollen.

Denken wir uns die Spule schwingend mit einer ihrer Eigenfrequenzen, so
findet man auf ihr z B. in verschiedenen Punkten keinen Strom. Links und rechts
von solch einem Knotenpunkte bewegen die beiden Strome sich dahin oder davon.

Daraus, dal Wagner den Strom auf verschiedenen Stellen einer Windung als
denselben annimmt, geht hervor, dafl der Stromknotenpunkt nur auf der Ver-
bindungsstelle zweier Windungen sich befinden kann. Damit ist aber die maximale
Anzahl dieser Knotenpunkte bestimmt. [Ihre kleinste Entfernung voneinander ist die
Windungsliange, weil sie nicht weiter aneinander riicken konnen,

In diesem Falle besteht Stromresonanz zwischen der Kapazitit K und Induktivitat
L einer Windung; der Strom, der durch die Erdkapazitit C fliefit, wird dabei ver-
nachldssigt, weil er auflerordentlich klein ist. Im Beispiel von Wagner ist C etwa
dss von K.

Das Finden einer kritischen Frequenz hat also seine Ursache in der Verteilung
der Spule in einzelne Windungen und in der Annahme konstanten Stromes inner-
halb dieser,

Fiir niedrige Frequenzen darf dieses gestattet werden, aber nicht fiir die hohen,
bei denen eine Grenzfrequenz auftreten soll.

Bei einer wirklichen Spule kann die Entfernung von zwei Stromknotenpunkten
kleiner werden als die Windungslinge, und je naher sie aneinander liegen, desto
grofBer wird der Unterschied sein zwischen Strémen in verschiedenen Punkten einer
Windung.

Dennoch wird es eine besondere Frequenz in der Nihe von Wagners kritische
Frequenz geben. Nehmen wir dazu die Spule, wie L.enz sie vereinfacht hat.
Dieser denkt die Windungen vereint zu einem kontinuiien Zylinder, auf dem die
Elektrizitit bei der ersten Eigenfrequenz zwischen den beiden Enden hin- und her-
schwingt. Es 1aft sich dann beweisen, dal die hoheren Eigenfrequenzen harmonisch
liegen. (O. Scasz, A. d. P. 43)

Aber auch in diesem Falle hat die Berechnung wenig Wert. Fiir solche hohe
Frequenzen darf man die Windungen sich nicht mehr verschmelzen lassen, weil der
Strom auf einer Windung nicht konstant ist.

Archiv f. Elektrotechnik. XI. Band, 2. Heft. Ausgegeben 10. Jusi tgaa. 7
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Am besten sieht man dieses ein, wenn man sich auf jeder Windung zwei
Stromknotenpunkte denkt, einen auf der linken Seite, wo sich also eine z. B.
positive Ladung befindet, und einen auf der rechten Seite mit einer negativen
Ladung.

Sind alle Windungen in derselben Lage, so befindet sich jetzt auf der ganzen
linken Seite der Spule positive Ladung, wihrend die rechte negative trigt.

Die Elektrizitit schwingt also zwischen der linken und rechten Seite hin und
her. Das Bild des elektrischen Feldes hat sich ganz geindert; die Schwingung
findet von dieser Frequenz ab in der Querrichtung der Spule statt, und nicht mehr,
wie Lenz auch fiirr seine hoheren Frequenzen annimmt, in der Liangsrichtung.

Die Methode, befolgt von Rogowski fiir Spulen von wenig Windungen muf3
bei hohen Frequenzen in dieser Hinsicht richtige Ergebnisse geben.



