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Die Eigenfrequenzen einlagiger Spulen. 
Einige Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herra K. W. Wagner. 

V o n  

J. Krnithof, Rotterdam. 

In seinem Aufsatz im Archiv ffir Elektrotechnik, Band V1, S. 3ot--325, be- 
rechnet W a g n e r  mit Hilfe eines vereinfachten Schemas die Spannungsverteilung 
und die Eigenfrequenzen einer einlagigen Drahtspule. Das Merkwtirdige der Ergeb- 
nisse, die er erh~ilt, ist, wie schon frfiher yon R o g o w s k i  in einem Absatz (A. f. E. 
Bd. VII, S. 24@ bemerkt wurde, dab W a g n e r  nur Frequenzen der sogenannten 
ersten Art findet, und nicht, wie R o g o w s k i  bei seiner Behandlung der Spule aus 
wenigen Windungen, Frequenzen erster und zweiter Art. 

Auch andere Autoren, wie z. B. L e n z  (Annalen der Physik, 43, S. 749ff.) 
fi'nden die beiden Arten yon Eigenschwingungen, w~ihrend W a g n e r  auch noch eine 
sogenannte ,,Kritische Frequenz" findet, eine Grenzfrequenz ftir die Eigenfrequenzen 
einer Spule. 

Auf den folgenden Seiten findet man die Berechnung yon neuem ausgeffihrt 
an der Hand yon W a g n e r s  Kettenschema, wobei wir auch dessen Notationen be- 
halten haben; nennen wit nut den Anfangs- und Endstrom J0 und J~+ ~. 
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Es wird sich zeigen, daft die Eigenttimlichkeiten von W a g n e r s  Berechnung 
ihren Ursprung finden in einigen beschr~inkenden Annahmen. 

Fiir jede Windung kann man schreiben: 

V~_ ~- -  Vn = j to LJn + j  to M (Jn_~ - J n )  + j t~M (Jn+ ~--  J,). (i) 

Man erh~ilt ebensoviele Gleiehungen, wie es Windungen gibt, also m. Jedoch 
~indert diese Gleichung sich ffir den Anfang und das Ende, dann wird sie: 

Vo - -  V l  = j to g J1 -J- j to M (J~ - -  J1) } 

Vm-- l - -g in  = j o) LJm + j ~o M(Jm_, - - Jm)  �9 (2) 

Ftir jeden Knotenpunkt findet man: 

J = - - J , + ~  = j ~ C V ~ - - j o ,  K ( V ~ _ ~ - - V J - - j  coK(V~+~ --Vn), (3) 
ffir die beiden Enden: 

J0--J1 = ~ j  ~o C V 0 - - ]  toK (Vi--Vo)  } 

} (4) 
= ~I j toCVm-- jcoK(Vm Vm) I Jm--Jm +~ - - i - -  

2 I 
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Wit haben also zwei Reihen von Gleichungen, (I) und (3), jede mit einer be- 
sonderen Anfangs- und Endgleichung; da es m-Windungen und m + I-Knotenpunkte 
gibt, haben wir total 2 m + I-Gleichungen. 

Zur L6sung dieser substituiert man in (I) und (3) 

V n =  Aet*~ und Jn=  Be~r', (5) 

und findet zwei Gleichungen in A und B: 

B 2sinh p 
2 (6) 

t* 

A 2 sin h tl 
2 

welche zusammen : 

4s inh~P - = - - ~ ~  ' 2  (7) 

Hieraus wird sin h ~ FL gel6st, wobei man vier Werte findet, tibereinstimmend mit 
2 

p~, - -  r j pg und --j ~t 2. 

(5) wird also: 
V~ = A* e~'" + A~ e - P~ + Aa e J ~  + A4 e - J ~  } 

J, = B1 e#," + B~ e - ~, n + B~ eJ"," + B 4 e - J/*,, (8) 

Zur Bestimmung dieser acht Koeffizienten A1, BI, A~, B~ usw. genfigen vier 
Gleichungen, well zwischen jedem A und B die Beziehung (6) besteht. Sie mfissen 
so gestaltet werden, dab die allgemeine L6sung (8) von (I) und (3) auch genfigt ffir 
(2) und (4)- 

w a g n e r  w~ihlt fiir diese Bedingungen: 

Der Anfang der Spule wird an eine EMK. E gelegt, das Ende wird geerdet. 
Fiir die zwei flbrigen werden die Anfangs- und Endgleichung der ersten Serie, 

also die beiden unter (2) gew~ihlt. 

Hierin liegt etwas WillkiMiches. Erstens: Wird W a g n e r s  L6sung den beiden 
anderen Gleichungen (4) geniigen? Zweitens: Die Eigenschwingung mug durch das 
Erden des Endes der Spule sich andern. Die Ladung der Spule, die Menge der 
schwingenden Elektrizit~it ist nieht konstant. Dutch das Erden kann jetzt ein Lad- 
strom auf die Spule flieflen, und die Bedingung, dab die Ladung konstant bleiben 
soll - -  wie L e n z  annimmt - - ' i s t  nicht erffillt. 

Gei t ;  bestatigte experimentell den Satz, dab die Eigenschwingung einer langen 
Spule bei Erdung des Endes doppelt so grog ist, als wenn man sie nieht erdet 
(Annalen der Physik I92I, S. 375ff.). 

Deshalb habe ich die Koeffizienten A und B yon neuem bereehnet und dazu 
als vier Bedingungen die Gleichungen (2) und (4) angenommen. 

Wie schon gesagt wurde, haben wir 2m + I-Gleichungen. Die Anzahl der 
unbekannten Gr6gen ist 2m-I -3 ;  nitmlich pro Windung ein Strom, der Anfangs- 
und Endstrom und pro Knotenpunkt eine Spannung. 
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Zwei von diesen dfirfen wir als bekannt annehmen. Wir w~ihlen dazu J0 und 
J m + >  

Die L6sung (8) substituiert in (2) und (4) ergibt, wenn see in ihrer einfachsten 
Gestalt geschrieben wird: 

o -- A1 D1 + A2 Ds -~- A3 Da + A4 D4 t 
2 J,, 

i 

--~A1 E1 + As Es + A3 E3 + A~ E~ [ j~oC 
0 : A1 D1 e#l m Jr A2 D.a e - ~1 m + As Da e i ~ m + A4 Dr e - J ,"= m } (9) 

2 J m + ~ = A 1 E x e ~ . m  + A s E e e - , l m + A a E a e J , , o m + A 4 E 4 e - j ~ = m  I 
I 

In diesen Gleichungen bedeutet :  

D~ = j w ( C - - 4 K  s i n e h g )  ! 
} ( IO)  

E~ = - -  cot h ~ .  I 

Die Bedeutung yon Ds, E s usw. finder man durch das Zersetzen yon ~ durch 
- - ~ 1 ,  Jr u n d - - j  #l s. Aus (9) sollen nun die veer Koeffizienten gel6st werden. 
Man wiirde fiinf Determinanten zu berechnen haben, und weil D1, E 1 usw. nur Ab- 
kiirzungen send, wtirde die L6sung uniiberwindliche Sehwierigkeiten bieten. 

Weil aber zwischen den Abkiirzungen die Beziehungen: 

Dl = D2 | 
D 3 = D 4 
E, = - -  E, | (I I) 

E a = - -  E~ j 

bestehen, suchte ich eine einfachere L6sung dieser fiinf Determinanten. 

Das folgende allgemeingiiltige Gesetz wurde gefunden: 

b b / l l l b  h r 
d , .  

e f g h e f g h l g h e f 

x x X 

j k 1 m j k 1 1 k 1 m j k 1 m 
o p q r o p q p q r o p q 

+11 b c i_1 [i b c d §  a c e f g f g h e f ~ h 
x x x 

k 1 k 1 m j k 1 m 
o p o p q n o p q 

I i  b e i ] b e d e u t e t d a b e i :  [ I , I f  • g , a b g h 

k 1 j k x , q P 

o p das Produkt yon zwei Unterdeterminanten.  

Die Reehnung wird jetzt ziemlich einfach. Die Nennerdeterminante N wird: 

N--= - -  412 D 1 D aE 1 E 3 -  2 D 1D aE 1E a c o s h &  m c o s h j  ~s m q- 

(D12 E3 s -1- D3~E1 ~) sin h ~1 m sin hj  ,l=m] (I2) 
und die Koeffizienten: 
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4 Ds 
A1--  j w C - N  [Jo{(DaE's inhjH=m + DIEa c ~  m) e -~  . . . .  DIEa} q- ] 

I 
+ J= +~ { - (D,  E,  sin h j & m - -  D ,  Ea cos  h j H.~ m)  - -  D~ E~ e - ~ m }] [ 

_ 4D~ [ 
l 

A 2 j w~. .N [Jo{(Da E, sin hj  H~m --  D, Ea cos h j  y, m) e,', m + D ,  Ea} + 

+ Jm +~ {-- (Da E1 sin h j r m + D 1 E a cos h j P~ m) + D1 E~ e~* m }] 
} ( I 3 )  

4D1 [ 
A~ -- j ~ C. N [J0 {D~ E a sin h H, m + D~ E, cos h p, m) e - J ~ m  __ Da E, } + 

q- Jm + i  { -7 (DI E3 sin h Px m - -  D 3 E 1 cos h H1 m) - -  D a E~ e -  J ~*=~ } ] I 

I 4 D, 
A~ = j ~o C ; N  [Jo {D, E a sin h Hi m - -  D a E 1 cos h *'1 m) e J~*, m + Da E,} + 

+ Jm +~ { -  (D, E s sin h H, m + D a E, cos h H, m) + D a E a e J #~-m }j. J 

Die Koeffizienten A sind jetzt bekannt und nach Substitution in die allgemeine 
Lasung (8) kannen wir V~ schreiben als f(J0, Jm + 0. Zum besseren Vergleich mit 
W a g n e  r s L6sung und well meistens die Anfangsspannungen und nicht die Anfangs- 
str6me gegeben sind, wollen wir jetzt die L6sung umarbeiten zu V,---= f(V0, Vm). 

Zu diesem Zwecke setzen wir in V~ = f(Jo, Jm+,), die gefundene L6sung, 
m-----o und n - - m ;  wir finden: 

Vo 8 (D 3 --  D1) = j w C . N  {-J0(D1EasinhH, m C ~  aE l s i n h j ~ q m c o s h & m )  

+ Jr. +~ (D, E a sin h H, m ~ D~ E, sin hj  H~ m)} 

Vm= 

( i4)  
8 (D~ - -  D1) 

j o C" N { -  J0 (D~ E a sin h Hi m -- D~ E, sin h j H~ m) + 

q- J~ + ~(D 1E a sin hp, m cos hj H, m -- D a E1 sin h j  P~ m cos h Him)}. 

Aus diesen beiden letzten Gleichungen k6nnen wir Jo und Jm + ,  als f (go, Vm)" 
schreiben : 

j tO C I {V o (D 1 Ea sin h / q  m cos h j H, m - -  } 
J 0 = 2 s i n h & m . s i n h j p ~ m  D 3 - D ,  

I -- D 8 E~ sin h j H, m cos h p~ m) - -  V~ (D~ E 3 sin h H~ m ~ D 3 E~ sin h j p~ m)} 
( I5 )  

j t oC  i {V~ (Dr Ea sin hvl  m- -  DaEI sin hJ H~ m) / 
Jm + ~ = 2 sin h HI m- sin hj  H~ m (D~--D 0 

- -  Vm (D 1 E 3 sin h H1 m cos hj  H~ m - -  D 8 E l sin h j H2 m cos h Hi m)}, J 

wobei sich zeigt dal3: 

4 {(D1Ea sin h Htm cos hj  p~ m __ / 
N = s inhpl  ms inh j  p~m (16) ! 

- -  D~ E 1 sin hj P~ m cos h Hi m) 2 - -  (D~ D~ sin h H1 m - -  D3 El sin h j He m)~} �9 ] 

Substituieren wir je tz t ' ( I5)  in (I3) und die so gefundenen Koeffizienten A in (8), so 
bekommen wir die L6sung Vn-----f(V0, Vm): 

Vn-- (Da_D1 ) V o Da sinhH1 m s~np~m 
('7) { sinhHt n sinH~n }] 

+ V ~ D  a s i ~ h ~ m  -D~- .  s in  H~ m 

Die Koeffizienten B sind aus (I3) und (6) bekannt als f(Jo, J~+~);  mit HiKe 
von (15) als f(Vo, U r n + i ) .  
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Die L6sung Jn = f(V0, 

J~----2(D 1 - 9 3 )  V~ 

Vm) wird" 

c~ h /~x(m--n  + + )  + 

sin h ltlx m sin h Cq 2 

--Vm { 
I sin h/q m sinh ~q 
I 2 

sin ~ m sin P~ 2 

sin ~t 2 m s i n ~  

(I8) 

Es mug bemerkt werden, dab diese allgemeine L6sung iibergeht in die yon 
W a g n e r ,  wenn man 

V ~  } 
V m = O  

setzt. 

Folglich sehen wir, dab W a g n e r s  L6sung den beiden Bedingungen (4) nicht 
widerspricht. Die Ursache hiervon ist, daft mit diesen zwei Gleichungen (4) auch 
zwei unbekannte Gr6fien, Jo und Jm + ~ eingefiihrt werden. 

Wenn wir die beiden Reihen yon Gleichungen (I) und (3) ohne die beiden 
unter (4) 16sen wollen, diirfen wir also wieder zwei Gr6Ben, z. B. V o und Vm w~ihlen. 
Die Beziehungen zwischen J0, Jm+x und V0, Vm werden yon den zwei nicht ge- 
brauchten Gleichungen (4) geliefert. 

Eigenfrequenzen. 
Aus meiner allgemeinen L6sung yon W a g n e r s  Kettenspule l~iBt sich auf 

einfacher Weise beweisen: 

I. Es gibt Eigenfrequenzen der I. Art; 
2. Es gibt Eigenfrequenzen der 2. Art; 

3. Die Eigenfrequenzen der 2. Art liegen zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Frequenzen der I. Art; 

4. Auf Grund der Experimente yon Ge iB  (Erden des Endes der Spule) sollen 
unsere Eigenfrequenzen der I. Art etwa die H~ilfte yon denen sein, die 
W a g n e r  tand. 

Bei den Frequenzen I. Art hat die Spannung des Spulenanfangs das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen wie die Spannung des Spulenendes. Wir diirfen also schreiben 
V 0 = E und V m = - - E .  

Die Spannungsverteilung wird jetzt [siehe (17)]: 

sin h lul -- n sin ~ - n) ] 
E D8 ( ~ - m ) - 9 1  ( ~  " (19) 

Vn -- D3 __ D1 sin h ~q 2 sin v~ m 
2 

V~ ~ 0o, die Bedingung ftir Eigenfrequenzen, wenn 

sin/at m = o .  ( 2 0 )  2 

(D~--D 1 = o gibt imagin~ire Frequenzen) 
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oder: ,l.~ m _ K ~, 
2 

k eine ganze Zahl. 

Nit  Hilfe yon (7)" 

2 m 

k / g  
2 s i n -  

Ill 

V (  L - 4 M s i n =  k r ~ ) (  C + 4 K s i n = k ~ ) m  m 

Diese Formel gibt eine Serie yon Eigenfrequenzen, die der I. Art;  es zeigt 
sich, dag den beiden Pr~imissen 10 und 4 0 geniigt ist. Solange es sich um kleine 

k ~  
Werte der s i n - -  handelt, sind diese Frequenzen etwa die H~ilfte yon denen, die 

m 
W a g n e r  land, d. h.: 

k 
2 sin - -  

2m 

1/ (L 4 M s~n~ k ~ ) (C + 4 ~ sin~ k ~ ) ~ m  2m 

Um die Eigenfrequenzen der 2. Art zu finden, dtirfen wir V 0 - - - -V  m ~---E setzen, wo- 
durch diese charakterisiert sind. Die Spannungsverteilung wird jetzt [siehe (17)]: 

coshlmnt co 1 
Vn--  D3__ DI Da D1 - 

cos h ~q m cos pe m 
2 2 

Und wieder wird V~. = 0o, wenn 

oder 

COS 
/tl~t II l .  

O~ 
:2 

v~m ( + I )  ~,~ 
- r ~  k - - ~  

2 2 2 

Ebenso mit Hilfe von (7) 

(k +i) 
13"1 

2 s i n - -  k -4- 
i n  

I C - t - 4 K s i n  2• k + L - - 4 M s i n  ~Em k +  2- / m 

Diese Formel gibt die Eigenfrequenzen zweiter Art; der Pr/imisse 2 ist also gen/igt, 
und well 

I 
k < k  + 7 < k  + I 

auch der unter 3 ~ Die Eigenfrequenzen der zweiten Art befinden sich immer 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden der ersten Art. 
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Hiermit ist gezeigt, dab es zwischen den L6sungen von L e n z ,  R o g o w s k i  
und W a g n e r  keinen wesentlichen Unterschied gibt. Die drei untereinander so sehr 
verschiedenen Rechnungsweisen zeigen alle dasselbe Verhalten der Spule. 

Kritische Frequenz.  

Nur in diesem Punkte gibt W a g n e r s  LSsung noch einen wesentlichen Unter- 
schied. Bisher hat sich experimentell das Vorhandensein einer Maximum-Eigen- 
frequenz noch nicht gezeigt. (Geifi  und A. G o t h e ,  A. f. E., IX., I92O, S. I.) 

W a g n e r  betont diese Eigenschaft der Spule besonders; er schreibt (A. f. E., 
VI., S. 325, 7. Abs.): 

,,Das wichtigste Kennzeichen einer Spule ist das Vorhandensein einer sogenannten 
kritischen Frequenz. Wellen yon niedriger Frequenz 1/il;t die Spule im wesent- 
lichen ungeschw~icht durch, w~ihrend sie Wellen, deren Frequenz oberhalb der 
kritischen liegt, kaum eindringen l~iflt." 

Wie W a g n e r  diese kritisehe Frequenz aus seiner Rechnung finder, ist ganz 
richtig; auf dieselbe Weise finder man sie aus unserer L6sung. Die Tatsaehe aber, 
daft der Spule dieses wichtige Kennzeichen fehlt, hat ihren Grund darin, dab 
W a g n e r  sie mit seinem Kettenschema einfiihrt, daft er die Spule in einzelne Win- 
dungen unterteilt. Mit diesem Schema mug man notwendig eine solche Grenz- 
frequenz finden, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Denken wir uns die Spule schwingend mit einer ihrer Eigenfrequenzen, so 
findet man auf ihr z. B. in verschiedenen Punkten keinen Strom. Links und rechts 
yon solch einem Knotenpunkte bewegen die beiden StrSme sich dahin oder davon. 

Daraus, daft W a g n e r  den Strom auf verschiedenen Stellen einer Windung als 
denselben annimmt, geht hervor, daft der Stromknotenpnnkt nut auf der Ver- 
bindungsstelle zweier Windungen sich befinden kann. Damit ist aber die maximale 
Anzahl dieser Knotenpunkte bestimmt. Ihre kleinste Entfernung voneinander ist die 
Windungsl~inge, well sie nicht welter aneinander riicken k6nnen. 

In diesem Falle besteht Stromresonanz zwischen der Kapazit/it K und Induktivit/it 
L einer Windung; der Strom, der dutch die Erdkapazit/it C fliefit, wird dabei ver- 
nachl/issigt, well er auBerordentlich klein ist. im Beispiet yon W a g n e r  ist C etwa 
~oo  yon K. 

Das Finden einer kritischen Frequenz hat also seine Ursache in der Verteilung 
der Spule in einzelne Windungen und in der Annahme konstanten Stromes inner- 
halb dieser. 

F/ir niedrige Frequenzen darf dieses gestattet werden, aber nicht Rir die hohen, 
bei denen eine Grenzfrequenz auftreten soll. 

Bei einer wirklichen Spule kann die Entfernung von zwei Stromknotenpunkten 
kleiner werden als die Windungsl~inge, und je n/iher sie aneinander liegen, desto 
grSf$er wird der Unterschied sein zwischen Str6men in verschiedenen Punkten einer 
Windung. 

Dennoch wird es eine besondere Frequenz in der N~ihe yon W a g n e r s  kritische 
Fr.equenz geben. Nehmen wit dazu die Spule, wie L enz  sie vereinfaeht hat. 
Dieser denkt die Windungen vereint zu einem kontinuiien Zylinder, auf dem die 
Elektrizit/it bei der ersten Eigenfrequenz zwischen den beiden Enden hin- und her- 
schwingt. Es l~if~t sich dann beweisen, daft die h6heren Eigenfrequenzen harmonisch 
liegen. (O. Sc/~sz, A. d. P. 43.) 

Aber auch in diesem Falle hat die Berechnung wenig Wert. FOr solche hohe 
Frequenzen darf man die Windungen sich nicht mehr verschmelzen lassen, well der 
Strom auf einer Windung nicht konstant ist. 

Archly  f. E lekt ro teehnik .  X I .  Band, ~, Heft. A u s g e g e b e n  zo. Juni  ~gaa. 7 



Archiv for 
84 K r u i t h of ~ Die Eigenfreq uenzen einlagiger Spulen. mektrotechnik. 

Am besten sieht man dieses ein, wenn man sich auf jeder Windung zwei 
Stromknotenpunkte denkt, einen auf der linken Seite, wo sich also eine z. B. 
positive Ladung befindet, und einen auf der rechten Seite mit einer n'egativen 
Ladung. 

Sind alle Windungen in derselben Lage, so befindet sich jetzt auf der ganzen 
linken Seite der Spule positive Ladung, w/~hrend die rechte negative tr~igt. 

Die Elektrizit~it schwingt also zwischen der linken und rechten Seite hin und 
her. Das Bild des elektrischen Feldes hat sich ganz ge~indert; die Schwingung 
findet yon dieser Frequenz ab in der Querrichtung der Spule statt, und nicht mehr, 
wie L e n z  auch fflr seine h6heren Frequenzen annimmt, in der L~mgsrichtung. 

Die Methode, befolgt yon R o g o w s k i  for Spulen yon wenig Windungen muf~ 
bei hohen Frequenzen in dieser Hinsicht richtige Ergebnisse geben. 


