
Ueber den S0derberg'schen Beweis des Gal6is'schen 
Fundamentalsatzes.  

Von 

O. HSLu~R in GSttingen. 

In meiner Arbeit in diesem Band der Mathematischen Aanalen 
p. 42 /knm. habe ich die Behauptung auigestellt, class der yon Herrn 
S S d e r b e r g  in den Acta Mathematiea 11 : 3 gegebene Beweis des 
G a 1 o i s'sehen Satzes auf der stillsehweigenden Voraussetzung beruhe, 
dass die s~immtlichen Substitutionen~ weIehe eine Function der Wurzeln 
numerisch unge'~indert lassen, eine Gruppe bilden, und dass dieser 
Beweis desshalb falsch sei. Herr Enge l  hat die Freundlickkeit ge- 
habt, reich darauf aufmerksam zu machen, dass ich reich bier in einem 
][rrthum befunden habe. 

]ch glaubte jeae Vorausseizung liege in der Art~ wie Herr SSder- 
berg  aus den Lagrange 'schen Entwicklangen heraus den Satz be- 
wiesen hat: 

, Wenn y und V zwei rationale Funetionen der Wurzeln 
einer gegebenen algebraischen Gleiehung sind, und die 

(I) Function y numerisch unge'~indert bleibt bei allen Sub- 
|stitutionen, welche V numerisch unge~nder~ lassen, so 
tkann die Function y in V rational ausgedriiekt werden." 

Man vergleiche a. a. O. p: 298 Nr. 3. Die Beweisffihrung yon Herrn 
S S d e r b e r g  ist in der That vollkommen exact. Die Entwicklangen 
yon L a g r a n g e ,  auf welehe Herr S S d e r b e r g  sich stiitzt, betreffen 
einen Specialfall des ,,ira Allgemeineu" richtigen, gewShnlich benntzten 
Lagrange 'schen Sa~zes~ wonach die Function y in V rational aus* 
gedrfickt werden kann, wenn die Substitutionen, die V formell nicht 
~dern,  aach y formell nicht ~dern. Es wird tibrigens an der be- 
treffenden Stelle bei L agr  an g e ein Grenzfibergang gemacht, welcher 
in der yon L a g r a n g e  gegebenen Form nicht streng erseheint and 
aach nicht ffir alle F'alle durchgefahrt ist. lch mSchte desshalb diese 



Gelegenheit benutzen, jene Lficke in der Lag range ' s ehea  Deduction 
auszuf~llen. 

L a g r a n g e  (Oeuvres Bd. I ,  Paris 1869, p. 374) geht yon zwei 
Fnnetionen y und t der Gr~ssen ~', z", z " , . . ,  aus, wobei er mmimmt, 
dass die Function y formell s~ch nich~ ~mdere bei den ~mmtlicheu 
Sabstitutionen, welche t former uicht -Tmdern. Er w~flt nun au~ den 

s o ,  Sabsfitntionen der GrSssen x', z ,  x , . . .  gewisse aus, welche aus der 
Function t die s~mmflichen yon einander versehiede~en Formen 

t', t"~ t "~ �9 �9  t t~ ergeben, welche t anzunehmen F'ahig ist, mad zwar 
jede dieser Formen einmal e~eben. Dieselben Sabstitationea mSgen 

aus der Function y die Ausdrfieke y'~ y", y'", . . . ,  ytt hervorbriagen. 
Jeder Griisse #0 entspricht also eiae glelchbenauute GrSsse y(eL gs 
1.gsst sich nun y(e) in t~e) rational ausdrtlcken; die Coeflieientea setzea 
sich aus den GrSssen 

- - m =  x" + x " - k  z "  + �9 � 9  

n = x ' x "  + z ' z " ' . 4 _  z ' s z ' "  + . . . 

- -  ~ = x ' z " x  S" - k  � 9  �9 

zusammen. Die GrSssen t(e) ergebea sich aus der Gleichung 

O =  0, 
w o  

F/( ') 0 = 1 - -  T ~  -= I + At + L ' t :  + et~ + . . .  + K ~  

ist uad die Coefficienten A, 2?, C, . . . .  /~ auch in m, n, p, . . . 
rational sin& 

Dies ~ l t  zungchst, wean x't s  x ' , . .  �9 willkflrl/che Ver~nderliche 
bedeuten. Wenn die GrSssen x specielle sind, z. B. die p verschiedeaea 
Wurzela einer gegebenen Gleichang p*~ Grades 

x:  -F m : - '  -F n ~  -~ + p z ' - =  + . . . .  O, 

so muss man den Fall ausschliessen, in welchem die Gleichuag 

O ~ 0  

mehrfache Wurzeln besitzt, d. h. man muss annehmen, class die formell 

verschiedenen Gr'Sssen t', f ' , . . . ,  t ~ auch numerisch verschiedene Werthe 
�9 besitzen.*) Dies ist der gewShnlich citirte Satz yon b a g r a n g e ,  aa 

dessert Beweis nichts ausgesetzt werdeu kann. 

~) Ueber die M6glidzkeit, da~ einige der Formen ~r oder y~) verro~ge tier 
speciellen Werthe der GrSss~n x iRusorisch werden, ~oll bier kinwegge~e]~n 
werden; man k6nnte sich z. B. auf ga~e Fun~onen ~ end y b e e e ~ ,  
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L a g r a n g e  giebt nun noch die fertigen Ausdrficke. Er setzt 

e ~ - t  

filr x ~ 0, 17 2 ~ . . . ,  ( ~ 1 ) .  Die "/~ OrSssen M setzen sich wieder 
aus m, n~ p , . . .  rational zusammen. Dann deilnirt er noch die Gr5~en 
/)~ Q, /~,  . . . .  dutch die Formeln 

Q =  M ,  + A M ~ . - ] - . B M a - ] -  . . . , 

�9 �9 �9 �9 . �9 . . . 

und findet schliesslich 

P ~ + ~ + . . .  

(H) Y ~ - -  A + 2 ~ t - a  c3c*'-~-4D~s-~ - - - .  

Zu jedem Werth t~o giebt diese Formet das en~prechende ~0 .  
L a g r a n g e  hat nun noch den vorhin ausgenommenen Fall be- 

bandelt, in welchem die Gleichung 

0 ~ 0  

mehrfache Wurzeln besitzt (vergL a. a. O. p. 379--382). Es wird ffir 
eine solche mehffache Wurzel der Nenner der Formel (II) zu Null. 
Lagrange tlndet die Regel: ,,Wenn die GrSssen t ' ,  t " , . . . ,  t(r) namerisch 
gleich sind, so dass t '  eine rofache Wurzel der Gleichuug 

O ~ 0  

ist, so diiferentiire man in der Formel (II) auf der rechten 8eite den 
Z~hler und den Nenner je r - -  1 real nach t,  nachher setze man t~-t' ,  
man erh~lt dadurch das arithmetische Mittel der r GrSsseu y ,  welche 

te 
den Gr5ssen t ' ,  t ~ . . . ,  $(') entsprechen."  

Hieraus fiiesst der Satz, auf welchen Herr S S d e r b e r g  seinen Be- 
weis gestftzt haL. Es sind abet die Ueberlegungen L a g r a n g e ' s  nicht 
ganz vollstSmdig. L a g r a n g e  ffrhrt nut den Fall der Doppelwurzel 
durck Angenommen, es sei t ' - ~  t ' ;  so betrachtet L a g r a n g e  zuezst 
t" und t" als verschieden, set~ t " ~  t ' - ~  a~, wo ~ eine unendlich 
kleine GrSase bedeutet, und vernachl~s~igt die unendlich lfleLuen GrSssen 
zweit~r Ordnung. Dieses Verfahren erscheiut unaicher schon wegea der 
Unbestimmtheit der zu Grunde liegenden Vorste]lung. Eine der GrSssen 
~' und U iat damit jedenfalls als variabel aufgefasst, olme class jedoch 
gesagt w~e,  wovon diese Variahilit~t abh~algig gemacht werden soil. 
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Man bedenke dabei, dass die OrSssen A, B, C, . . . ,  K, P, Q, R , . . .  
nun auch ver~nderlich sin& 

Die besprochene Unbest;m~theit kann gehobea werdea. D u  
N~chsfliegende wL, e es, die GrSssen x', x ' ;  z ' ,  . . .  vorerst ala Ver- 
~inderliehe zu betrachten und dann dutch einen Grenzilbergang in die 
Wurzeln der gegebenen Gleiehung 

+ m~-~  + n ~ - 2  + , ~ - ~  + . . . .  0 

iibergehen zu lassen. Es scheint mir jedoch als ob sich der Dareh- 
ffihrung dieser Betrachtung Schwierigkeiten entgegenstelltea. 

Jedenfalls ist das folgende Verfahren einfacher: Man ersetzt die 
Function t durch t -{- cos, wo s eine Function bedentet, welehe bei 
denselben Substitutionen wie t formeU unverhndert bleibt, deren formell 

verschiedene Werthe s', s", s ' , . . . ,  s m aber fiir die fraglichen Werthe 
�9 s ,  t t ,  x ,  x ,  x . . . .  auch numeriseh verschieden sin& co bedeutet einea ver- 

~nderlichen Parameter ,  w~Jarend die GrSssen x', x ~ x " , . . ,  jetzt gleich 
als specialirt erseheinen. 

Man setze 
~ = t + ~ s .  

Fiir hinreiehend kleine Werthe yon ~ ,  die yon Null versehieden ~dnd, 
werden die GrSssen 

q o t t  

t" + ~ s ,  t" + ~s", t " + ~ s  , . . . .  ~ + ~ s  ~ 
oder 

, , ,  . ~ . , r  
7 f  9 "l;~ ~ ~ 

versehieden sein. Man ha~ jetzt den Vortheil, class aUe diese GrSasen 
yon der einen VerYmderlichen co linear abhangen. 

Die Function v genilgt nun, so lunge co yon Null verschieden ist t 
den nothwendigen Bedingungen und die Formel 

-7-+ -,~-+ u ... 

liefer~ zu jeder GrSsse z(r die ent~preehende Gr5ase ycq). Die Gr i~en  
A ,  ~ ,  C , .  �9 .~ P ,  Q , / ~ , . . -  bereehnen sieh ~aeh den frfiheren Formeln, 
na t  hat man immer �9 fiir t zu ~etzeni dir Gr5asen h~ngen yon 
a~ ab~ kSnnen naeh positiven ~) Potenzen dieaer GrS~e co ent, 

*) Vergl. die Anmerkung aaf S. 455; die yon Lagraoge benutzte Dar- 

steUoog bringt es mit sich, dasa die GrSsse- ~', t " , . . ,  t m auch alto you Null ver- 
schieden angesehen werden mftasen. Shad ~ie es aicht, e o  addirt man yon Anfa~g 
aa eine passende Zahl zu t hiazu. 
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wickel~ werden und reduciren sich i~r co ~ - 0  Bur A ,  1~, C , . . . ,  

P,  Q, ~ ,  . . . .  
Man setze jetzt in der Formel (III) den Werth #0 + ~#0 f~m~ z 

Bin mad entwickle die ganze rechte Seite nach steigenden Potenzen 
yon ea) wobei eine endliche Anzahl yon negativen Potenzen seheinbar 
mit auf~eten kSnn~en. Da aber in Wirklichkeit tier Werth y~O, den 
der ganze Ausdruck besitzt) yon o unabh~n~g ist) so redueirt sich 
die gauze Entwicklu,g auf elas yon eo freie Glied, welches nach be- 
kannten Regeln gefunden wird. Dasselbe muss sich dann aus t(r 
und s(O und den Gr5ssen m,  ~, 2~,. �9 �9 rational zusammensetzen. 
Man kann abet nur dann behaupten, dass die Gr5sse s(r aus dem 
Ausdmck herausfMlt, wenn t(r eine einfache Wurzel der Gleichaug 

O ~ - 0  
ist. 

Ich nehme nun  an) class t '  ~ t"  -~- . . . .  t('), w'~hrend die 

fibrigen Werthe t ( , ~ ' ) . . ,  t ~ von den r ersten verschieden sein sollen; 
q sei eine der Zahlen I ,  2, . . .  r. Es ist 

a f ~  
) - 

Also ist der Nenner des Bruchs (Ill) ffir , ~-~(r 

a + 2 B ~ )  + 3 u,,~>" + . . . . .  -~T H ' - ]" 
t~= L ~,-.. e-L e-l-J,--- 

Ds nun 
z(O ~ t" + os~r 

is~, kann man auf der rechten Seite nach steigenden Potenzen yon eo 
entwickeln mad erlffdt 

( -  , . .  r )  . _  

fl=1,~,..,e-l,e+x,,..). 

als erstes yon Null versehiedenes Glied der Entwicklung. 

Daraus ist ersiehtlich, dass in dem Brueh 

P Q /~ 
,(r + , - ~ +  , - ~ + - - .  

aueh die Entwieklu~g des Z~hlers mit eo "-~ beginnen muss and dass 



GaJ.o~' - ~ ' ~ n ~  459. 

I()" y(e) ~ ( - -  1) , -~ .  ..-_8 

x [ - ~ -  +-,~;~- + - ~  + .  �9 .].._, 

ist. Zur Abkfirzung seLze man 

u + t~-~+--~ + (c + ~)~ + . . . .  i~(~, ~), 

wo g eine neue, yon ~ unabhrangige Variable bedeuteL Man kann F 
nach steigenden Potenzen yon ~ and ~ entwickela. Femer sei 

~'~'(~' ~) ~ F , ( ~ ,  ~) 

gese~t. 
Wenn man nun in der Formel 

H(:- : ,  
~ . x ,  2, ,.. (~-1, O+l...-r 

yon 0-~-1 bls 0 ~ - r  summir~, erh'~lt man 

2 
Start aber die Entwicklungscoeftleienten zu addiren, Mdirt man 

die ~ Fnnctionen and bestimmt dann den Entwicklang~coefficienten. 
Es ist 

W~0 

Also 

e~l. t J. 

st o s - n :  } 
,~0 Q=~I p ~ I, ~, ...(~--I,0-I-I, .. r 

*) Dies bedeute den Coefficienten yon ~,,--I in der s der in tier 

Kl: tmm~r s t e h e n d e n  Gr6eee na~h s te igenden P o t e n u m  yon ,~ 



460 O. HSavgL 

Hierin ist der Coefficient yon v '-~ in der Entwieklung nach 
Potenzen yon ~ z u  suehen. Die Funetionen 

~.(~, 0) 

sind fftr ra ~ - 0  regular, sie geben keine negativen Potenzen. Die 
innere Summe auf der rechten Seite }st vermSge der Euler ' sdaen 
Formeln gleich Null, wenn u - ~ - l ,  2, . . .  r - - 2 ,  und gleich 1 f~r 
v ~ r -  1. Demnaeh ist der gesuehte Entwiekhmgscoeffieient gleida 

Man finder also 

I- F,_a(o, o). 
(r 1)! 

v' + y" + . . .  + y(') ( -  l) ~-~ (t')" /5_,(0, 0). 

In dieser Formel liegt die yon Lagrange gegebene Regel, 
die GrSsse 

(--1)"  (~.)r 1 1  \ -~-;" 
a ~ r - ~ l  

denn 

wird dadurch erhalten, dass man in dem Ausdruck 

Q 

1 - - - ~ -  = 1 q - A t . q - . B t 2 . - I  - C t 3 q -  �9 �9 �9 

r real nach t differentiirt und dann t ~  t '  einsetzt, d. h. dadureh, 
dass man den Nenner der Formel (II) r -  1 real naeh t ditferentiirt 
und t ~ - t "  setzt. F~-I(0, 0) erh52t man, indem man den Zr~hler der 
Formel (ILl) r - -  1 real naeh t different]irt und dana t = t '  setzt. Es 
liegt nahe zu deaken, dass dieser Z~bler selbst f~tr t - ~  t" mindestens 
r -  1 real zu Null wird, d. h. dass die Entwicklung yon 

~(o, ~) 
na~h steigenden Potenzen yon ~ mit ~ 1  b%~innt. Dies }st auda 
riehtig, worauf ida hier nieht eingehe. 

Will man nieht die yon L a g r a n g e  gegebene Regel beweisen, 
sondern nut zeigen, dass ~ t e r  den gemaehten Voraussetzungen das 
arithmet}sehe Mittel der GrSssen y', y", . . .  y(r)sieh dureh t" und 
die Gr~ssen m, n ,  1 % . . .  rutional ausdr~eken l~sst, so ka~n man 
welt einfadaer verfahren. Ida nehme an, es seien yon den GrSssen 

t ', t" ,  t ' ,  . . .  t m die r ersten ei~ander gleieh~ die r a folgendea seiea 
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wieder unter einmader gleieh ~ber yon den vorhergehendea ver- 
sehieden, dana wieder die r 2 folgenden eimmder gleieh u. a f., so 
dass die Gleiehung 

O,ffi. 0 

im Ganzen a yon einmader versehiedeae Werthe ibxer Wurzeln 1mr- 
weisS. Man nehme jetzt yon dea Gleichungen 

Q=I 

Diese Gleiehtmgen k5naea unter Benutzung der Ab- die a ersten. 
k/irzungen 

u ~ l  f l = r + l  ~-=r  + r4-{- I 

in die Form 

gebraeht werden. Diese a Gleiehangea, welehe f~r 

~r O, I ,  2, . . .  a - -  1 

erhalten werden, kSnnen nun naeh Yt, It2, . . .  I7o anfgel~t werden, 
genau so, wie Lagrange seine ~" Gleichungen aufgelSst bat. lgs 
treten jetzt nut an Stelle der Gr'Sssen A, 23, C , . . .  die Coefficienten 
des Ausdrueks 

1 q- U~ + Vt ~ q- Wt~ 4 - . ' -  + Zt,.  

Es braucht nur bewiesen zu werden, dass diese Coefficienten/7, Y, W,... 
in den GrSssen m, n,  p ,  . . .  sieh rational ausdr~eken lassen. Ver- 
mSge der S~tzze ~ber die gemeinsamen Theiler einer Function mit 
ihren Ableitungen ist man aber bekanntlieh im Stande, sus jeder 
ganzen Function eine andere darch rationale Operationen abzuldtea, 
welche aus den s~nmfliehen Linearfactoren der gegebenea, jeden 
Linearfaetor einmal genommen~ besteht. Da nun die Coeffieie~ten 
der Function O in m, n , p , . . ,  rational shad, muss dasselbe far die 
GrSssen U~ Y, I V , . . .  gelteaL 

Man hat also nicht nSthig, einen Grenzllbergang oder eine 
Potenzentwicklung zu machen, um den Naehweis dafitr za fllJzren, 
dass das arithmetische Mittel der GrSssen y', y " , . . .  ~r) in der 
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t '  und m ,  ~ ,  ~ ,  . . .  rational ausgedr~ckt werden kann. Darauf a~r  
ailein ha~ Herr S5derberg  den Beweis des bier mit (I) bezeichneten 
Satzes gegrflndet. Man kann also in der That auf einfache Weise 
yon dem Ausgangspunkt yon Lag range  aus zur Galois'schen 
Theorie gela~gen. 

OSt t ingen ,  den 15. Jani i889. 


