Ueber den Soderberg’schen Beweis des Galois’schen
Fundamentalsatzes.

Von

O. Hérpzr in Gétlingen.

In meiner Arbeit in diesem Band der Mathematischen Annalen
p. 42 Anm. habe ich die Behavptung aufgestellt, dass der von Herrn
Soderberg in den Acta Mathematica 11:3 gegebene Beweis des
Galois’schen Satzes auf der stillschweigenden Voraussetzung beruhe,
dass die simmtlichen Substitutionen, welche eine Funection der Wurzeln
numerisch ungeéindert lassen, eise Gruppe bilden, und dass dieser
Beweis desshalb falsch sei. Herr Engel hat die Freundlichkeit ge-
habt, mich darauf aufmerksam za machen, dass ich mich hier in einem
Trrthum befunden habe.

Ich glaubie jene Voraussetzung liege in der Art, wie Herr Séder-
berg aus den Lagrange’schen Entwicklungen herans den Satz be-
wiesen hat:

» Wenn y und ¥ zwei rationale Functionen der Wurzeln

einer gegebenen algebraischen Gleichung sind, und die

@ Function y numerisch ungeiindert bleibt bei allen Sub-
stitutionen, welche ¥V numerisch ungeindert lassem, so

kann die Function y in ¥ rational ausgedriickt werden.

Man vergleiche a. a. O. p. 298 Nr. 3. Die Beweisfihrung von Herrn
Soderberg ist in der That vollkommen exact. Die Entwicklungen
von Lagrange, auf welche Herr Stderberg sich stiitzt, betreffen
einen Specialfall des ,,im Allgemeinen* richtigen, gewshnlich benutzten
Lagrange’schen Satzes, wonach die Function y in ¥ rational aus-
gedriickt werden kann, wenn die Substitutionen, die ¥ formell nicht
andern, auch y formell nicht andern. Es wird tbrigens an der be-
trefienden Stelle bei Lagrange ein Grenzibergang gemacht, welcher
in der von Lagrange gegebenen Form nicht streng erscheint und
auch nicht fir alle Falle durchgefihrt ist. lch mdchte desshalb diese
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Gelegenheit benutzen, jene Liicke in der L ! i
e, agrange’schen Deduction

Ifagrange (Oeuvres Bd. 1, Paris 1869, p. 374) gebt von zwei
Functu?nen y uritd ¢ der Grossen ', 2", £, . . . aus, wobei er annimmt,
dass -dxe.l*unchon y formell sich picht Audere bei den simmtlichen
Substftutlhonen, welche ¢ formell nicht Zudern. Er wihlt nun aus den
Substitutionen der Grossen z, 2", ™, ... gewisse aus, welche aus der
Function ¢ die sammtlichen von einander verschiedensn Formen
£t o ergeben, welche ¢ anzunehmen fahig ist, und zwar
jede dieser Formen einmal ergeben. Dieselben Substitationen mdgen
aus der F unction y die Ausdriicke g, y”, y*, ..., ¥® hervorbringen.
Jeder Grosse #@) entspricht also eine gleichbenannte Grasse g, Es
lasst sich nun #© in 4@ ratiopal avsdriicken; die Coefficienten setzen
sich aus den Grossen

—m=F 22,
n=22" F 2242 4.,
—_ p == wlxllxll, + e

zusammen. Die Grossen 0} ergeben sich aus der Gleichunyg

0=0,
WO
=8 p
6-—_011(1——35):—-1+At+b’t’+0t3+~--+1ﬂ“’
ist und die Coefficienten 4, B, C, .. ., X auch in m, n, p, .

rational sind.
Dies gilt zundchst, wenn #, 2”, 2, . . . willkiirliche Veriaderliche

bedeuten. Wenn die Grossen z specielle sind, z. B. dic g verschicdenen
Wurzeln einer gegebenen Gleichung w' Grades

’ x/‘+mzf‘"+nxl‘"3+pxﬂ~3+...,=0,
$0 muss man den Fall ausschliessen, in welchem die¢ Gleichung
6=0
mehrfache Wurzeln besitzt, d. h. man muss annebmen, dass die formell
verschiedenen Grossen £',t”, . . .,® auch numerisch verschiedene Werthe
besitzen.®) Dies ist der gewbhnlich citirte Satz von Lagrange, an
dessen Beweis nichts ausgesetzt werden Lkano.

#) Ueber die Moglichkeit, dass einige der Formen #0 oder g‘e{vemage der
speciellen Werthe der Grdssen x illusorisch werden, soli hier hinweggeseben
werden; man képnte sich z. B. auf ganze Functionen ¢ und y beschriaken,
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Lagrange giebt nun noch die fertigen Ausdriicke. Er setzt

e=a
Stuoryo = ¥,

=1
flr x=0,1,2,...,(@~—1). Die & Grossen M setzen sich wieder
aus m, %, p, ... rational zusammen. Dann definirt er noch die Grossen
P, Q,R,... dorch die Formeln
P=Mo+AM1+BM2+CMs+"’:
Q=M1+AM2+BM3+’ Ty
R=M,+AM,+ - --

und findet schliesslich

gkl
1) Y=~ A 2Bt iCEF4DPF "

Zu jedem Werth #¢ giebt diese Formel das entsprechende #@.

Lagrange hat nun noch den vorhin ausgenommenen Fall be-
bandelt, in welchem die Gleichung

=0

mehrfache Wurzeln besitzt (vergl a. a. O. p. 379—382). Es wird fiir
eine solche mehrfache Wurzel der Nenner der Formel (II) zu Null
Lagrange findet die Regel: ,,Wenn die Grossen ¢', ¢”,. . ., #¥ nomerisch
gleich sind, so dass ¢’ eine r-fache Wurzel der Gleichung

6=0

ist, so differentiire man in der Formel (II) auf der rechten Seite den
Zahler und den Nenner je »—1 mal nach ¢, nachher setze man f=¢',
man erhilt dadurch das arithmetische Mittel der » Grossen y, welche
den Grbssen &', ", .. ., #" entsprechen.”

Hieraus fliesst der Satz, auf welchen Herr S3derberg seinen Be-
weis gestiitzt hat. Es sind aber die Ueberlegungen Lagrange’s nicht
ganz vollstindig. Lagrange fihrt nur den Fall der Doppelwarzel
durch. Angenommen, es sei t' == £", so betrachtet Lagrange znerst
¢ und ¢” als verschieden, setzt t”=¢ 4 @, wo @ eine unendlich
kleine Grosse bedeutet, und vernachlissigt die unendlich kleinen Grossen
zweiter Orduung. Dieses Verfahren erscheint unsicher schon wegen der
Unbestimmtheit der zu Grunde liegenden Vorstellung. Eine der Grossen
¢’ und ¢” ist damit jedenfalls als variabel aufgefasst, ohne dass jedoch
gesagt wire, wovon diese Variabilitit abhingig gemacht werden soll.
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Man bedenke dabei, dass die Grissen 4, B, €, . .., K, PQR
pun auch verinderlich sind.

Die besprochene Unbestimmtheit kann gehoben werden. Das
Nachstliegende wire es, die Grdssen 2, 2", ', ... vorerst als Ver
inderliche zn betrachten und dann durch einen Grenzitbergang in die
Waurzeln der gegebenen Gleichung

- mr - ar ol prS e e O

iibergehen zu lassen. Ks scheint mir jedoch als ob sich der Durch-
foahrung dieser Betrachtung Schwierigkeiten entgegenstellten,
Jedenfalls ist das folgende Verfahren einfacher: Man ersetst die
Function ¢ durch ¢4 ws, wo s eine Function bedentet, welche bei
denselben Substitutionen wie ¢ formell unverindert bleibt, deren formell

verschiedene Werthe s, 57,5, ..., s® aber fiir die fruglichen Werthe
Z, 2", £, ... auch numeriscli verschieden sind. ® bedeutet einen ver-
anderlichen Parameter, wihrend die Grdssen &', 2", 2, . . . jetet gleich
als specialirt erscheinen. '

Man setze

geen

Tt =14 ws.

Fir binreichend kleine Werthe von @, die von Null verschieden sind,
werden die Grossen
4+ ws,t"+os, t"+as”,. .., P+ as®
oder
T, 7, LA 2®
verschieden sein. Man hat jetzt den Vortheil, dass alle diese Grdssen
von der einen Verinderlichen @ linear abhangen. . ]
Die Function 7 geniigt nun, so lange @ von Null verschieden ist,
den nothwendigen Bedingungen und die Formel
P Q R S5 . .
_ T+ttt ]
Y= T eBi+sCa+4Do+ -

(I1)

liefert zu jeder Grosse t® die entsprechende Grdsse y@. Die Grossen
4,B,C,...,P, 0, R,...berechnen sich nach den friheren Formeln,
pur hat man immer ¢ fir £ zu setzen; diese Grdssen hingen von
@ ab, konnen pach positiven®) Potenzen dieser Grisse @ ent-

%) Vergl., die Anmerkung auf S. 455; die von Lagrange benutzte Dar-

" o

i it si H g b als von Null ver-
stellang bringt es mit sich, dass die Grossen t,t‘,...t auck

schieden angesehen werden’mﬁuen. Sind sie es nicht, so addirt man von Anfang

an eine passende Zahl zu ¢ hinzu.



458 O, Hovoes.

wickelt werden und reduciren sich fir @ = 0 aof 4, B, (, ..
PO R,...

Man setze Jetzt in der Formel (III) den Werth #@ - ws@ fir ¢
ein und entwickle die ganze rechte Seite nach steigenden Potenzen
von &, wobei eine endliche Anzahl von negativen Potenzen scheinbar
mit auftreten konnten. Da aber in Wirklichkeit der Werth y©), den
der ganze Ausdruck besitzt, von @ upabhingig ist, so reducirt sich
die ganze Entwicklung auf das von @ freie Glied, welches nach be-
kannten Regeln gefunden wird. Dasselbe muss sich dann aus @
und s© upd den Grossen m, %, », . . . rational znsammensetzen,
Man kann aber nor dann behaupten, dass die Grosse s® aus dem
Ausdruck herausfallt, weun @ eine einfache Wurzel der Gleichung

6=0
ist.
Ich nehme pun an, dass ¢ = ¢ = . - - = ¢, wihrend die
tbrigen Werthe ¢+ _ . . {® von den r ersten verschieden sein sollen;
o sel eine der Zahlen 1, 2, ... r. BEs ist

a=0 _
H(I—T)=1+A1+Bz5‘+013+--~ -
a=1
Also ist der Nenner des Bruchs (IlI) fir 7 = 7(@:
4 Yy a3 11 .(0)2 1 t(e)
A+ 2800 4 300" .. '=”7‘~’7H(1'—7FT)'
F=1,2, o1, p-F1,
Da nun

20 =t 4 050,
76 = A} @58

ist, kann man auf der rechten Seite nach steigenden Potenzen von @
entwickeln und erhilt

(— 1y 1=1( =) TTee— s

f=1,8,~ @1, 04l 7

als erstes von Null verschiedenes Glied der Entwicklung.
Daraus ist ersichtlich, dass in dem Bruch

F_q
Wt e et

A+ 2B 300 ...

auch die Entwicklung des Zahlers mit @*~! beginnen muss und dass
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YO = (— 1y — &y
.,.g. (t-da) JT -
g==1,2, oo 7Y o o PO 4
[ %)
[ o T T e ner +- ]_,_1

ist. Zur Abkfirzung setze man
P 9 B
Trit ey teey Too=fe

wo £ eine neuwe, von o unabhiingige Variable bedeutet. Man kamn F
nach steigenden Potenzen von @ und £ entwickeln. Ferner sei

& Flo,
Lé‘g%—g)” = Fy(a, §)
gesetzt.
Wenn man nun in der Formel

Yo = (= 07y -[Fw, @s®)

ﬁ (1 — _tf_ﬂ) ) H(sw) — &

a=r+1 f=12, 0 =1, 041, -7

von ¢ =1 bis ¢ = summirt, erhilt man

PP all A ) TR
()— 1 ¢ =1 (8‘(') a‘”)
H - ?«T) A
a==r41
Statt aber die Entwicklungscoefficienten zu addiren, addirt man
die” Fupctionen und bestimmt dann den Entwicklungscoefficientien.
Es ist
> 5o

Flo, m«w)_z L5 Fye, 0)

r=0Q

S Fle,es®)
2 H(s«v- &)
s

2 < Fifo, 0)2 TIU‘”—*‘”)

=0 A=1,%, oy oYy e

Akso

*) Dies bedeute den Coefficienten von w™* in der Entwickluog der in der
Klammer stehenden Grosse nach steigenden Potenzen von w.
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Hierin ist der Coefficient von @' in der Entwicklung nach
Potenzen von @ zu suchen. Die Functionen

Fw, 0)

sind fiir @ == 0 regulir, sie geben keine megativen Potenzen, Die
innere Summe auf der rechten Seite ist vermdge der Euler’schen
Formeln gleich Null, wenn »=1,2, ... r — 2, und gleich 1 fur
v==r — 1. Demnach ist der gesuchte Entwicklungscoefficient gleich
X ‘
—(“’:~—1)!- Fr_.]_(o, O).

Man findet also
YAyt COTeY om0, 0.
r

[] p
r! 11—
; U( t(‘")

a=r-41

In dieser Formel liegt die von Lagrange gegebene Regel, denn

die Grosse
r! d t
(~1y 25 =[] (1—)

r+1

wird dadurch erhalten, dass man in dem Ausdruck

@

H(l——t{%)=l+At+Bt2+Ct3+-~

a=]

r mal nach ¢ differentiirt und dann ¢=1¢" einsetzt, d. h. dadurch,
dass man den Nenner der Formel (II) # — 1 mal nach ¢ differentiirt
und #=={¢" setzt. F.,(0,0) erhilt man, indem man den Zihler der
Formel (II) » — 1 mal nach ¢ differentiirt und dann ¢ = ¢’ setzt. Es
liegt nahe zu denken, dass dieser Zibler selbst fiir # = ¢" mindestens
v — 1 mal zu Null wird, d. h. dass die Entwicklung von

F(0, &)
nach steigenden Potenzen von £ mit 71 beginnt, Dies ist auch

richtig, worauf ich hier nicht eingehe.

Will man nicht die von Lagrange gegebene Regel beweisen,
sondern nur zeigen, dass unter den gemachten Voraussetzungen das
arithmetische Mittel der Grdssen ¥, 9", ... y® sich durch ¢ und
die Grossen m, n, p, ... rational ausdriicken lisst, so kanp man
weit einfacher verfahren. Ich nehme an, es seien von den Grossen

¢, &7, ¢, ... t® die r ersten einander gleich, die 7, folgenden seien
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wieder unter einander gleich aber von den vorhergehenden ver-
schieden, dann wieder die », folgenden einander gleich u. & f, so
dass die Gleichung N

Q=0

im Ganzen ¢ von einander verschiedene Wertha ihrer Wurzeln auf-
weist. Man nehme jetzt von den Gleichungen

=E
St(e)x Y& = M,

e=t

die ¢ ersten. Diese Gleichungen konnen unter Benutzung der Ab-
kiirzungen

r r4n rrtry
E y{ll)::. Yl? E y‘{”:: Y‘Jl E y(ﬂ::: YS‘ ..
a==1 B=r+12 y=r<r+l
in die Form

£2Y, At T, ot Y, 4 e M,
gebracht werden. Diese ¢ Gleichuugen, welche fiir
2¢=0, 1, 2, .o.06—1

erhalten werden, konnen nun nach Y,, Y,,... ¥, aufgeldst werden,
genau so, wie Lagrange seine @ Gleichungen aufgelfst hat. Es
treten jetzt nur an Stelle der Grissen A, B, C, ... die Coefficienten
des Ausdrucks

¢ i ]
(=) 0~ (= ) -

=14 Ut4 Vi2 4+ Wt - - - + Zte.

Es braucht nur bewiesen zu werden, dass diese Coefficienten U, 7, W, ...
in den Grossen m, %, p, ... sich rational ansdriicken lassen. Ver-
moge der Siize iiber die gemeinsamen Theiler einer Function mit
ihren Ableitungen ist man aber bekanntlich im Stande, ans jeder
ganzen Function eine andere durch rationale Operationen abzuleiten,
welche ans den sammtlichen Linearfactoren der gegebenen, jeden
Linearfactor einmal genommen, besteht. Da nun die Coefficienten
der Function © in m,n,p,... rational sind, muss dasselbe fir die
Grossen U, V, W, ... gelten.

Man hat also nicht nothig, einen Grenziibergang oder eine
Potenzentwicklung zu machen, um den Nachweis da.fﬁx zu fohren,
dass das arithmetische Mittel der Grossen y, ", - .. y? in der Grdase
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¢’ und m, 6, p, ... rational ausgedriickt werden kann. Daraof aber
allein hat Herr S6derberg den Beweis des hier mit (I) bezeichneten
Satzes gegriindet. Man kaon also in der That auf einfache Weise
von dem Ausgangspunkt von Lagrange aus zar Galois’schen
Theorie gelangen.

Gottingen, den 15. Juni 1889.



