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I. Ueber die auf das Innere magnetisch oder
dielectrisch polarisirter Kbrper wirkenden Kréifte;
von H. Helmholtz.

(Aus den Berl. Monatsber. vom 17. Febr. 1881 mitgetheilt vom Hrn. Verf.)

Weiches Eisen, in die Nibe eines Magnets gebracht,
zeigt selbst Abstossungen und Anziehungen kleiner magne-
tischer oder magnetisirbarer Korper, die es vorher nicht zeigte.
Um diese zu erkliren, nimmt man eine gewisse Vertheilung
des Magnetismus in den Molecillen des Eisens an. Faraday
zeigte spiter, dass Wirkungen dieser Art nicht blos im Eisen,
sondern in fast allen bekannten Kirpern in sehr viel ge-
ringerer Stirke und zum Theil auch in entgegengesetztem
Sinne nachzuweisen sind, und dass genau #hnliche Erschei-
nungen. die auf eine Vertheilung entgegengesetzter Electri-
citditen in den Moleciilen electrischer Isolatoren hindeuten,
durch electrische Anziehungskrifte hervorgerufen werden.
Mathematisch wurden diese Erscheinungen von Poisson
zuerst fiir das Gebiet des Magnetismus unter verhiltniss-
wissig einfache Gesetze zusammengefasst, die wenigstens fiir
missige Stirken der Magnetisirung, und soweit sich nicht
Wirkungen der reibungsiihnlichen Coércitivkraft einmischen,
den Gang der Erscheinungen gut darstellen. Dieselben all-
gemeinen (Gesetze lassen sich auch auf die schwicheren
magnetischen Wirkungen in den paramagnetischen und dia-
magnetischen Substanzen anwenden, und ebenso auf die elec-
trische Polarisirung der Dielectrica, soweit in letzteren nicht
Leitung und die der Leitung verwandt erscheinende Riick-
standsbildung Zeit haben, sich zu entwickeln.

Die Erscheinungen, an denen Poisson seine Theorie

ausbildete, waren Bewegungen starrer Magnete und magne-
Aze. 4. Phys, a. Chem. N.F. XIIL 25



386 H. Helmholtz.

tisirbaren Eisens im Luftraume. Spiter ist die Theorie von
Sir W. Thomson auch auf die Bewegungen starrer Kdrper
in magnetisirbaren Fliissigkeiten ausgedehnt worden mit Be-
ziehung auf Faraday’s diamagnetische Versuche. Sobald sich
die Moleciile magnetisch oder electrisch polarisirter Medien
gegeneinander verschieben konnen, wie in Fliissigkeiten oder
in biegsamen elastischen Kérpern, so kommen neben den
urspriinglich angenommenen Fernkriften noch nothwendig
moleculare Wirkungen in Betracht. Die in Richtung der
Kraftlinien hintereinander liegenden Moleciile kehren einan-
der befreundete Pole zu und miissen sich gegenseitig anziehen,
die seitlich nebeneinander liegenden werden sich gegenseitig
abstossen. Die bekannte Theorie der magnetischen Fernwir-
kung zeigt, dass parallel gerichtete kleine Magnete sich an-
ziehen, wenn die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte einen
spitzen Winkel mit der magnetischen Axe beider macht, der
kleiner ist als 54°44° (arc cos 1/}3), sich abstossen, wenn
der spitze Winkel grosser ist. Damit in Uebereinstimmung
ist Faraday's Voraussetzung, dass in den magnetisch oder
dielectrisch polarisirten Medien ein Zustand von Spannung
bestehe in Richtung der Kraftlinien, infolge dessen sich diese
zu verkiirzen streben, wiahrend quer gegen die genannten
Linien ein Druck wirke, der die Substanz in dieser Richtung
auseinander treibe. Sir W. Thomson?!) hat schon 1843 den
Beweis gefiihrt, dass Kriifte dieser Art dieselben Wirkungen
hervorbringen konnen, wie die directen Fernwirkungen nach
der Theorie von Coulomb, und Cl. Maxwell hat diese
Annahme von Faraday zur Grundlage seiner ganzen Theorie
der Electricitit und des Magnetismus gemacht. Die jitngst
veroffentlichten Versuche von Hrn. Quincke zeigen in sehr
auffallender Weise das Bestreben electrischer Isolatoren, sich
quer gegen die Richtung der electrischen Kraftlinien zu dehnen,
wenn auch diese Versuche iiber das Verhalten in Richtung
der Kraftlinien noch Zweifel bestehen lassen.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist, zu zeigen, dass, wenn

1) Thomson, Cambridge Mathem. Journ. May 1843. — Reprint.
Art. VIL §147.
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die Consequenzen von Poisson’s Theorie auch nur in der
angegebenen Ausdehnung, d. h. in ihrer Anwendung auf die
Bewegungen starrer Korper im Luftraume als thatsidchlich
richtige Beschreibung der beobachtbaren Erscheinungen an-
gesehen werden, und das Gesetz von der Constanz der
Energie fiir dieses Gebiet von Erscheinungen als giiltig be-
trachtet wird, dieses Gesetz allein ohne alle Zuziehung von
Hypothesen iiber die innere Constitution der electrisch oder
magnetisch polarisirten Korper es moglich macht auch die
ponderomotorischen Krifte zu finden, welche auf die inneren
Theile solcher Korper einwirken und bei Formiinderungen
derselben sich geltend machen. Es ergibt sich dabei in der
That, dass das von Faraday angenommene System von
Spannungen lings der Kraftlinien und Drucken quer da-
gegen im Inneren solcher Korper wirksam sein muss. Die
einzige Abweichung, welche meine Analyse gegen die von
den Herren W. Thomson und Cl. Maxwell aufgesteliten
Formeln zeigt, ist, dass sie noch eine zweite Constante ein-
treten macht, durch welche das Verhiltniss zwischen den
Grossen jener Drucke und Spannungen von der Art der
Substanz abhiingig gemacht wird.})

§ 1. Die Arbeit bei Bewegungen starrer polarisirter Kérper
im Luftraum.

Da die hierher gehorigen Probleme bei ihrer Anwen-
dung auf Electricitit etwas andere Form erhalten als bei
Poisson’s urspriinglicher Anwendung derselben auf Magne-
tisirung, so will ich im Folgenden zun#chst die Benennungen
der Electricitatslehre anwenden. Die Uebertragung auf
Magnete erfordert nachher nur unerhebliche Aenderungen.
Es mogen A, u, v die Componenten der dielectrischen Mo-
mente eines polarisirten Isolators sein, berechnet fur die
Volumeneinheit seiner Substanz, parallel den Axen der =z,
%, = genommen; ausserdem moge & die Raumdichtigkeit, e
die Flachendichtigkeit von aussen zugeleiteter Elec-

1) Meine in Bd. 72 von Borchardt's Journ. fir r. u. a. Mathematik
gegebene Darstellung passt, dem dortigen Zwecke entsprechend, nur auf
di= innerhalb eines ponderab:in Trigers fortgleitende Electricitét.

25*



388 H, Helmholtz.

tricitdt in seinem Inmeren oder an seiner Oberfliche be-
deuten, und ¢ die Potentialfunction aller freien, d. h. nicht
durch die Polarisirung der Substanz neutralisirten- Electri-
citdt sein, so wiren die nach Poisson’s Vorgang zu bilden-
den Gleichungen, welche die Abhangigkeit der genannten
Grossen voneinander ausdriicken:

R =_g.% =—g9.%
(1) l—-—l?' a—.‘t’ = l‘}' ay,,. l’-——l?' 5;
Die Raumdichtigkeit der freien Electricitit wird sein:
S WOPRRY T S R
(1*) e"_Tn'A"‘—‘ dr 08y @8z’

und die Flichendichtigkeit, wenn N, und N, die auf der
Fliche nach beiden Seiten hin errichteten Normalen sind,
und NV, mit den positiven Coordinatenaxen die Winkel aq,,
b,, ¢, macht: ‘
1|a ]

(18) @‘_‘_E[ﬁl%,*'ﬁ%]

=e— (A, —Ay).cosa, — (u, — uy). €08 b, — (¥, — ¥;).c08¢c,.
Die ponderomotorischen Krifte, welche wirksam werden,
wenn einer der electrisirten Korper, den wir mit 4 bezeich-
nen wollen, bewegt wird, sind nach Poisson’s Annahme
gleich den Fernkriften, welche die gesammte vorhandene
freie Electricitit der tibrigen Korper auf die jedes einzelnen
ausiibt. Das virtuelle Moment dieser Krifte bei wirklich
eintretenden Verschiebungen oder die Arbeit, welche die ge-
nannten Krifte bei solcher Verschiebung verrichten, wird
infolge dessen gegeben durch die Aenderung, die durch die
Verschiebung im Werthe des Potentials P aller freier Elec-
tricitit gegeneinander eintritt, wihrend diese selbst in jedem
Punkte des bewegten Korpers als unverindert betrachtet
wird. Dieses Potential ist:
(1°) P=\[fffo.¢.dz.dydy.dz+ }[p.C.dw, _
und seine Aenderung bei eintretender Bewegung wird sein:

P=}fffe.0p.dz.dz+}/C.0p.dw,

(ld) 1 ; 1 ( dp L)
l = — gfijq).d(p.d.t.dy.dz—- Ef 5N{+§1Va op.do.
Hierin bedeutet dp die Aenderung, welche in dem betreffen-
den Punkte des bewegten Korpers sowohl durch seine eigene
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Bewegung wie durch die aller anderen Punkte eintritt, in
deren jedem die freie Electricitit als unverianderlich be-
trachtet wird. Wiirde unter dp nur die durch die eigene
Bewegung des hetreffenden Punktes erzeugte Aenderung ver-
standen, so wire der Factor § wegzulassen.

Poisson’s Theorie hat, wie schon hemerkt, als Grund-
lage nur die Erfahrungen, welche bei der Bewegung starrer
magnetisirter Kdrper im Luftraume gemacht waren. Um nun
auch in allgemeineren Fiillen die Grosse der bei der Bewe-
gung electrisirter Korper aufzuwendenden Arbeit berechnen
zu konnen, habe ich den Integralen, welche den Werth der
Energie ausdriicken, eine besondere Form gegeben. Im all-
gemeinen kommt darin eine ganze Reihe verschiedener
Grossen vor, Potentialfunctionen, Momente, Dichtigkeiten,
die durch die Gleichgewichtsbedingungen voneinander ab-
hiingig sind, und man kann mittels der letzteren Bedingungen
bald die eine, bald die andere der genannten Grossen aus
dem Werthe der Energie eliminiren oder auch in ihn ein-
filhren. Unter allen diesen Formen gibt es nun eine, welche
ich die Normalform nennen michte, bei der die Variation
ersten Grades des betreffenden Integrals, welche einer will-
kiirlichen Variation der abhingigen und bei Hersteilung des
Gleichgewichts sich verindernden Grossen entspricht, gleich
Null wird, Bei der Anwendung einer solchen Form hat
man den Vortheil, dass bei Berechnung der Aenderung des
Arbeitswerthes infolge irgend einer anderen Einwirkung die
dabei eintretenden Aenderungen jener erstgenannten (Grossen
ausser Betracht gelassen werden kionnen, eben weil die durch
ihre Aenderung bewirkte Arbeit gleich Null ist.

In unserem Fglle bilden wir das iiber den unendlichen
Raum zu erstreckende Integral:

1 [[dg)? (aw)z (am‘ z:‘l
—ﬂ[(ﬁ) + dy + a_z) ]d"-d!/-dz-i-f(f.e.dw,
mit den Bedingungen, dass d% = 0, im Falle 4, p, v oder

¢ variirt werden. Ich will das hier und in der Folge so
schreiben:



390 H. Hebmbholtz.
(2%) OB =0,B=0B=03,B=0.

Fihren wir diese Variationen aus, so erhalten wir in der
That die oben unter (1), (1*) und (1®) aufgefiihrten Bedin-
gungsgleichungen.

Um zu berechnen, welche Aenderung im Werthe von B
bei Lagenanderungen eines oder mehrerer der electrisirten
starren Korper eintritt, wollen wir zunichst annehmen, dass
dabei nicht blos die Grossen ¢ und e, sondern auch A, u, v
in jedem materiellen Punkte und Volumenelement der be-
treffenden Korper ihre Werthe unveriindert behalten, dann
wilrde auch iiberall der Werth der durch die Gleichungen
(1*) und (1*) bestimmten freien Electricitit, beziehlich der
Grossen Ao und (Op/0N, + Op/0N,) in jedem materiellen
Punkte unveréndert bleiben, ¢ aber sich #ndern wegen der
gednderten riaumlichen Verhiltnisse. Um die entsprechende
Variation von ® zu finden, wiirden wir den Betrag der zu
integrirenden Grossen fiir jedes Volumenelement der betref-
fenden Korper vor und nach der Verschiebung zu vergleichen
haben, nachdem wir den Theil:

(IF o= ) 2 ()

f @ . a—v(lw—f—rp dg.de.dy.dz
aus der ersten in die zweite Form umgeschrieben haben.
Dann sind die Integrale nur itber das Innere der electrisir-
ten Korper zu erstrecken, da 2, u, », 4o in dem zwischen
diesen liegenden Raum in Poisson’s Theorie gleich Null
gesetzt werden, und es wird:

5?13—fff5(p —a—z——g—f—% %'Aq:}dz.(ly.d:

+f5¢.1e—l.cosa—‘u.cosb—‘u.cosc+817'%%}(1&)-

Unter Anwendung der Gleichungen (1*) und (1%) fihrt dies
auf die in (19) gefundene Form:

5%=—fff8 -0q.dep.dz.dy. dz—fg" 9% . 4w = OP.

Das heisst die Zunahme des 2B bei der vorausgesetzten Aen-
derung ist gleich der Zunahme, welche das Potential sammt-
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licher vorhandenen freien Electricitit durch dieselbe Lagen-
anderung erfahren wiirde, wenn diese an den ponderablen
Theilen festhaftete. Wegen der besonderen Eigenschaften
der Function  &ndert sich dieser Werth nicht mehr, wenn
man nachtriglich in der zweiten Lage die dem neuen Gleich-
gewichte entsprechende Grosse der Momente A, u, v ein-
treten lisst. Also auch, wenn man fiir B die den Gleich-
gewichtsbedingungen (2*) entsprechenden Werthe der ab-
hiangenden Verdnderlichen 4, u, v, ¢ als fortdauernd giiltig
voraussetzt, wird bei Lageninderungen der einzelnen starren
Korper sein:
W — P = Const.,

wobei P die Arbeit bedeutet, welche zur Ueberwindung der
ponderomotorischen Krafte der Electricitait bei Lagendnde-
rungen der betreffenden starren Kirper aufzuwenden ist. Es
geht bieraus also auch hervor, dass diese Arbeit trotz der
Veriinderlichkeit der electrischen Vertheilung nur abhingt
von der Anfangs- und Endlage der betreffenden Kborper,
nicht von dem Wege, auf dem man sie aus der einen in die
andere Lage gefithrt hat.

Uebrigens ist noch zu beachten, dass auch fiir Aende-
rungen in der Vertheilung der eingeleiteten Electricitit e
und e die Aenderung von RW:

IBW=/[l.0e.dr.dy.dz + [¢.le.dw

wiederum gleich ist der Arbeit, welche man hitte aufwenden
miissen, um in leitenden Dréhten durch passend angebrachte
electromotorische Krafte die bewegten Quanta d¢ und de
zwischen Orten von verschiedenen Potentialwerthen ¢ fort-
zuleiten.

Setzen wir die aus den Gleichungen (1), (1*) und (1%)
sich ergebenden Werthe von 4, u, », ¢, & in die Gleichung (2),
30 erhalten wir die fir den Fall des hergestellten Gleich-
gewichts geltenden Formen des Werthes von :

(2% W,=1/ fp.e.dr.dy.dz+ {fp.e.dw.

e B, _IJ‘J 1 +4-u9l 6(;) + (g—‘;)z_*_ (%)2} de.dy.dz
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Die Combination:
2y BW=28W,— B. mit der Bedingung: J,W =0

ist wieder eine Normalform, aus der i, u, » ausgeschie-
den sind.

Aus der Form (2b) folgt, dass W =0 wird, wenn die
Korperelemente, welche angesammelte Electricitit enthalten,
voneinander und von den fibrigen in unendliche Entfernung
gebracht sind.

Die Grosse T ist also das Maass der Arbeit, welche
verwendet werden muss, um die entsprechende Anordnung
der electrisirten Korper herzustellen, wenn die Quanta freier
Electricitit sich zuerst unter dem Potentialwerthe Null be-
funden haben. Dies ist anwendbar auf jede Art von Elec-
trisirung, welche durch beliebige Vertheilung zugeleiteter
electrischer Quanta im Inneren oder an der Oberfliche der
betreffenden Korper entstehen kann.

Im Falle unter den electrisirten Kdrpern auch
Leiter sind, wird innerhalb jedes Leiters auch ¢, be-
ziehlich e variabel, aber so, dass die in der ganzen Ausdeh-
nung des Leiters enthaltene gesammte Quantitit der Elec-
tricitit unverandert bleibt, d. h. es ist innerhalb des Leiters
zZu setzen:

0B+ Cfffds.de.dy.dz4 Cfde.dwm = 0.

Die aus der Variation hierbei folgenden Bedingungen sind:
0=4de{ep + C}, 0=2de{ip + C},

die fiir die Ausdehnung jedes zusammenhingenden Leiters
gelten. Fir getrennte Leiter sind verschiedene voneinander
unabhingige Constanten C anzuwenden.

Uebrigens kommt man genau zu demselben Resultate,
wenn man die Quantitit von Electricitit, die der Leiter ent-
halten soll, in ihm als festliegende Masse ¢ annimmt und
dann & = oo setzt. Um den Werth von BB in (2,) zum Mi-
pimum zu machen, wird unter diesen Umstinden, so weit
J = oo ist, sein milssen:

/

I

/ /



H. Helmholtz. 393

und das Quantum der im Leiter enthaltenen Electricitit
wird durch die eintretende dielectrische Polarisation dessel-
ben nicht geindert. Wenn wir diese Form der Behandlung
des Problems wihlen, wird also der Fall der Leiter als
Grenzfall in die bisherigen Rechnungsformen mit einge-
schlossen.

Bei der Anwendung auf magnetische Vertheilung
kann im ganzen genau ebenso verfahren werden, nur wiirden
die Quanta ¢ und e als festliegend in den Gegenden der Pole
unverinderlicher Magnete angesehen werden miissen, und das
Gesammtquantum derselben in jedem Magnet gleich Null
zu setzen sein. Die aufgestellten Gleichungen wiirden den
Fall mit umfassen; dass neben dem unverinderlichen Magne-
tismus, der den Quantis ¢ und e entspricht, in der Masse
des Magneten sich durch Induction temporirer Magnetismus
eptwickelt.

Die Function 8, berechnet fiir Gleichgewichtszustand in
den polarisirten Korpern, kann auch auf die Form gebracht
werden:

(Qe I

l
e

(29
| \ + EU;—I#- W+ w4+ .de.dy. dz.

In der letzteren Form ist das erste Integral die Arbeit der
freien Electricitat, nach ihrer Wirkung im Luftraume be-
rechnet, das zweite der Betrag, den die Polarisirung der
dielectrischen Substanzen hinzufiigt. Die Form (2¢) entspricht
der Theorie von Faraday, wonach auch im Luftraume Po-
larisation stattfindet. Soll sie auf den Luftraum mit der
Annahme & =A=u=v=0 angewendet werden, so ist hier
fir /8 u. s. w. die electrische Kraft (— 0¢g/0r) zu setzen,
um der Form (§) zu entgehen, wie dies in (27) geschehen ist.

Wenn wir annehmen, die durch die Gleichungen
(1), (1%) und (1*) bestimmte Polarisation kénnte un-
verinderlich gemacht werden, wie dies bei magneti-
schen Substanzen durch die Coércitivkraft wirklich in ge-

”1 +4aY,

R4

(24 w4 v .dr.dy.dz.  oder:

(85 "61;_)2 /va_'r>2l
lkg_r].}_ka—” +(6: jde.dy.dz +
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wissem Grade geschieht, und es wiirden dann noch neue
electrische Quanta von der Dichtigkeit &, und e, hinzuge-
bracht, die, filr sich genommen, die Potentialfunction y her-
vorbrichten, so wiirde deren Ansammlung zunichst gegen
ihre eigenen Krifte die Arbeit:

Sl J1GE) + (3) + (32)) azaya

erfordern. Weiter wiire die Abstossung der frither vorhan-
denen electrischen Quanta und Momente zu itberwinden,
deren Potentialfunction ¢ ist. Dies gibt:

Sffp.& . .de.dy. dz+f¢ e .dw
1 {9y al[/ al[ alp dp __'£) )
—fffh\az oz a_y 6_/+6- P de.dy.dz.

Wenn wir diese beiden Arbeitsbetrige unter der Be-
zeichnung B zusammenfassen, so ergibt sich die Gesammt-
arbeit mit Hinzufiigung des Werthes von B aus (21):

\ la(rp+w) (aww))" (6(¢+w)>2 .
SB+IS_-— fff( ) Em + R da.dy.dz

+fffﬁ{p +uttv}da.dy. dz,

eine der Form (27 vollkommen analoge Form. Daraus geht
hervor, dass diese ihre Bedeutung auch dann behilt, wenn
die Momente A, y, v zwar ¢ine solche Anordnung haben, als
wiren sie durch die vertheilende Wirkung von eingeleiteter
Electricitit hervorgebracht, aber nicht der zur Zeit bestehen-
den electrischen Vertheilung entsprechen.

Man findet diese Form z. B. in der Gleichung fiir die
Constanz der Energie (20%) meiner ersten Abhandlung itber
Theorie der Electrodynamik’) fir die electrostatische Arbeit
wieder, obgleich dort noch inducirte electromotorische Krifte
mitwirken. Fiir die magnetischen Krifte findet sich ebenda
die einer Gleichgewichtslage entsprechende Form (2¢). Diese
Gleichgewichtslage ist aber dort unter dem Einflusse elec-
trischer Stréme zu Stande gekommen. Letztere wirken nach
Ampére's Darstellung festen Magneten analog, aber sie
machen die Potentialfunction ¢ mehrdeutig. Eindeutig wird

(28)

1) Helmholtz, Borchardt's Journ. fiir r. u. a. Math. 72, p. 125. 1870.
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diese nur, wenn wir den Raum, der um die Stromleiter
herum mehrfach zusammenhingend ist, durch passend ge-
legte Schuittfiachen einfach zusammenhingend machen. An
jeder solchen Schnittfliche muss die Potentialfunetion ¢
einen Sprung machen, sodass:
P, — @y = —4nJ,

wo J die Stromintensitit bedeutet. Die Schnitttlichen diirfen
nicht die unverinderlichen Magnete schneiden, die in den
bisher angewendeten (Gleichungen nur durch die magnetischen
Quanta ihrer Pole ¢ und ¢ repriisentirt sind, da es nicht
gleichgiiltig ist, ob der die Pole verbindende Magnetstab auf
der einen oder anderen Seite des Stromleiters vorbeigeht.
Es diirfen also auch bei Verschiebungen der verschiedenen
Korper die Quanta ¢ und e nie durch die genannten Schnitt-
flichen hindurchgehen.

Wenn dies festgehalten wird, so ist zuniichst ersichtlich,
dass der Werth von T, wie er in Gleichung (2) gegeben
ist. nicht von der Lage der genannten Schnittflichen ab-
hiingig ist. Denn wenn wir sie verschieben, &ndert sich nur
der Werth von ¢, nicht aber der seiner Differentialquotien-
ten, in denjenigen Stellen des Raumes, durch welche die
Flache passirt ist. Da nun ¢ nur mit ¢ oder ¢ multiplicirt
in Gleichung (2) vorkommt, und die Pole der Magnete
nicht durch die Fliche gehen sollen, so #ndert sich nichts
im Werthe von ¥ durch eine Verschiebung der Schnitt-
flache innerhalb des Bereiches der nur temporir magneti-
sirten Korper, und die Function 8 wird also auch in diesem
Falle die ponderomotorische Arbeit auszudriicken geeignet
sein, welche bei constant erhaltener Stromintensitit auf-
gewendet werden muss, um die verschiedenen magnetisirten
oder magnetisirbaren Korper in der N#he des Stromleiters
zu bewegen. Nur ist dabei die in den obigen Ausdruck von
2 nicht mit aufgenommene Bedingung festzuhalten, dass ¢
beim Umlauf um den Stromleiter, wenn dessen Stromintensitit
J ist, um die Grosse 4aJ zunehme.

Zu bemerken ist, dass der Werth von 2 in (2¢), der hier
nur durch Betrachtung der zur Herstellung der Mag-
netisirung aufgewendéten Arbeit gewonnen ist, sich
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in meiner ersten Abhandlung iiber Electrodynamik in der
schon citirten Gleichung (20%) als vollstindiger Werth
der electrokinetischen Energie galvanischer Strome
gefunden hat. Die dortigen Werthe von 4, u, v beziehen
sich aber nur auf die durch die Stréme selbst hervorgerufene
Magnetisirung, da sie nur den mit den Stromen verschwin-
denden Theil derselben beriicksichtigen. Die Herleitung des
Werthes beruht dort auf ganz anderen Principien, nimlich
auf Berechnung der Wirmeentwickelung durch die Inductions-
strome; sie kann fiir ungeschlossene Strome problematisch
erscheinen, fiir geschlossene aber hat sie sichere Grundlagen.
Wenn im Luftraum & =0 genommen wird, muss ebenda
A/ & durch den Werth der magnetischen Kraft ersetzt werden.

§ 2. Die auf das Innere dielectrisch polarisirter Kérper
wirkenden Kriifte.

Um eine Anzahl electrisirter und entweder leitender
oder dielectrisch polarisirbarer Korper aus unendlicher Ferne
in eine durch den Index O zu bezeichnende Lage zu bringen,
brauchen wir die vom Wege unabhiingige Arbeit ®,; um
sie in irgend eine andere, durch den Index 1 bezeichnete
Lage zu bringen, dagegen die Arbeit ,; folglich, um sie
aus der Lage 0 im electrisirten Zustande in die Lage 1 zu
bringen, die Arbeit W, — BW,. Diese Verschiedenheit beider
Lagen kann auch verschiedene Formen der dielectrischen
Korper umfassen, da diese fern von den electrisirten Kor-
pern, ehe man sie in die Lage 1 iiberfiihrt, beliebige Form-
dnderungen erleiden konnen, ohme dass Arbeit gegen elec-
trische Kriifte zu leisten wiire. Electrisirte Kérper miisste
man vorher in kleine Theile zerlegt denken, oder durch
Leitung geladen. Beides gibt schliesslich, wie oben gezeigt
wurde, denselben Betrag an Arbeit.

Als die zu variirende Normalform von ¥ kdnnen wir
hier die einfachere in (29) gegebene benutzen, welche nur
die Grossen ¢ e und @ enthilt, nidmlich:

®= [l 522 (G) 4 55) + (58] Jiam v
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Wenn sich die dielectrischen Massen bewegen, so #ndert
sich an den einzelnen Stellen des Raumes durch die Be-
wegung zundchst der Werth von &. Bezeichnen wir bezieh-
lich mit & 7, ¢ die Verschiebungen, welche der Punkt z, y, =
in Richtung dieser Coordinaten erleidet, und betrachten wir
vorlautig &, », 5 und & als continuirliche Functionen der
Coordinaten mit dem Vorbehalt, Fille von sprungweiser
Aenderung dieser Grossen an einzelnen Flichen nach ge-
fundener Losung als Grenzen einer immer jiher werdenden
continuirlichen Aenderung zu betrachten: so wiirde nach
der Verschiebung die durch dieselbe eingetretene Aenderung
des Werthes von ¢ im Raumpunkte «, y, z, wenn wir mit
o die Dichtigkeit der Substanz bezeichnen, sein :

09 a9 09 .
0 = — dr £ dy T eT b+6log d.loga
Es 1st aber nach bekannten Sitzen:
__0s 8y e
dl°g”—_'a: dy 8z

Bezeichnen wir die von der Art der Substanz abhingige
Constante:

a9

siogs = 7
so wird also:
_ 8% 9y .99 e a8y 8:
@) 0F=—&-g0 g TS 0[&‘*‘6}*’5]'
Ebenso wird sein, wenn sich ¢ mit den Korpern bewegt:

o ds _de . e a&  6q , 8¢ i
(3.)165__§a_£ 7/~ay—>'a— [61‘+§;+£J’ oder:
0

= Se= - (e8) + 35 (en) + 5L (eD).

Wenn wir nun die Variation von ¥ zunichst so voll-
ziehen, dass an jeder Stelle des Raumes die Werthe von ¢
ungeindert bleiben, so sind im Werthe von ¥ nur % und &
in dem angegebenen Betrage zu variiren. Variiren wir nach-
her die Werthe von ¢ so, dass diese in die von dem neuen
Gleichgewichtszustande verlangten Werthe tbergehen, so
andert dies unter den gemachten Voraussetzungen nicht mehr
den Betrag der gesammten Variation, da:

0, W = 0.
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Der Energievorrath also wichst auch bei erhaltenem
Gleichgewichtszustande um den durch Variirung von ¢ und
¢ erhaltenen Betrag von 0¥, wahrend gleichzeitig die
durch die Magnetisirung hervorgebrachten ponderomotori-
schen Krifte X, Y, Z ihre Arbeit leisten. Das Princip
von der Constanz der Energie verlangt:

(3% OB+ X.E+V.n+ Z.J]dr.dy.dz=0.

Berechnen wir 0% aus (29), so kann die Gleichung (3%) nicht
erfilllt sein, wenn nicht zusammengefasst unter ein Integral-
zeichen die mit § #, & multiplicirten Factoren einzeln gleich
Null sind. Also die erste dieser Gleichungen ist:

oq h

(4 [0—‘\4—6 +$6I[( ) (\Oy)+(7(’=_):l
9 éq\*, [94\"
U -sdlolle)+ () ()

Die analogen Ausdriicke fiir ¥ und Z sind leicht zu
bilden. Der hier gefundene Werth dieser Componenten um-
fasst nun alle die electrischen Einfliisse zusammengenommen, -
welche auf die Volumeneinheit der Substanz am Orte «, y. =
einwirken. Diese konnen zum Theil directe Wirkungen ent-
fernter Theile, zum Theil Wirkungen aus nichster Nihe sein.
‘Wie man die Theilung zwischen beiden ausfithrt, ist einiger-
massen willkiirlich. Die Molecularkriifte miissen den Be-
dingungen unterworfen sein, welche das Princip von der
Gleichheit der Action und Reaction stellt, und die aus der
Theorie der elastischen Korper bekannt sind. Bezeichnen
wir namlich mit A Krifte, die in Richtung der », mit B
solche die in Richtung der g, mit C solche die in Richtung der
z fallen; mit dem Index z solche die auf die Einheit einer
der yz Ebene parallelen Fliche von Seite der positiven »
wirken u. s. w,, 80 muss sein:

(49) y=B., B.=C, C=A.
Die auf die Flicheneinheit einer Ebene, deren Normale
die Winkel a, 4, ¢ mit den positiven Coordinatenaxen macht,

auf Seite dieser Normale wirkenden Krifte, miissen eben
deshalb sein:
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Ap = Az.cosa+ A,.cosb + A,.cosc,

B, = B;.cosa + B,.cosh + B:.cosc,

Cy= C;.cosa+ C,.cosb + C,.cosc.
Die auf die Volumeneinheit des inneren Raumes wirkenden
Krifte ergeben sich dann in der Form:

X—-—.—-A +6 - d, + - A,
i 0
=é_‘;'(z+— + Cz

Die Frage der Riickfihrung der Molecularkrifte gestaltet
sich also dahin, ob es mdglich ist, die gefundenen Werthe
von X, Y. Z in die Form (4®) mit Einhaltung der Bedin-
gungen (4*) zu bringen, wobei die Griossen A4, B, C nur von
dem ortlichen Zustande der dielectrischen Polarisation ab-
hiingen diirfen.

Nun kann man in der That die in (4) gegebenen
Krifte ginzlich auflésen in Molecularkrafte von
der Form (4Y).

Um diese Reduction auszufithren, dient folgende Um-
formung:

Gleichungen (1) und (1%) ergeben:

—4ne——[(1+4n0) }4— [(1-{—471{)) 9'_PJ
(49)

+—a—‘;\i‘\1+4ﬂlr})-x]7

daraus folgt, dass:

] 0 (O¢g
4“'£=—a:{“+4“"’)(5%”
¢ o O 0¢ Gy

{

: \
89 /G:p) dg (atp)g]
—en G (%) - (52 (32) )
Driickt man die Differentialquotienten von ¢ mittels
der Gleichungen (1) durch 4, p, » aus, so lassen sich die
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Krafte X, Y, Z in die Form (4®) bringen, wenn man
setzt:

1+4a28 9 0 ., 2 9
A, = ;'_“;, (42— p? =)+, . [A* + 1 + 2]
1 419 9 /] 9 -
B,= ;,,’..,—[—m.u’—v-1+m[z-+u-+:ﬂ]
> 6 5 5
o { Co=" Ak — ) Rl )
Ay=Bx=l:-‘;’4“;;—.,‘{y BZ=C‘=1:1§;:9--!AI’
14+ 418
Cz'—"Az— 419 L,
oder auch:

-6 1406 )
Az = —8; [(5;) (é; - az + 0 \ J‘ + ay + (a—: etc.

_ 1+4a8 dq dg
Ay = By =~ in e 3y ete.

Man kann diese Krifte auch zusammengefasst denken in

1) einen Druck, der iiberall in Richtung der nach aussen
gewendeten Normale jeder Grenzfliche wirkt im Betrage von:

2) einer in Richtung der Kraftlinien wirkenden Span-
nung im Betrage von:
wobei mit » der spxtze ‘Winkel bezeichnet ist, den die Rich-
tung der electrischen Kraft mit der Normale der Oberfliche
macht.

Bezeichnen wir die Resultante der electrischen Kraft
mit R:

R = (04 + 0,

so ist die hier erwihnte Spannung auch zu setzen gleich:
1 + in # a(p

4=n ‘6N
und fillt in die Richtung der in das Innere eintretenden
Kraftlinie.
In der Form, wie die Werthe der Krifte hier gefunden
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sind, passen sie auch ohne Schwierigkeit fir den Fall, dass
an Grenzflichen der Korper der Uebergang in den Werthen
der & discontinuirlich wird, oder daselbst zusammengedringte
Flichenschichten von Electricitdt liegen, da in den Werthen
der 4, B, C weder die Grdsse ¢ noch Differentialquotienten von
% nach den Coordinaten vorkommen. Will man jedoch zur
Controle der Richtigkeit des Verfahrens die an der Grenze
verschiedener Substanzen eintretenden Discontinuitiiten im
Werthe von & gleich von vorn herein als solche berfick-
sichtigen, so ist bei der Ausfihrung der Rechnung zu be-
achten, dass die oben gebildete Gleichung:
0, BW=0
sich nur auf die Variation ersten Grades bezieht. Dem
gesammten Betrage der Verinderung von W entspricht die-
ger Werth von 0% aber nur, wenn die Quadrate und Pro-
ducte der variirten Grossen gegen die Glieder ersten Grades
vernachlissigt werden diirfen. Wenn nun eine Korpergrenze,
wo zwei Medien zusammenstossen, deren dielectrische Con-
stanten &, und &, sind, und die mit der Flichendichtigkeit
¢ belegt ist, in Richtung der Normale NV, so weit vorriickt,
dass eine Schicht von der Dicke dIV, welche bisher die
Constante &, hatte, den Werth & bekommt, so entsteht
zundchst bei unverinderten Werthen von ¢ dadurch eine
Aenderung von B, welche betrigt:
2
—raw-an® 2 (5] (G (3] - o 38
Bezeichnen wir den grossten Differentialquotienten, den ¢
in Richtung der Flache hat, mit d¢ /0s, so lasst sich dies
auch schreiben:
—fdw.dN{2 2 [K%f\ +(:_1':;o)z] ¢ v |
Denn zunichst, ehe die Werthe von ¢ auf den neuen Gleich-
gewichtszustand zurtickgefuhrt sind, herrscht in der betreffen-
den Schicht noch der alte Werth des dortigen d¢/dN,.
Wenn nun dieser Uebergang in den Gleichgewichtszustand
vor sich geht, tritt in dieser Schicht der Werth des Diffe-

rentialquotienten d¢ /AN, ein, der der anderen Seite der

Fliche entspricht und von jenem wegen der Gleichung:
Ann. d. Phys. 0. Chem. N.F. XIII, 26
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49 —dme=(1 +458,)- aN + (1 +7ad)- aav,

endlich unterschieden ist. Setzen wir nun:

o\’ _ [0\ o 89 38 {309\
(aT(vp;) = (agj,)‘?ag sa T az{fp“)’
ddep _ Btp o

3N T8N, in’
so ist diese Variation des Dlﬁ'erentla.lquotlenten in der Schicht
von Dicke dN endlich, und also ihr Quadrat nicht zu ver-
nachlissigen. Die Glieder ersten Grades werden, wenn man
von einer Gleichgewichtslage ausgeht, natirlich auch in
diesem Falle gleich Null, ob die d¢ verschwindend klein
oder endlich sind. Wenn wir aber das quadratische Glied
der Variation fortnehmen, wird der Werth der Variation
von ¥, der von dieser Lagendnderung der Fliche herriihrt,
nunmehr veréindert in:

|$ do g ‘_l+4n0 dg  O¢ TAR
—fdw.dN =5 [(aN)*\ae)J o '[azvﬁa‘&] € 5N,

Mit Benutzung der Gleichung (4f) fir den Werth von e re-
ducirt sich dies auf:

fdw.an{Hnn (0] ()] _trinf{on)_ (30,

Der von 6 unabhingige Theil der nach dem Inneren hin
normal zur Grenzfliche wirkenden Kraft ergibt sich hieraus

gleich:
1+ 47!3{ (a_(p)?_ (gg)ﬂ}
8n 8N, Os
fibereinstimmend mit den in (4¢) fir die Coordinatenebenen
gegebenen Werthen. Tangentiale Krifte ergeben sich eben-
falls, wenn man nachtriglich auch noch Verschiebungen der
Schicht e in Richtung der Fliche voraussetzt.

In der von Cl. Maxwell gegebenen Darstellung?) dieses
Kraftsystems fehlt das mit 6 multiplicirte Glied. Es ist in
unsere von Poisson’s Voraussetzungen ausgehende Analyse
eingetreten, da wir die Moglichkeit der Dehnung ponderabler

wo anndhernd:

1) CL Maxwell, Electricity and Magnetism. 1. §§ 104—107. Oxford
1873.
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Dielectrica mit in Betracht zogen. F#r das zwischen den
bewegten Korpern liegende Vacuum aber, beziehlich den
Luftraum, ist & nach Poisson’s Voraussetzungen, denen
wir hier gefolgt sind, fiberhaupt gleich Null und bleibt gleich
Null, wie auch die Form und das Volumen des Vacuums sich
verindern mige. Diese Voraussetzungen impliciren also fiir
das Vacuum auch den Werth #=0. In der That ergibt
sich bei Untersuchung dieses Punktes, dass nur in Medien,
in denen entweder # =0, oder die incompressibel sind, die
ponderomotorischen Krifte genau dieselbe Vertheilung zei-
gen. wie sie es im Vacuum nach Coulomb’'s Hypothese
thun wiirden.

Wenn wir némlich das Medium als eine homogene
Flissigkeit betrachten, die kein eingeleitetes ¢ enthilt, deren
Druck p, deren Dichtigkeit o sei, wiithrend P das Potential
der ausseren auf die Masseneinheit der Flissigkeit wirkenden
ponderomotorischen Krifte (z. B. Schwere) darstellt, so sind
die Bedingungen des Gleichgewichts:

H

In einer homogenen Flussxgkelt werden ¢ und 5 nur vom
Drucke p abhingen, und da:
09

0= 4 g s’
30 konnen wir die erste jemer Gleichungen mit Beriicksichti-
gung von (4) schreiben:
3 Y 2 1 R 3
S L LG RR PR AN TAL G Re e
oder wenn wir statt des Druckes p die Function v von o
einfithren, fir welche:

50 erhalten wir aus den drei obigen Gleichungen des Gleich-

gewichts die eine Integralgleichung:

P

‘ T 2g|\dz dy/ dz

welche anzeigt, dass unter Einwirkung der gefundenen Krifte

auch flissige Medien im Gleichgewicht sein konnen; ferner,
26
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dass wenn 6 = 0, Druckunterschiede innerhalb der Flissig-
keit durch die electrischen Krifte éiberhaupt nicht hervor-
gebracht werden.

Ist die Flissigkeit incompressibel, so ist:

v=2,

und die electrische Polarisirung bringt dann also neben den
sonst schon bestehenden Druckunterschieden den Druck:

o [{dg\*, (de\*, (@
p=3[(G)+ () + ()]
hervor. An der Grenze des Mediums tritt diesem aber der
ebenso grosse, von 6 abhingige Theil der Oberflichenkraft
entgegen, den die Gleichungen (4°) anzeigen. Auf die jen-
seits der Grenze gelegenen Kdrper hat der von 6 abhingende
Druck also unter diesen Bedingungen gar keinen Einfluss.
Es ist dies das folgerichtige Ergebniss der Betrachtung,
durch welche @ eingefithrt wurde. Dies geschah in der Vor-
aussetzung, dass die Substanz durch Dichtigkeitsinderungen
Aenderungen ihrer dielectrischen Constante erleiden konnte.
Ist sie incompressibel, so ist diese Moglichkeit wirkungslos.

Nur in einem Medium, in welchem & constant, in wel-
chem also entweder A =0 oder ¢ constant ist, ergibt die
Gleichung (4¢) fir ¢ = 0 auch:

dp =0,
wie es nach Coulomb’s Theorie im leeren Raume statt-
finden muss. In einem anders beschaffenen Medium, fiir
welches beide genannte Annahmen nicht zutrifen, wiirde
auch die Differentialgleichung fir ¢ sich éndern.

Auf tempordr magnetisirte Substanzen sind die
hier vorgetragenen Sitze ebenfalls zu itbertragen, aber mit
Ausschluss der Formanderungen permanenter Magnete, da
wir nicht wissen, ob die Gleichung (3%) auf das Verhalten
von solchen anwendhar ist. :

In der Form (4° sind die Fernkrifte ganz verschwun-
den und ersetzt durch die Reactionen des polarisirten Me-
diums. Es ist dies die Anschauungsweise von Faraday und
Cl. Maxwell, die auch in dem von ponderabler Substanz
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leeren Raume den Aether als Triger dieser Spannungen
betrachten.

Man kann aber auch die zweierlei Ursachen
nebeneinander bestehen lassen, wenn man die di-
recten Fernwirkungen nicht aufgeben will. Da ném-
lich die Dichtigkeit der freien Electricitdit im Raume dar-
gestellt werden kann durch:

1
— =49,
und wir die identische Gleichung bilden kénnen:
L [a.p apr 9 [a.p a(p] 9 [aq, d
¥ - 8r Oz dy |9z dy 9z |9r 3z

. sa,{(“\ +(32)'+ (52

so konnen wir diesen Ausdruck mit 4% dividirt zum Werthe
von X addiren, ohne diesen zu verindern. Dann ist:

(5) X=32 42+ O + () + ().

59 l?( —%(‘ —ut —v)-r——»(l’-}-y + v?) etc.

l A =B =+ J.y etc.
und da A%/& = &.(0p/0z)? etc.,, so fallen im Raume, wo
& =0, die molecularen Spannungen fort. Diese wirken nur
in den ponderablen Dielectricis, und neben ihnen die Fern-
wirkungen der freien Electricitdt, welche in dem ersten
Gliede des Werthes von X angezeigt werden. Dass die von
der Theorie angeszeigten dehnenden Kriifte quer gegen die
Kraftlinien bestehen, ist durch die von Hrn. G. Quincke
kiirzlich verdffentlichten Versuche fiir eine Reihe von Sub-
stanzen erwiesen worden.')

Eine Prifung des Gesetzes der Anziehungen im Inne-
ren einer dielectrischen Flissigkeit (Terpentindl) ist von
Hrn. P. Silow schon im Jahre 1875 im hiesigen physika-
lischen Institute ausgefuhrt worden.?)

1) Quincke, Pogg. Ann. 186, p. 389. 1875.
2) Silow, Wied. Ann. 10. p. 181. 374, 513. 1880.
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Schliesslich mache ich noch darauf aufmerksam, dass
die in (29) gegebene einfachere Normalform von B unver-
indert bleibt, wenn wir in ihr alle Coéfficienten (1 + 4:2:3)
sowie 0 mit derselben Zahl N? multipliciren, dagegen alle
Werthe von ¢ durch NV dividiren, ¢ und ¢ dagegen mit V
multipliciren. Da nun‘aus dem Werthe von 8 sowohl die
Gesetze der Vertheilung der Potentialwerthe im Raume, wie
die Werthe der ponderomotorischen Kréfte hergeleitet wer-
den, so bleiben diese alle unverindert, wie iibrigens auch die
oben in (4°) aufgestellte Gleichung fiir ¢ und die Werthe fir
die Krifte (p.400 hinter (4¢)) erkennen lassen. Dadurch reducirt
sich aber in den Gleichungen (5) der auf directe Fernwirkung
der Electricitat zuriickgefihrte erste Theil der Kraft auf 1//V?,
sodass in dem Maasse, wie /V? grdsser wird, die directe
Fernwirkung immer mehr gegen den von den dielectrischen
Medien iibertragenen Theil verschwindet. Das Quantum der
freien Electricitit, gemessen durch A¢, reducirt sich eben-
falls auf 1//V seines fritheren Werthes. Fiir grosse Werthe
von NN verschwindet also freie Electricitit und Fernwirkung,
was zu Maxwell’s Theorie hiniiberfiihrt. Diese Satze, die
ich schon am Schlusse meiner ersten Abhandlung iiber Elec-
trodynamik aufgefithrt habe, bestitigen sich also hier auch
der vollstindigeren Analyse der ponderomotorischen Krifte
gegeniiber.

II. Ueber die Leitungsfihigkeiten der Metalle fiir
: - Wdrme und Electricitdt;
von G. Kirchhoff und G. Hansemann.
(Der Acad. der Wiss. zu Berlin vorgelegt am 12. Mai 1881.)

In einer fritheren Abhandlung!) haben wir eine neue
Methode zur Bestimmung der Warmeleitungsfihigkeit von
Metallen auseinandergesetzt und durch ein Beispiel erlautert.
Wir hatten damals schon die Absicht, diese Methode auf

1) Kirchhoff u. Hansemann, Wied. Ann. 9. p.1. 1880.



