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' 4'1
Beitrige zur niherungsweisen Berechnung bestimmter
Integrale nach der Methode der Quadraturen.

(Von Herrn Prof. J. L. Raabe zu Ziirich,)

D{e Methode der Quadraturen zur niiherungsweisen Berechnung bestimm-
ter Integrale erhielt erst durch Poissons Bearbeitung *) dieses Gegen-
standes eine streng wissenschaftliche Begriindung. Denn die, dieser Me-
thode von Muclaurin und Euler beigefiigte Correctionsreibe ‘ermangelte
eines Kennzeichens aus dem der jedesmal Statt habende Fehler beurtheilt
werden kionte. Diese Liicke ist durch das von Poisson dieser Reihe
noch beigefiigte Ergiinzungsglied villig ausgefiillt, wodurch in theoreti-
scher Bezichung der Gegenstand als geschlossen angesehen werden darf.
Fiic die Anwendung hingegen ist der grofse Vortheil dieses Ergiinzungs-
gliedes bis jetzt nicht geniigend aufgedeckt worden, So ist z. B, der
Fall, wenn siimmtliche Glieder der Correctionsreihe in Nullen iibergehen,
nur oberfliichlich erliutert, Das Paradoxe desselben ist zwar durch das
Dasein des Ergiinzungsgliedes gehoben; allein man sieht nicht recht ab,
wie dann nach der Quadraturmethode die Bechnung zu fiihren sei. Im
Alligemeinen vermifst man ein Verfahren, welches den Genauigkeitsgrad
.eines nach der Methode der Quadraturen bestimnten Integrals anzeigt,
wenn mit irgend einem Iucremente der Variabeln die Rechnung angestellt
wird, und umgekehrt,

Die Aufklirung dieser Puncte wird den Inhalt der vorliegenden
Beitriige ausmachen,

1. Stellt O (x) eine innerbalb @ und & (h>>a) continuirliche Func-
tion von 2 dar und setzt man

b—a = nuw,

wo n eine ganze positive Zahl bedeutet, so enthiilt eine der folgenden
drei Gleichungen: ' “

*) Mémoires de Pinstitut 1823.
10 *
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[ 0@ dz = «l®@)+@@+6) +P@a+2w) + ...+ P(a+ i—1w)],
[ o@de = w[d@+w) + 0@ +20)  + .t Olat-1)w)+ B,
/. 0@z = wlHP(@)+ Pate)+Pat2w) & o+ O(at(n-1))+100)]

die Integrationsmethode der Quadraturen. Je kleiner das Increment w
gedacht wird : mit desto mehr Genauigkeit bestehen auch diese Gleichun-
gen. Diese Gleichungen sind vollkommen richtig, wenn w als ein unend-
lich klein-, also n als ein unendlich grofs- Werdendes gedacht wird. Den
Unterschied im Resultate, falls w einen endlichen Werth annimmt, wel«
_ches letztere Resultat nur einen angeniiherten Werth darstellt, suchten die
Geometer durch Reihen, die nach den Potenzen von w fortgehen, darzu-
stellen. Legendre fand *), wenn die dritte der obigen Gleichungen fest-
gesetzt wird, diese Reihe unter folgender Form:

—X,[0:(0) — §u(@)] o + X, Qs (8) — D5 ()] w*— X [T (B) — Ps (@)] @° ...,
wo

1 1 ; 1
Y= 1380 Yo=g13558 Y= g B waw

und B,, B,, B; die Bernouillischen Zahlen sind. Ein Ausdruck von der
Form Qi(m) stellt hiet und in der Folge den kten Differentialcoéfficienten
der Function Q(x) vor, wenn nach vollzogener Differentiation x = m
gesetzt wird.
Die hier aufgestellte Reihe wird die Correctionsreike zur niherungse
weisen Bereehnung der Integrale nach der Quadraturmethode genannt.
. Endlich hat Poisson, um diese Correctionsreihe sammt ihrem Erzeu-
gungsgliede zu gewinnen, eine mit der folgenden Gleichung ganz iholiche:

L [ 0@z = wl}0@)+Patw)+Pat2)+ ... +O(at (i-1)a)+10B)]
=00
2! E / (D(x)cosQ"n(x—“) dz
0=
aufgestellt, in der das Summenzelchen auf alle' ganze und positive Werthe
von ¢ sich erstreckt.
Am schnellsten gelangt man zu derselben, wenn folgende Gleichung :

= r_co(/. @(:c)coam(‘qc )dw)cosm(“—")

®*) Traité des fonctions elliptiques, T, II.
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zum Grunde gelegt wird, die zur Darstellung der Functionen in Reihen,
welche nach den Cosinussen der Vielfachen der Variabeln fortgehen, dient.
Wird nun in' derselben nach und nach u=a, u=a-+w, u=a+42uw, ....
u=a-+n—1)w, u=2> gesetzt und dann die Summe derselben genom-
men, nachdem man noch friiher die erste und die letzte mit 3 multiplicirt
hat, so ergiebt sich nach einigen Reductionen dic obige Gleichung (1.),
Durch Integration p.p. geht das bestimmte Integral in Gleichung (I.):

LbQ(w) cos 2_(’_’}_(;_'_—_0_) dx,

in eine nach aufsteigenden Potenzen von w® fortgehende Reihe iiber, woe-
durch endlich erhalten wird:

L [ '0@dz =
w3 @)+ 0a+w)+Qla+2w)+....+P(a+(n—1)w) 43 O (5)]

— 1[0 (0) —Du(@)]w’ + K[@,(b) — Qs (@)}t —
et (—=1)" ’2m [@m-—-n (0) = Qo (@)] ™™

=
+ 2= ()" 2 ok [ o (@008 2D g
Diese Gleichung, in welcher '
L Ya=oom(l+ gty toe-)
. 2k = (Qﬂ)ﬂ‘ 52—[ 32,‘ m oes e

ist, 15set das Problem der niiherungsweisen Integration nach der Methode

der Quadraturen vollstiindig.
Die erste Zeile dieser Gleichung driickt dic allgemein bekannte

Inteuratxonsmethode der Quadraturen aus. Die zweite Zeile corrigirt die
erste, falls in derselben w endlich vorausgesetzt wird. Die dritte Zeile
endlich enthiilt das Poissonsche Erginzungsglied, welches zur Schiitzung
des mit der Correctionsreihe noch begangenen Fehlers dienen soll. Die-
ses Ergiinzungsglied bildet die Basis unserer folgenden Untersuchungen.

2. Stellt man durch R, den numerischen Werth dieses Ergiin-
zungsgliedes dar, so ist

R, = 2(2‘" )2'" 3 ‘zm./ (I (“7)00529”(30 a)dm)

und wegen

cos?_qzz%v_—__a) = 2 (cos?—n—(-’:————)) —1

hat man auch
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2. -—4(2n)2m t;:m !f Cp,,,,(m) cosen(w )d.z‘

'zm?

—2(2)" 2 /) on @ da

Betrachten wir nun zuerst den Fall, wenn die Function 0,, ()
fir keinen der Werthe von , die innerhalb ¢ und b liegen, eine Veriin-
derung im Zustande des Zeichens erleidet, oder wenn diese Function von
= a bis 1z = b dasselbe Zeichen behiilt, so besteht, was die numeri-
schen ‘Werthe betrifft, folgende Ungleichheit:

3. 4 (2“;)21:: e_._og 1 / @2’”(“_) (cosﬂ(_x___))

<4(2)""= & [ @,

Daher hat man mit Beruckslohtlgung des aufgestellten Werthes von R,
mit Gleichung (2.)

B <2()" "3 g [ P da
Nun ist
S0 (@) Az = Paes B) — Brnes (a).
Also, mit Zuziehung der Bedeutung von Y, nach Gleichung (1.),
4. R,.<Y,.[Dina () = Pims (@)] ™,
Vergleicht man dieses Ergebnils mit dem letzten Gliede der Corrections-
reihe in Gleichung (IL), so kann man folgenden Satz aufstellen: Wird

der Werth eines Integrals nach Gleichung (11.) bestimmt, und bricht mit
irgend einem Gliede der Correctionsreihe, %. B. mit dem Gliede

(“‘1)'" Y. [@m—: (b) -— @2,,._.1 ((l)] W™

die Rechnung ab, so ist der hicbei begangene Fehler numerisch kleiner,
als das letzte noch gerechnete Glied der Correctionsreihe, wenn die Func-
tion Qyn(x) von x=a bis x==b ein und dasselbe Zcichen beldll.

3. Als Anwendung dieses Theorems eignet sich sehr gut das In-
tegral f e g—f, wobei @ > 0 gedacht wird.
Es ist hier
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@)= <,

O = — (5 +2) e

o) = + (5 +Z+2) e,
Oi@) = —(2 4+ 2+ 2+ D) e

Osr () = — [} (Qm-‘---l)ac”"'2 + QAm—1)(2m—2)x*3 J-.... :
e ern (Qm—1) @m—2)....43.2.1] T,

Qo () = + [ + 2m ™! 4 2m (2m—1) 2™ +.... B
....+2m(2m—-1)....4.3.2.1]5:—m-_,_—1.

Dals die Function Q,, (x) fiic keinen endlichen Werth von x vere
schwinden kann, wird aus den positiven Coéfficienten des Ausdruckes in-
nerhalb der Klammern gefolgert; und da dieselbe Function von x=a
bis x = co continuirlich bleibt, so gelangt man zu dem Schlusse, dals sie
im Bereiche dieser Grenzen bestiindig positiv bleiben mufs. Wenn daher
mit der allgemeinen Gleichung (IL.)

» x —a  e=(atw) | g—(a$20)
A e e R TRt
w? w?
—Y,(a+41) =+ Y, (@+34+32a4321) e — ..

+ (=" X, [0 (m—1) @ (2m—1) Qm—2)@" - o
coie o (AM—1) (2m—2)....21] €7 =1,

gesetzt und der numerische Werth des Fehlers durch R,, angedeutet wird,
so besteht folgende Ungleichheit:

» a . a? a2m—1 . W
R, <123....Qm—1) Y, (4 5+ G+t 1.2.3....(2m—1))° camm
Nun ist' . ' ' ‘
+a —a_ . _"_1. a?m—-l
e >1+ v+ttt Iy TEe sy
Daher um so mehr \
R, <1.2.3....2m—1) YVyp . s
Setzt man der Kiirze wegen = o
N o sm — 1.2-3.“.(2"1—1) Yzm%.z:"‘; 9
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80 ist
R, <s,,,
Wird &, = 10, angenommen, 80 findet man
- fir m=1, -;_:—0'0010954
- m=2, %_0’0588366
- m=3, —==0'1712248,
- m=4, —=02645613,

Erkliiren wir uns fiir den letzten Werth von -9-, 80 bestehet die Glei-
chung

L d ;a 1 e ' 2w 3w
f, g =we [ﬂ+a'-{-w+a+2w+a+3w+”“]
—@) Y, L e (@ +3a+6a4+6)Y, 2
—(@*+ 5a*+20a +60a"+120a+1‘)0)Y——-e‘“
o+ (@ +7d+42 a® 210 a*} 8404° 4252047+ 5040 4+ 5040) ¥, —e

mit einer Genauigkeit, die sich noch auf die siebente Decnmalstelle er-
streckt. Denn das letzte Glied in dieser Gleichung ist nach dem Vorher-

gehenden numerisch kleiner als —1—(!)-;, und die Ergéinzung der Corrections-

reihe ist nach dem aufgestellten Satze kleiner als das letzte Glied dersel-
ben. Um Erleichterung im Rechnen zu erzwecken, ohne den Genauig-

keitsgrad des Resultats zu verringern, kann man —‘;i =1 setzen.

Fiir den ganz speciellen Fall, wenn man @==1 hat, erhiilt man:

o xdx _ 1 e~ e"?‘ e et
T = E[%+m+m+m+m+""]

2 AOTIE S ATLD ACIERELS AT

Die 50 ersten Gheder innerhalb der Klammern der ersten Zexle habe ich
berechnet und mit —
gab sich:

13700

4 die Summe derselben multlphcnrt. Als Resultat ‘er-
om0, .

Schon in der zweiten Decnmalstelle wexcht “dieses Resultat von dem bis

jetzt bekannten Werthe des vorhegenden Integrals ab. Nun hat man:
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Y, = 00833333 und logl, == 0'9208188—2,
Y, = 00013889 - logY, = 0'1426675—3,
Y, = 00000331 - logY; = 0'5194182—35,
Y, = 00000008 - log Yy = 09173583 —7,

Daher, wenn die 4 Glieder der Correctionsreihe beriicksichtigt werden,
YA " e 4 = 0'2231850— 070038018 = 02193839;
1
in welchem Resultate simmtliche sieben Decimalstellen richtig sind.

4, Gehen wir nun zu dem Falle iiber, wenn die Function Q,,, ()
beim Uebergange von 2 =a bis £ =124 ein oder mehrere mal das Zej-
chen veriindert. In diesem Falle sind die Schlisse aus No. 2. nicht zye
lilslich ; namentlich kann man alsdann die Ungleichheit (2) nicht aufstellen;
daher auch die Ungleichheit (4.) nicht mebr gefolgert werden darf, Um
diesen schwierigen Fall zu losen, bedenken wir zuerst, dafs die allgemeine
Gleichung (II.) nur unter der Bedingung aus der Gleichung (I.) abgeleitet
werden konnte, dals die Functionen Q,(x), @.(x), Q;(x), . ., . 0., (@)
fiir Werthe vou &, die innerbalb der Integrationsgrenzen fallen, nicht un-
endlich grofs werden. Da demnach die Function Q,,(z) beim Uebergange
von x=a bis £=20_ eine oder mehrere Zeichenverinderungen hat, so
kann dieses nur daher riihren, dafs sie bei dem erwiihnten Uebergange
e¢in oder mehrere mal durch Null geht. Seien nun a,, a,, @, .... ¢
reelle, die Function Q,,(x) verschwinden machende Werthe von &, welche
Abiinderungen im Zeichenzustande der Function <p2m (x) bewirken, derge«
stalt, dals fiir jeden poch so kleinen Werth von % die Ausdriicke

Qi (ax—4%) und @, (a4 %)

entgegengesetzte Zeichen haben; so zerlege man das gegebrene Inte-
gral in eine Summe von Integralen, deren jedes zwei, der Grisfse mach
auf einander folgende Buchstaben «,, @,, a;, . ... & zu Grenzen hat.
Diese Integrale sind siimmtlich nach der Gleichung (1I.) zu behandeln,
Auf jedes derselben ist das Theorem in No. 2, anwendbar, Will man
iiberdies fiir alle diese Integrale gleich viele Glidder der Correetionsreihe
in Anspruch nehmen, so wird fiir jedes ein eignes Increment bestimmt
werden miissen, um einen gemeinschaftlichen Genaulgkentsgrad fiic alle
Integrale zu erzielen.

In diesem Falle ergiebt sich also folgendes Verfalren.
Crolle's Jonrnal d. M. Bd. XVIiL HR.1, 11

AN
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Man suche diejenigen Wurzeln der Gleichung

Do () = 0, N
die grifser als @ und kleiner als & und die Ueberginge des Zeichen-

zustandes der Function @), (x) sind. Bezeichnet man dieselben, wie vor-
hin, durch o, &, 03 .... &, Wo

o< oy <ty < g eaee < 03 < 0,

[ o@)de =
S b@aet [P o@da + [ 0@ dzt et / () da.
Wird ferner
n,wy, = —a, n,w= ag_al, n, w, = C!,3——d2 9 ceee Ny wk=b—d‘k
gesetzt, wo n,, n,, M, .... n; ganze positive Zahlen sind, und wird

S 0@ de =
wy [$P (@) + O (a+wy) + O (a4-2wo) 4 .. + P (a+ (n,—1) w,) + 10 ()]
—L[Q, (a)) —Pi(@)] i +Ta l@s (Oh) —Qs(@)]wg—....
et (=" Y, [@m-x (@1) - @2;;:-1 (a)] U’Qom’

80 sefze man

S o@de =
w [3P(e)+ @(“1+w1)+@(“1+2 w4 <o F+ Q(arF (,—1) ;) + 3P ()]
— 7, [@1 (a‘2) @1 (“1)] w + Y [@3(“2) “¢3 (“1)0) ~ seve

+ (.,._..1) YZm [@2,"_1 (“2) CPZM—! (“1)] wl ’

L] . . L]

f cp(x)dm =

wi [$ Qo)+ Plowt-wd) +Plar+2w0) 4 --v o + O (art (e —1) wi) + 1O (5)]
— LL[D, (b) - (“k)] wi + Y, [P:(0) — Dy (“k)] "J; -
cod (—1)" Yo [Qoes (B) — Qi (a,‘)] wi"‘
angenommen, S0 bestinme man die Incremente wy, w,, W,y Wyy ... Wy
aus folgenden Gleichungen:

f YQm [(DQm—-l ((11)— @2»1—1 (a)] w;z)m = i Em s
Yo [Qamer (2) — Qo ()] wf’” = Fén,
= té&n,

6. < Y2m [(p‘Im-—-l (“3)— @2m-—1 (“2)] w:m "
i(""j-)k_l €ny
i(“'i)k & H

Yo [Qames (1) = Qrmer (G11)] w:_";
\ Yom [@2"1-1 (b) - @m—l (ak) ] wz

b
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in welchen, damit die Incremente reelle Werthe hekommen, die oberen oder
unteren Zeichen gelten, je nachdem die Function @,, () von 2=« bis
x = «, ein positives oder negatives Zeichen hat. Wenn mit diesen In-
crementen die vorhergehenden Integrale gerechnet werden, so sind die
Fehler in den Resultaten iiberall numerisch kleiner als ¢,,, .

5. Die zuletzt aufgestellten Gleichungen (6.) filhren auf einen Zu-
sammenhang unter den Incrementen w,, w,, ®,, .... w;, der beachtet
zu werden verdient. Dividirt man diese Gleichungen, in der Ordnung wie

2m

sie aufgestellt sind, durch w", w"y w}", «... " , @™ und nimmt dann

ihre Summe, so stellt die gefundene Gleichung

b= o] = [ 4 e £ G

w'ém w‘;m ?2m

den Zusammenhang unter den Incrementen dar, welcher ganz indepen-
dent von den Wurzeln ¢, &, ¢, ..., ¢; besteht. Der nicht selten vor-
kommende Fall, wenn man
@2"1——1 (b) - @:’m—L (¢) = 0

hat, giebt folgende noch einfachere Relation;

—wf—,,.-——-,;,f—m +-;,§q——wf,,, ST A i
Fiir k=1 giebt diese Gleichung

Wy = Wy
In diesem speciellen Falle wird die Integration von @ bis 0/ mit einem
einzigen Incremente bewerkstelliget.
Fiir k =2 giebt die Gleichung

1 1 1
w’:m b w"'m +w'2m’

— 1)k

2m
w
k

= 0,

woraus gefolgert werden kann dafs das mittlere Increment, oder das)emg

mit welchem das bestimmte Integral / @ (x)dxr ausgemittelt wird, nu-
Rl .

merisch kleiner als die beiden andern Incremente w, und w, sein mufs,

6. Die in No. 4. angestellten Betrachtungen heben alle Zweifel
wegen dér Benutzung der Correctionsreihe bei der Quadraturmethode.
Nur fiir die Anwendung wire es hichst beschwerlich und in vielen Fiillen
sogar unausfiihrbar, das am gleichen Orte gefolgerte Verfahren zur nume-
rischen Bestimmung eines Integralwerthes auch unveriindert befolgen zu
miissen. Die folgenden Betrachtungen, welche sich auf die in No. 4. stiitzen,

11*
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fiihren zu einem viel einfachern Verfahren, welches den Vorzug der Einfach-
heit mit dem der Gleichférmigkeit in der Behandlung aller Fiille vereint.

Wenn irgend eines der Integrale der Gleichungen (5.) mit dem ihm
entsprechenden Incremente aus den Gleichungen (6.) bestimmt wird, so
~erreicht man jedesmal einen von der Grilse ¢, abhiingigen Genauigkeitse
grad. Da dieser Genauigkeitsgrad erhht werden muls, wenn nnter iibri-
gens gleichen Verhiiltnissen ein noch kleineres Increment der Rechnung zum
Grunde gelegt wird, so werden viele Schwierigkeiten umgangen, wenn
simmtliche Integrale der Gleichungen (5.) mit dem kleinsten der Incre=
menie Wy, Wiy Wy ¢+ .. Wy oder mit einem noch kleinern Incremente
bestimmt werden. Nennt man w dieses allen Integralen der Gleichungen
(5.) zugehirende Increment, so hat man, wenn diese Gleichungen addirt

werden und
nw = b—a
gesetzt wird, folgende Gleichung:
. ['o@de =
wFO@4Ple+w+Pla+2w) +.... + (et —1Dw) + 1 O (B)]
—1,[0.(0)— (@]’ + L, [D; (B) — s (@)] 0" — ...
v (=1 Yo [ Qo (B) — Qo (@)] w™™

zur Ausmittlung eines bestimmten Integrals.

Dieses Ergebnifs zeigt, dals man die Quadraturmethode auf gleiche

Weise zu corrigiren habe, es mige die Function @,, (x) von x =a bis

= b bestiindig ihr Zeichen beibehalten, oder dasselbe mehrere Male
#indern. Der Unterschied der beiden Fiille liegt lediglich in der Bestim-
mungsweise der Grifse w., Wiibrend im ersten Falle bei einer willkiir-
lichen Annahme von w der Fehler des Resultats numerisch kleiner als ¢,
ist, wo man : ‘
Yom [Pamet (B) — Qomy (@)] w" = te,
bat, mufs im letzten Falle bei der Bestimmung des Increments w die
Vorsicht beachtet werden, dafs dasselbe das Minimum unter den Incre-
mente wy, W, W; 5 «.os Wi der Gleichungen (6.), oder noch kleiner als
dieses Minimum sei, damit ein gleicher Genauigkeitsgrad erzielt werde.
Im letztern Falle kann es sich auch ereignen, dafs man

Q. ())—Pi(@)=0, O:;B)—P5(a) =0, .... @m-x(b)"'pzm—x(a) =
findet. Dann bat man



~
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yA "O(a) dz =

w [10 @)+ Qa4 w)+0lat20) +....+ P (a+ (r—1)w) + 1P B)],
und das nach dieser Gleichung gefundene Resultat differict von dem un-
bekannten, wahren Resultate um eine Grilse, die kleiner als &, ist, wenn
nur w die oben erwiihnte Eigenschaft des Minimums hat. Das Paradoxon
von Legendre ist daher vollstiindig erliutert; denn das Increment w ist
nicht véllig willkiirlich, sondern es mufs der oben erwilhnten Bedingung
geniigen.

7. Nach dem eben Vorgetragenen handelt es sich jedesmal um
die Ausmittlung des kleinsten der Incremente w,, w,, W,y «v.. Wy, 2zu
welchem Behufe die Kenntnils dieser siimmtlichen Grofsen unerlalslich ist.
Da ferner die Bestimmung dieser Grélsen eine genaue Kenntnils der Wur-~
zeln a,, ¢y ¢34 ...« 0 VOraussetzt, und diese Wurzeln im Allgemeinen nur
angeniihert gegeben werden kinnen, so erachten wir es als zweckdien-
lich, zuerst den Einflufs einer fehlerhaften Annahme der Wurzelwerthe auf
die Bestimmung der Incremente zu untersuchen. Wegen der Aehnlich-
keit der Gleichungen (6.) unter einander kann man die Untersuchung da-
durch erleichtern, dals man nur ein solches Increment der Betrachtung
unterzieht uod die fiir dasselbe gefundenen Resultate, nach gehiriger Ume
setzung der Buchstaben, den iibrigen Incrementen anpalst.

Legen wir daher die zweite der Gleichungen (6.) zum Grunde
und setzen einstweilen

+ &,
4 = Yom ?

so hat man

1
w, = A4 [, (@) — Py (“1)]_ o,
Stellt man die geniiberten Werthe von «, und ¢, durch @, und @, vor
und den durch diese Annahme erzeugten Werth von w, durch v,, so hat
man auch

) . ‘ 1
vy = A [Qrni (@) — Qomy (@))] >
Nun sei
a2=“2ih2, al=a1_'tll1,

wo also %, und 4, die numerischen Werthe der Fehler der -Wurzeln o,
und ¢, vorstellen: so hat ‘man, wenn die dritten und héhern Potenzen diee
ser Fehler vernachliifsigt und die Gleichungen
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Qo (a2) = 0, Qo (@) = O

beriicksichtigt werden:

' 1
= A {Pom-1 (@2) = Qo (@) +'2"[¢)2m+1 (“2) hy — @2m+1 (o) 23]} g
\’Vlrd nun
1 ¢2m+l (ag) h - (p2m+l (al) hl +
4 Poame—i1 (ag) — QP2m—1 (C; ) < 1
vorausgesetzt, welche Voraussetzung, der unbestimmten Grifsen %, und 4,
wegen, immer realisirt werden kann: so erhalt man, mnit Beachtung des
vorhin aufgestellten Werthes von o 2
= o Pt (@) B — amy () "%]
Ut wi [1 4m * Pam—i1 (@y) — Pam—t (e,) :
Diese Gleichung stellt den Zusammenhang des Incrementes w, mit dessen
approximirten Werthe v, dar, :

»

Bezeichnen wir nun durch
Gy Gy Q35 Giy » 0 O
die geniiherten Werthe von ¢, 0,y @3, .... ¢; und setzen
a=uth, aa=uth, o= asthsy, ... G=uth,
so stellen ,
' by oy b5y Byy ..., Iy
die numerischen Werthe der fehlenden Wurzeln o, @,, ... & dér. Fer-
ner seien
Upy Uiy VY29 Uy e Uk
die geniiherten Werthe von wy, Wy Wzy ++ .. Wy, 80 hat man, unter
Voraussetzung der Ungleichheiten:
am41 (@) A2
ol < i,

Pamy1 (¢2,) hy — Pamgr (@) B2
t Pam—1 (“2) — Pom—1 (2,) P EL

7. . . . . . . . 3 . . ] . .

1. Pomar (%) g — Pamir (Frr) iy < +1,
Pam1 (%) — oy (Fy)

= Pomar (1) hF +
- % ’ Pomi (B) — Py (%) < 1,

und bei Vernachlissigung der dritten und hohern Potenzen von &, &;, «ovt
«eos By, folgende Gleichungen:
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_ @, Pamit1 (“1) h3
. Yo Wo 4m ° Pom—1 (¢¢4) — Fam—1 (2) ’

I
I

Wy (sz-u (ey) By = Pomat (e,) h}

“TG =T Pam—1 (“2) — Pomt (@) °
U, — ) = — W, qJ?m+l (@5) b — Pamyr (e,) h
8. 4m Prm—1 (as) ~ Pam—1(2,) ’
Upop = W = — Vit . Pomr (%) B = Pog (“104) )
4m Pon—y (@) — Py (1)
@y, = Pompr (&) B

13) — (1) = . .
k * dm " @y, (6) — @y, (%)

Dals die Unterschiede vo—w,, v;—w; 4 .... #Hulserst kleine Zahlenwerthe
haben, leuchtet bei einem einfachen Vergleiche dieser Gleichungen mit den
vorhergehenden Ungleichheiten ein; allein eine klare Einsicht in die Be-
schaffenheit dieser Unterschiede wird erst durch den in der folgenden No.
aufgestellten Satz erlangt.

) 8. Sdimmitliche Differenzen
Up=—Wyy VYUy=—Wyy Up=—Wsry o« o+ UYp—Wyg
der Gleichungen (8.) haben positive Werthe.
"~ Wir begriinden diesen Sstz folgendermaalsen:
Man setze voraus, die Function @, (x) habe fiir alle Werthe von
==a bis x=a, positive, von x=a, bis x = «, negative, von x = a,
bis x = a; positive Werthe, u. s. w., so bat dieselbe Function von
x = t;; bis x = ¢; Werthe mit dem Zeichen von (—1)** und von x = ¢;
bis £ = b Werthe mit Zeichen von (—1)*. Dieser, oder der genau ent=
gegengesetzte Fall, muls Statt haben. Lassen wir einstweilen den Gegen-
satz unbeachtet, so hat man zuerst, wenn unter J eine unendlich klein
_werdende positive Grifse gedacht wird, folgende Gleichungen:
Qi (o —0) = — 0Qumyr (@) und Oy (g + 0) =+ f)\@zrm}-l (o)
O, (“2""6\) = —_5©2m+1 (a) - () (“2’{"‘5\) = +3®‘Zm+l CHN
(o} (063"’5 )= —d (2 (a3) - Qo (“3+3) = +a@2m+1 (a3)
-'(pm (ak~3) = — 8@2m+l (exr) - Qo (x4 3) = 6\®Zm+l (Cx)e
Unter der vorliegenden Annahme zeigt die erste dieser Zeilen fiir Q,,,,, (a,)
ein negatives, die zweite Zeile fir Q,., (2,) ein positives, die dritte Zeile
fir Q.41 (2;) ein negatives Resultat u. 8 w. Die letzte Zeile endlich
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zeigt fiir s,y (¢1) ein Resultat mit dem Zeichen von (—1)%. Stellt man
daher die Fuunctionen @, (0))y Qimy1(2)s « « « « Qoyy (23) in horizontaler
Reibe auf, und unter jeder das ihr zugehirende Zeichen, so erbiilt man
folgende Anordnung:

¢2Ml(“1), ©2m+1 CHA @zm-{»l(“s)’ voe e ©2m+1 (al-—l>’ @Qm.;.x (ax),

— + - (—F (—1)%

Ferner bestehen folgende Gleichungen:
Qo (1) = Qo (@) = ﬁ ' P (x) d,
ot (@) = Pans (@) = [ Do (2) d,

*®2m—1 (o;) — Qoms (a) = /; :. @m (3"‘) dz,
Qrns (8) — Qs (o11) == [‘ : Q. (x) d .

Wird nun der bekannte Zusammenhang zwischen Summe und bestimmtem
- Integral beriicksichtigt, so ergiebt sich folgende Anorduung:
(p,,._,(oal)-@zm- (@), (o 1(“2) @m 1(e)s @zm- (063)"‘@2:1»-1 (02) g sse @ml(b) @2":- (a)s
+ + (—1%,
wo jedes Grifsenpaar und das unter demselben stehende Zeichen auf
gleiche Weise wie vorhin zusammengehiren.
Da man bei der entgegengesetzten Annahme iiber die Zeichenzu-
gtinde der Function Q,, (x) auf folgende Zusammenstellung der Functio-
nen und deren Zeichen gefiihrt wird:

¢2m+l (@), @2m+1 (@2) s ¢2m+1 (@s)y o RN @2m+1 (az)

-+ — + (—1)k+
und
@zm-g (051)""m2m-x (a)’ @m 1 (%)“(pzm 1 (“1), @m—x (“J)"'@zm-l (“2) 9 voee @m 1 (b)'_©2n-l (“k);
+ N G D

80 folgt, dafs in den Briichen der Glexchungen (8.) die Zeichen der
Ziihler denen der Nenner entgegengesetzt sind; und da vor jedem die~
ger Briiche das Zeichen — steht, so ist der angekiindigte Satz gerecht-
fertigt.

9. Aus dem im vorigen No. anfgestellten Satze erbalt man zuerst
folgende Ungleichheiten :

9, ww,y <y, w2<vz’ v <,
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oder es sind stimmtliche, durch angeniiherte Werthe der Wurzeln a, 4 0, 5.0
... oy erlangten Incrementenyerthe grifser als die unbekannten wahren
Incrementenwerthe.
Ferner folgt aus demselben Satze und mit Zuziehung der Ungleich-
heiten (7.):
Uo~wo<§,‘;‘l‘ ’ Ul—wl<(§i’:‘_" Uz—wa<§%; R ) <§%,
‘daher wegen (9.) um so mehr

P v YV, v
U0‘~‘w0<r:)—7‘n, Ul—w1_<2—;—:l, U2—w2<'§Z’ [ S vk_w]‘<i—;’;;

woraus sich folgende Ungleichheiten ergeben:
1 1 1
10. wu>vug1"—',2_m), w1>U1(1—§;1), 1w2>U2(1_2?), N Y
s e e s wk>Uk(1—-§‘m—)-
Diese Ungleichheiten geben die untern Grenzwerthe und die in (9.) auf-
gestellten zeigen die obern Grenzwerthe der Incremente w,, ¢y, ... wy

an. Aus den Unterschieden

Yo Y Y2 .

2m? 2m? 2m? °°°° 2m
dieser iiuflsersten Grenzwerthe ersieht man am besten, mit welcher Ge-
nauigkeit auch angeniiherte Werthe von a,, a,, .... o; zur Kenntnils der
Incremente fiihren.

Ferner kann man mit Zuziehung der Ungleichheiten (10.) jedesmal
eine Zahl finden, die numerisch kleiner als das kleinste der Incremente
Wyy Wiy Wy +eee wiist. In der That: es stelle u, die kleinste der Gro-
[sen vy, Uy Uyy «+.. U; VOr, so hat man, wenn die ihr unter den Incree
menten t)y, w,, .... wx entsprechende Grilse durch w, ausgedriickt wird,
nach (10.) folgende Ungleichheit:

Wp 2> Uy (1—21711> .
Ist nun w, die kleinste der Gréfsen wy, wiy wyy « .., wy, so stellt der
Ausdruck rechter Hand vom Ungleichheitszeichen den angekiindigten Zah-
lenwerth dar. Findet diese Annahme nicht Statt, sondern ist v, das Mi-
nimum unter den Incrementen w,, w;, .... w;, 80 sei v, der diesem Mi-
nimum entsprechende Werth unter den Grofsen Uop Uiy Uzy ovee tyo
Dann wird man zuerst vermige (10.) haben:

‘”q>"q(1"§im)'

Cralle’s Journal d. M. Bd XVIII. Hft. 1. 12
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Nach der Voraussetzung ist u, <Zv,, daher auch
. 1 '
wy >, (1— 52

Es ist also, wenn
1

11. W = wp(l—-?”—i)
gesetzt wird, diese Grifse w Kleiner als das kleinste der Incremente w,,
Wiy Wyy oo W, falls v, die Kleinste der durch Rechnung gefundenen
Grifsen vy, vy Uyy «ov. Uy 28t :

10. Diein der vorhergehenden No. gewonnenen Resultate stiitzen sich
simmtlich auf das Statthaben der Ungleichheiten (7.). Diese Ungleichhei=
ten bezeichuen nur immer den Genauigkeitsgrad in der Bestimmung der
Wurzeln a,, ¢,y 03y -+« 0, damit jene Resultate auch ibre volle Giiltig-
keit behalten. Wie die Beurtheilung des Genauigkeitsgrades vorzunehmen
sei, erhellet aus den folgenden Betrachtungen. Heben wir eine dieser
Ungleichheiten, z. B. die folgende

1. Porgr (ap+1) h;+1 = Pomia (“p) h; < +1
Pam—1 (Ep41) — Pam—1 () -

heraus, wo %, und %,;, die numerischen Werthe der Fehler der Wurzeln

@, und o,y bedeuten. Nach No. 8. haben die Grilsen Q4 (2¢,) und

@:ms1 (@p41) Resultate mit entgegengesetzten Zeichen: wenn man daher
by > oy

voraussetzt, so wird die vorige Ungleichheit um so eher bestehen, wenn

man die folgende

@omi1 (@p41) — Pamyr () )2
. ¢ +1
% Pam—i (“p+l) — QPam—1 (“p) P < -
zu realisiren sucht. Wird hier
Gppr = Gpp1 T ooy und o, =@, Th,
gesetzt, wo &, und @, die angendherten Werthe von o,,, und @, sind,
80 hat man, wenn die dritten Dimensionen der Fehler vernachliifsigt werden :

1 Pomts (ap41) — Pomts (ap) 4o +
2 Pam1 (apt1) — Pam—1 (ap) 7 <l

Hieraus zieht man zur Beurtheilung des gréfsern der Febler 7, und %,,,
folgende Ungleichheit: .
ﬁ; < 4. [902":-1 (aP-Fl) — P2m-«1 (a,,) ]2.

P2m1 (ap41) — Bamsr (ap)
Die Grifsen @, und a,,, sind immer bekannt; die Werthe von %, und %,,,

lassen sich immer schiitzen; findet daher die letzte Ungleiéhheit Statt, so
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kann man zur Bestimmung der Grifse v, schreiten; im entgegengesetzten
Falle mufs man die Fehler %, und 4., verringern, oder den Genauigkeits-
grad in der Bestimmung der Wurzeln ¢, und a,,, zu erhihen suchen.

Hat man sich fiir alle Werthe von p=1 bis p=/A—1 von der
Richtigkeit dieser Ungleiehheit iiberzeugt, so kann man zur Berechnung
der Grifsen v, v,, U3, . ... U3 libergehen. Ferner bat man, ehe zur
Berechnung von v, geschritten wird, die Richtigkeit folgender Ungleichheit
zu untersuchen:

" [Pam—t (a,) — Pam—s (a)]?
Ay < 4. ! Cam1 (@) ] ’
und endlich, ehe man zur Berechnung von v; iibergeht, muls man folgende
Ungleichheit

[ Pam—1 (b)) — Pom—y (ax)]?
B o< 4, | Brmoto) — Pt 0k
S Pom41 (ar)
herzustellen suchen.

11. Zum Schlusse wollen wir eine gedringte Zusammenstellung
aller gewonnenen Resultate geben.
Zuerst hat man nach Gleichung IIL
./ "O(2) dz =
0 0@ + 0@+ w) + 06+ 20) e+ Q@+ (2 —1)) +1 O B)]
~“L[0:0)—Cu@] o’ + L [0:(0) — Oy ()] * +....
corr (=) Vo [Qomes (0) — Doy (@)] w0,
wo n eine ganze positive Zahl und
2. nw =b—a
ist. Um die Gréfse w anzugeben, damit der pach der obigen Gleichnng
bestimmte Werth des Integrals nur noch einen Fehler gestatte, der klei-
ner als eine gegebene Grélse ¢, ist, untersuche man, ob die Gleichung
3. Q@) =0
reelle, innerhalb @ und & fallende Wurzeln habe, oder nicht.
Im letztern Falle setze man
\ 4. Y [Qones (0) — Qo (@) 0™ = €00
so ist der aus dieser Gleichung gefolgerte positive Werth von w der gesuchte.
Im erstern Falle bezeichne man die angeniiherten Werthe der Wur-
zeln der Gleichung (3.) durch
Gy, Gy Q39 oo+« G,

e a<a, < ay.oie<apy b

g0 dals

12#
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Die numerischen Werthe der Fehler dieser Wurzeln sefen in derselben
Ordoung durch , ‘
”1; ”2) hyy, «o.. Iy
vorgestellt. Diese angeniherten Wurzelwerthe, sammt den zugehirenden
Fehlern, miissen folgenden Bedingungen geniigen s
' [ 2l (ax) -— Pim—1{ Q@ 12
h<t Lq] ‘P2m+1(fx) =] ?

4 4 .(P2m-—I (02) — ¢P2m~—1 (al)T 2
By oder By < A |t @) = ganma (@)

) - » :
h‘ Odel‘ h4 - 4 . Pam—1 (as) —= Pam—1 (az)
\ 3 2 < L Pamyr (ag) — Pamit (az) ]

y/ . bt . . rq)Qm—l (ak)_'q)Zm—l (ak—l)]a
t oder l"‘1< 4 LP2m4-1 (dk)’-'(}72m+1.(ak-1)

Iz 4. Pam—1 (b) — QPam—1 (ak)]"

< Pame+1 (ak) ‘
In den Ungleichheiten, wo zwei Nachbarsfehler vorkommen, ist jedesmal
der numerisch grolsere zu nehmen. Hat man diesen Bedingungen Geniige
gethan, so schreite man zur Bestimmung der Grifsen

o

Upg Ugy U2y oo oo Ui
aus folgenden Gleichungen:

Yo [Pomey (@) — Py (@) T U:m = &, ,

Y [Pomes (@) — Doy (al')]2 Vo= &, 5

6 < Y3 [Pom (@) — Qo (@ )]2 o = &,
zm. [Prn—1 (@) — Pym- 1(“1-'1)]o U}t'_n = &,

Y [@omes (B) — Qo (ak)JQ = e

Ist v, die kleinste ‘dieser Grifsen, so ist, wenn
1
7. w=uy, (1—-2—7-'1)
gesetzt wird, die Grilse w die verlangte.

In der folgenden No. werden wir bei der Behandlung einiger spe-
ciellen Fiille jedesmal auf die in dieser No. aufgestellten und eigens be-
zeichneten Resultate hinweisen.

®
12. I. Es sei das Integtal A e'dx zur Berechnung vorgelegt,
Man hat alse
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P(x) = e,

0u(2) = — 2we™,

Gl@) =+ 2020 — 1),
Q@) = — 4x(22°— 3)e™,

Q.(x) = + 4(42*— 12224 3)e™™,
@;(x) = — Szr(4z*— 0z*4+ 15)e™,
Qs(x) = + 8(8a°— 60x*+4+ 90x*— 15)e,
Q;(x) = —16 x (82°— 84z*+} 2102 — 105)e",

Qs(x) = +16 (162°—242°+ 840x*— 840x* 4 105)e?,
Qo) = —322x(162%—2882° F15122* —25202> + 945)e~>".
u. -8, W

Will man in der Gleichung (1.) mit dem Gliede, welches dem Zeiger
m = 3 entspricht, die Rechnung abbrechen, so suche man nach der Glei-
chung (3.) die positiven Wurzeln der Gleichung

Qs(x) = 0
auf. Diese Wurzeln konnen im gegenwiirtigen Falle nur in der folgen-
den Gleichung vorkommen:
a 162 —2242°4 840 2" — 840 x> 4105 = 0.
Setzt man hier 22* =), so hat man
y*—28y* 4 210y*— 420y 4105 = 0.
Diese Gleichung hat die vier Wurzeln reell und positiv. Dieselben sind
zwischen O und 1, zwischen 2 und 3, zwischen 7 und 8, und endlich zwi-
sehen 17 und 18 enthalten. Bestimmt man die zwischen 0 und 1 lie=
gende Wurzel etwas niher, so iiberzeugt man sich, dals dieselbe zwi-
schen O und } enthalten sei. Es liegen somit dic positiven Wurzeln der
vorgelegten Gleichung zwischen O und }, zwischen 1 und 1'224..., zwi-
schen 1°870... und 2, und endlich zwischen 2°915... und 3. Setzen
wir demnach 4
b, a=¢¢, =1, a=2, a=3,
wo also @, @., a,, a, avgeniiherte Werthe der Wurzeln der vorgelesten
Gleichung (@.) sind, so hat man
‘ ¢. <5y h<2issy &% > Sis,

wo %, &, h,, h, die Fehler dieser angeniiherten Werthe sind.

Setzt man diese Werthe von a,, @,, a;, a, in die Ungleichheiten (5.),
g0 hat man:
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86774568 97 . 29
2 - s —_— =
k. < 335753830776 0 B o< 2o+
29 3 86774568 s 2 721 , 335 ?
. e V10" ev0v et e
hy < ; ; ’
2 335 n 3 730°23829776 At 813
e 10° eo’0? . ¢ < 4239?

oder man muls

R*<<0'118.... oder h,<<0'34...,

hl<Z0'106.... - h,<0'32..,,

h:<C0/0935.... - hy;<<0/30....

k2<Z0'191.... - h,<<0'43..,,
baben. Nun finden diese Ungleichheiten nach (c¢) Statt; daher kaun man
mit den obigen Werthen von 4, , a,, @;, a; die Rechnung beginnen. Setzt

man also in (b.) ¢, = Hiﬁ und beriicksichtigt den in No. 3. angefiihrten
Werth von Y, so hat man, da m = 4 ist, wegen

@;(a) = 380’669, @;(a,) = — 170'696,

@,(a;) = + 56'852, Q,(a) = — 4819
und wegen

®:(a) = 0, @:(6) =0
folgende Werthe fiir v, , v,, v;, v »
v, = 0'365394-..,

v, = 0°348859...,
v, = 0'389669...,
v; = 0'458744....

v, = 0'630950..,.
Da v, den kleinsten Werth hat, so ist nach (7.)
w = y,(1—3%) = 0305251...,
Erkliren wir uns fiir w = 5, 80 hat man nach (1.)
/(; “etdr = (G4 e e f g0t gl L),
Simmtliche Glieder der Correctionsreihe gehen hier in Nullen iiber. Die
Reihe innerhalb der Klammern dieser Gleichung ist so lange fortzusetzen,

bis man auf Glieder, kleiner als ¢, oder i'(!)'; , 8tolst.

Mit Zuziehung einer siebenstelligen Logai'itbm'entafe'l findet man
wegen loge == 0'43429448.... folgende Resultate:
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} = 05000000,
= 09139310,
e~ = (6976763,

e

e~ — /4448581,
e = 0/2369277,
e = 01053992,
%" = 0/0391639,

e = 00121552,
e~ = 0'0031511,
e = /0006823,
e~ = 00001234,
e~ = (/0000186,
e (129" = /0000024,
e~ 139 = (0/0000002.

Addirt man die Zahlen rechter Hand der Gleichheitszeichen, so ergiebt sich:

2/9540894.

Diesen Zahlen - Ausdruck mit w = % multiplicirt, giebt
[ e do = 0/88622682....

Bekanntlich ist der Werth dieses bestimmten Integrals }v'7, und wenn
dieser Ausdruck in Zahlen gegeben wird, hat man

v 7r = 0'88622692....

Es differiven die zwei Werthe um %:em. Diese Abweichung kaun

jedoch nur von der Unsicherheit herriibren, mit der ma~ die siebente De-
cimalstelle in einer siebenstelligen Logarithmentafel findet.

1L Als zweites Beispiel legen wir uns das Integral ‘/0‘ ‘e

zur Berechnung vor.
Es ist hier

0 (5= ¢ (+3),
@@__@w4 - (o)

3 6 3

4 12 18
Pu(x) = + (1*'5;;'—;;"‘52

5 20 50
¢5(x) .—r-__,([_F_ S

+ 1L
—(H“)dac

ﬁ___ )(ﬁ)
xs
180 ° 115 20
-

1y —(x+<
‘Wﬁ(*»
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.6 30 105 240 200 | 540 1095 1080
¢s(x)‘==+(1“';;‘—;"37"ms to + = =
‘ 294 30 1\ —(o+=
+ov—ont ;‘rz‘)e ( )’
7 _ A2 189 630 1205 420 , 5075 4 7140
¢7(w)=--(1—';7—';§'-— T e e T Tt
10521 | 3990 _ 623 bt
— o T T +;ﬁ“;ﬁ) "0+
U 8 W,

Will man in der
m = 3 ist, schliefsen, so0

Gleichupg (1.) mit dem Gliede, dessen Zeiger
suche man die zwischen O und 1 enthaltenen posi-

tiven Wurzeln der Gleichung

auf. Diese Wurzeln konnen nur in folgender Gleichung vorkommen;
6 30 105 240 © 200 , 530 , 1095 1080
@ O=l—g—m—m s T w Tt T
294 30 1
‘oot

' . . 1
Setzt man hierin x= m

s 80 ist zu untersuchen, ob die Gleichung

A12 — 30y - 204y — 1080 ¥+ 1095 y° 4 54057 — 200y°—240 y*

— 105 y*— 30y*

—6y*+1 =0

positive Wurzeln besitze, welche die Einheit iibertreffen,
Man iiberzeugt sich nach dem Fourierschen Theorem (A4.), dals

die Gleichung nur 4 solche Wurzeln haben kann.

Man findet diesel-

ben auf gewdhnlichem Wege, zwischen 2 und 4, zwischen 4 und 5,

, zwischen 8 und 9, und

zwischen 14 und 15 enthalten. Es liegen somit

die verlangten Wurzeln der Gleichung (4'.) rzwischen } und }, zwischen

} und }, zwischen } und }, und zwischen {; und {);. Setzt man also
V. a=1¥, &=, Ga=1%, &=r1%,

so hat man ‘
c. hl<1’b’b" I‘z<r%ov: h3<1‘g1n l‘4<110'

Werden diese Werthe von 4,, a,, a;, a, in die Ungleichheiten (5.) sub-

stituirt, so ergiebt sich

~

(@)

B < 0°000533.... oder A, <C0/023....
h? << 0/ 000484 . oo oder &, <<0022....
h? << 0'000560.... oder 4;<C0023...

At <<0002024.... oder A,<C0'0449...

g e
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Diese Grenzwerthe von %, und A, finden in der That, verm&ge der Un-
gleichheiten (¢’.), Statt. Hingegen. ist erst .zu zeigen néthig, dals die
Grenzwerthe von %; und &, ebenfalls noch bestehen; denn die Ungleichhei-
ten (¢'.) zeigen h,<<13¢y; hieraus aber folgt noch nicht, dals %,< 334 sei.
Ein Gleiches gilt von #,. Um iiber diesen Punct ins Klare zu kommen,
untersuche mau etwas niiher jene Wurzeln der Glemhung in Y, dlo ZWi~
schen 4 und 5 und zwischen 2 und 3 liegen;

Da die erste dieser Wurzeln zwischen 4 und 5 liegt, so substituire
man im Ausdrucke linker Hand vom. Gleichheitszeichen y =4, y =4},
y =3. Die Resultate dieser Substitutionen bekommen in gleicher Ordnung
folgende Zeichen: —, —, 4. Daher liegt die Wurzel zwischen 4}
und 5. Es hat mithin die Gleichung (4’.) eine zwischen § und } enthal-
tene Wurzel, oder die Grenzen dieser Wurzel 8ind

’ 0222..., wnd 07,
Es differirt also unsere Annahme «@,= 2; um eine Grilse, die kleiner als
0/022,.., ist, oder man kann in den Ungleichheiten (¢’)

by < rbtde /
voraussetzen; woraus die dritte der Ungleichheiten (d’) gerechtfertiget
erscheint,

.

,Auf gleiche Weise habé ich mich iiberzeugt, dafs die Annahme
a, = % einen Fehler %, hervorbringt, der kleiner als 0'0444..., ist; wo-
durch die Existenz der vierten dieser Ungleichheiten dargethan wird,

Nunmehr konnen wir zur Bestlmmuug von , Vi, 'Usy Uss Ug aus
den Gleichungen (6.) iibergehen, Wir haben bei Gelegenheit der Ause
mittelung der Ungleichheiten (d',)) folgende Resultate erhalten;

Os(a,) = 15705, Qs (@) = — 14110,
Q. (a;) = 5531, Qs(a) = — 285,
Ferner ist
®s(0) = 0, ®s(1) = O,

: pyle e 1
Wenn daher, wie im vorhergehenden Beispiele, ¢, = 157 angenommen und

erwogen wird, dafs vermége der hier angegebenen Werthe von ®;(a),

® (a,), ... die Grofse v, die numerisch kleinste sein muls, um deren

Kenntnifs einzig und allein es zu thun ist, 80 kaou man die Gréfsen v, v,,

vy, U, unbeachtet lassen und blofs aus der zweiten der Gleichungen (6.)
Ceoll's Journal d. M. Bd. XVIL Hft. 1. . 13
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diese klemste Gréfse v, bestimmen.. Man findet
) vy == 0’068?9
oy ==-“ ﬂl(l““-&') = 0’05690 vadv
Setzen wir i (I.) w== s =1y, 40 hat man -
—fxt LY el L = (204: -1} va‘,__(_:,
./ﬂtxer (+x)dx Ew[ (+W)+ (2 +2w)+ _f_ (19 +19w’)+%e-r-2]
— X, 0u(1) & + ¥, (1) o' — X, By(1) o

Berecbnet man die in der ersten Zeile innerhalb der Klammern _enthalte-
nen Glieder mit 7 Decimalstellen, so findet sichs

(T o 00000000 ¢~ (moraa) 00936508, -
e lora) o ofoooom; L elem) 01036571,
e O = oootosss, (S = or1nz0s0s,
;o) o 00055166, ¢ (ot 0'1190072,
6 o ororu649, o Cotn) — orqusias,
) — oronsaar, e ootms) — 1987350,
P (’“’+7‘fe"»)=,._. 01‘0404,72'1‘, } “(17”+17 w) = 0’1318000,
o Covea) = 00550232, o otma) 0’1&38400,
e‘(””*fi) = ('0690985, E SR e’“(lg“""m) = 0’1349796,
6;.(.0.,,4,,—;-”) = 070820830, ze (2””’*"20_1{5) ..—: 0/ 0676676.

Addirt man diese Zahlen-Ausdriicke und multiplicirt die Summe mit
w==+% , so erhilt mans :

- Ferner bat man wegen (D, (1) = 0, @;(1) =0 blefs das Glied:
+ Y, @; (1)« zu berechnen und zur eben gefundenen Zabl hmzuzuf'ugen.

Dieser Zahlenwerth ist:
0’000000%7048 cd o
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Es beginnt also der Einflufs der Correctionsreihe erst in der neunten De-
cimalstelle und man hat

1
/0 o) dr = 007219825 .....
Wird die siebente Decimalstelle durch die achte corrigirt, so hat man

AN
f ! e‘(“‘*x)dx = 0'0721983.

0

Aus

Der bei diesem Resultate mogliche Fehler ist kleiner als &, = 1—;—,

der letzten Gleichung folgt auch die folgende:
© o fxglL
AR (+3) 4o = 02797318

0

welche denselben Genauigkeitsgrad besitzt,
Ziirich, im October 1836. |



