
IX. Ueber &as Gesetx vom Dulong wnn& P e t i t ;  
von Ii. RJcharx. 

(Vorgetr. in d. Physik. Gesellech. zu Berlin, Siteung vom 24. Febr. 1893). 

Hr. Bo l t zmann  hat eine theoretische Begrundung des 
Gesetzes von Du long  und P e t i t  gegeben’), welche in langeren 
Rechnungen ausgeht yon dem durch Hrn. Bol tzmann friiher 
nbgeleiteten Ausdruck fur die Wahrscheinlichkeit eines Zustands- 
intervalles eines vielatomigen Gasmoleciils, dann die Zustands- 
vertheilung fur die Atombewegung in einem festen Korper be- 
trachtet, der mit einem Gase in Beriihrung steht, oder endlich 
sich selbst uberlassen ist. Die Voraussetzungen dieser kineti- 
schen Theorie gehen also auch in den Beweis des Gesetzes 
von Dulong und P e t i t  ein. 

Mit Hiilfe des Clausius’schen Satzes vom Viria12) h s t  
sich eine Begriindung jenes Gesetzes geben, welche iiber die 
Art der Atombewegung nur ganz allgemeine Annahmen macht. 

I. 

Das Gesetz von D u l o n g  und P e t i t ,  angenommen daxs 
es streng gtiltig sei, wiirde aussagen, dass jedem Atom der 
festen Elemente bei gleicher Temperaturerhohung dieselbe 
Wilrmemenge zuzuftihren ist. Es muss nun eine kinetische 
Definition der Temperatur angenommen werden. Eine solche 
kann far den festen Zustand nicht ebenso sicher, wie fir den 
gasformigen, gegeben werden. In  letzterem ist die mittlere 
lebendige &aft eines Atoms der Temperatnr proportional und 
hat fiir alle Atome verschiedener Substanzen bei gleicher 
Temperatur denselben Wert. Die Annahme, dass dies in 
allon Aggregatzustiinden der Fall ist hat durch die Unter- 

1) L. Boltzmann,  Sitzungsber. d. Wien. Akad. 63. 2. Abt. 

2) Ueber die Geschichte deu Virialeatzes siehe Richarz, Wied. 
p. 731. 1871. 

Ann. 48. p. 468. 1893. 
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suchungen von Hm. Boltzmaiin I), C laus ius4)  uiid Hrn. von 
H e  1 m h o 1 t z 3) uber die mechanischen Analogien des zweiten 
Hauptsataes der Warmetheorie eine grosse Wahrscheinlichkeit 
gewonnen. 

Die moleculare Wirkung einer Warmezufuhr ist allgemein 
eine doppelte : Vermehrung der mittleren lebendigen Kraft der 
Warmebewegung und Vermehrung der mittleren potentiellen 
Energie der Atomkrafte. Die aussere Arbeit soll gleich Null 
eein. Die potentielle Energie eines Atoms so11 so gerechnet 
werden, dass sie, wie die lebendige Kraft, bei dem absoluten 
Nullpunkt der Temperatur verschwindet. Dann verlrtngt das 
Gesetz voii Du long  und P e t i t ,  dass die Summc: mittlere 
lebendige Kraft eines Atoms plus mittlerer potentieller Ener- 
gie desselben der absoluten Temperatur proportional sei, und 
fiir alle Atome verschiedener Art bei gleicher Temperatur 
denselben Wert habe. Nach der kinetischen Definitiou der 
Temperatur ist dies aber fir die lebendige Kraft allein iden- 
tisch erftillt; also muss es, wenn das Dulong-Petit 'sche 
Gesetz gelten soll, auch fur die potentielle Energie idlein 
erftillt sein; oder, was dasselbe sagt, die mittlere potentielle 
Energie eines Atoms muss fur alle Atome jeder Art dasselbe 
Multiplum der mittleren lebendigen Kraft sein. 

Man denke sich nun zunachst den zu betrachtenden festeh 
Kdrper in eine unausdehnbare Hiille eingeschlossen. Die zu- 
zufiihrende Warmemenge wird d a m  durch die specifische 
Warme bei constantem Volumen ausgedrilckt. Die W Lrme- 
bewegung bei festen Korpern stellt man sich so vor, dass 
jedes Atom um eine hestimmte niittlere Lage umherschwankt. 
In Folge der Einschliessung in eine unausdehnbare Hiille 
bleibt diese mittlere Lage fur jedes Atom bei steigender 
Temperatur unverandert. Aber in Folge der erhohten leben- 
digen Kraft verandert sich die mittlere Entfernung jedes 
Atoms von seiner mittleren Lage, und dadurch vergndert sich 

1) L. Boltzmanii, Sitzungsber. d. Wien. Akad. 93. Abth. 2. p. 

2) Clsusius,  Sitzung~ber. der Niederrliein. Gesellsch. 27. 18'10: 

3) H. von Helmholtz ,  Sitzungsber. d. Berl. Akd. 1884. p. 159 

195. 1866. 63. Abth. 2. p. 712. 1871.'90. Abtli. 2. p. 231. 1884. 

Pogg. Ann. 142. p. 433. 1871. 

und p. 311. Crelles  Journ. 97. p. 111 und p. 317. 1884. 
Ann. d. Pliys 11. Cbciii. N. F. XLVIIT, 46 
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nuch *seine mittlere potentielle Energie. Beim absoluten Null- 
punkt der Temperntur wurde jedes Atom in seiner mittleren 
Lage, der Lage stabilen Gleichgewichts, ruhen; nach der ge- 
troffenen Festsetzung soll fur diese also die potentielle Energie 
des Atoms gleich Null gesetzt werden. 

Die Atome sollen als materielle Punkte betrachtet wer- 
den. 1) Die Gleichgewichtslage eines bestimmten Atoms sei der 
Anfangspunkt des Coordinatensystems, z y t seien die Coordi- 
naten des Atoms.2) Die potentielle Energie fir die gesammte 
Kraft , welche die benachbarten Atome auf das betrachtete 
msiiben sei y.  Der Wert von y fur x = 0, y = o, z = o soll 
dnnn also Null sein. F u r  variable r y z  werde y in eine 
Potenzreihe entwickelt, so dass man setzen kann: 

'p = + F, + E; + ...... 
wo 1'; eine homogene Function ersten Grades von x y z  ist; 
J1; eine eben solche zweiten Grades u. s. w. 

Die Componenten der gesammten auf das Atom wirken- 
den &aft sind: 

Da If\, f f g ,  I{;, . . . . homogene Functionen ersten, zweiten, 
tlritteri . . . Grades voii x y r  sind, sind ihre ersten Differential- 
quotienten nullten, ersten, zweiten . . . Grades nach x y z .  
Nun sollte x = 0 ,  y = 0 ,  r = 0 die stabile Gleichgewichtlage 
cles Atoms sein, fur dieselbe ist also X = I'= 2 = 0; mithin 

1) Ich bemerke aiidrucklicli, dass ich rnir wohl bewuest bin, wie 
weit sich diese Annahme in vielen Verhiiltnimn von der Wirklichkeit 
eutfernt. 

2) Streng genommen veriindeit sich die Gleichgewichtslage eines 
Atome fortwtihrend infolge der Bewegung der benachbllrten Atome. Die 
rnittlere Gleichgewichtslage aber bleibt onvertindert. 
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oder 3'' (als homogen ersten Grades) = 0. 
schliesslich 

i l l  

Es wird also 

= F2 + 4 + F4 + * - -  

Das Virial fiir das betrachtete Atom wird: 

- + ( A h +  l-y+z%)y x --- aE;  +--- y a ~ ,  + - -  aE;  
2 a x  B a y  2 d x  

a aF, 
2 a x  2 a y  z a x  

+ x a?s + xa&?8 + ._ __ 

+ . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Da die F homogene Functionen sind, wird n'ach dem 

Euler'schen Satz: 

- +(XX + Y,y + ZZ) = 3; + +F3 + 2 F4 + Q F6 + . - .  
Die Warmebewegung des Atoms ist eine ,,station&re" im 

Sinne von Claus ius .  Also ist nach dem Satze vom Virial 
essen Mittelwerth iiber eine lange Zeit genomrnen gleich dem 
der lebendigen Kraft L, und es ist also bei der iiblichen Be- 
zeichnung derMittelwerthe : 

Das Dulong-Petit 'sche Gesetzt gilt, wie oben ausein- 
andergesetzt, dann und nur dann, wenn $ fiir Atome jeder 
Art dasselbe Multiplum von ist. Das ist der Fall, wenn 
einer der Mittelwerthe q, &.. . weit grbsser ist als alle 
anderen. 

Die Kraft, welche die benachbarten Atome auf das be- 
trachtete ausiiben, hZlngt ab von der relativen Lage derselben. 
Wenn daher die Verriickungen s y z  des Atoms aus seiner 
Gleichgewichtslage klein sind gegen die Abstjinde von den 
benachbarten Atomen, so kann man in der Reihenentwickelung 
fiir die potentielle Energie die hbheren Potenzen von x y z  
vernachlassigen. Man kann sich dann in den Ausdrlicken fiir 
'p und L auf die Glieder des niedrigsten vorkommenden 
Grades, des zweiten, beschranken, und erhalt 

- - - -  
lfi = 1;; L = 4;. 

46 * 



Ijann wiirtle also in der Thitt das Gesetz von n u l o n g  
und P e t i t  in nller Strenge erfiillt sein. 

11. 

Dies ist aber in Wirklichkeit fur die specifischo WLrme 
hei constantem Druck, wie sie bei festen Kijrpern zur 1111- 

mittelbaren Messung gelaugt, keineswegs der Fall. 
Die Annahme der entwickelten Theorie, dass der Korper 

in eine unausdehnbare Hulle eingcschlossen sei, bedingt, cl,zs\ 
die gezogenen Scliliisse nur fiir die specifische Warrne 1x4 
constantem Volumen gelten. Man konnte daher zuniichst 
daran denken, dass der Unterschied der beiden specifischen 
Warinen die Ursache der Abweichungen vom D u l o n g - P e t i t -  
schen Gesetz sei. Aus der specitischen Warme bei constantem 
Druck lasst sich die bei constantem Volumen berechnen, untl 
%war in doppelter Weise. Erstens nach einer Formel von 
C 1 au  s i u  sl), welche die Kenntniss der thermischen Ausclehnung 
und der Compressibilitat voraussetzt; xweitens nach Beobach- 
kingen von E d  I unda) aus der adiabatischen Temperaturveran- 
derung bei plijtzlicher Ausdehnung. Fiir das Verhaltniss der 
specifischen Wiirmen , A = C,,, crgehen sich so folgende 
Werthe 

Silbcr 1,01(i - 1,023 
Eiseii 1,00H - 1,012 

Platiri 1,006 -- 1,009 
Gold 1,016 

KiIpfer 1,012 - 1,018 

Fur folgende Metallc liegeir ebenfalls noch die experimen- 
tellen Daten zur Berechirung vor. 

Fiir AhminiTim sind Torsionscoefficient unrl Elasticitits- 
coefficient clurch Ka tzene l s  ohn3) bestimmt; daraus ergiebt 
sicli dann Coinpressil)ilitBt nnd das Verhliltnias der specifischen 
Wiirmen. 3;s wird: 

R = 1,020 -- --- ~ 

1) Clauniurr, mechtm. Wjinnctlieorir, Bd. I. p. 189. Ruhlmann,  

2) E d l u n d ,  Pogg. AIIII. 126. p. 539. 1865. Riihlmann,  Bd. I. 

3) Kstze i i c~ l sohn;  Winkclrnnnn, Handbuch d. Physik, Bd. I. 

nd. I. p. 495. 

p. 512, 523. 

p. 241. 242. 248. 
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Fur Blei ist der Elastieitatscoefficient durch W ertheirn,  
das Verhaltniss voii Langsdehnung und Quercontraction clurch 
M nl 1 o c k bestimmt. I) Es ergiebt sich : 

A- = 1,039 

Piir Xink wircl nacli den Daten derselbeii Beobachter 
K = 1,040 

Viir die Berechnung init den specifischeii Warmeii bei 
constantem Druck zeigeii schon die aufgezahlten Metalle g;tnx 
erhebliche Sbweichungeii vom Dulong-Petit'schen Gesetz, 
obwohl sie keine der am weitesteu abweicheiiden Elemente 
(Kohlenstoff, Bor, Beryllium) enthalten; Aluminiuiu gibt fiir 
das Product voii specifischer Warme und Atomgewicht eineii 
Wert, der um 10 proc. kleiner is t  als das Mittel der iibrigen. 
Fuhrt inan die Berechnmg mit den Werteii fir die specifische 
WPrnie bei constaiitem Volumen durch, welche sich aus dell 
obigen A' ergeben, so werdeii die Abweichungeii nicht geringer. 
Das Gesetz voii Duloi ig  uiid P e t i t  gilt also auch nicht fiir 
dic specifischen Warmeii bei constaiitem Volumeii genau. 

111. 

Die Abweichuiigeii iniisseii dimiii begruiidet sein, class die 
eine oder nndere Aiinahme der Tlieorie iiicht erfiillt ist. Dies 
ist die Annahme. dass die Verruckungen des Atoms aus der 
Gleichgewichtslage klein seien gegen die Abstinde voii deu 
benachbarten Atomen. 

Wenn diese Annahme nicht erfullt ist, koniieii die hoheren 
Glieder in den Ausdriicken fiir und f; nicht mehr vernach- 
lassigt werden, und e8 ist nicht mehr, wie das Gesetz von 
Du long  und P e t i t  verlangen witrde, proportional Da 
nun proportional der absoluten Teinperatur T ist, ist dann 
auch nicht mehr die mittlere gesammte Energie (F+ a eines 
Atoms proportional der absoluten Temperatur Y, sondern es 
wird + X = Y'y (9 sein, wo ?p (Y') eine Temperaturfunction. 
Daraus folgt zunilchst, dass bei den Elementen, welche dem 
Gesetze von Du long  und P e t i t  nicht folgen, die specifische 

1) Mallock,  Winkelmann 1. p. 247. 
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Warme (@ + L) / T von der Temperatur abhangig sein muss: 
(lie bekannte von Hrn. H. F. W e b e r  entdeckte Beziehung. 

Ueberlegt man ferner, unter welchen Umstiinden die Vor- 
aussetzung am wenigsten erfullt ist, dnss die VerrUckungen 
eines Atoms klein seien gegen die Abstande von den benach- 
barten Atomen, so gelangt man zu eiiier Vermuthung, bei 
welchen Elementen die grossten Abweichungen von dem 
Dulong-Petit’schen Gesetze zu erwarten sind. 

Jene Annahme wird ceteris paribus um so weniger erfullt 
sein, j e  kleiner die Bbstande zwischen den Atomen sind. Ein 
Maass fiir diese Abstande bildet der Quotient Atomgewicht 
dividirt durch nichtigkeit oder das sog. Atomvolumen. Die 
drei festen Elemente. welchen die kleinsteri Atomvoluminn zu- 
kommen’), sind Kohlenstoff, Bor, Beryllium; sie zeigen zugleich 
bei gewohnlicher Temperatur die grossten Abweichungen vori 
dem Dulong-Petit’schen Gesetz. 

Zweitens werden unter sonst gleichen Urnsunden bei der- 
selben Temperatur, also bei gegebener lebendiger Kraft die 
Atome urn so grossere Geschwindigkeiten annehmen, je  kleiner 

‘ihre Masse ist. Um so weiter werden sie sich also auch 
ceteris paribus von ihrer Gleichgewichtslage entfernen, und uiii 

so weniger wird die Voraussetzung der Giiltigkeit des Dulong-  
Petit’schen Gesetzes erfullt sein. 

Fasst man beide Ursachen zusammen, so ergibt sich, dass 
bei dem Zusnmmentreffen von kleinem Atomvolumeii und 
kleinem Atomgewicht Abweichungen von dem Gesetze vo~i 
Dulong  und P e t i t  zu erwarten sind. Diese Regel ist, wie 
ich nachtraglich gefunden habe, schon bekannt ”); eine Er- 
kliarung fiir dieselbe war bis jetxt nicht gegeben. Die folgende 
Tabelle veranschaulicht dieselbe. Sie enthalt die festen Ele- 
mente nach der Grosse ihres Atorngewichtes geordnet bis zum 
Kalium uiid Calcium ; bei diesen beiden und bei noch grosseren 
Atomgewichten finden sich keine erheblichen Abweichungen 
vom D u l o n g - P e t i  t’schen Gesetze mehr. Bekanntlich fallen 
und steigen die Atomvolumina periodisch; far die Elemente 

1) Vgl. z. B. die Tabelle bei Lothar Meyer,  moderne Theorien, 

2) Lothnr Meyer,  moderne Theorien, 1884, p. 167. 
1884, p. 143. 
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init eiriem Atomgewicht bis zu 39 befolgen nur diejenigen das 
Cfesetz von Du long  und P e t i t ,  welche den ersten Maximis 
des Atonivolumens entsprechen : Lithium, Natrium und Kalium. 
Bei den Elementen, deren specifische Wlirme von der Tempe- 
ratur erheblich abhangig ist. sind bei den Atomwarmen die fur 
gewohnliche Temperatur geltenden Zahlen als untere Grenze, 
als obere die hochsten beobachten utid theilweise sogar dariiber 
liinaus extrapolirte Werthe angegeben. Die Zahlen finden sicli 
bei L o t h a r  Meyer  p. 86-91, 

Titbium . . 
lleryllium . 
Hor . . . 
Kohlenstoff. 
Natrium . . 
Magnesium. 
Aluminium . 
Silicium . . 
Phosphor . 
Schwefel. . 
Kdium . . 
Calcium . . 

7 . . .  . . .  

. . .  

. . .  

. . .  

. . .  

Atomgewich t 

790 
971 

10,s 
12,o 
33,O 
23,9 
27,O 
28,0 
31 ,O 
32,0 
39,Q 
39,s 

Atomvolumen 

11,s 
596 
490 
396 

Y3,7 
13,s 
10,6 
11,2 
13,5 
15,7 
45,4 
25,4 

Atomwiirme 
~~ 

6,6 

2,5-5,5 
1,4-5,s 
677 
4,9-6,0 

5,3-5,9 

695 
678 

3.6-5,3 

5,5--5.8 
4,6-5,7 

5.2-5,7 

Uni iiichts Zweifelhaftes iii diese Zusammenstelluiig hinein- 
zutragen, sind die Elemente, deren Atomvolurnen und Atom- 
wiiilne im festeii Zustande nur aus Verbindungen berechnet 
worden ist, weggelasscii. Naoli den von Hrn. L o t h a r  Meyer  
angegebenen Zahleii ftigen aber auch diese sich der Regel. 

IV. 
Aus der im Vorstehenden entwickelten Theorie des Ge- 

setzes von Du long  und P e t i t  ergibt sich noch eine weitere 
Consequenz, deren thatsachliche Grundlage ebenfalls schon bei 
Hrn. L o t h a r  Meyer  zu finden ist'), und die ehenso Hr. 
Bo l t zman  n als Consequenz seiner Theorie findet. 

Wenn ein Gas aus isolirten Atomen besteht, wie Queck- 
silberdampf, so besteht die Energie der ihm zugefihrten 
Warme lediglich in der lebendigen Kraft. Gehort dasselbe 
Element im festen Zustande zu denjenigen, welche dem Ge- 
setze von Du long  und P e t i t  gehorchen, so ist dann die 

1) Lothar Meyer ,  moderne Theorien, 1884, p. 109. 
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Energie nach deli aufp .  712 abgeleiteten Werthen gleich der 
mittleren lebendigen Kraft plus der ebensogossen mittlereri 
potentiellen Energie. Nun ist die mittlere lebendige Kraft 
unabhangig vom hggregatzustande, nur proportional der ab- 
soluten Temperatur. Also folgt, dass die Atomwarme und 
arich die specifische Warme bei constantem Volumen ffir das- 
selbe Element als Gas, wenii seine Molecule aus einzelnen 
l tomen bestehen, halb so gross ist als irn starren Zustande. 
Dies ist in der That bei Quecksilber der Fall.') 

Nach der Tabelle bei Hrn. L o t h a r  Y e y e r  trifft dieselbe 
Beziehung aber auch fur die zweiatomigen Gase Stickstoff, 
Chlor und Brom sehr xiahe xu. Fur diese kommt aber zur 
Vermehrung der lebendigen Iiraft bei Temperaturerhohung 
noch die Arbeit gegeti die Kriifte hinm, welche die Atom- 
paare zusamnienhalten. Wetiii daher auch bei diesen Gaseri 
die specifische Warme im festen Zustande nahezu doppelt so 
gross ist als im gaskmigen ,  so muss bei denselben die Ar- 
beit, welche ini gasformigen Zustande bei Temperaturerhohung 
gegen die Atomkrlfte geleistet wird, klein sein gegen die Zu- 
iiahme der lebendigen Kraft. 

Re r l in ,  im Februar 1893. 

1 )  Lothar Mcycr, 1. c 

- 




