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Introduccién

Introduccién

Antecedentes Histéricos

los modelos de Heteroscedasticidad Condicional Autorregresivos o Modelos de Varianza
Condicional Variable Autoregresivos que en la literatura se puede encontrar con las
siglas ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) y su generalizacién los
modelos GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), son
un tipo de modelos propuestos por el economista Robert Fry Engle Ill quien fue
galardonado con el premio Nobel de Economia en el 2003 ([Eng82]) (publicado en 1982)
al cual le sucedi6 una tesis que dio lugar a un articulo de Tim Bollerslev ([Bol86]) que
generalizo los modelos ARCH dando lugar a los modelos GARCH.
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Heteroscedasticidad y Hechos Estilizados

Introduccién

Heteroscedasticidad

O Las series de tiempo suelen tener un supuesto de Homoscedasticidad (Varianza
constante)

@ Muchas series en la vida real no presentan Homoscedasticidad.

© En series de tiempo financieras, economia, teoria de riesgo, etc... se presenta un
comportamiento asociado a la Heteroscedasticidad.

© La Heteroscedasticidad se puede caracterizar o definir a partir de lo que se conoce
como Condicién de Heteroscedasticidad:

Var (eet—1, €1—2,...) # Constante.
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Heteroscedasticidad y Hechos Estilizados

Introduccién

Hechos Estilizados

En la literatura se pueden encontrar muchos articulos y referencias asociadas a los
Hechos Estilizados, la mayoria suelen citar a Benoit Mandelbrot [Man63] quien fue uno
de los primeros en describir este tipo de fenémenos en su articulo The Variation of
Certain Speculative Prices

Definicién
Algunos Hechos Estilizados:

i) No estacionariedad: Las trayectorias asociadas a series temporales financieras
suelen estar muy cercanas a paseos aleatorios sin interseccion.

ii) Casi ausencia de autocorrelacion para las variaciones: Las series de tiempo
financiera presentan variaciones pequefias de autocorrelaciones, haciéndolas cercanas
al ruido blanco.

iii) Clusters de Volatilidad (Volatility Clustering): Valores grandes de retornos en
valor absoluto aparecen en clusters. Dicho de otra formar, las series financieras
presenta periodos de alta volatilidad y periodos de baja volatilidad.
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Heteroscedasticidad y Hechos Estilizados

Introduccién

Hechos Estilizados

Definicién
Algunos Hechos Estilizados:
iv) Distribucién con Colas Pesadas: Cuando se dibuja la distribucién empirica
asociada a los valores de una serie temporal se puede apreciar que su

comportamiento no es sub gaussiana, es decir presenta colas mas pesadas y una
forma de cuantificarla es mediante la curtosis.

v) Autocorrelacion del cuadrado de los errores: El cuadrado de los errores (c;) estan
fuertemente correlacionados, lo cual significa que las series financieras no son ruido
blanco.

vi) Otros: Hay otras propiedades que se comentan en la literatura, entre ellas esta la
estacionalidad, es decir que las series de tiempo financieras son afectadas por fines
de semana, fechas festivas y estaciones de afios u otras tales como Leverage effects,
Colas Pesadas aun Condicionando, Asimetria en tiempos de escala, lento
decaimiento de la autocorrelacion, Aggregational Gaussianity.

Se pueden consultar las siguientes referencias [Con01] y [FZ10, Pagina 7,8 y 9].
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Heteroscedasticidad y Hechos Estilizados

Introduccién
Hechos Estilizados
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Figure 1.2 CAC 40 returns (March 2, 1990 to October 15, 2008). August 19, 1991, Soviet Putsch

attempt: September 11, 2001, fall of the Twin Towers; January 21, 2008, effect of the subprime
mortgage crisis; October 6, 2008, effect of the financial crisis.
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Modelos ARCH (1)

Definicién

Modelo ARCH(1):

Un proceso €; sigue un modelo ARCH(1) si y sélo si
1) € = nioe, tal que ny ~ NID(0,1).
2) €t|Pi—1 ~ N(0,07), dado que 67 = cvg + c1er_;.

Donde P:—1 = spam {et—1,€t—2,...} y al < %

El modelo anterior captura algunas de las caracteristicas presentes en lo que respecta a
los hechos estilizados y la Heteroscedasticidad. Una representancion alternativa de €?
fue dada por Pantula, S.

=1

e} i
2 _ i
€t = Qo Qq Nt—j
j=1
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Modelos ARCH

Propriedades
Modelo ARCH(1):
1) La serie de tiempo e; cumple que E(e;) =0 y Var (&) = ;2% Es decir la serie

temporal €; es estacionaria.

2) La serie de tiempo €, cumple que E(e;|P;i—1) = 0, E(€7|Pi—1) = o + 1ef_1 y
E(eres) = 0. Es decir la serie temporal ¢ es no correlacionada, sin embargo los €;s
no son independientes.

E(e}) _ 3(1-a?)
Var(e)2 = 173o¢§
distribucién empirica de €; tiene colas mas pesadas que una distribucién normal.

3) La serie de tiempos €; es Leptocirtica pues > 3 es decir la

4) La serie de tiempos ¢? satisface un modelo AR(1).
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Modelos ARCH(q)

Definicién
Modelo ARCH(q):
Un proceso €; sigue un modelo ARCH(q) si y sélo si
1) & =m0y, tal que ny ~ NID(0,1).
2) €t|Pi—1 ~ N(0,0}), dado que 07 = ap + 23:1 oj€r_j.
Donde P;—1 = spam {et—1,€t—2,...} y Z;zl a; <1 cona; >0 Vj.
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Modelos ARCH(q)

Propriedades
Modelo ARCH(q):
1) La serie de tiempo e, cumple que E(e;) =0 y Var (&) = 170“7;’ Es decir la

«
j=1 "7

serie temporal €; es estacionaria.

2) La serie de tiempo €; cumple que E(e;|Ps—1) = 0, E(€;|Pi—1) = 07 y E(ezes) = 0.

Es decir la serie temporal €; es no correlacionada.

2

3) Si la serie de tiempos €; cumple 1 — (ZZ:l aj) >1-337"  aj >0 entonces
E(<$)

Var(er)2

pesadas que una distribucién normal.

4) La serie de tiempos ¢; satisface un modelo AR(q).

> 3, es Leptociirtica, es decir la distribucién empirica de €, tiene colas mas

Luis E. Ascencio G. Proyecto Final: Modelos de Varianza Condicional: AR( 26 de mayo de 2022

11/34



Modelos ARCH(q)

Propriedades

Ventajas de modelos ARCH(q):
1) Los modelos ARCH presentan Heteroscedasticidad.
2

) Permiten modelar la Volatilidad.
3) La distribucién empirica de la serie tiene colas pesadas.
)

4) La serie (e;) es estacionaria.

Propriedades

Desventajas de modelos ARCH(q):
1) Los modelos ARCH son bastante restrictivos.
2) Efectos simétricos de los Shocks.

3) Poco parsiomonioso, es decir se necesitan muchos retardos para capturar
adecuadamente el comportamiento de un serie temporal.
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Modelos GARCH(p,q)

Definicién
Modelo GARCH(p.q):
Un proceso €; sigue un modelo GARCH(p,q) si y sélo si
1) & =m0y, tal que py ~ NID(0,1).
2) €|Pi—1 ~ N(0,07), dado que 07 = o+ Y ., Bioi—; + Z?:l €.

Donde P;—1 = spam {e;—1,01—1,€t-2,0t—2,...} y .+, Bi + Z;zl a; <1 con
Bis i >0 Vi, j.

En términos de operador de Lag L podemos expresar

p q
o =ao + Zﬁiaf,i + Z ajef,j = ap + B(L)o} + A(L)ef

i=1 j=1

con

P q
B(L) =) AL v AL) =) a7
i=1 j=1
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Modelos GARCH(p,q)

Modelo ARCH(o0)

Una representacion alternativa de los modelos Modelos GARCH se da al considerar que
1 — B(L) tiene un polinomio caracteristico con todas sus raices fuera del circulo unitario,
con lo cual serian invertible en consecuencia tenemos el siguiente modelo ARCH(0).

ot = a0 + B(L)o; + A(L)e; = ot = (1= B(L)) (o + A(L)e})
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Modelos GARCH(p,q)

Propriedades
Modelo GARCH(p,q):

1) La serie de tiempo e, cumple que E(e;) =0 y Var (&) = B

: ! ! W Es decir la
serie tempora/ €t €S estacionaria.

2) La serie de tiempo ¢; cumple que E(e;|P;—1) = 0, E(eres) =0 y E(eF|Pi—1) = 07 .
Es decir la serie temporal €; es no correlacionada.

3) La serie de tiempos €; satisface un modelo ARMA(r,p) con r = méx {p, q}.
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Modelos GARCH(p,q)

Demostracién

Para el inciso (3), consideremos la siguiente variable aleatoria v, = ¢ — o7 de donde al

despejar y expresar o2 obtenemos lo siguiente

2

€& =07 + v =ao+ BL)o; + AL)ée; + v,
= o+ B(L)(ef —vt) + A(L)e; + v
= a0+ (B(L) + A(L))e; + (1 — B(L))v

De donde podemos notar que el operador (B(L) + A(L)) es de orden r = méx {p, q}
sobre el operador de Lag L para la parte autoregresiva y para la parte de medias méviles
tenemos que (1 — B(L)) es de orden p, de donde podemos concluir que €; satisface un
modelo ARMA(r,p) con errores vs.

Finalmente notemos que si el operador B(L) = 0 entonces recuperamos un modelo
AR(q) para el modelo ARCH(q) y en particular si ¢ = 1 verificamos la propiedad (4)-0.1
|

v
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Modelos GARCH(p,q)

Propriedades

Ventajas de modelos GARCH(q):
1) Los modelos GARCH presentan Heteroscedasticidad.
2) Permiten modelar la volatilidad.

3) La serie () es estacionaria.

Propriedades

Desventajas de modelos GARCH(q):
1) Los modelos GARCH tienen restricciones.
2) Efectos simétricos de los Shocks.

3) Hay inconvenientes para garantizar la varianza condicional positiva y existencia de
momentos de orden superior.

Luis E. Ascencio G. Proyecto Final: Modelos de Varianza Condicional: AR( 26 de mayo de 2022 17 /34



Modelos GARCH(p,q)

Comentarios

i) Engle en [Eng82] y [BH93] comentan en sus articulos que no existe una expresién
para la Kurtosis, sin embargo en [FZ10] en el capitulo 2.4.1 se dan teoremas (algo
técnicos) para la existencia de momentos de orden superior y en el capitulo 2.4.2
expresiones para la kurtosis.

i) En [FZ10] el teorema 2.4 en la pagina se dan condiciones necesarias y suficientes
para la estacionariedad estricta para los modelos GARCH (se omiten aqui por ser
demasiado técnicas).

iii) La condicién Ef:l Bi + 23:1 o < 1 es suficiente para garantizar que la serie de
tiempo ¢; sea estacionaria de segundo orden. Una demostracién de este hecho se
puede encontrar en [FZ10, Teorema 2.5, pagina 34].

iv En [Eng82] y [BH93] se sugiere que una estrategia adecuada para la estimacién de
pardmetros para los modelos GARCH es mediante el método de Quasi Maximum
Likelihood, sin embargo también es posible hacer uso del método de minimos
cuadrados para los modelos ARCH.

v El poder asociar a los modelos GARCH un modelo ARMA nos permite utilizar las
herramientas desarrolladas para estos modelos para poder hacer predicciones,
estimacién de pardmetros y pruebas de hipdtesis, etc. permitiendo adaptar la
Metodologia de Box-Jenkins.
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Extensiones a modelos GARCH

Robert Engle comenta en [Eng04] que después del nacimiento de los modelos ARCH y
GARCH han surgido un gran numero de extensiones a los modelos, los cuales vienen casi
acompafiados con todas las letras del abecedario como AARCH, APARCH, FIGARCH,
FIEGARCH, STARCH, SWARCH, GJR-GARCH, TARCH, MARCH, NARCH, SNPARCH,
SPARCH, SQGARCH, CESGARCH, ComponentARCH, AsymmetricComponentARCH
etc.

Existen algunas extensiones naturales que se pueden proponer a los modelos GARCH, sin
embargo unas de las mas populares son las que incorporan asimetrias entre las cuales
estan los modelos EGARCH(Exponencial GARCH) propuesto por Daniel B. Nelson en
[Nel91], Log-GARCH Asimétricos propuesto varios autores o los modelos TGARCH
propuestos por R. Rabemananjara y J. M. Zakoian [RZ93], estos modelos introducen
ciertos términos al modelo GARCH o Log-GARCH para obtener un comportamiento
asimétrico.

Luis E. Ascencio G. Proyecto Final: Modelos de Varianza Condicional: AR( 26 de mayo de 2022 19/34



Extensiones a modelos GARCH

Los modelos IGARCH son una extensién natural a los modelos GARCH es considerar la
propiedad (3)-0.1 del modelo GARCH nos permite relacionar el modelo a un modelo
ARMA considerando €2 y v,.

¢ = ap+ (B(L) + AL)E + (1 - BL)wr = (1 - (BL) + A(L)E = (1 - BL))v,

De donde el modelo GARCH(p,q) se relaciona a un modelo ARMA(r,p) con
r = méx {p, q}, si el polinomio caracteristico del operador (1 — (B(L) + A(L)) tiene
raices unitarias entonces podemos asociar un modelo ARIMA al modelo GARCH(p,q).
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Modelos Log-GARCH

Los modelos Log-GARCH fueron propuesto por John Geweke [Gew86], Milhgj, A.
[Mil87] y Pantula, S. [Pan86] de manera independiente.

Definicién

Modelo Log-GARCH(p,q):

Un proceso €, sigue un modelo Log-GARCH(p,q) si y sélo si
1) e = nioy, tal que n; ~ NID(0,1).
2) €|Pi—1 ~ N(0,0%), dado que

P q
In(o7) = a0+ »_ Biln(of-;) + Y a;in(e;)
i=1 j=1

Donde P;—1 = spam {et—1,0¢—1,€t—2,0¢—2,...}.
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Extensiones a modelos GARCH VI SIER Rer- e\ el |

Modelos Log-GARCH

Los modelos Log-GARCH presentan las siguientes caracteristicas

1) Se garantiza volatilidad positiva, es decir o, > 0.

2) Los pardmetros del modelo puede tomar cualquier valor 3;, aj, o € R.

3) Invarianza bajo las transformaciones de potencia.

4) Los modelos Log-GARCH permiten una representacién como modelo ARMA.

Para mas informacién al respecto de estos modelos se pueden consultar las siguientes
referencias [FWZ13], [Sucl3] y [Sucl8].
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Modelos EGARCH

Definicién
Modelo EGARCH(p,q):
Un proceso €; sigue un modelo EGARCH(p,q) si y sélo si

1) e = ntoy, tal que n; ~ NID(0,1).
2) €|Pi—1 ~ N(0,07), dado que

g q
In(of) = ao + Z Biln(of_;) + Z a;g(ne—;5)
i=1 =1

Donde P;—1 = spam{€ei—1,0¢—1,€t—2,0t—2,...} y la funcién g(*) es de la forma

9Me—3) = Ome—j + Y[l — Elme—5]]

Con aw, Bi, a;,0,7v € R constantes.

Luis E. Ascencio G. Proyecto Final: Modelos de Varianza Condicional: AR( 26 de mayo de 2022 23 /34



Modelos EGARCH

Propriedades
Propiedades Modelos EGARCH:

1) La volatilidad tiene la siguiente forma

£90 H 0-251 H eXP(ajg(nt*j))

=1

2) La propiedad de asimetria depende de 6 y .

3) Admite una descripcién como un modelo ARMA.
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Modelos EGARCH

Teorema

Estacionariedad de los Modelos EGARCH(p,q):

Supongamos que g(n:) es distinto a 0 casi seguramente y que los polinomios

az) =%, a;2 y B(z) =1— 30| Biz" no tienen raices en comiin, con a(z) # 0.
Entonces el modelo EGARCH(p,q) admite una solucion estrictamente estacionario si y
solo si las raices del polinomio 3(z) estdn fuera del circulo unitario. Esta solucién es tal
que E[In(¢?)]? < oo siempre que E[In(n?)]? < oo y E[g*(n:)] < co. Si ademas,

[T Eexp(rigml) < o

i=1
Donde \; se define por o(L)/B(L) = >, AiL" entonces €; es ruido blanco con varianza

B(e}) = B(o}) = e [ 9a(\)

Donde o = a0 /B(1) y gn(x) = Elexp(zg(n:))]-

La demostracién del teorema anterior se pueden consultar en [FZ10, Pagina 248] que

corresponde a [FZ10, Teorema 10.1].
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Modelos EGARCH

Teorema

Momentos de los Modelos EGARCH(p,q):
Sea m un entero positivo. Bajo las condiciones del teorema 3.1 y si

pzm = E(i™) < oo, HE(GXP(|m)\i9(7h)D) <0

Entonces (¢;) tiene momentos de orden m dados por

B(;™) = pzme™ S [ [ gn(ms)
i=1

v

Nuevamente la demostracién del teorema se pueden consultar en [FZ10, Pagina 249] que
corresponde a [FZ10, Teorema 10.2].
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Log-GARCH Asimétricos

Definicién

Modelo Log-GARCH(p,q) Asimétrico:

Un proceso €; sigue un modelo Log-GARCH(p,q) si y sélo si
1) & = mov, tal que ny ~ NID(0,1).
2) &|Pi—1 ~ N(0,07), dado que

P q
n(o?) = a0+ Y Ailn(of-) + > (a4l 50+ aj-1e ;<o) In(e}_))

i=1 =1

Donde Pi—1 = spam {€t—1,01—1,€t—2,0t—2, ... }.
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Log-GARCH Asimétricos

Algunas de las propiedades del modelo Log-GARCH Asimétrico son
1) Sin restricciones sobre los valores de los parametros del modelo.
2) Asimetrias que dependen de los coeficientes (a1 1e, ;>0 + aj-1c, ;<o)
3) Invarianza bajo las transformaciones de potencia.
4) Los modelos Log-GARCH Asimétrico admiten una representacion ARMA.

Respecto a las condiciones necesarias y suficientes para la estacionariedad y la existencia
de momentos de orden superior para este modelo podemos consultar [FWZ13] donde se
encuentran los teoremas y demostraciones respectivas.
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Modelos Threshold GARCH

Definamos

e = méx (e, 0) €; = min(e,0)

Con lo que los los Modelos Threshold GARCH se definen como sigue
Definicién

Modelos Threshold GARCH(p.q):
Un proceso €, sigue un modelo Threshold GARCH si y sélo si

1) € = neoy, tal que e ~ NID(0,1).
2) €t|Pi—1 ~ N(O, Uf), dado que

p q
+ —
oy = Qo + E Biot—i + E (Oéj+€t,j — C%j—Et,j)
i=1 =1

Donde Pi—1 = spam {€t—1,01—1,€t—2,0t—2, ... }.
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Modelos Threshold GARCH

Una variante a los modelos Threshold GARCH son los modelos GJR-GARCH donde se
considera

p q
2 2 2 2
oy = o+ g Bioi_i + E (ajer—j +vici—;1le,_;>0)
i=1 1

Jj=
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Ejemplos y Aplicaciones

Series de Tiempo Financieras

Definicién

Log Return:

Sea p: el precio de un activo en el tiempo t, se definen los log return como
e =1In(p:) — In(pe-1).

La serie e, normalmente es muy parecida a la serie de tiempo de la variacion de precios
relativos
_ Pt —Ppt—1

DPt—1

Tt

Dado que € ~ In(1 + r¢).
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Ejemplos y Aplicaciones
Riesgo

@ En finanzas, el riesgo esta relacionado con la posibilidad de que ocurra un evento
que se traduzca en pérdidas.

@ El riesgo es producto de la incertidumbre que existe sobre el valor de los activos
financieros, ante movimientos adversos de los factores que determinan su precio.

© A mayor incertidumbre mayor riesgo.

@ Exiten distintos tipos de riesgos, Riesgo de crédito, Riesgo de mercado, Riesgo
operacional, Riesgo de liquidez etc...

@ Una de las medidas de riesgo mas populares en instituciones financieras son los VaR
(Value at Risk) (Valor en Riesgo).

@ En 1993 el Banco JP Morgan publicito su método RiskMetrics para el calculo de
VaR para un portafolio.
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Ejemplos y Aplicaciones
Riesgo

@ Consideremos un portafolio cuyo valor en el tiempo t es V;.

@ Considere un Periodo o Horizonte de tiempo, la perdida se denota como
Lijtin = —(Vign — Vi)

@ La distribucién de L; ¢4 es conocida como Distribucién de Perdidas(Condicional o
no).

@ Se define el VaR de un activo financiero como el valor de perdida aceptable en el
horizonte t con probabilidad o como

a = P(Lt,t+h < VaRtyh) =1- P(Lt,t+h > VCLRt,h)

@ Dado un nivel de confianza a € (0, 1) el VaR de un portafolio con nivel de confianza
« esta dado por

VaRt’h(Of) = inf {l ceR: P(Lt,t+h S l) 2 1-— Of}
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RiskMetrics

Definicién

Supongamos que L:|P:—1 ~ N (0, af) y considerando L:_1+ = L, donde
Ly = In(pt/pi—1) = nioy

con

ol =Xl | + 1- )\)6?_1

Donde X € (0,1).

Como podemos notar este modelo se puede estudiar como un IGARCH(1,1). Para mas
informacién al respecto de este modelo consultar [FZ10] Seccién 12.3.3 Estimation
Methods, RiskMetrics Model, pagina 334.
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