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Die Bedeutung 
,,reduzierter" orthogonaler Koordinatensysteme fiir die 

Tensoranalysis und die spezielle Relativit~tstheorie. 
Von Paul  Gruner in Bern. 

Mit drei Abbildungen. (Eingegangen am 12. Juni 1922.) 

Die in der vorangehenden Arbeit angegebenen Methoden lassen 
sich yon einem allgemeineren Standpunkt aus behandeln. 

Ein Vektor 0 P  = ~ soil in einer Ebene auf eine beliebige Sehar 
zweidimensionaler, sehiefwinkliger Parallelkoordinatensysteme (X1 0 X2, 
X~ O'X~... Fig. 1), die durch denselben Anfangspunkt 0 gehen, be- 
zogen werden. 

Irgend ein orthogonales System /~10R~ werde willkfirlieh fest- 
gelegt dureh 2 orthogonale Einheitsvektoren ~1 und ~ vom gleichen 
Betra~: 

1 
I 11-- = + 

Dieses System nenne man das u n i v e r s e l l e  S y s t e m  der be- 
traehteten Sehar und bezeiehne die Koordinaten: 

1 1 

T - -  

als die u n i v e r s e l l e n  K o o r d i n a t e n  yon P, bzw. die u n i v e r s e l l e n  
Komponenten yon ~. 

Die iibrigen Koordinatensysteme kSnnen dutch beliebige Drehungen 
der Aehsen um Winkel ~, ~p*..., ~, ~ ' . . .  und entspreehende/~nderungen 
ihrer 0ffnungswinkel erhalten werden; sie werden durch Einheits- 
vektoren el, e~, e 1, e~... bestimmt, die im allgemeinsten Fall beliebig 
gew~hlt werden kSnnen. Hier aber wollen wir sie der e i n s c h r ~ n k e n -  
den  B e d i n g u n g  unterwerfen, daft sie dutch jeweilige Parallelprojek- 
tion der universellen Einheitsvektoren ~1 und ~2 entstehen. Z.B.  ftir 
ein System Xt OX~ (Fig. 1), dessen Achsen um die Winkel % und ~p 
r die Achsen des universellen Systems gedreht sind (dis Wahl 
des laositiven Sinnes der I)rehungen % und ~ ist ein fiir allemal 
wiUkiirlieh fcstzusetzen), entstehen die Einheitsvektoren el und e~, so dal~ 

�9 1 sin (90 ~- %) 1 cos ~ 1 cos 

Es werden dann die ParaUelkoordinaten yon io: ON1 --~ ~1[el t, 
OS~ ~-~2 ]e, I, wobei wir bier die Indizes o b en  setzen (sie bedeuten 
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also nieht Exponenten),  um mit der in der Tensoranalysis gebr~uch- 
lichen Schreibweise iibereinzustimmen. 

Es ist nun yon Vorteil, start dieser Parallelkoordinaten O S~ und 
0 S  s die Absehnitte 0 P  ~ und 0 P  ~ der Projektionsstrahlen P S  ~ und .PS~ 

auf den Aehsen des universellen Systems als Koordinaten yon /~ auf- 
zufassen. Wegen  der den Einheitsvektoren e auferlegten Bedingung, 

',, : 

�9 N ~ _  N . \ V  �9 

/ N :  , 

X~ 

Fig. 1. 

~2 ~ 1 ~  

\ 

R, r . ~ e .  _~_- - . . . . .  ~ 5 : ~ : ~ ;  

Fig. 2. 

p ~  

/ 

J 
t 

weisen diese neuen Koordinaten,  die wit r e d u z i e r t e  K o o r d i n a t e n  
nennen wollen, dieselben Betriige ~1 und ~2 auf wie die zugehSrigen 
Parallelkoordinaten. 

Iudem wir in der Folge nut noeh mit diesen reduzierten Koor- 
dinaten reehneu wollen und deshalb die Bezeichnung ,reduziert" 
wieder weglassen, nennen wir hinfort: 

die k o n t r a v a r i a n t e n  K o o r d i n a t e n  yon 1~ bzw. k o n t r a v a r i a n t e n  
K o m p o n e u t e n  des Vektors ~ in bezug auf das zweidimensionale 
Koordinatensystem (Z, ~). Ebenso wiirden sieh die entsprechenden 
Koordinaten und Komponenten fiir andere Koordinatensysteme, 
(%151) u s f ,  in gleicher Weise konstruieren und definieren lassen. 
Dabei ist es gleichgiiltig, ob wir die ~ oder die x als Koordinaten, 
bzw. Komponenten auffassen, es hiingt dies yon der Wahl  unserer 
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!~inheiten ab; je nachdem werden wir such die universeiien Koor- 
dinaten q oder r ihnen zuordnen kSnnen. 

Diese bisher wohl noeh nieh~ praktisch verwendete ])arste]lung 
~chiefwinkiiger Parallelkoordb]aten hat den Vort.ei], die Koordina~;en 
s~mtlieher Systeme dureh A b m e s s u n g e a  a u f  d e m s e l b e n  o r t h o -  
~e~nalen K o o r d i n a t e n s y s t e m  re.it d e r s e l b e n  Einhe i t ,  I /Vf f  
anzugebem Sie gestattet deshalb aueia eine relativ ei~f.aehe uDd iiber- 
sichtliehe DarsteIlung der kovarianten und kontmvarianten Koordiuaten~ 
bTw. Komponenten,  die zwar grunds~.tzlich ~Jichta Neues 1) gibt? die 
aoer doeh bier in neuer eleganter Darstellung auftritt. 

~ i r  betmchten jetzt ei~ bestimmtes sehiefwinktiges Koordinaten- 
system, eharakterisiert dureb die Wiakel  Z und $ (Fig. 2). Die 

! ; o n t r a v a r i a n t e n  Koordinaten eines P. unktes -P: 0 / ~  ~ x~--w--~-,  Vg' 

02~ ~ x ~ - -  "~ werden dutch die unter den "~Vinkeln Z und ~ zu 

t ~ Q~ und P (~ geneigten Projektlonss~rahlen P_P~ and P P  ~. bestimmt. 

Wir  zelehnen des zu ibm :~rez iproke  K o o r d i n a t e n s y s t e m " ~  
r dadurch definiert ist, ~ se ine  P r o j e k t i o n s s t ,  r a h l e n  zu den 
�9 ~,erigen w e c h s e l s e i t i g  o r t h o g o n a l  ~ind: P/)~J.  P P ~  -P /~  .L /?. I) ~ ; 
d'~ Projektionss~rahlen 2 / ~  und PP~ bilden je~zt die Winkel ~ und i .  

7, mit PQ~ und P Q~. Wi t  erhalten dadurch: 0P~ ~ x: = ~ ,  

"~ die wit als k o v a r i a n t e  K o o r d i n a t e n  yon P, 

bzw, k o v a r i a n t e  K o m l ) o n e n t e n  des Vektors ~ be~.eiehnen. 

Zwisehen diesen, au~ ein und dasseibe Koordinate~system und 
auf sein reziprokes System bezogenen kovarianten und kontrawrianten 
Koordinaten, sowio zwisehen diesen und den universellen Koordinaten 
bestehen einfaehe Beziehungen~ die auf verschiedenartige Weise, geo, 
metriseh oder analytisch, hergelei.tet werden kSnnen. 

Aus Fig. 2 folgt  ohne weiteres: 

x ~ : r~ ~- r~. tg Z x ~ --- r~ -~- r~. tg ~p 1 
x~ "-- r~ - -  r~. tg ~p x~ = r ~ r~. ~g ~ t (2) 

Da|'aus einerseits 

x 1 - -  xl  - - -  xa .  tg  Z ~ x~- t g  ~ 

x ~ - -  x2 ~ x~.  tg  ~p -{- x l .  t g  )t f 
(3) 

) Vgl: W. P a u ] i ,  Re]ativitiitstheorie. Art. V, 19 der EnzykL Math. WTiss. 1921. 
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andererseits 
cos (% + *) 

x : - - x  2 . t g ~  ~ r ~  - -  x ~ + , c 2 . t g ~ )  
cos Z.  cos ~p 

cos (Z ~- ~') 
x 2 - - x ~ ' t g ~ '  --~ r ~ e o s z . c o s w  - -  x2 + x l . t g z  

wean man beach~et, dal] 

und 

1 - - ~ g g . t g ,  ---~ 
cos (z + ~)  sin (z + * )  
cos Z. cos ~"  tg  Z + tg "6, - -  " cos Z. cos ~p 

1 
l t t g ~ W - -  - -  usf. 

0083 ~) 

is'~. Eliminiert  man z .B.  x ~ aus den Gleiehungen (3), so folgt  

x 1 (1 - -  tg  Z. tg  ~p) ~-- xl (1 + tg 2 Z) + x2 ( tg Z + tg ~,), 
also 

wobei  

fe rner  

xl 1 ( co s  * x ) 
- -  cos (z + v )  ' + (z  + usf. 

Fiihrt man folgende doppelee Reihe yon Substi tutionen ein: 

1 cos g i 
cr s i n ( g + ~ , ) ,  f i ~ - - - c o s ( g + r  7 ~--" e'osv, '  

fi'-' (1 - -  ~z2) ~ 1, ~ . / 3  ----- tg  (g + ~t,), ] 

gU = g.~2 ------- ~ /7 ,  g n  ~ g22 = ~.  7, 

gX2 ~_ g',l ----_ __ gl~ ---  - - g21  --~- u .  ~, 

g n g t 2  = ' g n g ~ 2  wobei die Determinante  g ----- ,ig n 
g2~ ; gel g~2 

wird, so folgt  

x~ = fl (L'7.,~'x + ~ .  x2) ---  g " . . r ,  + gx2.,r2 

:c2 : fl (u .  x: t 7 . ,~,)  : g.2:. x~ + g22. '2 
�9 q - - - - f l  ( 7 . x ~ - - ~ . x ~ )  - - - g H . . ~ : ~ g , 2 . ~ 2  

x,, - ~  fi ( -  a .  x '  + 1 / 7 .  x s) = g.~,..~' + g2~..('~ 

(4) 

(5 a) 

(6)  

Gleichungen (6) sind nichts anderes als die bekannten Beziehungen 
zwischen kontra- and kovarianten Komponenten  eines Tensors ersten 
Ranges (des Vektors ~), ausgedrfiekt dutch die Komponenten  gn gs2, gU... 
des m e t r i s c h e n  F u n d a m e u t a l t e n s o r s .  Die G l e i c h u n g e n  (6) 
b e h a i t e n  o h n e  w e i t e r e s  i h r e  F o r m  be i ,  w e n n  ma'n d ie  x d u r e h  
d ie  } ' ~ - m a l  g r 5 B e r e n  $ e r s e t z t .  

Die ,Li inge a des Vektors  ~ wird bekanntlich dutch sein Quadrat  
gemessen: (~)s ~ (rl)2 + (r2)2. 
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Substituiert man die aus (4) sich ergebenden Werte von r~ und 
r2~ so folgt: 

/ c o s  Z .  cos to\~ . . . .  
(~)~ ~- ~cos (Z -~ to)) i~x" - -  x~" tg Z) s -1- (x 2 - -  x ' .  tg to)s} 

- -  kCOS (Z § to)] {(xl § xs. tg to): + (x 2 -4- xl. tg Z)sl, 

was mit Benutzung der Substitutionen (5) ergibt: 

(~)~ _= cos z .  cos to {g11. (zl)~ + u al:. (xlx~) + a~. (x~):t 
cos (Z + to) (7) 
cos Z. cos ~ {9~ (xl): + 2 g~. (x,x~) + g~. (x~)'~}, 
cos (Z § #') " 

oder auch unter Beiziehung von (6): 

cos Z. cos to 
(~)~ = cos (Z + V) (~  x~ + x~ x~). (7 a) 

Ersetzt man in diesen Ausdriieken ftir (~)~ die x durch die ~ 
- - ~ / K , x ,  so ist ersichtiieh, dal~ die b e k a n n t e  i n v a r i a n t e  F o r m  

fiir (~)2 erhalten wird: 

(~)~ = (~1~ + ~ )  = g~ . (~ l )~+ 2 g ~ . ( ~ )  + g ~ . ( ~ ) ~  = . . . ,  (8) 

sofern man dem durch die Winkel Z und to bestimmten Koordinaten- 
system einen b e s t i m m t e n  Betrag des universellen Einheitsvektors 
zuordnet, niimlieh : 

1 1/r s (z + to) (9) 
1/K ~ Vteos Z. cos tO" 

W e r t e  der  ~1~1~2 die k o n t r a -  und  k o v a r i a n t e n  K o o r d i n a t e n  
yon  P bzw. K o m p o n e n t e n  yon ~. ~ i e  sehon erwiihnt, gelten dafiir 
die Gleiehungen (6) in unveriinderter Form.  Die Beziehungen (2) 
und (4) lauten dann: 

Kehrt man wieder zu den P a r a l l e l k o o r d i n a t e n a e h s e n  der 
Fig. 1 zurfick, so gehfr t  zum System X x O X  ~ (siehe Fig. 3)~ das die 
kontravarianten Koordinaten bestimmt, ein reziprokes System X~ O X~, 
das die kovarianten Koordinaten bestimmt, und ffir welches die Ein- 
heitsvektoren~ die wir jetzt m i t e  ~ und e s bezeichnen, die Bedingung 
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wechselseit iger Ol%hogonalit~it zu den urspriingliehen Einhei tsvektoren 
erfiillen, also e 1.1. %, e ~ I el, wobei  entsprechend (1) : 

1 cosO ----[el! und lea] ---~ 1 cos~ - - ] e l  ~ ( l a )  
Iot = VX oos (z + r ~-~" cos (z + , )  

Aus Fig.  3 ist sofort  ersichtlich, dab sich die vier Einheitsvek- 
1 

toren e aus der Zun~ichs~ ganz beliebig gewiihlten Einheit  . _  ermit teln 
V K  

~ ~  , - , i7 - , i -~- .  - - - - - - - ? -  - - - - - 1 - -  - , ~ ,  I t ' X , ~ ~ r  ', ,' 
#1-5\ < ! I .~" - - -  "-~---.--__ 

r 

\ I J 
,, ! i 

\ !l 

F i g .  3 .  

lassen. Fiir den uns interessierenden Fal l ,  in welchem nach (9) 

K cos ~. cos ~' 
cos (Z + ~') '  konstruiere man das Quadrat  mit  Inhal t  K und finder 

dann (Fig. 3) dutch Ver l~ngerung der Quadratsei ten sofort  die vier  
Vektoren  e. Nach ( l )  und ( l a )  wird in diesem F 'd le :  

, C O S  I ~  _ _  

!e~i = !eel = + cos Z- oos (Z + *-9 - -  + 
(10) 

/. ..... !e~i = !e~! = + Voo~ *.e~ (z + *) = + t/~T~ 

Daraus  folgen, dureh Einsetzen in (5a),  die bekannten Beziehun- 
gen ,  die in einfacher  Weise  die K o m p o n e n t e n  d e s  m e t r i s c h e n  

Z e i t s e h r i f t  f l i t  P h y s i k .  B d .  X .  18 
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F u n d a m e h t a l t e n s o r s  d u r c h  s k a l a r e  P r o d u k t c  d e r  E i n h e i t s -  
v e k t o r e n  e geometr iseh darstellen: 

r ~2 
gl~ = g~  = lelel I ' - -  le~e~i ' n~imlich = fl/r 

cos X- eos(~ + V) 
cos X 

gl~ = __ g~  = ie ~ e~[ = _ Ie ~ e21, n~mlieh : lel[ levi. cos ( 9 0 - -  Z - -  ~') 
= lex[ levi. cos (90 + Z -{- V) = tg  (Z -]- ~) ~--- cr fl, 

wozu noch die Normie rungsbed ingung  h inzukommt:  

[eXe2l = [e2e~] ~--- [ell fell cos (~ + ~) = le=[ levi.cos (~ ~- ~)  = 1. 

Wesent l ieh  einfaeher werden alle Beziehungen,  wenn man nu t  
solehe Para l le lkoordina tensys teme verwende t ,  die zu dem u n i v e  r -  
s e l l e n  S y s t e m  s y m m e t r i s o h  s i nd .  fiir welche also Z : ~ : r 

1 
Dann  wird aus (5): r ~--- s i n g ,  f l - -  oos-----~' ~ ~--- 1, 

cos 2 ~, cos2 ~v 
aus (9): K =  i 

cos 2 ~p = cos r ' 

aus (5a) :  gXl = g22 = gll : g ~  : fl, g12 = --g12 --" aft ,  

1 _ 
aus (1) und ( l a ) :  ]e ~] : ]e2[ = [eli-----[e, I :  c ~ r  

Es gelten dann naeh ( 6 ) f i i r  die Transformat ion  der kontra-  
varianten in die kovar ianten Koordina ten  und umgekehr t  die L o r e n t z -  
E in s t ei  n sehen Transformat ionsformeln  : 

x~ = fl (x~ + ~.x~), x~ : fl (x2 + ~x~) usf. 
Es ergeben sieh also aUe unsere,  in der  vor igen Arbe i t  behan- 

delten relativiti i tstheoretisehen Beziehungen ganz einfaeh als Spezial- 
fall der al lgemeinen Beziehungen zwisohen kovar ianten  und kontra-  
varianten Koordinaten.  

Ebenso erg ib t  sich aus (2 a) fiir ~ ----- $ naoh einigen U m f o r m u n g e n  
die bekannte  Invar ianzbedingung der speziellen Relat ivi tRtstheorie:  

die demnaeh nut  ftir die $, nioht abe t  fiir die x gilt. 

B e r n ,  10. Juni  1922. 


