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Die Bedeutung
Hreduzierter orthogonaler Koordinatensysteme fir die
Tensoranalysis und die spezielle Relativititstheorie.
Von Paul Gruner in Bern.
Mit drei Abbildﬁngen. (Eingegangen am 12. Juni 1922.)

Die in der vorangehenden Arbeit angegebenen Methoden lassen
sich von einem allgemeineren Standpunkt auns behandeln.

Ein Vektor 5})’:—; soll in einer Ebene auf eine beliebige Schar
zweidimensionaler, schiefwinkliger Parallelkoordinatensysteme (X; 0 X,
Xi10'X;... Fig. 1), die durch denselben Anfangspunkt O gehen, be-
zogen werden.

Irgend ein orthogonales System R, O R, werde willkiirlich fest-
gelegt durch 2 orthogonale Einheitsvektoren f; und f, vom gleichen
Betrag: 1

|f1| = |f2‘ =+ VE

Dieses System nenne man das universelle System der be-
trachteten Schar und bezeichne die Koordinaten:

00, =r = 91"‘% und 0@y = ry, = 92""/'%
als die universellen Koordinaten von P, bzw. die universellen
Komponenten von p.

Die iibrigen Koordinatensysteme kénnen durch beliebige Drehungen
der Achsen um Winkel 9, ¢'..., %, %'... und entsprechende Anderungen
ihrer Offnungswinkel erhalten werden; sie werden durch Einheits-
vektoren ey, ey, el, e2... bestimms, die im allgemeinsten Fall beliebig
gewihlt werden konnen. Hier aber wollen wir sie der einschréinken-
den Bedingung unterwerfen, dafl sie durch jeweilige Parallelprojek-
tion der universellen Einheitsvektoren ¥, und f, entstehen. Z. B. fiir
ein System X, 0X, (Fig. 1), dessen Achsen um die Winkel 3 und ¢
gegen die Achsen des universellen Systems gedreht sind (die Wahl
des positiven Sinnes der Drehungen y und ¢ ist ein fiir allemal
willkiirlich festzusetzen), entstehen die Einheitsvektoren ¢ und ey, 80 dal

o = ‘1 .sin(90+x) =___1_ cosy, e 1 cosy M
T YK sin(80—1—v) ~ YK cos(x+¥) ' V& cos(x+9)

Es werden dann die Parallelkoordinaten von P: 08! == {1 ¢, {,‘
082 — £2|e;|, wobei wir hier die Indizes oben setzen (sie bedeuten
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also nicht Exponenten), um mit der in der Tensoranalysis gebriuch-
lichen Schreibweise iibereinzustimmen.

~ Es ist nun von Vorteil, staft dieser Parallelkoordinaten OS! und
082 die Abschnitte O Pt und O P2 der Projektionsstrahlen PS! und PS?
auf den Achsen des universellen Systems als Koordinaten von P auf-
zufassen. Wegen der den Einheitsvektoren e auferlegten Bedingung,
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Fig. 1.

weisen diese neuen Koordinaten, die wir reduzierte Koordinaten
nennen wollen, dieselben Betrage &' und £2 auf wie die zugehorigen
Parallelkoordinaten.

Indem wir in der Folge nur noch mit diesen reduzierten Koor-
dinaten rechnen wollen und deshalb die Bezeichnung ,reduziert”
wieder weglassen, nennen wir hinfort:

e & ¢ &
OP* =§1)f o= Z==g! und OP?=§2 §, = —= —a?
Y& © VK

die kontravarianten Koordinaten von I, bzw. kontravarianten
Komponenten des Vektors ; in bezug auf das zweidimensionale
Koordinatensystem (g, ¥). Ebenso wiirden sich die entsprechenden
Koordinaten und Xomponenten fiir andere XKoordinatensysteme,
(z*¥*) usf., in gleicher Weise konstruieren und definieren lassen.
Dabei ist es gleichgiiltiz, ob wir die £ oder die x als Koordinaten,
bzw. Komponenten auffassen, es hiéngt dies von der Wahl unserer
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Hinheiten ab; je nachdem werden wir auch die universelien Keor-
dinaten 0 oder r ihnen zuordnen X&énmen.

Diese bvisher wohl noch nicht praktisch verwendete Darstellung
schiefwinkliger Parallelkoeordinaten hat den Vorteil, die Koordinaten
samtlicher Systeme durch Abmessungen auf demselben ortho-
gonalen Koordinatensystem mit derselben Rinheis LVE
anzugeben. Sie gestattet deshalb auch eine relativ einfache und iiber-
sichtliche Darstellung der kovaiianten und kontravarianten Koordinaten,
tzw. Komponenten, die zwar grundsitzlich nichts Neues1) gibt, die
aber -doch hier in neuer eleganter Darstellung auftritt.

Wir betrachten jetzt ein bestimmtes sehiefwinkliges Koordinaten-
system, charakterisiert durch die Winkel y und ¢ (Fig.2). Die

51

[

tontravarianten Xoordinaten eines Punktes P: QP! — 41 = =,
VE

£2
OF? —= s% = —= werden durch die unter den Winkeln y und ¥ zu

‘/
D@, und P, geneigten Projektionsstrahlen PP? und PP? bestimmt.
Wir zeichnen das zu ihm ,reziproke Koordinatensystem¥,
das dadurch definiert ist, "daB seine Projektionsstrahlen zu den
vorigen wechselseitig orthogonal sind: PP, | PP?% PP, PPY
die Projektionsstrablen PP, und PP, bilden jetzt die Wirkel 9 und
&

¥ mit PQ, und P@, Wir erhalten dadurch: OP, =— x, = ?}—E,

=

OP) — xy =— %’ die wir als kovariante Koordinaten von P,

¢ bezeichuen.

bzw, kovariante Komponenten des Vektors

Zwischen diesen, auf ein uwnd dasseibe Koordinatensystem und
auf sein reziprokes System bezogenen kovarianten und kontravarianten
Koordinaten, sowie zwischen diesen und den universellen Koordinaten
bestehen einfache Beziehungen, die auf verschiedenartige Weise, geo-
metrisch oder analytisch, hergeleitet werden konnen.

Aus Fig. 2 foigt ohne weiteres:

= +ry.tgy x2=rg~i-r}.t.g¢]‘ @)
Xy =1y 1 18 Y By =1ry— 1118
Daraus einerseits
wl——x1=w2.tgx-}—x,.t.g¢} (3)
22—y = 22 tg ¥+, . tg g

}) Vgl. W. Pauli, Relativititstheorie. Art. V, 19 der Enzykl. Math. Wiss. 1921.
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andererseits
) cos (L + ¥) .
xl——x2. tgy =1‘1a)—sm=xl—y—x2.tgw ©
_cos(y %) ‘
12— ol T L —_ o4
w—wt. gy T o5 g . cos @ IR
wenn man beachtet, dal
__ oo (4 +9) e sn(y49)
l—ﬁgx.tgw—m, g2 i3‘9;1'{)_—cosl.cosw
1
und 1 - tgzw = —2—w
ist. Eliminiert man z B. »? aus den Gleichungen (3), so folgt
o (1 —tgy.tgw) = 1, (1 +tg2y) + £ (kg y + tz ¥),
also
cos ¥ . . ) \
= . f.
cos (1 + 9) (cosx ot sin (1 4 %) '2) e
Fithrt man folgende doppelte Reibe von Substitutionen ein:
— iv b 0 1 __ecosy |
o =sin{z+v), = cos L) T cosu’ | )
wobei Bll—e) =1, af=tgl+e) |
ferner '
g% = g0 = Bjy, gu =92 = .y,
.912':921=—932=_g21:“'l3, (53)
wobei die Determinante g = '-q“J“ *g‘:g:z =1
| 9212 . g=g9*
wird, so folgt
= B{liy.ay feo.n) ==gil.x 4 g2 0
2= (a.24+p.20) = gl.a g% 6
=4 (y.ol—ea.2f) = g,;.2!+ g2 (6)
xy = f(—a.xt 4+ 1/p.22) = gy .41 4 gyy .2

Gleichungen (6) sind nichts anderes als die bekannten Beziehungen
zwischen kontra- und kovarianten Komponenten eines Tensors ersten
Ranges (des Vektors r), ausgedriickt durch die Komponenten gy gag, g'1...
des metrischen Fundamentaltensors. Die Gleichungen (6)
behalten ohne weiteres ihre Form bei, wenn man die z durch
die }K-mal gréBeren £ ersetzt.

Die ,Linge* des Vektors y wird bekanntlich durch sein Quadrat
gemessen: (r)2 = (r;)? + (ro)*
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Substituiert man die aus (4) sich ergebenden Werte von 7, und
¥y, 80 folgt:
@) = (cosz.eos#{ 2
VT s 9)
. (cos 2-co8 ¢

(w1 — 22 tg )2 + (22 — 2. tg ¥)2}

my (@ + 2y tg )2 + (2 + 21 -tg %)%,

was mit Benutzung der Substitutionen (5) ergibt:

() = % {g11-(@)2 4+ 294, (a;,lxz) + gag - (a2)2)
B ?:8%?7"::71@ 02 (@)2 + 22 (2 3) + 922 (@)}

oder auch unter Beiziehung von (6):

(7)

(0 = GBS (et o), (Ta)

Ersetzt man in diesen Ausdriicken fiir (y)2 die z durch die &,

£ = VEOL’, so ist ersichtlich, daB die bekannte invariante Form
fiir (r)? erhalten wird:

(02 = (L8 4 68 = gu- (8P + 2012 (818) + Gao- E2=.., (8

sofern man dem durch die Winkel y und ¥ bestimmten Koordinaten-

system einen bestimmten Betrag des universellen Einheitsvektors

zuordnet, ndmlich:
1 1/cos(z+9) g
== ) —t T (9)
V K cos g.cos ¢

Es bedeuten dann die in dieser Einheit <V%> gemessenen

Werte der £1£2§ &, die kontra- und kovarianten Koordinaten
von P bzw. Komponenten von y. Wie schon erwihnt, gelten dafiir
die Gleichungen (6) in unverinderter Form. Die Beziehungen (2)
und (4) lauten dann:

51:‘/.1_{(714“7'2-‘5%'%) EQZVE(TQ“FH-“%#’)} (2a)

§1:VK(7‘1-‘7'2-tg¢) £y = VE (ra+71-t27)

n=VE@E—g.tgp) = VE &+ & tg¥) | (42)

ro= VE 2 —&.0g9) = VE (2 + &1 tg7)

Kehrt man wieder zu den Parallelkoordinatenachsen der
Fig. 1 zuriick, so gehort zum System X10X? (siehe Fig. 3), das die
kontravarianten Koordinaten bestimmt, ein reziprokes System X; 0 Xy,

das die kovarianten Koordinaten bestimmt, und fiir welches die Ein-
heitsvektoren, die wir jetzt mit ¢! und e? bezeichnen, die Bedingung
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wechselseitiger Orthogonalitit zu den urspriinglichen Einheitsvektoren
erfiillen, also el .Le, e2Le;, wobei entsprechend (1):

_ 1 cosyp _ L cosy
Iel} - - |62! uﬂd ’eﬂl — Vf o8 (x + w) -

Aus Fig. 3 ist sofort ersichtlich, daf sich die vier Einheitsvek-

le,! (1a)

: A T | .
toren e aus der zunichst ganz beliebig gewihlten Einheit = ermitteln

e x"

Fic. 3.

lassen. Fiir den uns interessierenden Fall, in welchem nach )
_ C0S).cOS U '
st )
dann (Fig. 3) durch Verlingerung der Quadratseiten sofort die vier
Vektoren e. Nach (1) und (la) wird in diesem Falle:

o cos . IB
let| = ey = + ‘/cosx.cos(x-f-w)_ +V?

konstruiere man das Quadrat mit Inhalt K und findet

(10)

cos g

o=l = Vcosw.cosw—}-w) =+Vhy

Daraus folgen, durch Einsetzen in (5a), die bekannten Beziehun-

gen, die in einfacher Weise die Komponenten des metrischen
Zeitschrift for Physik. Bd. X. 18
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‘ Fundamentaltensors durch skalare Produkte der Einheits-
vektoren e geometrisch darstellen:

11 — — lelel] = [ dmlich — = cos ¥
9 29 fetel] leges), mamlich Bly cos % . cos (Y + ¥)
— 22 — — lp2p2 amh — et cosy
Ju = ¢ leg ey le?¢?|,  némlich B.v cos ¥ . cos(y 4+ )
P = — g = 68 = —fere, namlich == et ] cos (50— — ) -

== le|ea] . cos (90 7 + ¢) = tg (x + ¥) = .5,
wozu noch die Normierungsbedingung hinzukommt:
Jeteo] = [e2es] = lesf[e?]. cos (1 + #) = leg| [¢?] . cos (x + ¥) = 1.
Wesentlich einfacher werden alle Beziehungen, wenn man nur
solche Parallelkoordinatensysteme verwendet, die zu dem univer-
sellen System symmetrisch sind, fiir welche also y = ¢ — @/,.

. . 1
Dann wird ams (5): &« — ging, f= s y =1,
L cos?y  cos?o
aus (9): K= cos279 ~ cos /2’
aus (5a): g1 = g = gy = 92 = B, 92 = — g1, =,
1 —
aus (1) und (La): oY = |¢&] = [&)} = oo = = VB

Ycos @

Es gelten dann nach (6). fiir die Transformation der kontra-
varianten in die kovarianten Koordinaten und umgekehrt die Lorentz-
Einsteinschen Transformationsformeln:

2= (ot .m)y 23 = B+ o) ush,
Es ergeben sich also alle unsere, in der vorigen Arbeit behan-
delten relativititstheoretischen Beziehungen ganz einfach als Spezial-
fall der allgemeinen Beziehungen zwischen kovarianten und kontra-
varianten Koordinaten.
Ebenso ergibt sich aus (2a) fiir y = 4 nach einigen Umformungen
die bekannte Invarianzbedingung der speziellen Relativititstheorie:
s — e = 6 — It = It — I,

die demnach nur fiir die £, nicht aber fiir die » gilt.
Bern, 10. Juni 1922,




