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Es ist das Verdienst einer ZuBerst scharfsinnigen Untersuchung von
P. Bohl*), von neuem die Aufmerksamkeit auf ein klassisches Problem der
Theorie der sikularen Storungen gelenki zu haben, welches zuerst von
Lagrange gestellt worden ist. Es handelt sich um die Frage nach der
Existenz einer sogenannten mittleren Bewegung der Perihele bez. Knoten
der Planetenbahnen. Lagrange hat festgestellt, da8 eine solche fiir die Peri-
hele aller grofien Planeten auBer Erde und Venus bestehf, indem er eine
hinreichende Bedingung dafiir aufstellte. Nach ihm haben sieh Tisserand,
Stockwell, Gyldén und Carvallin mit der Frage beschiftigt, ohne jedoch
einen Fortschritt in dem schon von Lagrange als sehr schwierig bezeichneten
Problem zu erreichen. Insbesondere haben Gyldén und Carvallin offenbare
Fehler begangen. FErst P. Bohl hat ein wesentlich iiber Lagrange hinaus-
gehendes Resultat erhalten.

Mathematisch betrachtet, handelt es sich bei diesem Problem darum,
zu entscheiden, ob eine Summe von zyklischen Bewegungen, reprisentiert
durch einen Ausdruck

* P. Bohl (Riga). DUber ein in der Theorie der sikularen Storungen vorkom-
mendes Problem. J. f Math. 135, Heft 3.
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Dlir, doriri) — p e,

=1
wo r, (>0), g, und b, Konstanten sind, eine, den Nullpunkt fiir wachsende
Zeiten ¢, bis auf beschrinkte Schwankungen gleichférmig in einem Sinne
umlanfende Bewegung, die sogenannte ,mittlere“ Bewegung, ergibt, oder
nicht. D. h. es soll entschieden werden, ob @ in der Form

0 =ct -+ 4
darstellbar ist, wo g fiir alle { zwischen festen endlichen Grenzen bleibt.
Lagrange hat nun gezeigt, daB dies stets der Fall ist, wenn eine der
beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:
1. n=2,
2. ein r =, ist groBer als die Summe der ibrigen.
In dem Falle 2. befinden sich alle groBen Planeten, mit Ausnahme von
Venus und Erde.
P. Bohl hat nun bewiesen, daB fiir den Fall # = 3 die Entscheidung
lediglich abhingt von den GroBen
e=5T% wmd ¢~ (o+eay),
WO @y, 0y, 0; die den Seiten 7, #,, r; gegeniiberliegenden Winkel des
Dreiecks sind, das sich im Falle des Nichterfiilltseins von 2. bilden 1i8t.
Man findet leicht, und dies ist auch schon Lagrange bekannt, daf
eine mittlere Bewegung existiert, wenn die Relativgeschwindigkeit der
Einzelbewegungen, bezogen auf eine derselben, also die GroBen
9.9
S
kommensurabel sind. Dementsprechend ist die Menge der Werte, fiir
welche miitlere Bewegung existiert, tberalldicht. Die Leistung von
P. Bohl besteht nun darin, gezeigt zu haben, daf} fir jeden Wert von ¢

und £ etne Konstante ¢ = hm — der mittleren Bewegung existiert, dap aber

eine iberalldichte Menge von Werten o und § existiert, fir welche der Rest y
nicht zwischen endlichen Grenzen bleibl. Diese Wertmengen erstrecken sich
tiber den ganzen Bereich der Werte von ¢ und ¢, welcher dem Night-
erfillisein der Lagrangeschen Bedingung entspricht. (Dabei mu8 die
Lagrangesche hinreichende Bedingung 2. dahin erweitert werden, daB
auch noch der Fall, daf ein # gleich der Summe der tibrigen », ist, zu-
gelassen wird.)

P. Bohl schlieBt daraus, daB es unmdglich sei, die Existenz einer
mittleren Bewegung festzustellen, wenn die GroBen ¢ und ¢ mittels experi-
menteller Daten als anBerhalb der Lagrangeschen Grenzen liegend ge-
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funden werden. Denn die in Beobachtungen bestehende Unsicherheit
bringe mit sich, daB nur ein Intervall fiir die Lage von ¢ und § bestimmt
werde, innerhalb dessen dann zufolge des Bewiesenen sowohl Werte liegen,
denen eine mittlere Bewegung entspricht, als solche, denen keine mittlere
Bewegung entspricht.

Da8 den Intervallen der Unsicherheit der direkf beobachteten Grofen
iibrigens wirkliche Intervalle in den ¢- und -Werten entsprechen, wird
von P. Bohl genan bewiesen.

Die von ihm hier gezogene SchluBfolgerung méchte ich jedoch aus
ganz prinzipiellen Griinden noch nicht fiir entscheidend halten.

Ich mochte nimlich das folgende ganz allgemein gehaltene Axiom
formulieren, das zu den Grundlagen der theoretischen Physik und Astro-
nomie zu gehdren scheint.

Axiom. Besieht man die Werte einer experimentell gemessenen Gripe
auf die Skala der Werte aller recllen Zahlen,*) so kann man in der letzteren von
vornherein eine beliebige Nullmenge ausschalten wnd darf nur solche Folgen der
beobachteten Ereignisse erwarten, welche bestehen bleiben, wenn der beobachtete
Wert durch einen der iibrig bleibenden, innerhalb des Beobachtungsintervalles
gelegenen Werte reprisentiert wird.

Dabei wird unter einer Nullmenge (nach Borel-Lebesgue) eine Punkt-
menge verstanden, welche sich in eine Intervallmenge von beliebig kleiner
Summe der Intervallingen einschliefen 148t

I der Tat haben reale Bedeutung nur endlich ausgedehnteGrifen. Dies
sind hier die Beobachtungsintervalle und in diesen ist ein Punktsystem,
das selbst in eine Intervallmenge von der Gesamtlinge & (¢ beliebig klein)
eingeschlossen werden kann, nicht von realer Bedeutung. Ebenso kénnen
auch die Folgen der Beobachtungstatsachen nicht auf die Lage eines der
Anfangswerte in einem beliebig kleinen Infervall, d. h. an einer exakten
Stelle, bez. in einer Intervallmenge von beliebig kleiner Summe riick-
schliefen lassen. Es ist das obige Axiom die wirklich exakfe Formu-
lierung der handgreiflichen Tatsache, daB jede Beobachtung nur eine
endliche Zahl von Dezimalen liefert, und eine notwendige Verallgemeine-

*} Hierzu hat man natiirlich kein Becht, wenn man im voraus weif, oder auf
Grund einer akzeptierten Theorie annehmen daxf, da gewisse reelle Werte fiir die
in Rede stehende Grb8e ausgeschlossen sind. Will man z. B. die Anzahl der Miinzen
in einem Haufen gleichariiger Exemplare durch Wagung feststellen, so wird mas
natiirlich den Quotienten ans dem gefundenen Gewicht des Haufens und dem bekannten
Gewicht der Miinze nicht auf die Skala aller reellen Zahlen, sondern nur anf die Skala
der ganzen Zahlen bezichen, und ebenso wird die Skala der rationalen Zahlen allein
in Betracht kommen, wenn das Verhilinis der Zahlen zweier Haufen durch eine ver-
gleichende Wagung bestimmt wird. Prinzipiell dhnlich liegt der Fall bei der durch
atomistische Vorstellungen geforderten Rationalitit gewisser Konstanien,

27+
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rung des Axioms, daB man einen Beobachtungswert nicht eindeutig einer
reellen Zahl im exakten Sinne zuordnen darf. Im Sinne unseres Azioms
von der eingeschrinkien Arithmetisierbarkeit der Beobachtungen diirfen wir
bei jedem Existenzbeweis physikalischer GréBen von den Werten einer Null-
menge in den von den direkten BeobachtungsgroBen stetig abhingenden
Parametern absehen. Im vorliegenden Falle erhebt sich die Frage, ob die
Bohlschen Werte der Nichtexistenz mittlerer Bewegung nicht etwa nur
eine Nullmenge ausmachen. Dann miiBte trotzdem die Existenz der mitt-
leren Bewegung an sich bejaht werden®) (wenngleich auch dann noch,
wie P. Bohl zeigt, gewisse negative Sitze bestehen).

Dies zu entscheiden war die Aufgabe, die ich mir gestellt habe. Das
Ergebnis ist das folgende. Im Simme wumseres Axioms existiert oupBerhalb
der Lagranmgeschen Grenzen keine mittlere Bewegung.

D. h. die Menge der Wertepaare g, §, fiir die es mittlere Bewegung
gibt, bilden eine Nullmenge.

Damit ist das von Lagrange gestellte Problem fiir n =3 vollstindig

Die in der gegenwirtigen Arbeit angewandten Methoden sind eine
Kombination gewisser mengentheoretischer Sitze mit den Sifzen der
Geometrie der Zahlen. Dieselben berithren sich mit den Untersuchungen
von Wiman, Brodén und Borel iiber Wahrscheinlichkeitsbestimmungen
betreffend Eigenschaften der Kettenbruchentwicklung, sowie mit den Me-
thoden von Voronoi und Sierpinski tiber asymptotische Werte gewisser
zahlentheoretischer Funktionen. Beziiglich der astronomischen Fragen
verweise ich im iibrigen auf die Abhandlang von P. Bohl und mdchte
hier nur folgendes bemerken. Setzen wir

(G—g)t+ B —Bi=2, (Gs—9)t+Bi—Bi=1y,
80 handelt es sich also darum in der Gleichung
A Bcosxz 4 Ccos
.-gsiuw—}—g_siny = ctg o,

¢ als Funktion von ¢ 2u studieren. Der Zuwachs von ¢ um Vielfache
von 2z (bez. von x) hingt ab von der Amzahl der Uberschreitungen
doppeltperiodisch angeordneter Verbindungsstrecken je zweier der Punkte,
fiir welche Zikler und Nenner des obigen Bruches zugleich verschwinden.
Die Frage nach dem Verhalten von ¢ fiir wachsende £ findet sich so
transformiert in die Frage nach dem asymptotischen Verhalten einer
zahlentheoretischen Funktion, welche mittels einiger Umformungen erklart

*) Freilich wiirde dies sireng genommen nur fiir das kinematische Problem gelten,
welehes dem Ansatz von Lagrange eutspricht. In diesem Smne ist aber anch in dem
Lagrangeschen Falle die Behanpiung sufzufassen.
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werden kann als die Anzahl der Gitterpunkte mit positiven ganzzahligen
Koordinaten, welehe sich in einem schiefliegenden Parallelstreifen unter-
halb der Grenze y =1 befinden. Um die Untersuchung der Differenz
dieser Anzahl und des Flicheninhalts des entsprechenden Teiles des
Parallelstreifens, also um das asymptotische Verhalten des Exhaustionsrestes
handelt es sich — rein mathematisch gesprochen — in der vorliegenden
Arbeit.

§ 1.
Ein Grenzsatz.

Mit E. Borel und H. Lebesgue sagen wir, eine Punktmenge P besitzt
das MaB Null, wenn sich dieselbe in eine Intervallmenge von beliebig
kleiner Summe der Liingen der einzelnen Intervalle einschlieBen IliBt.
Wir verstehen unter [a] die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a
ist und bezeichnen-die Differenz a — [a] mit (a).

Es besteht der folgende Satz:

Satz 1. FEs sei v, eine wachsende Folge positiver ganzer Zahlen,
6y ¥, < ¥
Dann besitzt die Menge M, (0 <z < 1) der Zahlen z, fér welche eine
Gleichung
) lim (v;z) =0 02K
besteht, das Map Null. B

Beweis. Es sei # irgend eine posifive ganze Zahl, verschieden von

Null. Eine Zahl 2 (0<2<1), fiir welche die Gleichung gilt

(3) (nz) <,

wo & eine beliebig vorgegebene Zahl kleiner als 1 bedeutet, gehort in
eines der »n getrennten Intervalle

3 1 1 & 2 2 & n—1 n—1 &
@ 05 Gt Grats)ss (Gt
welche die Lingen —:; besitzen. Die Menge der z, welche der Be-
dingung (3) geniigen, fillt die » Intervalle (4) vollstindig aus und besitzt

daher den' linearen Inhalt n% =g,

Sei jetzt x so beschaffen, daB die Gleichung (2) erfillt ist, so gibt
es, bei vorgegebenen ¢ <1, zu jedem z der Menge M einen Ileinsten
Index j,, soda die Gleichung

(3 (v.2) < & fur alle 1 >,
gilt, wihrend noch
(6) (vx) > fir i=j,—1
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ist. Der Wahl von & entsprechend zerfillt die Menge M, in soviel Be-
standteile, als es Werte j, gibt, d. b. in eine abzihlbare Menge getrennter

Teilmengen M;. Wir schreiben
) M= g M,

Um uns fiir die Mengen M, Majoranten zu verschaffen, wihlen wir
zu einem j eine ganze Anzahl m >j und definieren eine Intervallmenge
M, , durch die Bedingungen

8 (rz) < e fir alle ¢, ) <e<m,
wihrend
) (v;£) >¢ fir i=j—1

ist. Die Menge M;,, umfaBt die Menge M, 5, wenn % > m ist, da die
ibr anferlegten Bedingungen ein Teil der Bedingungen fiir M; 5 sind, und
jede Menge M, umfaBt M;. Zwei Mengen M;, und Mj, fir ver-
schiedene j und j und dasselbe m konnen keinen gemeinsamen Bestand-
teil haben. Denn ist § >4, so ist

(10) (v;_,2) < &, vermige j < j — 1 <m,
- fiir alle Pankte vom M, und
(11) (_,2) >

fiir alle Pynkte von Mj,,. In der fir ein hinreichend grofies m gebildeten
Summe

12 M,
(12) u,<2n:> Hm?

erstreckt tiber alle j <, sind daher alle Mengen M, gefrennt. Anderer-
seits gentigen alle z der Summe (12) der Ungleichung

(13) @) <,
daher liegen sie nach (3) und (4) in einer Intervallmenge des linearen
Inbalts &. Bezeichnen wir also mit ¢, den linearen Inhalt der Intervall-

50 ist einerseits der Inhalt von M, . gleich der Summe

menge M,
(F<m)

5m?

> Q;,m» und andererseits
G<m)”

14 w6
4 U%)@,, =

Da fir m >m M; 7 in M;,, enthalten ist, so ist

(15) 0im < Qsm -

Es existiert also fiir wachsendes m ein und nur ein unterer Limes
(16) lim g, = ¢,
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der monotonen Folge g, ,, und es ist fiir beliebiges m

(17) ) Qj —..<= Qj,m N
Also ist, vermdge (14)

(18) 20 <.

S
Es konvergiert daher die unendliche Summe 2 9; erstreckt fiber alle y
nnd es ist

(19) ;Qj =¢

Wir komen jetzt leicht eine Intervallmenge von beliebig kleiner
Summe der Intervallingen angeben, welche die vorgelegte Menge M, ein-
schlieBt. Wir wihlen zu diesem Zweck eine Reihe positiver Grofen d;
so, daB dieselbe die konvergente beliebig klein vorzuschreibende Summe

0 = 30, besitze. Dann 1Bt sich anf Grund der Relationen (15) und (16)
2

zu jedenf d; ein zugehdriges n; bestimmen, sodaB
(20) 0sn < 0+ 8, fix n =1,
wird. Hieraus folgt dann mit Riicksicht auf die Ungleichung (19) die

Konvergenz der Summe 2 Qjn; In der » = n; genommen werde, und die
Ungleichung

21 Zgj,m 2295'*'23,*
? L&+t 9.
Da M, die Menge M, enthilt, so enthilt die Vereinigungsmenge
{M,,} (n=mn,) die Menge M — Z,MJ Die Summe der Lingen der
J

Intervalle in der Menge {M, } (n =) ist ferner genau gleich S, ,.
o)

Also kann vermdge (20) die vorgelegte Menge M in eine abschitzbare
Intervallmenge {2, ,} (» = n,) eingeschlossen werden, jn der die Summe
der Intervallingen kleiner als die beliebig klein vorzuschreibende GréSe
s+ 0 wird, q.e. d.

Eine Menge, deren Komplementirmenge das MaB Null besitzt, be-
zeichnet man als vom Mal Eins. Wir heben folgende Folgerung des
Satzes 1. hervor.

Folgerung. Bedeutet v, eine wachsende Folge positiver ganzer Zahlen,
so ist es moglich, fiir jedes # einer Menge M, vom MaB 1 (0 <2< 1)
eine zu z passende unendliche Teilfolge ,», aus der Folge v, so heraus-
zuheben, daB die Ungleichung

(22) lim (,2) >0 bez. (¥,2)>17,>0
inf.
fir alle v der Teilfolge v, erfillf ist.
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In der Tat, schlieBen wir die Menge M, des Satzes 1 aus, so muB
fiir jedes andere # die unendliche Menge der positiven Grofen (»,2) min-
destens eine von Null verschiedene Hiufungsstelle {, besitzen. Wihlen
wir also %, zwischen {, und O, so ist fiir eine unendliche Teilfolge v,
der v, die Ungleichung (22) erfiillt.

Der vorstebende Satz ist enthalten in dem folgenden Satz, der un-
mittelbar aus einer allgemeinen Uberlegung von H. Lebesgue (Legons sur
les séries trigonométriques, Paris 1906, No. 9) zu entnehmen ist.

»hs sei f, eine unendliche Folge von meBbaren Funktionen und eben-
falls f eine meBbare Funktion einer Variabeln.

Es sei die Gleichung
(23) F—rfal <o
fir eine Menge ', erfillt. Dann ist die Menge M, aller Punkte, fiir die
von irgend einem m ab die Gleichung
(24) tf'—fm-l-pl:{_.e
fiir alle p=10,1,2, ... exfiillt ist, meBbar und man kann, wenn unendlich
viele T, ein MaB kleiner oder gleich 5 besitzen, sagen, daB auch M, ein

MaB kleiner oder gleich % besitze.
In der Tat, bezeichnet man mit D, den Durchschnitt der Mengen

(25} ’ rm? r4m+1) T
so ist M, offenbar die Summe der vSllig getrennten Mengen
(26) ) 'Pm= @m'— @m—lf
d. h.
@) M- 'P,
m=1

und, da nach bekannten Sitzen mit den [, zugleich D, und also P,
meBbar ist, so ist M, meBbar. Ferner ist, unter M das MaB der Menge M
verstanden, vermd%e des Hauptsatzes der Theorie der MeBbarkeit

o w(3r)-Srom(3r)

(29) ~1i

Ferner ist, wie leicht ersichilich,
(30) Dl rm+17"‘)=1§g‘Fm+p (p=0,1,--").

Ist daher fiir unendlich viele » das Ma8 von I' kleiner oder gleich 7, so
gilt dasselbe fiir alle ®D,,. Daher ist vermdge (29)

G M <.
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So schnell die vorstehende, von Lebesgne herrithrende SchluBiweise zum
Ziel fiihrt, so setzt doch dieselbe alle wesentlichen Sitze der Theorie von
Lebesgue voraus, und daher glaubte ich den vorstehenden sehr einfachen
Beweis, der nichts derart voraussetzt, nicht unterdriicken zn sollen.

§ 2.
Die geometrische Wahrscheinlichkeit fiir Approximation reeller
Zahlen durch rationale Zahlen von stirkerer als Kettenbruchordnung
und Verwandtes.

Jede abzihlbare Menge, z. B. die der rationalen Zahlen, besitzt, wie
leicht zu sehen, das Ma8 Nulll Wir kénnen daher im folgenden die
Menge der rationalen Zahlen aufer acht lassen.

Es sei die Irrationalzahl # (0 <2< 1) durch einen unendlichen
Kettenbruch

1

2 L

(3)  z=t

dargestellt. Wir bezeichnen, wie tiblich, mif g@- den n'** Niherungsbruch
und erinnern an die bekannten Formeln *

A R .1
+Ez_+_&:+...+_&;+..-,—_~<a”a2’..,)

P,=aP, + P,._,,
(34 - G=0, st Qus>
| Py QP = (=10
Es sei % eine ganze positive Zahl > 2. Ist nun fiir feste Werte

Ayy Tgy = ¢ 5 Uy y
(35) a, 2k,

dagegen a,, , fir p=1,2, ... variabel, so liegen die unendlichen Ketten-
briiche x im Innern des Intervalles

(36) {(@, - 00 ); (@, s 8,1, B}
von der Linge '
| Ppy P 1
(37) lﬂk—— Qn—-l Q:: Qn-l Qn
1
TG T G
d h
1 1
(38) o Qﬂg"‘l k+ Qn-% ?

Erd |
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also ist
Qﬂa-—ﬂ

(39) I iiﬁ_:_;

znl k_}__g_____
Da ferner "
(40) 0 < Gu=s <1

®—1

ish, so ist
(41) Min 112 ot o pax 1H2,

Oéxélk'}'x Ly 0<x§1&+$

Da ;52 fir 0<2< 1 die Werte eines Intervalles einfach bedeckt, so

sind die Extremwerte die Werte in den Endpunkten, die z =0 und 2 =1
entsprechen, d. b es wird

(42) 5 < T<¥¥1 k+1
Dieselbe Betrachtung liefert fiir a, <k
¢ E—1 Li—1, b1
(43) R

Die Bedingung an a, > 1 ist stets erfiilll; man kann daher als geo-

metrische Wahrscheinlichkeit dafiir auffassen, daB bei gegebenen al, U,y
a,>k sei. Es liegt also diesc Wahrscheinlichkeit in zwei von n unab-
hitngigen Grenzen. Wir schalten eine Bemerkung iiber die geometrische
Lage der Kettenbriiche ein. Den verschiedenen positiven ganzzahligen
Werten des Teilnenners a, entspricht ecine Binteilung des Intervalles 01
in eine einfach unendliche in der Richtung von 1 nach O fortschreitende,
gegen Null sich hiufende Menge von Teilintervallen. Jedes dieser Teil-
intervalle wird entsprechend den Werten des zweiten Teilnenners g, wieder
in eine einfach unendliche Reihe von Teilintervallen, aber in umgekehrter
Richtung laufend, untergeteilt, usw. in stets wechselnder Richtung. Stimmen
daher zwei Teilnennerreihen

By 2y Oy
GI,, .. , a -1
auch nur in emer Ziffer nicht tberein, so liegen alle mit der einen oder
anderen dieser endlichen Teilnennerfolge beginnenden Kettenbriiche in
getrennter. Intervallen.
Wir anterscheiden die endlich vielen verschiedenen méglichen Wert-

systeme
(44) gy * "y By y
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durch den Index ¢ und schreiben J,, fir die Linge des Intervalles 7 ,,
welches dem #*® der Systeme (44) entspricht. Aus (42) folgt dann

IGE”‘1<2 tnk<k+12’dlnl;
k+12 tu1<2 (znl ilnk)< Z'ilul)

wobei die > iiber irgend einen Teil der i erstreckt sei. Beachten wir,
daB die Summe 2 &1, Uber alle Werte von 7 erstreckt, die Linge des

(45)

Gesamtintervalls 01 bedeutet, so wird a.]so, wenn wir

(46) ‘('_2)1!1;1 : 25 nk? nk—" 'A*
einfithren,

k—1
(47 <B, <k+1’ k+1<A=Jv< 5

Man kann AM und B, , offenbar als geometrische Wahrscheinlichkeiten
dafiir definieren, da8 a,<C% bez. a,>% (bei beliebigen Werten der iibrigen
Teilnenner) sei.

Verwandeln wir jetzt erstens # in % > » und erstrecken zweitens die
Summe >’ in (45) iiber alle moglichen Werte ay, - - -, az-1, aber a, <k,

0 ist die so erstreckte Summe _> i1 offenbar identisch mit
@

n,k = %’(ilﬂl g uk)'
Es ist also nach Division mit 2 da=1

(48) P At < A <P A, (@>n)

wenn wir mit A, ;5 die Summe der Lingen aller der Infervalle be-
zeichnen, in deren Innern die Bedingungen

(49) a’a<k7 aﬁ<k
gleichzeitig erfiillt sind.
Analog ist
2 —

(483) % 5,k < —Bu,k;a'i,k < mBﬁ,lr (ﬂ>'ﬂ)
Es ist aber zufolge (47)

k— b —1\?
(50) (k+1) <dnpma< ()
Analog wird

(BD ( ) < By i < (—:}?‘)2
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und allgemein wird mit Ricksicht auf %> 2

(l“.'.'_‘“.}.)r-p 1< Anyoesain e < (k — 1)r+1
(52) E+a : ’

(%)r+1<: Bn, ,n(")k<(__l;——1—) § (k+1)r+1.
Hieraus folgt, daB
(53) 5t Ay canp = 05l Byse = 0.

Es gilt der
Satz 2. Die drrationalen Zahlen z (0<:a<1)3 fiir welche von zrgeml
einem n = n) an die Bedingungen

a, <k oder a,>k () < n+ D)

fir alle r=20,1,2,-.- erfiillt sind, bilden bes. Punkimengen N, und N,
vom Maf Null.

Da, wie unmittelbar aus der Definition zu folgern ist, die Ver-
einigungsmenge einer abzihlbar unendlichen Reihe von Punktmengen des
MaBes Null, wieder eine Punktmenge von MaB Null ausmacht, so ist z. B.
die Vereinigungsmenge N = {N,} fir k=2, 3, .- vom Maf Null.

Auf die Zabhlen der Komplementiirmenge M, (die rationmalen aus-
geschlossen) bezieht sich nun der

Satz 3. Es gibt im Intervall Null bis Eins eine Menge M, (x = Ir-
rationalzabl) vom Maf 1, sodaf sich zu jedem x der Menge M, eine un-
endliche Reihe v = v, (i =1, 2,---) von wachsenden natirlichen Zahlen und
eine zugehirige Reihe o, von wachsenden natirlichen Zahlen so bestimmen
lapt, daf
fiir alle i = 1,2, . -. wird.

Denn fiir jedes x der Menge MM, 1Bt sich aus der Reihe der Teil-
nenner der Kettenbruchentwicklung mit ungeradem Index

(55} (11', a:s!: &5’, e
eine Teilreihe bestindig und iber jede Grenze : wachsender Zahlen
{56) Qyy Qgy v~ gy

heransheben. Hieraus folgt mit Riicksicht auf die fiir » = 2m + 1 gelten-
den Formeln

P, 1
(67 2 G S @Ot Gy Qe <@

Pi 1 .
(58) T @: Qia;
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Schreiben wir noch v, statt @, und (»,2) statt 2Q,— P, so folgt der
obige Satz.

Anmerkung. Betrachtet man die Mengen 'N und M, so erhalt
man den Satz, daB fiir eine Menge vom MaB 1 unter den Teilnennern
die Zahl 1 unendlich oft vorkommt.

Wir konnen das gewonnene Resultat so ausdriicken: Die Reihe der
Teilnenner eines unendlichen Kettenbruehs, ist mit der geometrischen Wahr-
scheinlichkeit eins weder nach oben noch nach unten beschrinkt. Dasselbe
gilt auch von jeder unendlichen Teilreihe der Teilnenner. Etwas verall-
gemeinert lautet die Formel (48)

k—-1

(59) —]i:} Ank < An, Es 7,k < Aﬂ,ki

E+1

wenn % einen von % verschiedenen Wert bedeutet und a; < % sein “soll.
Bedeutet daher @(#) einen positiven Wert, ist a, eine Teilreihe der
Teilnennerreihe, und tritt

(60) @, < p(n)
anstatt der Bedingungen a, <k, so tritt an Stelle von (52)

Y=R+7r V=R

pr)—1 .
(61) (’)+ 1 < An,<p(n), ndr, @(a+7) <H ( (p_(a;j) .

y=n

Konvergiert

Zqzm)’ so ist II( ~56)

verschieden von Null. Dann konvergiert auch 2 (n>2 71 ond es ist

das Produkt H( P (v) T 1) verschieden von Nu]l. Ist andererseits 4
die Menge der Punkte, fiir deren Kettenbruchteil die Bedingung (60)
erfiillt ist, so ist die Menge 4 im Sinne von Lebesgue mefBbar und ihr
MaB A ist der Limes von A, g@m,-- ,asne@m+r- Es Hegh daher zwischen

von Null verschiedenen Grenzen.
Nehmen wir z. B. @) = (r+1)% so wird

o0

[I6-3)<}

und also liegt 4 zwischen Null und %»
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Divergiert dagegen

2 Sy S0 st H (-5

gleich Null und also 4 = 0.
Dasselbe gilt fiir die Bedingung a, > ¢(n). Wir fassen zusammen:
Satz 4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dofiir, daf ()
eine Grenze fiir die Teilreihe o, der Teilnermer nach oben oder uwien wvon
etnem gewissen wn ab mit eimer von Null verschiedmn Wahrscheinlichkeit

bildet, besteht in der Konvergenz zztmz o
Divergiert dagegen 25@3’ so besteht dic Wahrscheinlichkeit 1 dafir,

dap-die beschrinkende Ungleichung unendlich oft durchbrochen ist.

Machen wir endlich noch einige historische Bemerkungen. Gyldén¥)
scheint der erste gewesen zu sein, welcher die Frage nach der Wahr-
scheinlichkeit aufgeworfen hat, dab a, =F fiir irgend ein » sei, and er
hat diese Bestimmung bei Beantwortung einer storungstheoretischen Frage
benutzt. Danach hat Brodén*¥) diesen letzteren Gegenstand aufgenommen
und schlieflich hat A. Wiman®%¥) die Prinzipien der Theorie der mengen-
theoretischen Wahrscheinlichkeit auseinander gesetzt, und die von Gyldén
aufgeworfene Frage beantwortet. Endlich hat E. Borel{) eine allgemeine
Theorie der Wahrscheinlichkeit in abzillbar unendlichen Fillen gegeben
und beziiglich der Theorie der Kettenbriiche folgendes Resultat ab-
geleitet (1 c. S. 269): Bebilt man nur diejenigen Teilnenner bei, welche in
lim @, eingehen, so ist das so definierte Wachstum mit der abzihlbaren

sup.

Wahrscheinlichkeit 1 geringeri+) als das der Funktion @(%), wenn

1 . " 1 . .
25@5 konvergiert und groBerii), wennzm divergiert.

Was den letzteren Teil des Satzes angeht, so ist derselbe enthalten
in dem zweiten Teil des Satzes 4.

* C. R. (1888) S. 1584, 1777,
*) Ofversigt af K. 8v. Vet. Akad. Forh. (1900), S. 239—266.
%) Ofversigt af K. Sv. Vet. Akad. Férh. (1900), 8. 829—842; Bemerkungen iiber
eine von Gyldén aufgeworfene Wahrscheinlichkeitsfrage, Lund 1901,
§) Les Probabilités dénombrables et leurs applications arithméfiques. Rend.
Cire. Mat. Palermo 27 (1909), S. 247—271.

+ D. h lim ) =40.

lm
) lim =

sap. 9 0)
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Der erste Teil aber steht im Widerspruch mit dem von wung er-
halténen Resultat in Satz 4.

Der Grund des Widerspruchs hat eine Ursache von prinsipieller
thtzgkezt welche wir daher ausfihrlich erlintern wollen.

Es besteht die folgende Tatsache:

Fiir unsere geometrischen Wahrscheinlichkeiten gilf nicht die Unab-
hangigkeit der Fiinzelfille.

Um sich davon zu #iberzeugen, gentigt es, ein einfaches Beispiel zu
bilden. Bezeichnen wir mit ,p, und ,p, die Wahrscheinlichkeit, daB
a, =1 bez. = 2 sei, mit ;p, die Wahrscheinlichkeit, daf a, =1 sei und
mit p,, p,, die Wahrscheinlichkeiten, daB zugleich @, =1, @, =1 bez.
a, =2, ag=1 sei, so miifite, wenn Unabhingigkeit der Einzelfille be-
stinde, p,; 1 Doy = 1Pyt o sein. Nunm ist

P t 1
u 1 1 6’
Mty Ytigs
2 1 11
21 - 1 "'ﬁ)
2+1+1 2+i3%
__1 1 1
=130 T IF1L ~3
1 1 1
2Pt =310 T e 1 =%

Man kann in solchen Fillen das Theorem der zusammengesetzten Wahr-
scheinlichkeiten nur in der verallgemeinerten Form

(&, Q) = 24,

zam Ansatz bringen, wo P =_J'p, die eine Wahrscheinlichkeit und g,
immer den zugehorigen Wert von @ bedentet (d. h. den Wert von @ im
Falle des Eintreffens des Ereignisses, welches die Wahrscheinlichkeit p;
besitzt.)

Liegen dann fir olle 1 die q, zwischen den Grengen q und §, so gilt
die Ungleichung -
(62) Pe<(P, Q< Pg.

Auf diese Ungleichung lassen sich die voranstehenden Schliisse beziehen.

§ 3.
Approximationen mit Nebenbhedingungen.

Wir verbinden die Resultate der vorhergehenden Paragraphen, indem
wir folgenden Satz beweisen.
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Satz 5. Es sei
021 umd 0L K1,
so gibt es eine Menge M von Werten x vom Maf 1 und 2u jedem z der
Menge M eine Menge S8 von Wertens vom Mape 1, sodaf zu jedem Werte-
paar (z, s) swei Reihen positiver wachsender ganzer Zahlen v = v, und
& = a, sugehvren derart, daf3 zugleich

(rx) 1
(63) S S
und
(64) @) >n,,>0 fir ale v

ist, wo n,, eine nur von dem Wertepaar (z,s) abhingige Grofe bedeutet.
In der Tat konnen wir hier fir die Menge M ohne weiteres die

Menge M des Satzes 3 einsetzen, dann gilt

@) < 1

Ty =j5q,
Indem wir jetzt auf die Reihe der 7 die Folgerung 1 (§1) anwenden,
erhalten wir zu jedem x eine Menge S von Werten s (0<s< 1), sodaB
zu jedem Wertepaar (2, s) eine Teilmenge » = v, der ¥ gehort derart, daB
zugleich die eben angegebene Ungleichung und

vs) >n,,>0

fiir alle » besteht.
Wir beweisen nunmehr den folgenden wichtigen

Satz 6. Es sei L > 0 eine beliebig grof vorgegebene Zahl, dann gibt
es eine z~Menge M vom Maf 1 und zu jedem xz von M eine s- Menge S
von MaB 1 (021, 0KsL1) derart, daf fir jedes Wertepaar (z, s)
zwes positive ganse Zahlen v und N so wiklbar sind, daf einerseits die
Beziehung

(65) 0 2,
und andererseits die Dezichung

(66) N /
erfillt sind.

Wir wihlen 2 und s aus den Mengen M und S des Satzes 5, sodaB
die Ungleichungen (63) und (64) gelten. Andererseits wihlen wir zu dem

vorgegebenen Werte von L und irgend einem » des Satzes 5. die ganze
Zahl N beliebig in den Grenzen

(67) Elysws> Lo

iz, & T, 8
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Wenn, was wir festsetzen konnen, '2;,:<‘;‘ ist, so ist | — | > 2» und

es steben uns mindestens 2v ganezzahlige Werte zur Verﬁig;mg.
Es wird also mit Ricksicht auf (64)

(68) N> L,
Andererseits ist fiir dasselbe v

{»x) 1
(69) K
wenn
70) a,=3a0,
gesetzt wird. Vermdige (67) ist dann wieder

Narya

@) 2 () o

Da nun mit wachsendem », a, iiber alle Grenzen wichst, so wichst auch
zugleich &, iiber alle Grenzen und also lift sich ein v so groB bestim-
men, daf

(12) # <5
wird. Ans (69) und (72) folgt also fiir dieses »
(13) ea < 5

womit der in Rede stehende Satz bewiesen ist.

§4

Die Definition der mittleren Bewegung. Die Fanktion ¢(x, s; n)
und die Siitze von P. Bohl und W. Sierpinski.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zum eigentlichen Gegen-
stand der Untersuchung. Wir schicken die folgende Definition voraus.
Definition. Es sei f(#;#) eine Funktion der positiv ganzzahligen
Variablen % und des reellen Parameters  (0<L#<1) derart, daB die
Gleichung
a CLE
fiir jedes x erfiillt sei, wo s eine von z upabhingige Konstante bedeute.
Wir sagen dann, f(z; ») besitzt eine mittlere Bewegung fixr den Wert z,
wenn es eine von # abhiingige Zahl G_>> 0 gibt, sodaf die Ungleichung
(%) |fla; ) —ns| < G,
fiir alle % > #, erfillt ist.

Mathemstische Annalen. LXXL 28
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Ebenso sagen wir, die Funktion f(z;») besitze eine mittlere Bewegung
fir die Punktmenge M, wenn fiir jeden Punkt z der Menge M eine Un-
gleichung (75) besteht.

Hat insbesondere die Punktmenge M der Punkte z (0 <z < 1) das
MaB Null, so sagen wir, daf fiir das Intervall (0,1) die geometrische
Wahrscheinlichkeit mittlerer Bewegung Null sei.

Beildufig bemerkt man:

Damit die geometrische Wahrscheinlichkeit mittlerer Bewegung fiir
das Intervall O bis 1 Null sei, ist es hinreichend, daB eine Ungleichung

(76) [fl@;n) —ns| <G,

wo G eine von z unabhingige GriBe bedeute, nur fiir eine Nullmenge
i g exfiillt sei, wie groff auch G angenommen werde.

Denn diejenigen #, fiir welche mittlere Bewegung existiert, sind in
der abzihlbaren Zahl von Nullmengen enthalten, die den wachsenden
Werten G, G,, - - - entsprechen, sie bilden eine Menge von MaB Null

Wir definieren jetzt eine Funktion ¢(z,s; n) folgendermaBen: Aus
dem ebenen Zahlgitterquadranten, dessen Punkte durch die positiven ganzen

17/
//
s

/

0 s 1

Zahlen (a,b) bestimmt werden, schneiden wir mittels der parallelen Ge-
raden I und II einen Parallelstreifen heraus. Wir legen zunichst die
Gerade I durch den Nullpunkt unter der Neigung @ gegen die positive
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a-Achse und setzen z = ctgw. Die Parallele I schueide die positive
a-Achse im Punkte (a =3, b =0).

Unter ¢(z, s; n) verstehen wir die Anzahl der in dem Parallstreifen
unterhalb der Ordinate b = n + 1 gelegenen Gitterpunkie des Quadranten,
wobei wir die auf der Abszissenachse und die auf der Geraden I ge-
legenen Gitterpunkte von der Zihlung ausschliefen.

In analytischer Darstellung lautet der Ausdruck der Funktion

(11 oz, s; n) =ns +”‘2‘” {(xm) — (s +2zm)},

wobel wieder {a) = a — [a] gesetzt ist.

In der Tat ist ja die Anzahl der auf einer Geraden b=m (O<m< n)
gelegenen @itterpunkte unseres Streifens, d. h. die &nza.hl der auf der Strecke
zwischen den Endpunkten

(a=am,b=m), (@=s+zm, b=m)
gelegenen Gitterpunkte gleich der Differenz der Anzahl der auf den Strecken
(2=0,b=m), (a=s+am,b=m) und (a=0,b=m), (a=am, b=m)
gelegenen Gitterpunkte. Die diesbeziiglichen Anzahlen sind

[s+zm] und [zm],
deren Differenz auch

(@m) —(s+xm) + s
geschrieben werden kann,k sodaf in der Tat

m=mn

@z, s30) = 2 {(xm) — (s +xm) + s}

=

wird.

Ist % ein irreduzibler Bruch und geht die Gerade I durch den Punkt
(g, v), so geht sie durch alle Punkte mit den Koordinaten (og, o») und der
Streifen zerfillt dann in lanter sich periodisch wiederholende Parallelo-
gramme der Hohe ». Es ist also, wenn

(718) %=vp+m 0<m<y
gesetzt wird,

(19) o (L, 50) =pp(L;8) + 9 (4 sm)-

Ferner ist

(80) o (4,5 7) = [ws).

Denn es ist nach (77)

(&5 = et SH(Em) — (s Sm))s

28°*
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setzen wir

(81) [’"-9] + (”3)

so durchlauft

(82) (—— m) und ([vs] T um)

firm=1,2,---,v, da % Irreduzibel, alle echten Briiche mit dem Nenner ».
Andererseits ist, vermoge
(83) ¢ L

Go (b - @ 00) (it 00,

Daher reduziert sich die Summe in (77) auf
4 ('us) — 3)
und es wird

¢ (%, 55%) = s].
Hieraus folgt, in Verbindung mit (79),

(85) 97(%7‘9;”)-'”[“’;1]:‘?(%)35 )—m[lvﬂ)
wenn

(86) %= m(v)

ist.

Dividieren wir durch % und ersetzen wir, unter der Annahme
(87) 0<m<Ly—1,
¢(% A m) — m[ljl durch seine Extremalwerte M und M fir m =0,
1,.---,v—1, so folgt

u
Pl 80
(88) (vfn ) <[vs]+ >f'ps]+_
also, da M und M von # unabhiingige endliche GroBen bezeichnen,
R4 PRt ”)
(89) lim -L’—”-—— — 3. (Bohl L c. p. 226)
Ist dagegen x irrational, so besteht die Gleichung
(90) lim 25 _ 5 (Bohl Le. p. 226),

- deren Beweis von P. Bohl anf sehr sinnreiche Weise gefiihrt wird.
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Einen allgemeineren Satz hat W. Sierpinski (Krakau Ak. Anz. Math-
Nat. KL A, Jan. 1910, p. 9) zugleich aunf einfachere Weise bewiesen (vgl.
auch ibid Nov. 1909).

Das Theorem von W. Sierpinski lantet: Es ist

. 1 < ; 1
tn 2 S~ 20—y 1 3] o,
k=1

wo z irrational und y beliebig ist. Diese Formel folgt aus der leicht zu
beweisenden Ungleichung

S, P ntk1 P (@], 0—1 | _e—1
%{["féﬂ]“”ﬁ‘?“”v“‘" 50 ”}ig T

|
i

7
i
{

in der % einen irreduziblen Bruch bedeutet, indem man folgenden Appro-

ximationssatz zuhilfe nimmt:
wZu jeder reellen Zahl x lipt sich eine unendliche Folge von DBriichen

& n=1,2,--)
so finden, dafi zugleich

und

ist.

Dieser Satz ist unabhingig von H. Weyl in. einer etwas spiter er-
schienenen Arbeit: Uber die Gibbssche Erscheinung und verwandte Kon-
vergenzphinomene (Rend. Circ. Mat. Palermo 30, 12. Juni 1910, p. 406)
bewiesen worden.

LBt man bei gegebenem N in der Funktion

_ ¢(z, 53 N)
z von O bis 1 variieren, so #ndert sich der Wert der Funktioner an den
Stellen

4

(90) L = %: & ) s}
wo a und b irgend welche ganze Zahlen 1, 2, ---, N bedeuten, sprung-
weise um 1. Der Abstand zweier Werte (91) ist groBer oder gleich 3';—5 ,
sodapf in einem Intervall der Liinge j‘;; sich die Funltion @(z,s; N) um
nicht mehr als 1 dndert.
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§ b,
Nachweis des Hauptsatzes von der Unwahrscheinlichkeit
der mittleren Bewegung der Funktion ¢(x, s; n).

Wir beweisen nunmebr den Hauptsatz:

Satz 1. Es gibt eine Menge M (0 < z < 1) vom Maf Fins, und 2
jedem x der Menge M eine s- Menge vom Map Fins derart, daf fiir jedes
Wertepaor (z,s) die Funktion o(z,s;n) keine mittlere Bewegung besitzd,

Als ebene Menge betrachtet, hat die (z, s)-Menge das Maf 1. Wir
kinnen also sagen:

Es bestelit fiir mittlere Bewegung der Funktion @ (2, s; ») die geometrische
Wahrscheinlichkeit Null.

Beweis: Wir nehmen als Mengen M und S die Mengen des Satzes 6.
an, Infolge der Beziehung

(» z) s
(92) R < el
st fiir das dort bestimmte N
(93) 9,5 M) =9 (22,5 N) +4,
wo g entweder O oder 4 1 ist.
Es sel
[ve] _ u*
99 el e,
wo ’;—: irreduzibel sei und
(95) p o= p¥. PFE

Fir N stehen alle Werte zur Verfiigung, welche im Intervalle (67) von
der Linge 2v liegen. Wir denken uns N so gewihlt, daB

(96) N=0 (¥

wird. Es ist also nach (79)

@ o (5, 55 ) = N2,

Also ist

o9 #(ay5 ) = N3 = NI No b

=—N (1:;@ +x.
Nun isk aber N bei gegebenem L so bestimmt worden, daB
(99) UL

wird. Aus

(100) vs — v p¥s] > vs — [vs]
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folgt durch Division mit v = o¥*. o**

NP )
¥ k4

d. b.

(101) > 09,

Es ist also zufolge (98) und (99)

(102) 95 M) —Ns| 2 NG —y,
> L— y 23
>L—1.

Es 148t sich also, wie groB auch L —1 vorgegeben sei, zu jedem (2, )
der Menge ein N derart bestimmen, daB die Ungleichung (102) erfiillt ist.
Damit ist der fragliche Satz vollstindig bewiesen.

Man verallgemeinert die vorstehenden Betrachfungen, indem man an-
statt der Funktion ¢(x, s, ») die Funktion

9 (2, 0, 55 1) = (%, a +s32) — @(x, a; n)
betrachtet, welche die Anzahl der Gitterpunkte in einem um @ nach rechts
verschobenen Streifen angibt. Da keine neuen Uberlegungen ins Spiel
kommen, so verzichten wir auf eine Angabe der Beweise und formulieren
lediglich das Ergebnis:

Es besteht die geometrische Wahrscheinlichkeit Null fiir mittlere Be-
wegung der Funktion ¢(a, , s;n), was auch a sei.



