Ueber die Auflosung der Gleichungen
fiinften Grades.

[Vorn L. Kiepert, in Darmstadt. (*)]

Die neuerdings von den Herren Kurv (*¥), Brioscur (**%) und Gorpaxn (¥*¥*)
iiber die Auflosung der Gleichungen fiinften Grades verdffentlichten Arbeiten
haben mich veranlasst, eine Untersuchung iiber denselben Gegenstand anzu-
stellen, durch deren Krgebniss, wie mir scheint, eine nicht unbedeutende
Vereinfachung der von Herrn Gorpax gegebenen Ausdriicke herbeigefiihrt
wird. Wihrend némlich Herr Gorpax seiner Lisung die Jerrarp-Hermirrschen
Formeln zu Grunde legt, kann man mit Anwendung der von Herrn Wes-
sTrass eingefithrten Function pu (*****) auf einem kiirzeren Wege zum Ziel
gelangen. Der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften beehre ich mich
im Nachfolgenden einen Auszug aus meiner Untersuchung mitzutheilen.

§ 1.

Es sei die elliptische Function pw definirt durch die Gleichung
Du=4p % — Gopt—gs,

wihrend 2w, 20" ein Paar Fundamentalperioden dieser Function bezeichnen;

(*) Abdruck aus den Nachrichten der Gottinger K, Gesellschaft der Wissenschaften.

(**) Kreix, Weitere Untersuchungen iiber das Ikosaéder. Math. Annalen, Bd. 12, p. 503-560.

(***) Brioscai, Ueber die Auflssung der Gleichungen vom fiinften Grade. Math. Annalen,
Bd. 13, p. 109-160.

(****) Goroax, Ueber die Aufissung der Gleichungen vom fiinfien Grade. Math., Annalen,
Bd. 18, p. 375-404.

(**#*¥) Vrgl. Borcmarpr’s Journal, Bd. 76, p. 21-33.



120 Kiepert: Ueber die Auflisung der Gleichungen fiinften Grades.

dann sind fir »=0, 1, 2, 3, 4
1

S=7 {0}’
Z’(?)‘p(ts)
. 1
fr= 20)'—}—167*0)) 4o }-3270
p( I =
die Wurzeln der Gleichung
10 12¢. 5
fot ===+ 5=0 (1)
wo
A=gi—27g:

ist. Die Berechnung der Grossen f, fi, fi, f>y fo, fi wird erleichtert durch
emne Umformung, die man mit denselben vornehmen kann, und durch die man
erhilt

— 1
F ki s\/5n( hz,) @
2y
fo==—c"h" 15A 61]:(1_:—_@%),

2ni W't

wobei e=e° ist und h=e “ berechnet werden kann, sobald man die abso-
lute Invamante : der elliptischen Function kennt.
Entwickelt man (1 —/4*)-f und (1 —A®)-f, nach Potenzen von %, so
findet man folgende ”Relationen bestéi,tivgt:
ftf +f +f +fi =£5 )
fotefi +efotefs e fi=0, ; (3)
fotefit+efid-efs+efi =0.
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§ 2.

Setzt man jetzt
1 kX
ik o (O A S B 4
so werden 4, 91, 9, ¥ Y« die Wurzeln einer Gleichung fiinften Grades
Ay® 4 10A%y° +45Ay — 216 g;=0. )
Auf diese Gleichung ldsst sich aber die allgemeine Gleichung fiinften
Grades

4+ Ax*+Be*4Ca*+Dx+E=0 (6)
zuritckfithren durch die Substitution
x*—e&x+v=—%{%§’;=z, M

wobei die Grossen u, v, «, £ %g durch Auflésung von nur zwei quadra-
tischen Gleichungen bestimmt werden. Zunéchst folgt aus

g=0'—uxr-4v,
dass z wieder die Wurzel einer Gleichung fiinften Grades ist, in der man
aber durch passende Bestimmung von # und v die Summe der Wurzeln und

die Summe der Quadrate der Wurzeln gleich Null machen kann. Dies erreicht
man indem man setzt

by=—Au-A*+2B,
(2 A*~5B)ut « (44513 AB+ 15C)u +2A*~8 4* B+ 10 AC+ 3 B =10 D =0.

Man findet also fiir » und v die Werthe durch Auflésung einer quadra-
tischen Gleichung und erhilt fiir 2 die Gleichung

P45lz2—bmz+n=0, 9

(8)

wobel
5] =-100*-Cw* +(-AC+4D)yu?*+(3AD-BC-5E)u-2AE+2BD- C?,
5m=5vt+10lv-Dut+(-AD +5E)u? + (4 AE- BD)w* + (10)
(8BE-CD)u+2CE-Ds,
#=-0"-5lv®+5Smov- B+ Auwt+ Bu? + Cu? + Du + E).

Annali di Matematica, tomo IX. 16
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Dieselbe Form wie bei Gleichung (9) erhélt man, wenn man den andern,
aus Gleichung (7) sich ergebenden Werth von 2z, ndmlich

_ad-By
344y
mit Gleichung (5) zusammenstellt und y eliminirt. Damit nun aber voéllige

A

& ==

Uebereinstimmung mit Gleichung (9) stattfindet, miissen «, 8 und = so ge-
wilhlt werden, dass die Gleichungen
8A?— T2Aa 34216 9. (Ao?f— %) =12%¢g3Al,
Aot 418 A0?3 — 2734+ 216 gy B2 = 12393 Am,
A% 4 10A%03 32 4 45 Aa Bt 4 216 ;85 =122 g3 A°n
befriedigt werden. Dies geschieht, wenn man « aus der guadratischen
Gleichung

(It —lmn+4m?)e2+ (11Bm 4 1In* —2m20)a — 2T0n -+ 64 Pm* —mn*=0 (12)

(11)

herechnet und in die Formeln

A  =P[(Un—m)atmn],
G =+ P[lo? 4+ 111ma -+ 64m? —271n]

+12¢,=1a*43ma—3n, ;
(13)

sinsetzt.

§ 3.

Zur vollstindigen Auflésung einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades
sind nach dem Vorhergehenden also nur folgende Rechnungsoperationen néthig:

1) Man berechne aus einer quadratischen Gleichung (8) die Grosse u,
dann geben die Gleichungen (8) und (10) unmittelbar die Werthe von o, /,
m und n.

2) Sodann berechne man aus einer zweiten quadratischen Gleichung
{12) « und setze den gefundenen Werth in die Formeln (13) ein.

3) Man berechne aus %—3- die Grosse h=e * (Vergl. H. Bruxs, Ueber
die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung. Dorpat,
1875).
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4) Man bestimme f und f.(r=0, 1, 2, 3, 4) durch die Gleichungen (2)
f—hsA 6\/5 H(lmh]:::)
2y

Jr=— szrh‘f“aA‘%H(——l —h’ Em),

1w
berechne
1
E [(f : _f 27‘) (f r+2 —f 2r+3) (f r+4 ‘—f 2r+i)] 2
und daraus
2 —— x4 @J’r
T T 3 A

dann sind die Wurzeln #,, 2,, ., 2, 2, der allgemeinen Gleichung fiinften
Grades (6), wie unmittelbar aus Gleichung (7) folgt, fir »=0, 1, 2, 3, 4

—E+@w—2)w+Aur+Bu-+C)—(@w—2)2(2u--4)
w+Aus B+ Cu—+D—(@w—zr)(Buz +24u—+B)+(v—zr

L=
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