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Uber die Fortpflanzung von ebenen Wellen in einem
vollkommen elastischen, incompressiblen Medium mit
Ricksicht auf die Doppelbrechung des Lichtes.

Von Dr. Emil Kohl in Wien.

Die Arbeiten iiber die Doppelbrechung des Lichtes in Krystallen
lassen sich je nach ihrem theoretischen Ausgangspunkt in mehrere
Gruppen eintheilen, So gehen die Theorien von Fresnel?),
Neumann?) und Cauchy?® von der Vorstellung von Ather-
theilchen aus, durch deren Verschiebung Krifte geweckt werden,
welche nicht mehr wie bei isotropen Medien auch in doppelbrechen-
den Krystallen nach jeder Richtung hin mit jener der Verschiebung
zusammenfallen. Stefan?) gewinnt die Gleichungen der Doppel-
brechung durch die Betrachtung, dass die zur Verschiebung eines
Athertheilchens nothige Arbeit eine I'unction der Verschiebungs-
vichtung ist. Diese Darstellungen besitzen das charakteristische
Merkmal, dass keine besondere Annahme iiber die Beschaffenheit
des lichtleitenden Mediums, sondern nur iiber den Zusammenhang
zwischen den Verschlebungen und den durch sie geweekten Kriften
gemacht wird.

Arbeiten anderer Art sind jene, welehe den Begriff einer
Arbeitsfunction oder Potentials einfithren, also einer Function, deren
Ableitungen nach den Unbekannten die wirkenden Krifte liefern,

%) A. Fresnel, Mémoire sur la double réfraction. Mémoires de I'Acad.
des sciences, t. VIL

2) F. E. Neumann, Theorie der doppelten Strahlenbrechung, abgeleitet
aus den Gleichungen der Mechanik. Pogg. Aun. Bd. 25. — Theoretische Unter-
suchungen der Gesetze, nach welchen das Lichi an der Grenze zweier vollkommen
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Akademie, Bd. 35. ‘

%) A. Cauchy, Mémoire sur la théorie de la lumitre. Mémoires de ’Acad.
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4) J. Stefan, Theorie der doppelien Brechung. Sltzungsberlchte d. Wiener
Akademie. Bd. 30 (II)
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wie dies von Green?), M. Cullagh?) und Kirchhoff?) geschah.
Da sich dieses Potential als das in der Elasticitiitstheorie wohl
bekannte ,Potential der inneren Krifte“ deuten lisst, leiten diese
Arbeiten sachgemill zur Elasticititstheorie des Lichtes hiniiber,
welche von Liamé*) in seinem grundlegenden Werke eine sehr
eingehende Behandlung erfuhr. KEs ist nun zu bemerken, dass diese
Arbeiten zur Ableitung der experimentell sicher gestellten That-
sachen bereits gewisse Beziehungen zwischen den auftretenden
Constanten voraussetzen miissen, welche bereits bestimmten Eigen-
schaften des Mediums entsprechen. Weitere Ausbildung erfuhren
diese Betrachtungen durch Volkmann®), Lévy®) und vor allem
durch v. Lang?), der in seinem Lehrbuche?®) eine umfassende
Darstellung der geometrischen Gesetze der Doppelbrechung nieder-
gelegt hat. (leichsam als Bindeglied konnte eine Arbeit von
Stefan?) betrachtet werden, worin derselbe unter Anwendung
von Methoden, welche denen der Elasticititstheorie analog sind,
die Gleichungen der Lichtbewegung in doppelbrechenden Medien
auf dem von (ireen eingeschlagenen Wege ableitet und ihre formelle
Ubereinstimmung sowohl mit den Green’schen wie mit den
Canchy’schen Gleichungen darthut.

Eine dritte Kategorie von Arbeiten sieht den Hauptgrand
der Refractionserscheinungen in der Beeinflussung der Lichtschwin-
gungen durch die Mithewegung der korperlichen Massentheilchen.
Begriindet durch Sellmeier?®) und v. Helmholz ) wurde diese

Y G. Green, On the Laws of Reflection and Refraction of Light at the
Common Surface of two non Crystallized Media. Transact. of the Cambridge
Philos. Society, Vol. VIi, part I. — On the Propagation of Light in Crystallized
Media. Vol. VII, part IL.
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8) M. Lévy, Sur les équations les plus génerales de la double réfractio
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sonders zur Erklirung der Dispersion und ijhrer Anomalien. Pogg., Ann. Bd. 14
Bd. 147.

A1) H. v. Helmholtz, Zur Theorie der anomalen Dispersion. Pogg. Ar
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Theorie hauptséichlich von Ketteler,') Lommel?) und Voigt?
ausgehildet, welch letzterer unter gewissen Annahmen der in seinen
(GHeichungen auftretenden Constanten zum Green’schen Potential-
ausdruck gelangt.?)

Die vierte Kategorie umfasst endlich die auf den Principien
der elektromagnetischen Lichttheorie fuBenden zahlreichen Arbeiten
der neuesten Zeit. Kine einheitliche Darstellung dieser Theorie
gibt Tumlirz in seinem Lehrbuche.’) Da sich, wie Helm¢) ge-
zeigt hat, die Maxwell’schen Gleichungen in der ihnen von Hertz
gegebenen Form durch entsprechende Umformung der Ausdriicke
der Elasticititstheorie auch als die Bewegungsgleichungen eines
elastischen Korpers deuten lassen, so ist wenigstens formell eine
Beziehung zur elastischen Theorie des Lichtes gegeben, wiewohl
diese Arbeit zundchst nur ein isotropes Medium voraussetzt.

Wihrend nun alle diese Theorien die experimentell beglaubig-
ten Thatsachen der Doppelbrechung des Lichtes in Krystallen
vollkommen befriedigend darzustellen vermbgen, herrscht bekannt-
lich in der Frage nach der Schwingungsrichtung der beiden Strahlen
gegeniiber der Polarisationsebene Meinungsverschiedenheit. Es
hat nun Drude®) in einer Discussion dieser verschiedenen Theorien
auf den hochst bemerkenswerten Umstand hingewiesen, dass es
bei jeder Lichthewegung zwei Vectoren gibt, wovon der eine, von
ihm als potentieller Vector genannte und mit

Uy 0, W

bezeichnete den Fresnel’schen Formeln, der andere, als kinetischer
Vector in der Form

dv 0w _ 0w 0w , Ou dv

E 7 " —_— e =
T by T oz 92 " 0y ox

dargestellte, den Neumann'schen Formeln geniigt. Definiert man
also als Licht die periodischen Anderungen des potentiellen Vec-
tors (resp. in der elektromagnetischen Lichttheorie jene der elektri-
schen Kraft), so befolgt es die Fresnel’schen Gesetze, deutet man
dasselbe aber als diejenigen des kinetischen Vectors (resp. der

1) E. Ketteler, Theoretische Optik, gegriindet auf das Bessel-Sellmejer.
sche Princip. Braunschweig, 1885.

¥) E. Lommel, Theorie der Absorption und Fluorescenz. — Theorie der
normalen und anormalen Dispersion. Wiedemanns Ann. Bd. 8. — Theorie der
doppelten Brechung. Wiedemanns Ann. Bd. 4.

%) W. Voigt, Theorie des Lichtes fiir vollkommen durchsichtige Media.
Wiedemanns Ann. Bd. 19.

4) W. Voigt, Uber die Theorie der Reflexion und Brechung an der Grenze
durchsichtiger krystallinischer Medien. Wiedemanns Ann. Bd. 24,

5 0. Tumlirz, Die elekiromagnetische Theorie des Lichtes. Leipzig, 1883,

9 G. Helm, Die Fortpflanzung der Energie durch den Ather, Wiede-
manns Ann. Bd. 47,

") P. Drude, Inwieweit. geniigen die bisherigen Lichttheorien den An-
forderungen der praktischen Physik ? Goitinger Nachrichten 1892.
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magnetischen Kraft), so erbdlt man jene von Neumann. Die Be-
deutung der Vectoren ist also in beiden Theorien gegenseitig ver-
tauscht.

In jungster Zeit hat Boltzmann gelegentlich einer popu-
liren Besprechung der Rintgen-Strahlen den Gedanken ausgespro-
chen, dass sich der Lichtither gleichsam unter dem Bilde einer
gelatingsen, sulzdhnlichen Masse vorstellen lasse, soweit die Licht-
schwingungen in Betracht kommen. Die Haupteigenschaft eines
solchen Mediums ist die ungemein leichte elastische Verschieb-
barkeit bei nahezu ginzlichem Mangel an Compressibilitit. Dies-
beziiglich hat bereits Volkmann in der oben citierten Arbeit gezeigt,
dass sich aus der Eigenschaft der Incompressibilitit des Mediums
eine solche Bez1ehung zwischen den Constanten derselben ergibt,
wie sie der Aunsdruck fiir das Green'sche Potential fordert.

Die vorliegende Arbeit bildet die mathematische Formulierung
dieses Gedankens. Es wird hier von der Annahme ausgegangen,
dass das Licht (vesp. die Wirkungen desselben) den elastischen
Verschiebungen eines incompressiblen Mediums seine Entstehung
verdankt und dass der periodisch sich #ndernde Vector, welcher
den ,Lichtschwingungen® entspricht, identisch mit diesen ist. Mit
Riicksicht darauf werden die Grundgleichungen der Elasticitéits-
thorie unter der Voraussetzung untersucht, dass das Medium voll-
kommen elastisch und vollkommen incompressibel ist. Nimmt man
biebei an, dass durch die Erfahrung die Richtigkeit der Fresnel~
schen Formel fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v einer Plan-
welle in Richtung ihrer Normalen (definiert durch ihre Richtungs-
winkel %, u, v) in der Gestalt

cos2 A cos? cos?y

__.@2—}‘52 ——1;2—’—03

bewahrheitet ist, so lassen sich hieraus Schlisse auf die Constanter
der Elasticititsgleichungen ziehen, welche gewisse charakteristische
Eigenschaften dieses Mediums niher bestimmen lassen.

Unter Zugrundelegung des Vorganges von Fresnel soller
die Untersuchungen auf Planwellen beschrinkt und vorausgesetz
werden, dass deren Einhiillende die von einem Erregungspunkt
ausgehende Wellenfliche darstellt.

Der Gang der Untersuchungen wird demnach der sein, das
zunichst die Gleichungen fiir die Wellenbewegungen in einem be
liebigen anisotropen elastischen Medium aufgestellt und sodann at
den Grenzfall, dass die cubische Dilatation unendlich klein wirc
ausgedehnt werden. Es sei bemerkt, dass hiebei Glieder, welch
die cubische Dilatation enthalten, nicht ohne weiters weggelasse
werden diirfen, obwohl dieselbe gegen Null convergiert, da gleict
zeitig: damit Glieder multiplicativ verbunden sind, welche de
Factor des cubischen Compressionscoeficienten entha,lten, der w
endlich grofi wird.
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Die Untersuchungen selbst werden sich auf die beiden be-
kannten Grundannahmen, dass entweder die Elasticitit oder dass
die Dichte nach verschiedenen Richtungen verschieden ist, beziehen
und die sich hieraus ergebenden Consequenzen nisher erortert
werden.

1. Medium mit ungleicher Elasticitiit und gleicher Dichte.

Es werde ein Medium vorausgesetzt, welches nach drei senk-
recht aufeinander stehenden Richtungen, die zugleich als Coordi-
natenachsen gewihlt werden sollen, verschiedene Elasticitit besitzen
moge. Man denke sich aus demselben einen Wiirfel mit zu den
drei Achsen parallelen Seiten herausgeschnitten und auf ein paral-
leles Flidchenpaar eine normale Zugkraft P wirken. Diese Kraft
bewirkt einerseits eine Verlingerung in der Richtung der in sie
fallenden Kante, anderseits Verkiirzungen der beiden senkrecht
darauf stehenden Kanten, welche wegen der Verschiedenheit der
Elasticitiit ebenfalls verschieden sein werden. Die resultierenden
Verschiebungen werden durch folgendes Schema gegeben sein:

Zugkraft P wirkt parallel
der X-Achse | Y-Achse | Z-Achse

P P P
X-Kante um —lz,g; —4q, Ey —7, E
. . P P P
Es wird verlingert die 1 Y- » TPhE | F7 —NE
p rl ‘pl P~
T n T szT — 49, i -
N z Y z

Hierin bedeutet B, Z , E den entsprechenden Elasticitits-

coefficienten nach je einer Achse, die p, g, sind Grofen, die der
Poisson-Wertheimschen Constante bei homogenem Medium analog
sind. Lisst man auf alle Flichen des Wiirfels normale Zugkrifte
P wirken, so hat die entstehende riumliche Dilatation den Wert

1 1 1
AV=P E;(l —py—pz)+§y(1—9w—9z)+gz (L—r,—r)|.

Denkt man sich ferner auf die Flichen des Wiirfels Schub-
krifte wirken, welche in die Richtung der entsprechenden Fliche
fallen, so werden je zwei Kanten, die friiher einen rechten Winkel
einschlossen, um einen gewiessen Winkel verdreht erscheinen.
Dieser wird fiir sehr kleine Verdrehungen proportional der wirken-
den Schubkraft sein, wegen der ungleichen Elasticitiit werden aber
Je nach der Richtung dieser Krifte drei Proportionalititseonstante
Gy H, J auftreten. :
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Nach diesen Vorbemerkungen lassen sich leicht die Bewe-
gungsgleichungen fiir elastische Schwingungen aufstellen, wobel die
von Clebseh?) angewendete Methode zugrunde gelegt werden
soll. Es ist, sehr kleine Schwingungen mit den Componenten &, v, ¢
vorausgesetzt :

3t X Y VA
R

do~ B, TE K

aT/ ‘Ifg/ 'X’.L' ZZ

¢y oy T B, DvE T E
itz X, Y

laz E B Ey

( o o L (3F By

I X, =Y, =J(5+3))

;A f00 07

@ ) Iz“Zy‘G<a?/+aé)’
IR} ¥

Hierin sind X, ¥, Z, die normalen Druckkrifte, die X = ¥ |

Y,=27, X,=Z, die scitlichen Verschiebungskritfte.
Setzt man die Determinante
L, — g, —r,l
3) [— Py 1, — Tl = 4,
P — 1

1

ferner deren Unterdeterminanten

1 - zry:C&117 gz+gz V@:a12’ 1~x+rg/q,x:al37

py+pz T =0y, 1,1, =0y, 7'y+"'m]9y:“237
| — __ .

P, P, 0. =0y, 4T 9P, =, 1 —p q,=asy,

()

50 ergibt sich

dEE, 0q B 0L E,
= dp A Uit B_yfa” 32 A Ys
3 . OLE dq B, L E,
®) v 3z A % +@T“22+3}X“23:
I I, In K, 0L E,
Z, = 3% A %8t iy B U39 +§éfa33'

1) Clebsch, Theorie der Elasticitat fester Korper. Leipzig. §§. 1 und 1
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Zwischen diesen Constanten bestehen') gewisse nothwendige
Beziehungen; es ist ndmlich

E a,=F.a

y 21
(6) E a,=FE, a,,
Eym 0’«23 = E’ 3

Die Bewegungsgleichungen haben die Form:

0%t X OX 0.X,
p—_z + N
N/ ax ay 0z’
RER) GY
9atz = ax + a

7L 97, az

PW—W‘F +

fiibrt man obige Werte ein, so folgt, wenn der Kiirze wegen

BZ
32’

E E, Ey
A i =% e =y oy = b,
E’y B, E-

O] X%z:d: K“xz :X%x:c;
E, Ey E,
i a3 =f, A s :‘A_asz =e

gesetzt wird und p die Dichte des Mediums bedentet:
3%t

P =
= (0T B0t ok e B,
a2
"atz
a2" aZT a?c
—0+ D)5yt (T3 G—a—z—;)+<e+e>m,
2 ’
Paﬂ*
’H"H)a Bz+( G)ay +( axﬁ“G 2+faz)

Aus der Form der Determinante (3) und der Unterdetermi-
nante (4) ergeben sich weiters die Beziehungen ‘

(®)

1) Clebsch, Theorie der Flasticitit fester Korper. Leipzig. § 16.
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2 EZEZ
af —c?=— A
Ez/Ez
df—el= N
E’mEH
ad——b?:——~A <,
9) B,E, E E,
ae—bec= A=A o
Eq;Ez Ez;Ez
bf——ce: A gx:: A py’
d b EyEz EwE?/
¢—be=—5—p=—"7,

Hieraus folgen die Beziehungsgleichungen
‘Em rm = Ez o

(10) E,p,=E,q,
Ey /ry _ Ez 9

welche, wie durch einfache Rechnungen nachgewiesen werden
kann, mit den Gleichungen (6) iibereinstimmen.
Fir incompressible Medien ist speciell

lim A ==0,
J m (1 —p,—P,)=0,
(1) ] lim (1—g,— ) =0,
lim (1——%-1*2/):0,

da die rdumliche Dilatation fiir jede der Krifte X, ¥, Z, ver-

schwinden muss. Ferner sei darauf hingewiesen, dass beim Grenz-
iibergange
(12)  lima=1im b=lim ¢ = lim d = lim e =lim / = -

wird, wobel diese Grofen unendlich grof werden, wie sich leicht aus
Gleichungen (6), (7) und (11) ergibt.

Es sollen nun die in einem solchen Medium moglichen ebener
Wellen niher untersucht werden.

Denkt man sich auf einer unbegrenzten Wellenebene, derer
Normale die Richtungswinkel A, u, v, besitzen mige, zu einande
parallele Schwingungen mit den Richtungswinkeln ¢, ¢, % hervor
gerufen und geht diese Ebene zur Zeit { =0 durch den Coordi
natenanfangspunkt, so wird die Gleichung dieser Wellenebene zu
Zeit ¢ lauten: ’
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vi=2x ecos k- y cos p |2 cos v,

wenn man voraussetzt, dass sie sich mit der constanten Geschwin-
digkeit v paralle] zu sich selbst verschiebt. Die Componenten der
Schwingungen konnen daher in der Form geschrieben werden:

E=coso
(18) n=cos?d ; - sin2xn (t— meos}.+yzOSp+cosv).
{=cosy [ ‘

Setzt man die Werte der Derivierten von ¢ v, { aus (13) in
die Gleichungen (8) ein, so erhilt man folgendes System:

cos ¢ [@ cos? & +-J cos? p - H cos? v — po?) -
~eosd eoshcosp [b-FJ ] cos g cosheosy [e-F H] =0,

(14) 08 @ ¢os p cos h [b - J| — cos ¢ [J cos? kA -} d cos? u |-

— G cos?v — p 0?] -} cos y cos pcos v [e |+ G] =0,
cos ¢ cos v eos A [¢ -} H] - cos ¥ cosv cos p.[e + G] -}
| - cos y [H cos?k + G cos? p -~ F eos? v — p v?] =0.

Damit dieses System -mach cos o, cosy, cosy eine Losung
besitze, ist hinreichend und nothwendig, dass die Determinante

[a cos?h —~J cos? p. - H cos?v — pv?, [b--J] cosk cos g,
[¢ 4 H]cos kcos v,
(6 J]cosp eosh, [Jeos?h—deosp -t G cos?y — po?,
[ -+ G cos pcos v,
lle + H) cos v cos A, le -+ G cosveos g,
| [H cos? A~ G cos? u - feos®v — p v?]
wird. Hieraus folgt fiir v? eine Gleichung dritten Girades, es sind

also im allgemeinen drei verschiedene Schwingungen moglich,
welche sich in ebenen Wellen im Korper fortpflanzen.

Setzt man zur Abkiirzung

(15) =0

\

[@ cos? A - J cos? u - Heos?v] = 4,
[6 4~ J] cos h cos p =B,
[c+ H]cos keosv =C,
(16) [Jeos? k—-d cos? u + G cos?v] = D,
[e -+ G] cospcosv =K,
[Hcos? )+ G cos?p - feos?v] = Fy

80 kann (15) in der Gestalt

(9%)>— (p09)2[ A~ D~-F)--(40*)[ AF - DF +-AD —F*— B* — O]
~[2BCE-+ ADF— AE*-— FB*— D (? =0,
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oder, wenn die Determinante

B, C
)E = (4),
F[

| 4,
B
G,

die Unterdeterminante von 4, D, I’ aber =(4), (D), (F) gesetzt
werden, auch in der Form

(17) (pv%)® — (po?)?[4 4 D4~ F]- (o) [(4) (D) - (F)] — (1)=0

dargestellt werden.

Im folgenden soll nun der Fall eines elastischen incompres-
siblen Mediums nither untersucht werden, fir welches die definie-
renden Gleichungen (11) und (12) gelten. Dann werden «, b, ¢,
d, ¢, f und alle durch A dividierten Glieder unendlich; von den
Groflen G, H, J als den Coefficienten der Schubelasticitit moge
aber vorausgesetzt werden, dass sie auch beim Ubergange zu einem
incompressiblen Medium endlich bleiben.

Bevor die Untersuchungen weiter gefiihrt werden, ist es
nothig, einige Bemerkungen tiber solche Gleichungen vorauszu-
schicken, welche die Form

b — Lo Pla? 4 [Mo-+ Qe — [No - R]j=0

besitzen, wenn darin

S

I

]
lim @ == oo,

L, M, N und P, Q, R endlich bleiben. Sie besitzen offenbar ein
Warzel vom Grade lim w und zwel im allgemeinen endliche Wux
zeln, wie die Betrachtung der Coefficienten zeigt. Diese letztere
konnen dadurch bestimmt werden, dass man sich fiir # eine soleh
substitutiert denkt und nun durch lim o dividiert. Man erhilt s
zur Bestimmung der beiden endlichen Wurzeln die Gleichung

Lz*— Mz N=0,

deren Wurzeln mit z,, z, bezeichnet werden mégen. Man kann dan
stets drel Grofen

gy, 89, @ (lime =0, lime, =0, Q endlich)
so bestimmen, dass die Werte
&, gy, Xy -y, Llim o4 Q

obige Gleichung bis auf unendlich kleines erfillen. Es ka
niamlich unter Vernachldssigung unendlich kleiner Glieder gese
werden ‘
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Llimow+4 Q42 42 =Llmo -} P,

Llim o (2, +2,) 4 Llim o (g,-+-¢, )2, 2, -] (2, ~2,) Q= Mlim o -}

Llim o 2, + Llim o (@, 5, + 2, &) -2, 2, 2= Nlim o -+ R.
Hieraus bfolgt leicht die Bestimmung von e, ¢, 2. Da nun

die wahren Wurzelwerte sich nur um unendlich kleine Groflen e,

und & von den aus obiger quadratischer Gleichung gefundenen

unterscheiden, konnen letztere an Stelle der ersteren als Wurzeln
betrachtet werden.

Gleichung (17) gehort in die Gruppe der eben bezeichneten ;
obwohl fir limA=10 scheinbar Glieder von der Ordnung (1>2
und (%)3 auftreten, reducieren sich dieselben durch Beachtung
der Gleichungen (9) und (10) auf Glieder von der Ordnung (%)
Betrachtet man lim o in den eben angestellten Erorterungen durch
lim % gegeben und beriicksichtigt die Beziehungen (12), so erhilt
man schlieBlich durch Division mit lim + = lim (¢ cos?A--d cos?y

A
- feos?v) fiir (p0?) folgende quadratische Gleichung:

(pv*)? — (p0*) [(HH-J) cos* k- (J -+ G) cos* p - (H - @) cost v
B
+(H+ G—2J4 = Z) cos?\ cosy

E E E
. J)coszl cosgp—}—(J—{—G-——‘zH—}— .

, B E :
- (H+J~2 G—}—Jx—> cos? cos?v] 4 [HJ cos®h 4 GJ cosby

EE
—}—GHCOS%—}—(GJ—~2HJ—[—- —uﬂ) cosh cos?y -+ (GH—2HJ
a8 | B,

) cos* A cos?

) cos*p cos?y

E E E
(HJ-2GH—}— 7 ”H)eos ucos4v—{—(HJ—2GJ+ Z/G)cos‘lpeobz)\
ZG) cos? ) costv -} E(JG A JH A4 HI—

+
Equ EE, EE EEE’
— G—g,——J—p,

"J

‘\cos‘z)\ cos?u.cos|=0.

Diese Gleichung kann auch nach einigen einfachen Rechnun-
gen so geschrieben werden:
Monatsh, fiir Mathematik u. Physik, X. Jahrg. 23



3b4 Fmil Kohl.

(0992 — (po*) [ G (cos2u - cos ) ~H (cos?h cos2v) - J (cosh - cos )~
L E, A

— —_ 2 2y » S 2 2
4(G 4 cos?u cos?y — 4\ H i) e Acos?y
( 7> cos?h cos? p) -~ [HJ cos?h - GJ cos?p - GH cos
( ) 2} 4 ](G E Ez) 4 2
(18) cos?h eostp — 4 — gy ) costpcosty
E E,
( >00s4)cos p~4J(H~ " ‘\cosﬂ cos?y
/
;
~4H(G-—~ cos?y eosty — 4 G| H— )cosgk costv
£ 4z

—QEEr, G+2E E ¢ J+2E Ep H—E E E).
cos2)\ cos? . cos?v]=
Die Berechnung von (18) ist hiebei so vorzunehmen, dass

zundichst die Glieder der Gleichung (17) ganz allgemein entwmkelt
hieranf mittelst (9) und (10) die Reduction auf Grofien von der
Ordnung |~ durchgefuhrt und schliefilich nach erfolgter Multipli-
cation mit A resp. Division durch 1) die Beziehungen (11) unc

{12) angewendet werden.
Mittelst der Gleichung (11) und (12) lassen sich zunichs
die Werte von p,q,r in E, E , E ausdriicken; setzt man

EyEzzm
EE =mn
B E =9

S = 2mo 4~ 2mn -+ Zno — m? — n? — 0%
so ergibt sich » = :

AE E I E, E’

B EAEE—EE auin—o

By = 2E F, = 2m
B EAEE—EE gwio—q

b= 2F F, T om
B EAEE—EE mia—

%= 2F E - 2n
B EAEE-EE aio—m

%= SE E, T ow
B E4EE—EE mlo—n

@ 2E,E o 20
_BBABB—BE aio—m
y 3L, L, =T %
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Nach Fresnel ist nun die (Hleichung, welche die normale
Fortpflanzungsgeschwindigkeit » als Function der Richtungscosinus
der Wellenebene definiert, von der Form

@:(?iz 22 —}— vCOS s "{— @zc'o_s_ 2‘: = 07
oder : ’
19) vt — vﬂ(v‘j -+ vf) cos? k-~ (02 -+ 0?) cos?y -+ (vz ~+ v;)cosz v]

—I—[v2 v cos? k-], o cos?p -0 v cos? v} =07

und wird als Elasticitdtsfliche bezeichnet; v, v, v bedeuten

x) Yy? Tz
hiebei * gewisse Geschwmdlgkelten nach den Hauptachsen fir die
Systeme
cosh=1, 0, 0,
cosp=10, 1, 0,
cosv=20, 0, 1.

Es entsteht nun die Frage, ob durch gewisse Annahmen be-
ziiglich G, H, J in dem vorliegenden Medium Schwingungen
moghch s1nd Welche genau zu denselben Formeln fiihren wie jene
bei der Doppelbrechung des Lichtes.

Aus Gleichung (18') erkennt man nun, dass dies dann der
Fall ist, wenn die Constanten &, H, J die Werte haben

E E "

¥y s __ T
G= 4x T 4x?

20 H BE _ »
(20) l T T4x T 4w
EE
J = 4% - 4hv’

da dann auch der mit dem Faector cos?A cos?pcos?y behaftete
Ausdruck 2 E r G--2E E g H-{-2E F p, H—-EE E, in

(18" identisch verschwindet.

"Durch Division von (18") durch p? nimmt dieselbe die Ge-
stalt

v%)? — (v?) [g(coszp—{—coszv)—{—g(cosz)\—[—cosgv)—{—L—T(oosz}\—{-cos%)}

21
—3—{—6171@005 v—}——~c s%—}— oos%}-()
oder p e
cosZ A cos? cos?y
=0
(211 pi— G+ 2_§+@2__£
P p p

) Verdet, Vorlesungen itber die Wellentheorie des Lichtes. I B., 154 Cap.
25%
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an, woraus sich fiir die axialen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten

die Werte ergeben: _
G
@z = ;?

Y
y P’

v, == ‘/ / ;Z,
und zwar gilt das Schema:

Wert von cosh j cos p [ cos v [ axiale Gteschwindigkeiten

| |
| 1 | 0] 0 | »,o, nach der X-Achse |
{ 0 1 0 | v,0, , , Y j
] 0 0] 1 Uy n w L |

Aus (20) folgt eine einfache Beziehung fir G, H,J:

Heg=—1,1.1
G.H.J_Em-.Ey.Ez.
Dureh (9), (10) und (20) reduciert sich also die Anzahl der
Constanten in einem vollkommen elastischen und vollkommen in-
compressiblen Medium, welches dieselben Wellengleichungen wie
der Lichtither besitzt, auf drei, nimlich die von einander unab-
hingigen Grofen E, E, E,.
Aus (21) folgt nach bekannter Methode?) die Gleichung der
‘Wellenfliiche in der Fresnel’schen Form:

G H J

;cos l b-cosw% ?cos 7%

! —+ -+ ——=0
G H J

)2 — 2 e — = e —

S T it

wobei unter (#) die Geschwindigkeit nach dem Strahle, I, m, n di
Richtungswinkel desselben zu verstehen ist.

Aus den hier vorgefithrten Entwickelungen ergibt sich dem
nach der Satz:

1. Betrachtet man den Lichtither als ein voll
kommen elastischesund vollkommen incompressible
Medium, so erfolgen die Schwingungen nach den Ge
setzen der Fresnelschen Wellenfliche, wenn di
Schubelasticitits-Coefficienten die Form besitzen

‘1) Verdet, Vorlesungen iiber die Wellentheorie des Lichtes, Capitel 15
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EE 5§ 1

y e O 1

¢ 4y 4v B!
B E, S 1

TP R

j P _ 8 1
4x 4 E’

worin B, F FE die Zugelasticititscoefficientennach
den drei Achsen bedeuten und 8§ und = die friither
angefiihrten Werte besitzen.

Es ist also hiermit bewiesen, dass der Lichtither unter ge-
‘wissen Beziehungen seiner (Jonstanten als elastisches Medium auf-
gefasst werden kann.

Aus der Gleichung (14) lassen sich des Welteren auch ge-
wisse Sitze tiber die Richtungscosinus der Schwingungen selbst
ableiten. Zu diesem Zwecke mtiove folgende Bemerkung voraus-
geschickt werden :

Es seien drei Richtungscosinus durch die Werte

Keosp=L-}Plime,

Keost =M+ Qlimew, ,

KCOS}(:N—{——Rlimw (lim v = o0)
definiert, worin K ein Proportionalititsfactor, L, M, N; P, ¢, E aber

endliche Grofien sind; wie eine einfache Rechnung zelgt kann dann
bis anf verschwindend kleine Grofen

€os @ == P
L
cos &= %7
cosy =,  (K=VP{ QLR

gesetzt werden.
Davon lisst sich beim vorliegenden Falle Gebrauch machen.
Gleichung (14) kann némlich geschrieben werden:
(4 — 0% cos 9 -} Beos ¥ - Ceos y =10,
(Beosg -} (D —v?ecosy 4 Ceosy =0, -
Ceos ¢ 4 Ecos ¢ + (F — v%) cos y =0,
worin 4, B, C, D, E, F' die durch (16) definierten Werte besitzen.
Man erhiilt’ hleraus
[ Keos o= (D — %) (F—v?) — E?
(220) Kecos=EC ~ (F—0?) B,
1 Keosy=BE— (D—v¥C,



358 Emil Kokl

ist. Kntwickelt man diese Ausdriicke, wendet die Beziehung (9)
an und setzt fiir »? eine der beiden endlichen Wurzeln von (21),
so lassen sich die gefundenen Werte in gewisse endliche Gréfien

L, M,N und in mit dem Factor % behaftete ebenfalls endliche

Groflen P, @, R zerlegen, so dass der eben erwihnte Fall zur An-
wendung kommt, cos o, cosd, cosy daher blob von P, Q, R ab-
hiingt; es ist somit, wemn fir G, H,J; p,q,r; B E,E K, E F
ihre Werte in m,n,0 und x eingesetzt werden, nach einfachen
Rechnungen :

cos cpzz%l{[—z cos?h coszp—{—%eosg}\ eos%—%%1 (cosfp - cosf"v)g]
2 — % (cos® p - cos? v) v’ }7
2
o) cos n‘g; = I"I(; {[2 cos?y — ;’In (cos?p - cos?y) — g (cos?h -}~ cos? v)}
2 cos h cos i - % cos h cos vy,
2
cosX; = %1 {[f—; cos? — % (eos?h - cos?p) — %t (cos?u - coszv)J.
2 cos A cosv - x cosh cosv vi};
9

dabei beziehen sich die beiden Indices 1 und 2 auf die aus
Gleichung (21) resultierenden zwei endlichen Wurzeln +2 und o}

K sind Proportionalititsfactoren, dargestellt durch VP2-L- Q2 R*

1
*wie oben erwihnt.
Bildet man

cos @, cos h -~ cos Y, cos . |- cosy, cosv,

2 2 2
so wird dieser Ausdruck identisch Null; bieraus folgt:

JI. Die beiden Schwingungen mit endliche
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ineinem Medium m!
den 1m . Satze definierten Eigenschaften geschehe
in der Wellenebene, sie sind demnach transversal,

Dieser Satz ist eine nothwendige Folge der Incompressibilit
des Mittels.

Bildet man ferner auns (22)

€08 @, €OS Py -}~ cos Y, cosd, | cosyy COS Y,
und beriicksichtigt, dass nach (21)
p (@] -+ v}) = (G- H) cos?v - (G J) cos?y - (H - J) cos?h
020 vt = G Heos?v - G J cos? -~ HJ eos?

ist, so wird obige Productensumme ebenfalls Null, woraus folgt:
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III. Die beiden transversalen Schwingungen
stehen aufeinander senkrecht.

Es eriibrigt noch die Richtungscosinus derjenigen Schwingung
zu untersuchen, fiir welche

2_‘00
@3——-

wird. Die vollstindige Form der cubischen Gleichung (17) lisst
sich unter Beachtung der Beziehungen (9) und (12) so darstellen:

(o2 — (o097 | 5 ot od | o) [ (2 4 o) -0t o}
— [T: v} ] — 4G HJ cos? ) cos? p cosng =0.

Nach fritheren Bemerkungen sind die wahren Wurzeln dieser
Gleichung
2 2
(?Jl) — .01 :]: 817
) 2
(02) = 7}2 + €9y
9 X
(7-’3) = A’
worin ¢, 5, zwei gegen Null convergierende Grofen darstellen,
wenn lim F= wird. Berechnet man mit diesem Werte von 02

die Richtungscosinus nach der Formel (22a), so erhdlt man die-
selben in der Gestalt

(K) cosoy = (L) -+ i Py (%)2 cos A cos A,
(K) costy =(M)+- 5 (@) + () cosh cosy,
(K)cosy; = () —[——AA— (R) (%)2 cos h cosv,

wobei (K) einen Proportionalititsfactor, L, M, ZV# P, @, B endliche
Grofien darstellen. Man ersieht wieder, dass, da alle Glieder 0. und

1. Potenz von % gegen jene 2. Potenz verschwinden, die Richtungs-
cosinus folgende einfache Werte besitzen :
€08 © == €O5 A,

cos ¥, == cos i,
COSyg == COS V.
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Die Schwingungen der dritten Art geschehen also senkrecht
zur Wellenebene; auf Grund dessen kann man folgenden Satz
aussprechen :

IV. Die drei Schwingungsrichtungen in einem
Medium mit den im ersten Satze definierten Eigen-
schaften stehen wechselweise auf einander senkrecht.

Wie leicht ersichtlich, ist die Wellenfliche dieser dritten

b4 .
: die

Schwingung eine Kugel mit dem unendlich grofien Radius A

Volumsdilatation ist

also lim =03 sie ist von der Lage der Wellenebene unabhingig
man kann diese Welle als longitudinal bezeichenen. In der Optik
wird gewthnlich vorausgesetzt, dass sie iiberhaupt nicht auftritt, was
in dem vorliegenden Falle offenbar dann eintreten wiirde, wenn
das Medium absolut incompressibel ist.

Dieses letztere Resultat ldsst eine einfache physikalische
Deutung zu. Setzt man das Princip der Superposition der kleinsten
Bewegungen als richtig voraus, so wird man die in der Wellenebene
(%, ), v) zur Zeit ¢ herrschende Totalbewegung in drei zu einander senk-
rechte Partialbewegungen nach den drei eben entwickelten Schwin-
gungsrichtungen (94,5, Y1,9, 5 %1,2,5) Zerlegen konnen, deren Com-
ponenten nach den Coordinatenachsen &, 3, 7,9,3, Cy,0,5 sind.
Bildet man nun die Ausdriicke fiir die lebendige Kraft, so ist
gemif der Beziehung zwischen den drei Richtungscosinus fiir ein
beliebiges Vielfache n der Schwingungsdauer T’

2 Gttt D )| Hp a0, =

ST+ el + el )+ (e e+ 5])
2{([35 + ot + ot T 6t_+ 0t + o0t +
sl
+<[-67J -+ ot + ot Jhexnr®

Denkt man sich also von der Erregungsebene eine vollstin-
dige Welle ausgehen, so wird sich die gesammte lebendige Kraft
nach Verlauf einer beliebig groflen Zeit in den drei Einzelwellen
wieder vorfinden, trotzdem sich dieselben wegen ibrer verschiedenen
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von einander beliebig weit getrennt
haben. Die Orthogonalitit der Schwingungsrichtungen gibt also
die hinreichende und nothwendige Bedingung dafiir an, dass eine

von einem gemeinsamen Erregungsorte ausgehende Wellenbewegung,
die sich in mit verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten be-
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gabte Einzelwellen zerlegt, trotz der sofort eintretenden Trennung
doch stets dieselbe lebendige Kraft repriisentiert.
Fiir einachsige Medien ist speciell, wenn die Z-Achse als
Symmetrieachse betrachtet wird,
E,=E,

G =H
gac:pmpz:gz? rm:Tyzg'

Die Wurzelwerte fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
der beiden endlichen Wellen werden

0: :{J—(cosz)\ + cos? p) —[—gp cos?y;

die Wellenfliche nimmt die Form an

(Tgnﬁ) r?leos?l - cos?m] | ricosn N\ __ o
. 0 J G

p g

Sie besteht demnach aus einer Kugel (ordinéire Schwingung),
und einem Rotationsellipsoid (extraordiniire Schwingung);
letzteres beriihrt die erstere in deren Schnittpunkt mit der Z-Achse
(optische Achse). Die Richtungscosinus der ordiniren Schwin-
gung sind nach Gleichung (22)

COSA COS vV
€oSs Y = :{: T,
Veos?h - cos? .
. CO8 . COSY
cost = &

Veos?h - cos? y’
cosy, = F Veos®h - cos?y,
die der extraordiniren Schwingung aber

COs .

CO8 Py — + e,
Veos?h + eos?
cos A
Yoom o
O = T Y e T aast
Veos?h - cos?p
cosyy= 0.

Aus der Form der Cosinuswerte ergibt sich:

V. Die Schwingungen der ordiniren Welle er-
folgen in den Meridianen der Kugel, jene der extra-



362 Emil Kohl,

ordindren Wellein den Parallelkreisen des Rotations-
ellipsoides, wenn man die gemeinsamen Bertihrungs-
punkte als Pole annimmt.

Es handelt sich schlieBlich noech um die Frage nach der
Schwingungsrichtung beider Wellen in Bezug auf die Polari-
sationsebene, d.h.die durch die optische Achse und das Einfalls-
loth gelegte Ebene. Man denke sich aus dem Medium eine plan-
parallele Platte geschnitten und eine ebene unter beliebigem Azimute
polarisierte Welle mit schiefer Incidenz so einfallen, dass Einfalls-
und Polarisationsebene zusammenfallen. Wendet man behufs Con-
struetion der gebrochenen Wellen das Huyghen’sche Princip in der
bekannten Weise an, so erkennt man leicht, dass zwei Wellen
entstehen, deren Brechungsebenen im Krystalle wieder in der Po-
larisationsebene liegen. Nach dem eben entwickelten Satz V folgt,
dass die Schwingungen der ordindren Welle in der Polarisationsebene,
jene der extraordindren Welle aber senkrecht zu derselben vor
sich gehen; zur ersteren gibt die in der Kinfallsebene liegende,
zur letzteren die darauf senkrechte Componente der Gesammt-
schwingung Veranlassung. Man kann daher den Satz aussprechen:

VI. Die Schwingungen der ordindiren Welle ge-
schehen in der Polarisationsebene, die der extraordi-
niren senkrecht zu derselben.

Zusammenfassend lassen sich die gefunden Resultate folgen-
dermaflen aussprechen:

Betrachtet man den Lichtither als ein vollkom-
men elastisches und vollkommen incompressibles
Medium, welches in Krystallen des nicht tesseralen
Systemes zugleich anisotrop ist, so fiihren, wenn die
Schubelasticitdtscoefficienten die oben entwickelte
Form besitzen, die Gleichungen der Elasticitidts-
theorieauf die Fresnel'sche Wellenfldche. Die Schwin-
gungenineinaxigenKrystallen erfolgen aber hinsicht-
lich ihrer Lage beziiglich der Polarisationsebene
gemill der Neumann'schen Hypothese.

II. Medium mit gleicher Elasticitiit und ungleicher Dichie.

Eine zweite der Beschaffenheit des Lichtithers vielfach zu-
grunde gelegte Annahme ist die, dass seine Elasticitat in Krystaller
nach allen Richtungen gleich, seine Dichte nach drei zu emande
senkrechten Achsen aber verschieden ist. Beziiglich des letzterer
Ausdruckes ist jedoch eine nihere Erorterung ndthig. Wiirde max
den Ausdruck Dichte in dem gewdhnlichen Sinne als die in de
Volumseinheit enthaltene Materie fassen, so ist klar, dass, wie anecl
die Aneinanderlagerung der Massentheilchen sei, wenn selbe nu
symmetrisch zu den Achsen angeordnet sind, stets in jedem gleicl
groflen Elementar-Parallelepiped die gleiche Masse vorhanden ist
welches auch dessen Lage sein mag. Denn denkt man sich z. B
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aus dem Korper ein Parallelepiped mit den Kanten g, b, ¢ parallel
zu den Achsen herausgeschnitten, welches die Masse d enthilt,
und dasselbe durch ein System von drei zu einander senkrechten
Ebenen in lauter Elementarprismen mit den Seiten Al, Am,An
zerlegt, so ist die in demselben enthaltene Masse

AlAmAn

Ad=d a.b.c

Diese Grofle ist aber unabhingiy von der Lage der Kanten
Al,Am,An, somit des Systems der Theilungsebenen, da man die
an den Endfliichen des Prismas a b ¢ etwa auftretenden nicht pris-
matischen Korperchen wegen der Kleinheit ihrer Summe gegentiber
dem Prismeninhalt vernachldssigen kann. Dieselben Uberlegungen
gelten offenbar auch, wenn statt des Prismas @b c ein beliebig be-
grenzter Theil des Mediums betrachtet wird.

2k 2

Es ist nun zu bedenken, dass in den linken Seiten p%, 0 Ojl—t;l’

2
pO(Z)ZT; der Gleichungen der Elasticitéitstheorie, wie tiberhaupt im
Iy Alembert’schen Principe, p eigentlich die Bedeutung eines Wider-
standes der Masse besitzt. Die ,Masse“ hat ja schlieflich in
der gesammten Mechanik iiberhaupt nur diese Bedeutung, da es
Jja nicht moglich ist, einen directen Schluss auf die Materie durch
die von einer gegebenen Kraft ihr ertheilte Beschleunigung zu ziehen.
Man kann sich nun vorstellen, dass die im betrachteten Medium
durch die Verschiebungen geweckten Elasticititskrifte zwar nach
allen Richtungen gleich grofi sind, dass aber die bewegenden Kriifte
nach verschiedenen Richtungen hin verschiedene #uflere Wider-
stinde zu iiberwinden haben, etwa dadurch hervorgerufen, dass in
das Mittel discrete Massentheilchen eingebettet sind, welche infolge
eines eigenthtimlichen Zusammenhanges derselben nach verschiedener
Richtung mit verschiedener Leichtigkeit beweglich sind. Nothwendig
ist aber hiebei die Voraussetzung, dass diese Theilchen nur an der
Bewegung des Mittels theilnehmen, jedoch nicht selbst Ausgangs-
punkte von Wellen innerhalb des Complexes des von ihnen er-
filllten Raumes sind, die eine von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
im Medium verschiedene Geschwindigkeit besitzen. Indem der
Begriff der Dichte so gefasst werden soll, konnen die Elasticitits-
gleichungen der Bewegung in der Form geschrieben werden:

a2t . , 00

P1d—tg:KAE+K 32

2y Ry

(23) k Pg diz =KAq+ K ﬁa

d2 ¢ Y
PsW’i‘KAC_I“K 72
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. E E
worin K=.—"— - K =
20+ uy 5A+w (- 29y
hES 02 - 0 .
ax-"TBy2+az2’ —65_!—8__}—5_.5’

ferner F den Elastleltatscoefﬁ(:lenten, p die Poisson-Wertheim’sche
Constante bedeutet.

Setzt man wieder voraus, dass die Schwingungen unter ein-
ander parallel bleiben und auf einer Wellenebene

2 cos h—ycos pf2cosy =0
begonnen haben, so wird die Gleichung derselben zur Zeit ¢ sein

zeosh-l-ycospt-zcosv=u0t

wenn sie sich mit der normalen Geschwindigkeit » parallel zu sich
im Medium verschiebt. Sind ferner g, ¢, 7 die Richtungswinkel
der Schwingungscomponenten £, 7, {, so lassen sich dieselben in
der Form schreiben:

f=coso
(24) {n =cos ¥ ;sin 2x (t — xeos)\—{—ye;)s‘u—]—zcosv>
L=cosy

Setzt man.die Derivierten von (24) in (23) ein, so erhilt man
folgende Gleichungen :

4 ' ’
(?—[—Iicos2 A—w 2) cos g -}- chos)\ COSpcosx+—§{~ coshcosy cosy ==(
1 1 1

'

(25) é}—cosycos)\ cosyp +( %cos2 p—~09) costb—{- pg cosp.cosy cosy ==(
Pa 2

K K '
o cosveosheoso—| chosv cosy. cosb—|- (; —+ ?cos 2y — 02) cos g =(
3 3 3 3

Die Determinante, deren Verschwinden die nothwendige und
hinreichende Bedingung fiir das Bestehen dieser drei Gleichungen,
also fiir die Moglichkeit der Auflgsung derselben nach coso, cosd,
eosy, angibt, lautet:

K ' K K’
< —I—Iicosﬂ——v) ——coskcosy,—cos)\ cos v
&1 pl 121 Py
K . (K K’ 2) K
— cos . cosh, | — 4 —cos?p — v?), ——cosp cos v
P2 P2 P2 Pa
t ! KY
1S COSV COS A, K COS YV COS Y, (—Ig+—~ cos?y — 172>
Ps Ps T Mps Ps
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Hieraus folgt wieder eine cubische Gleichung fiir v?:

[ (1 1 1> (coszl cos? . coszvﬂ
v — ot K| - —4— ) K
L P1+92+P3 T P1 ™ P2 ™ Ps
: 1 1 1 cos? A - cos?y
©6) o2 [K (L4 b L)y (e
T 1 Pe 1-91 Ps +P1Ps T ( P1 Ps ™
23 2 2 2 3 2 !
+cos A - cos p,_i_cos 1~ cos v)__K + K K] =0,
Pr P2 P2 Ps P1 P2 Ps
da die Glieder mit K'? ausfallen. Setzt man fiir ein incompressibles

Medium als Definitionsgleichung p = é, also
lim K'= o0,

so besitzt diese Gleichung die im ersten Abschnitte angegebenen
Figenschaften, und es konnen die dort angestellten Betrachtungen
hier Verwendung finden. Dividiert man also (26) unter Voraussetzung
eines endlichen »2 durch lim K’ = oo, s0 erhilt man fiir die beiden
endlichen Wurzelwerte die Gleichung:

U4K<cos2k+coszp+cos2v>_02 Kz(cosﬂ}\—{—cosiv_{_

97 21 P2 Ps Pi Ps
27) cos?h L cos?y | cos?y - costy K3
h __}__ P = 0 .
Py Do P2 Ps P10z P3
Setzt man der Kiirze wegen

K_

151

K_ye

Pa ’

K_,

Ps ’

so kann (27) auch in der Form geéchrieben, werden:

a?cos?h | b%cos?y . c2cos?y

@) G T T

Diese Gleichung liefert die Beziehung zwischen der normalen
Fortpflanzungsgeschwindigkeit » und den Richtungswinkeln A, g, v
der Wellennormalen ; die hiedurch definierte Fliche heilit, wie schon
im 1. Abschnitte erwihnt, die Elasticititsfliiche.’) Wihrend in der
Fresnel’schen Theorie dieselbe die Form

cos? i cos? u, cos?y

G T T =0

0.

e2—op%

02___/02

1) Verdet, Vorlesungen iiber die Wellentheorie des Lichtes, I, Theil, 154.
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besitzt, nimmt sie hier nach (28) die Gestalt der Fresnel'schen
Wellenfliiche an ; offenbar wird die aus (28) gefundene Wellenfliche
nieht mehr mit der Fresnel’schen iibereinstimmen; man kann daher
den Satz aussprechen:

VIL. Unter Annabme gleicher Elasticitat, aber
nach den Achsen verschiedener Dichte des elasti-
schen Mediums hat die Wellenfliiche nicht die von
Fresnel gegebene Form.

Berechnet man mittelst der Determinantentheorie aus -(25) die
Richtungscosinus der Schwingungscomponenten, so erhélt man

2 9
g [cos?v | cos?u
B, cos g; == (cos?p—-cos?v) — o; ( -+ ‘ >,
2 2 P1 P2 2\ 03 o
9 COSA COS U
(29) | Bicosd=— COs A COS .~ V1 -,
2 2 iz Ps 2 P2
s 9 COS A COSV
Rycosyy = — cosh cos v —- vy ,
2 2 P2 Pg 2 P3

wo R, gewisse Proportionalititsfactoren darstellen.
9
Daraus folgt zuniichst
¢0s p, cos A -~ cos ¥, eosp - cosy, cosv =0,
2 2 2
woraus sich der Satz ergibt:

VIII. Die Schwingungen erfolgen unter der im
VII. Satze gemachten Annahme in der Wellenebene,
sind also transversal

Dividiert man Gleichung (27) durch

vt

(_ifi),
P1 P2 P

so erscheint sie in der Form:

2
(lé) — <%)%[pl(cos%—{-cos?v)—i—pg(cosg)\+cos2v)+()3(cos2)\+cos?p)
\O

- [py pa cos?v - py pgcos® p - py py cOS? N =0;

daraus folgt:

< 1 ) 2—Jf— <l) 2 1 [0, (cos2pt-c082v)4-py (CO82h—+-c0s2v ) +pg(cOs?Atcos )

v ‘N K

12/ 1y 1 . . 2y
'y (0_2 =T lpy pg cOS2Y - py py OS® b - py py cOS? A
1 .
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Dividiert man nun (29) durch <1;1)2, bildet weiters
2

1
¢ ! N -
B Ry —— [cos @ cos @, - cos Y cos Yy - cos y; €os %]

9%

und wendet die eben erwihnten Beziehungen an, so findet man
nach einfachen Rechnungen, dass diese Productensumme = 0 ist.

Man gewinnt so den Satz:

IX. Die beiden Schwingungsrichtungen in einem
mit den im VIL. Satze definierten Eigenschaften be-
gabten Medium stehen auf einander senkrecht.

Was endlich die Richtungscosinus der mit unendlich groBer
Fortpflanzungsgeschwindigkeit begabten Schwingung betrifit, so
wurde im 1. Abschnitte darauf hingewiesen, dass fiir diese

@2 e (cos2 A +- COS2}L+ cos? v) 4o,

1 P2 fs

also _ _ _
= (% cos?A + b2 cos? . | cZcos?v) -} Q

gesetzt werden kann, worin a, b, c = /f?’ g, l/g ist, also
fiir unendlich grolle Werte von K' wegen

lim VK - K =lim VK? (lim K’ = oo, K endlich)
die longitudinalen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten nach den Achsen
darstellen, und Q eine endliche Zahl bedeutet.

Berechnet man aus (25) nach der Determinantentheorie cos ¢,
cos Uy, cos Yy, S0 ergibt sich

cos cosh 1 a’x
Dy —=
T3

9—1—19~j1)"
g o cospl by
BB = DT D
cosv 1 2z = = =
_— " J— . | J— 22 2 22 2 2.
CO8 ¥y == " D= (D'= Va2 462 y% -+ c?2?)

Die Schwingungen erfolgen also nicht normal zur Wellen-
ebene, sondern normal zu einem Ellipsoid von der Form

a? 22 - 52 y? - ¢? 22— Const.

Daraus ist zu entnehmen, dass diese dritte Schwingung nicht
mehr wie die des vorhergehenden Abschnittes mit den beiden
transversalen ein orthogonales System bildet.
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Aus den abgeleiteten Gleichungen ersieht man, dass die
Voraussetzung, der Lichtither sei ein absolut elastisches und in-
compressibles Medium mit gleicher Elasticitit aber verschiedener
Dichte, nicht auf die experimentell beglaubigten Gesetze der Doppel-
brechung fiihrt.) Nun muss allerdings folgender Umstand in Betracht
gezogen werden. Es wurde vorausgesetzt, dass die Verschiedenheit
der Dichte in dem Mitschwingen von vollkommen trigen Massen-
theilechen ohne specielle Eigenschwingungen begriindet sei, welche
jedoch nach verschiedenen Richtungen infolge einer eigenthiimlichen
Art der Structurlagerung der Bewegung einen verschiedenen
Widerstand entgegensetzen. Es dirfte nun kaum angehen, einen
derartigen Zusammenhang zwischen den materiellen Theilchen ohne
eine  Auflerung einer selbstindigen Eigenschwingung derselben
anzunehmen, da sie dann nicht mehr absolut triige, sondern gewissen
inneren Kriften unterworfen sind. Daraus folgt, dass die Gleichungen
(28) nur unvollstindig die gesammte Bewegung schildern, dass viel-
mehr auch der Einfluss der materiellen Theilchen in Betracht zu
ziehen sei, etwa in der Weise, dass man zu den Gleichungen (23)
noch diejenigen fiir die materiellen Theilchen hinzufiigt, jedoch so,
dass die inneren elastischen Kriifte des einen Mittels zugleich die
dufleren fiir das andere bilden. Eine solche Darstellung ist aber
der reinen Elasticititstheorie des Lichtes, welche von dem Mitspielen
der Eigenschwingungen der korperlichen Massen absieht, fremd
und soll daher hier nicht weiter verfolgt werden.

Zusammenfassend ergibt sich also der Schluss, dass die An-
nahme von der Gleichheit der Elasticitit und der Verschiedenheit
der Dichte vom Standpunkte der Elasticititsgleichungen unver-
einbar mit den experimentell bewahrheiteten Gesetzen der Doppel-
brechung ist, wihrend die Annahme von der Gleichheit der Dichte
und Verschiedenheit der Elasticitit wohl zu den Fresnel’schen
Gresetzen fithrt, jedoch hinsichtlich der Schwingungen der ordiniiren
und der extraordiniren Welle in einachsigen Krystallen in Bezug
anf die Polarisationsebene den Neumann’schen Satz ergibt.

In diesen Betrachtungen wurde vorausgesetzt, dass der mit
den Lichtschwingungen identische Vector durch die Verschiebungen
des elastischen Mediums definiert ist. Die Verhiltnisse gestalten
sich aber offenbar anders, wenn damit ein anderer Vector identi-
ficiert wird. Es seien hiezu einige Bemerkungen gestattet, welche
aus den bisher vorgefiihrten Entwicklungen folgen.

Es wurde bereits anfangs erwihnt, dass bei der Berechnung
des Problems der Schwingungen. eines incompressiblen Mediums
zuerst die allgemeinen Formeln fiir elastische Medien iiberhaupt zu

1) Es sei bemerkt, dass einige Theorien zu anderen Wellenflichen als der
Fresnel’schen gelangen. Man vergleiche hiemit: '

) K. Hollefreund, Die Gesetze der Lichtbewegung in doppelbrechenden
Medien nach der Lommel’schen Reibungs Theorie und ihre Ubereinstimmung mit
der Erfahrung. — Nova Acta Acad. C. Leopold.-Carol. Tomus 6. .

H. Hertz, Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir ruhende
Korper. Wiedemanns Ann. Bd. 40. (Schlusscapitel).
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entwickeln und sodann erst die Kigenschaft der Incompressibilitiit
durch Ubergang zu dem Grenzfalle eines Mediums, in welchem
keine cubische Dilatation auftreten kann, einzufiihren ist.

Dagegen wire es unthunlich, von vornehin Wellen zu unter-
suchen, fiir welche ]

w , dv | Dw
g~8x+8y+ Bz_—o

ist, da die Existenz solcher immer erst zu beweisen ist. In der
That zeigt sich bei Verfolgung der mathematischen Betrachtungen
der ersten Orundannabme Folgendes: In einem Medium sind im all-
gemeinen drei- Wellen mit verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindig-
keiten moglich, welch letztere gewisse, durch eine cubische Gleichung
dargestellte Functionen der elastischen Constanten des Mittels und
der Fortpflanzungsrichtung sind. In einem homogenen Medium zer-
fallen diese Wellen in eine longitudinale und zwei identisch gleiche
transversale ‘Wellen; in einem einachsigen Medium gibt es stets
eine transversale und zwei nicht transversale, in einem zweiachsigen
tiberhaupt keine transversale Welle mebr, falls man nicht gewisse
Beziehungen zwischen den elastischen Constanten einfiihrt, welche
dann schon ein specielles Mittel definieren. Ein solches ist nun auch
durch die Incompressibilitiits-Eigenschaft definiert. Infolge ~ dieser
degenerieren — wenn der Ansdruck gestattet ist — in einachsigen
Medien eine, in zweiachsigen aber zwei der urspriinglich nicht
transversalen Wellen, in eine, resp. zwei transversale Wellen, so
dass es im incompressiblen Mittel stets zwei rein transversale
Schwingungen gibt.

Auch bei der zweiten hier betrachteten Grundannahme wiire es
nicht sachgemiB, in den Gleichungen (23) von vornhinein die Glieder

K' Q—”, K @, K' 00 wegzulassen, weil damit der Factor lim K' = oo
04" 0y 0z ° ) :

multiplicativ verbunden erscheint. In der That wiirde man hie-
durch eine wesentlich andere Form der Gleichungen fiir v erhalten.

Hieraus ist zu schliefen, dass man ber Untersuchungen,
welche die Lichtschwingungen mit anderen als dem Verschiebungs-
vector der Theilchen identificieren nnd den Lichtither als incom-
pressibles, elastisches Medium betrachten, nieht ohne weiters wegen
der Incompressibiliit des Mittels bloB einen einzigen Vector einfiihren,
d. h. sofort die Glieder, welche in der Elasticititstheorie die Dilatation
enthalten, weglassen kann, sondern dass stets von den allgemeinen
Gleichungen auszugehen und erst sodann zum Grenzfalle eines
Mittels ohne Compressibilitit iiberzugehen ist. s ist naheliegend,
dass bei diesem Untersuchungsgange noch ein zweiter Vector oder
eventuell eine skalare GrofBe, (dhnlich der Dilatation) auftreten wird,
welehe den Gang der Untersuchungen modificiert. Jedoch soll ein
specielleres Eingehen auf diese Betrachtungen einer spiteren Ar-
beit vorbehalten bleiben.

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik, X, Jahrg. 24



