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Uber die Fortpflanzung yon ebenen Wellen in einem 
vollkommen elastischen, incompressiblen Medium mit 

Rt~eksicht auf die Doppelbrechung des Lichtes. 

Von Dr. Emil KoM in Wien. 

Die Arbeiten tiber die Doppelbrechung des Lichtes in Krystallen 
lassen sich je nach ihrem theoretischen Ausgangspunkt in mehrere 
Gruppen eintheilen. So gehen die Theorien yon Fres.~lell)~ 
N e u m a n n  ~) und Cauchy s) yon der Vorstellung yon Ather- 
theilchen aus~ dutch deren Verschiebung Krafte geweckt werden: 
we!ebe nieht mehr wie bei isotropen Medien auch in doppelbrechen- 
den Krystallen nach jeder Richtung hin mit jener der Versehiebung 
zusammenfallen. S t e f a n  4) gewinnt die Gleichungen der Doppel- 
b.reehung dureh die Betraehtung, dass die zur Versehiebung eines 
Athertheilchens nsthige Arbeit eine Function der Verschiebungs- 
richtung ist. Diese Darstellungen besitzen das charakteristische 
Merkmal, dass keine besondere Annahme fiber die Beschaffenheit 
des liehtleitenden Mediums: sondern nur fiber den Zusammenhang: 
zwischen den Verschiebungen und den durch sie geweckten KrMten 
gemacht wird. 

Arbeiten anderer Art sind jene: welche den Begriff einer 
Arbeitsfunction oder Potentials einft~hren~ also einer Function, deren 
Ableitungen nach den Unbekannten die wirkenden Krafte liefern~ 

~) A. F r e s n e ] ~  Mdmoire sur la double r4fraction. Mdmoires de l 'Acad ,  
des sciences, t. VII. 

2) F. E. N e u m a n n ,  Theorie tier doppelten Strahlenbrechung,  abgeleite~ 
aus den Gleichungen der Mechanik. Pogg.  Ann. Bd. 25, - -  Theoretische Unter-  
suchung'en der Gesetze, nach welchen alas Licht  an der Grenze zweier vollkommen 
durchsichtiger Medien reflectier~ und g'ebrochen wird. A b h a n d l g  d. Ber l iner  
Akademie, Bd. 35. 

s) A. C a u c h y ,  Mdmoire sur la thdorie de la lumi6re. Mdmoires de l'Acad., 
& sciences t. X. - -  Mdmoire sur la poiarisation recti]iffne et la double rgfractlon,' 
Mdmoires de l 'Acad, d. sciences, t. XVIII .  

4) j .  S t e fa  n, Theorie der doppelten Brechung. Sitzungsberich~e d. }Viener 
Akademie. Bd. 50 (II). 
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wie dies yon Gr  eenl),  M'. C a l l a g h  ~) and K i r e h h o f f  ~) gesehah. 
Da sieh dieses Potential als das in der E|asticit~ttstheorie wohl 
bekannte ,Potential der inneren Krgite" deuten l~tsst~ leiten diese 
Arbeiten saehgem~tf~ zur Elasticit~ttstheorie des Liehtes hiniiber~ 
welehe yon L amY ~) in seinem grundlegenden Werke eine sehr 
eingehende Behandlung erfuhr. Es ist nun zu bemerken, dass diese 
Arbeiten zur Ableitung der experimentell sicher gestellten That- 
saehen bereits gewisse Beziehungen zwisehen den anftretenden 
Constanten voraussetzen miissen~ welehe bereits bestimmten Eigen- 
sehaften des Mediums entsprechen. Weitere Ausbildung erfuhren 
diese Betraehtangen dureh V o l k m a n n S ) ,  L6vyG). and vor allem 
dutch v. LangT), der in seinem Lehrbuehe s) eme umfassende 
Darstellung der geometrisehen Gesetze der Doppelbreehung nieder- 
gelegt hat, Gleiehsam als ]3indeglied kSnnte eine Arbeit yon 
S t e f a n  9) betraehte~ werden, worm derselbe unter Anwendung 
yon Nethoden~ welehe denen der Elastieittttstheorie analog sind, 
die Gleiehungen der Lichtbeweguug in doppelbreehenden Medien 
auf dem yon Green eingesehlagenen Wege ableitet and ihre formelle 
Ubereinstimmung sowohl mit den Green'sehen wie mit den 
Cauehy'sehen Gleiehungen darthut. 

Eine dritte Kategorie yon Arbeiten sieht den Hauptgrund 
der Refraetionserseheinungen in der Beeinflussung der Liehtsehwin- 
gungen dureh die Mitbewegung der kOrperliehen Nassentheilehen. 
Begriindet dureh S e l l m e i e r  10) und v. H e l m h o l z  11) wurde diese 

1) G. G r e e n ,  On the Laws of Reflection and Refraction of Light at 4:he 
Common Surface of two non Crystallized Media. Transact. of the Cambridge 
Philos. Society, Vol. u part I. - -  On the Propagation of Light in Crystallized 
Media. u VII, part II.  

=) J. M'. C u l l u g h ,  On the Laws of CrystalIine Reflection and Refraction 
Transact. of the R, Irish Academy, Vol. XVI. 

8) O. K i r c h h o f f ,  {Jber die Reflexlon und Brechung des Lichtes an de1 
Grenze krystalliuiseher Mitte[. Abhandlung der Berliner Akademie, 1876. 

4) G. Lamd~ Legons sur la thgorie mathdmatique de l'dlasticitd des corp~ 
solides. Paris, 1866. 1Tome--g5 ~me legon. 

5) P. V o l k m ~ n n ~  Einfache Ableitung des Green'sehen Ausdruckes fii 
c]as Potential des Lichtgthers. Wieflemanns Ann. Bd. 35, 

6) M. Lgvy~ Sur los dquations les plus ggnoralos de la doable rdfraetio: 
compatible a v e c l a  surface de l'onde de Fresnel. Comptes rendus 105. 

v) V. v. L u n g ,  {}ber die Gesetze der Doppelbrechung. Sitzungsbericht 
tier Wiener  Akadomi% Bd. 43. - -  Zur Theorie der Doppelbrechung. Sitzung 
berichte der Wiener Akademie, Bd. 73. (lI), - -  Bemerkungen zu Cauchy 
Theorie der Doppelbrechung. Sitzungsberiehte der Wiener Akader*~ie. Bd. 81 (It  

s) V. v. Lang~ Einleltung in die theoretisehe Physik. Braunschweig~ 187: 
9) j .  Stefan~ Allgemeine Gleichungen fiir oscila,torische Bewegunge 

Pogg. AJan. Bd. 102. 
lo )  W. S e l l m e l e r ,  {~ber die durch Atherschwingungen erregten M~ 

schwingungen der KSrpertheilehen uncl deren Riiekwirknng anf die ersteren, b 
soneters zur Erklgrung der Dispersion and ihrer Anomalien. Pog'g. Ann. Bd. 14 
]3d. 147. 

11) t t .  v. H e l m h o l t z ,  Zur Theorie der anom~len Dispersion. Pogg. Ar 
Bd. 154. 
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Theorie hanptsSchlich yon K e t t e l e r ,  1) L o m m e l  -~) und  Vo ig t  s) 
ausgebildet~ welch letzterer unter gewissen Annahmen der in seinen 
Gleichungen auftretenden Constanten zum Green'schen Potential- 
ausdruck gelangt. ~) 

Die vierte Kategorie umfasst endlich die auf den Prineipien 
der elektromagnetischen Lichttheorie iul~enden zahlreichen Arbeiten 
der neuesten Zeit. Eine einheitliche Darstellung dieser Theorie 
gibt T u m l i r z  in seinem Lehrbuche. 5) Da sieh, wie t t e l m  G) ge- 
zeigt hat~ die Maxwell'sehen Gleichungen in der ihnen yon Hertz 
gegebenen Form dutch entsprechende Umformung der Ausdriieke 
der Elasticit~ttstheorie aueh als die Bewegungsgleichungen eines 
elastischen KSrpers deuten lassen, so ist wenigstens formell eine 
Beziehung zur elastisehen Theorie des Liehtes gegeben, wiewohl 
diese Arbeit zuniichst nur ein isotropes Medium voraussetzt. 

W~ihrend nun alle diese Theorien die experimentell beglaubig- 
ten Thatsaehen der Doppelbrechung des Lichtes in Krystallen 
voltkommen befriedigend darzustelten vermiSgen~ hen-seht bekannt- 
lich in der Frage nach der Sehwingungsriehtung der beiden Strahlen 
gegenitber der Polarisationsebene Meinungsversehiedenheit. Es 
hat nun D r u d e 7) in einer Discussion dieser versehiedenen Theorien 
auf den hSchst bemcrkenswerten Umstand hingewiesen~ dass es 
bei jeder Liehtbewcgung zwei Vcetoren gibt~ woven der eine, yon 
ihm als p o t e n t i e l l e r  V e c t o r  genannte und n i t  

u, s w  

bezeiehnete den Fresnel'sehen Formeln, der ander% als k i n e t i s c h e r 
V e c t o r  in der Form 

Ov Ow Ow Ou Ou ~v r 
~--Oz 0 g' "q--Ox 02 "~--Oy ~x  

dargestellte, den Neumann'sehen Formeln geniigt. Definiert man 
also als L i c h t  die periodisehen _~aderungen des potentiellen Vec- 
tors (resp. in der elektromagnetischen Lichttheorie jene der elektri- 
schen Kraft)~ so befolgt es die Fresnel'schen Gesetze, deutet man 
dasselbe aber als diejenigen des kinetisehen Vectors (resp. der 

2) E. K e t t e l e r ~  Thearetisehe Optik~ ffegriindet auf das Bessel-Sellmeler_ 
sehe Princip. Braunsehweig, 1885. 

~) E. L o m m e l ,  Theorie der Absorption und Fluorescenz. - -  Theorie der 
normMen and anormalen Dispersion. "Wiedemanns Ann. Bd. 3. - -  Thoorle tier 
doppelten Brechung. Wiedemanns Ann. Bd. 4. 

s) W. Vo ig t ,  Theorle des Lieh~es fiir vollkommen durehsichtige Nedia. 
Wiedemanns Ann. Bd. 19. 

4) W. Voigt~ Ubor die Theorie der Reflexion and Breehung an der Grenze 
durchsichtlger krystallinischer Medien. Wiedemanns Ann. Bet. 24. 

5) O. T u m l l r z ,  Die elek~romugnetisehe The orle des Liehtes...Leipzig, 1883. 
6) G. Holm,  Die For~pflanzung der Energie dureh den Ather. Wiede- 

manns Ann. Bd. 47. 
~) P. D r u d e ,  Inwiewelt  geniigen die bisherigen Liehttheorien den An- 

forderungen der praktischen Physlk ? GS~tinger Nachriehten 1892. 



3 4 6  E m i l  Kohl .  

magnetisehen Kraft)~ so erh~lt man jene yon Neumann. Die Be- 
deutung der u ist also in beiden Theorien gegenseitig vet'- 
tauscht. 

In jttngster Zeit hat B o 1 t z m a n n gelegentlieh einer popu- 
l~tren Bespreehung der RSntgen-Strahlen den Gedanken ausgespro- 
ehen~ dass sich der Liehtather gleichsam unter dem Bilde einer 
gelatinSsen~ sulz~thnliehen Masse vorstellen lass% soweit die Lieht- 
schwingungen in Betracht kommen. Die Hanpteigenschaft eines 
solchen Mediums ist die ungemein leiehte elastisehe Versehieb- 
barkeit bei nahezu g~nzlichem Mangel an Compressibilit~t. Dies- 
beziiglieh hat bereits V o lkma  n n in d er oben citierten Arbeit gezeigt~ 
dass sieh aus der Eigensehaft der Ineompressibilit~tt des Mediums 
eine solche Beziehung zwischen den Constanten derselben ergibt~ 
wie sic der Ausdruek ftir das Green'sehe Potential fordert. 

Die vorliegende Arbeit bildet die mathematisehe Formulierung 
dieses Gedankens. Es wird hier yon der Annahme ausgegangen, 
dass das L i e ht  (resp. die Wirkungen desselben) den elastischen 
Versehiebungen eines incompressiblen Mediums seine Entstehung 
verdankt xmd dass der periodisch sieh ~tndernde Vector~ welcher 
den ~Liehtschwingungen" entspricht~ identisch mit diesen ist. Mit 
Riieksicht darauf werden die Grundgleiehungen der Elastieit~tts- 
thorie unter der Voraussetzung untersucht~ dass das Medium voll- 
kommen elastiseh und vollkommen incompressibel ist. Nimmt man 
hiebei an, dass dureh die Erfahrung die Rieht~gkeit der Fresnel- 
schen Formel ftir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v einer Plan- 
welle in Riehtung ihrer Normalen (definiert dureh ihre Riehtungs- 
winkel X~ ~ v) in der Gestalt 

c o s  2 ~, c o s  2 ~ c o s  2 v 

bewahrheitet is% so lassen sieh hieraus Schliisse auf die Constanter 
der Elastieitgtsgleichungen ziehen, welehe gewisse charakteristischt 
Eigenschaften dieses Mediums ngher bestimmen lassen. 

Unter Zugrundelegung des Vorganges yon Fresnel solle~ 
die Untersuehungen auf Planwellen beschr~tnkt und vorausgesetz 
werden~ dass deren Einhfillende die yon einem Erregungspunkt. 
ausgehende Wellenfl~tehe darstellt. 

Der Gang der Untersuchungen wird demnaeh der sein~ das 
zunachst die Gleiehungen fitr die WeUenbewegungen in einem be 
liebigen anisotropen elastischen Medimn aufgestellt und sodann ar 
den Grenzfall, dass die cubische Dilatation unendlich klein wir( 
ausgedehnt werden. Es sei bemerk% dass hiebei Glieder~ welch 
die cubisehe Dilatation enthalten, nicht ohne weiters weggelasse 
werden diirfen, obwohl dieselbe gegen Null eonvergier% da gleicf 
zeitig damit Glieder multiplieativ verbunden sind, welche de 
Factor des cubisehen Compressionscoefieienten enthalten, der m 
endlieh gre~ wird. 
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Die Untersuchungen selbst werden sich auf die beiden be- 
kannten Grundannahmen~ dass entweder die Elastieit~tt oder dass 
die Dichte naeh versehiedenen Richttmgen Versehieden ist: bezieher~ 
and die sick hieraus ergebenden Consequenzen naher er~rtert 
werden. 

I. Medium mlt unf l | e icher  Elast ic i t~t  und ~ le icher  Dichte .  

Es werde ein Medium vorausgesetzt, welches nach drei senk- 
recht aufeinander stehenden Richtungen, die zugleich als Coordi- 
natenachsen gew~hlt werden sollen~ versehiedene Elasticitat besitzen 
mSge. Man denke sich aus demselben einen Wiirfel mit zu den 
drei Azhsen parallelen Seiten herausgeschnitten and auf ein parM- 
leles Flachenpaar eine normMe Zugkraft P wirken. Diese Kraft 
bewirkt einerseits eine Verl~ngerung in der Richtung tier in sic 
fallenden Kant% anderseits Verk~trzungen der beiden senkrecht 
darauf stehenden Kanten, welche wegen der Verschiedenheit der 
E]asticitat ebenfalls verschieden sein werden. Die resultiorenden 
Verschiebungen werden dureh folgendes Schema gegeben sein" 

Zugkraft P wirkt parallel 

der X-Achse ~" Y-Aehse Z-Achse 
P ~p to 

X-Kante am ~- - -  q,. ~ -  - - - r ~ -  
x y z 

P P P 
Es wird verl~tngert die Y- ,, ,, - - 2 , j ~  ~ - - ~  

P P P 
Z- , ,  , ,  

Hierin bedeutet E ,  Es~]~' ~ den entspreehenden Elasticit~ts- 
coeffieienten naeh je einer Aehse, die 2, q, r sind Gr013en: die der 
Poisson-Wertheimsehen Constante bei homogenem Medium analog 
sin& L~sst man auf alle Pl~ehea des Wtirfels normale Zugkr~fte 
P wirken, so hat die entstehende r~umliehe Dilatation den Weft  

a 

Denkt man sich ferner auf die Flaehen des Wttrfels Sehub- 
krafte wirken~ welehe in die Riehtung der entspreeheaden Fl~che 
fallen, so werden je zwei Kanten, die frtther einen reehten Winkel 
einsehlossen~ um einen gewiessen Winkel verdreht erseheinen. 
Dieser wird ffir sehr kleine Verdrehungen proportional der wirken- 
den Schubkraft sein~ wegen der ungleiehen Elastieit~tt werden aber 
je nach der Richtung dieser Krafte drei Proportionalit~tsconstante 
G~ H~ d auftreten. 
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Nach diesen Vorbemerkungen lassen sich leicht die Bewe- 
gungsgleiehungen fttr elastisehe Sehwingangen aufstellen, wobei die 
yon C l e b s e h  l) angewenclete ~{ethocle zugranae gelegt weraen 
soil. Es ist~ sehr kleine Schwingangen mit den Componentea ~, ~ 
vorausgesetzt : 

(1) 

(~) 

[ ~ =  C -  ~E:-- ~ , .  

]0~. L x Y. 

/6 ~ 0 -q\ 

t 
Hierin siva ~ ,  ~ ,  z die normaleI1 DrackkrMte, die X ---~ I~, 

: Z ,  X ~---Z die seitlichen Verschiebungskr~tffe. 
Setzt man die Determinante 

(3)  i - -  P~, :1, - -  %, I : / %  
--p~, - -  q~ - -  1 

ferner deren Untercleterminanten 

1 - - ~  r y : a l l  ~ ~x@q r.=al2~ 

p-~-p~q--~-a~ ~--~-q~p~---a~ 

so ergibt sich 

(5) 

1) C l e b  s ch~ Theorie der Elas t ie i t i t  fester K~Srper. Leipzig. w167 1 und 1! 
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Zwischen diesen Constanten bestehen ~) 
Beziehungen i es ist niimlich 

(6) 

gewisse nothwendige 

E v  a13 ~ ~]~ ~31~ 

Ey  q'23 = ~ ~32 �9 

Die Bewegungsgleiehungen haben die Form: 

~ = ~ + - ~ +  ~z; 
fiihrt man obige Werte ein~ so folgt; wenn der Ktirze wegen 

x - -  y 

lena ~j 
gesetzt wird und 9 die Dichte des Mediums bedeutet: 

P~t 2 

=~a~x~__ a ~  ~ / ~  _4_ ~ '  ~ , H ~ z  ~,§ ~ Z ~ §  §  0x 0 z ' ~  

(8) = ( b @ g ) ~ @ /  ~2~ ae~@ O~'r~\ e ~o.~ @ ~)+(  + G) 

Aus der Form der Determ[nante (3) und der Unterdetermi- 
nante (4) ergeben sieh weiters die Beziehungen 

~) C leb  s c h, Theorle der Elastleit~it fester KSrper. Leipzig. w 16. 
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O) 

E E~ 
c t f -  C 2 - -  

5 

d f  - e ~  __ E j E  
A 

zX ~ 

a e - -  bc - -  a ' ~ - -  A g*: 

d e - - b e - -  A P~ A 

Hieraus folgen die Beziehungsgleiehungen 

E % = E p , ,  

(lo) = G 
Ey ry ~ -  E q~ 

welche, wie dnrch einfaehe Rechnungen naehgewiesen werden 
kann~ mit den Gleiehungen (6) iibereinstimmen. 

Far incompressible Medien ist speeiell 

J lira h = O~ 
lira ( I - -  Pv --  T,) = 0~ 

(11) ] lim (1-- % - -  % ) = 0 ,  
/ lim (1 - -  % - -  r )  ~---O, 

da die ri~umliehe Dilatation fttr jede der Krgfte X ,  Y~, & ver- 
sehwinden muss. Ferner sei darauf hingewiesen, dass beim Grenz- 
iibergange 

Z 
.(12) l im a = lim b ~ -  l im c = lim d .~- l im e -~- l im f ~-- -A 

wird, wobd diese GrO6en unendlich grog werden~ wie sich leieht ~uf 
Gleiohungen (6)~ (7) und (11) ergibt. 

Es sollen nun die in einem solehen Medium m0gliohen ebeneI 
Wellen hither untersueht werden. 

Denkt man sich auf einer unbegrenzten Welleneben% derm 
]~ormale die Riehtungswinkel k, I*~ ~, besitzen m0g% zu einande 
parallele Schwingungen mit den Richtungswinkeln % 4: Z hervoi 
gerufen und geht diese Ebene zur Zeit t = 0 dureh den Coordi 
natenanfangspunkt~ so wird die Gleiehung dieter Wellenebene zu 
Zeit t lauten: 
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v t -= x cos X -1- y cos ~ ~-  z cos v, 

wean man voraussetzt~ dass sie sieh mit der constantea Geschwin- 
digkeit v parallel zu sich selbst versehiebt. Die Componenten der 
Schwingtmgen ktinnen daher in der Form gesehrieben werden: 

(13) ~]-----eos* �9 s in2r :n  t - - x c ~ 1 7 6 1 7 6  . 

C = cos Z 

Setzt maa die Werte der ])erivierten yon ~ ~ C aus (13) in 
die Gleiehuagea (8) ein, so erhi~lt man s System: 

cos ~ [a cos 2 X @ g cos ~ ~ @ Hcos~ v - -  p v 2] @ 

(1~) § G eos~ ~ - -  p ~ ]  § oo~ z cos ~ oos~  [e + ~ ]  = o, 

~os ~ ~os ~ cos x [c + H I  § oos + cos ~ cos ,~ [~ + r -F  
-@ cos x [H eos2 k @ G cos~ ~-~ f eos~ ', - -  p v ~] -~- 0. 

Damit dieses System aach  cos % cos .r cos Z eine L0suag 
besitze~ ist hinreichend und nothwendig: dass die Determinante 

[a cos ~ x + d eos~ ~ +It +//Hje~ ~ --~ cos ~ v '~],~, [b + d ]  cos x cos ~, 

(15) [[: @d]e~176176176176 G] cos ~ cos v, 

, + Z/] cos ~ cos x, [e + G] cos ~ cos ,~, 
I [He~ 

wird. ttieraus folgt ftir v -~ eine Gleichung dritten Grades~ es sind 
also im allgemeinen drei versehiedene Sehwiagangen mSglieh~ 
wdehe sieh in ebenen Wellen im KSrper fortpflaazen. 

Setzt man zar Abk~rztmg 

[a cos ~ Z + Jeos  2 ~ + Heos  2 v] = A, 
[b + J ]  cos k cos ,~ = B, 
[c + H ]  cos ~ cos ~ ----- C, 

[~ + ~] cos ,~ cos ,, = E,  
[~eos~X + G cos~ + /eos~  q = ~r 

so kann (15) in der Gestalt 

(O,J~)a (pv~)~fA@ D@.F]@(pv~)[AF. @ D F @ A D - - E  ~ -  B ~ " C ~] 
- -  [2 B C E  @ A D F - -  A E~ - -  F B  ~ - -  D C ~] = O~ 
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oder~ wenn die Determinante 

A~ B~ C 
B, D , E  = ( •  
C~ E~ F i 

die Unterdeterminante yon A~ D, F ~ber ~ (A)~ (D)~ (F) gesetzt 
werden, aueh in der Form 

(17) (?v ~)a _ (pv~)~[A @ D @ F] @ (pv 2)[(A) @ (D) @ (F)] - -  (A)--- 0 

dargestellt werden. 
Im folgenden soil nun der Fall eines elastisehen ineompres- 

siblen Mediums n~her untersueht werden, ftir welches die deiinie- 
renden Gleiehungen (11) and (12) gelten. Dann werden a, b, c~ 
d, e~ f u n d  alle dureh A dividierten Glieder unendlieh; yon den 
Grtitten G, H, J als den Coeffieienten der Sehubelastieitat mtige 
abet vorausgesetzt werden~ dass sic aueh beim Ubergange zu einem 
ineompressiblen Medium endlieh bleiben. 

Beret  die Untersuehungen welter geftthrt werden~ ist es 
nSthig~ einige Bemerkungen fiber solche Gleiehungen vorauszu- 
sehieken~ wetehe die Form 

x~ - -  [C+ + P] x~ @ [ i , o  @ q] ~ - -  [ST+ @ R] = 0 

besitzen, wenn darin 
I 

lira (u = cx~ 

L, 3 4 N und P~ Q, R endlieh bleiben. Sic besitzen offenbar ein, 
Wnrzel veto Grade lim ~ and zwei im allgemeinen endliehe Wu~ 
zeln, wie die Betraehtung der Coeffieienten zeigt. Diese letztere: 
kgnnen dadurch bestimmt werden~ dass man sieh ffir x eine soich 
substitutiert denkt und mm dm'ch lira o~ dividiert. Man erhMt s 
zur Bestimmung der beiden endliehen Wurzeln die Gleiehung 

L x  ~ -  Mx@N-.~-O~ 

deren Werzelu mit x~ x~ bezeiehnet werden m~Sgen. Man kann dan 
stets drei Gr56en 

el~s2, Q (lims t ---~0, lira s., =:-0, f~ endlieh) 

so bestimmen~ class die Werte 

x l @ h ,  x~@%, L l i m ~ - l - P .  

obige Gleiehang bis auf unendlieh kleines erffilien. Es ka 
namlieh unter Vernaehl~tssigung unendlieh kleiner Glieder gesr 
werden 
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Llim ~u (x, @x~) @Ll im  m (q@ %) @at  x~@ (x,@ x~) f~ = Mlim ~ @ O 

ttieraus folg~ leicht die Bestimmung yon zl~ %~ ~. Da nun 
die wahren Wurzelwerte sich nur um unendlich kleine Grgl~en ~i 
and % yon den ans obiger quadratischer Gleichung gefundenen 
unterscheiden~ kOnnen letztere an Stelle der ersteren als Wurzeln 
betrachtet werden. 

Gleichung (17) gehsrt in die Gruppe der eben bezeichneten; 

obwohl far l imA--~0 s~heinbar Glieder yon der Ordnang 

and auftreten~ reducieren sich dieselben durch Beachtung 

der Gleiehungen (9) und (10) auf Gliecler yon der Ordnung (~}7 
\ - -  

Betrachtet man lim ~ in den eben angestellten Er~rterungen durch 
1 

lira ~- gegeben und berficksichtigt die Beziehungen (12)~ so erh~tlt 

z lim (a cos~,2r-d cos~i.~ @ man schlieNich dutch Division mit lira ~- -~- 

@ f c o s  ~ v) far (~ v ~) tblgende quadratische GMchung: 

(18) 

(~ v,) ~ - -  (p w) [(Hq- J) eos, X + ( J §  ~) eos~ ~ q- ( ~ +  G) cos~ 
E E  E E  

\ z I k • / 

E E  

E E  

~ _~ ~ E j) 
E E  E E  

( E E \ eos~X cos ~ 2(JG._[_jH_~_Hj__ 
\ 

Y H Y �9 'J 2 2 

Gleichnng kann auch nach einigen einfachen Rechmm- Diese 
gen so geschrieben werden" 

:~on~tsh. fiir l~thmnw~ik u. :Physik, X, Juhrg, 23 
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- -  4 (J  

08')  - ~ ~ ( J -  - -  

(pv:)~-- (0~ ~) [ G (eo~,~ § oo~ ~) + 1 t  (oo~:), oo~ ~) + J  (Codex + cos ~,~) = 

/ eos2,~ eos~ - -  4 ~H 4z / e~176 

4z ] e~ cos" F] @ [HJ cos~X @ GJeos",~@ GHcos: 

) cos ), cos 4 ~ ~ 4J ~G ~ ] cos ~ ~ cos" 

~(j_ C E ~ 
- . �9 4x / e~ c~ 

~ / cos",., e o s ~  - -  ~ .  / e o s ~  cos ~ 

- -  (2~;~ E~r u G@-2E ~ f J@2EjEp~ H - -  E E E). 
cos 2 k cos 2 ~ cos e ,~] = 

Die Bereehnung yon (18) ist hiebei so vorzunehmen~ dass 
zun~ehst die Glicder der Gleichung (17) ganz allgemein entwiekelt~ 
hierauf mittelst (9) und (10) die Reduction auf GrSl~en yon der 

0rdnung (~) durehgeftihrtr ~ x a n d  sehliel~lieh naeh erfolgter 3s 
Bezichungen (11) line 

(12) angewendet werden. 
Mittelst der Gleiehung (11) and (12)lassen sieh zuniehs 

die Werte yon p~ (/, r in E~ E~ E ausdrttcken; setzt man 

E E = o  
S = 2 t o o  @ 2 m n  @ 2 n o  - -  m S - -  n ~ - -  o ~, 

S 
so ergibt sieh z -  ~ C E C '  

E E + ~ ; E - - E E  ~ + , + - o  

i~ - -  2 E,s E: 2 m ' 

~,~E~+E~ C E ~  ~+o--,~ 
2 C C  2o ' 

2 E ~  20 
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Naeh Fresnel ist nun die Gleiehun G welche die normale 
Fortpflanzungsgesehwindigkeit v als Function der Richtungscosinus 
der  Wellenebene definiert; yon der Form 

c o s  2 X c o s  ~ ~, } c o s  2 v 
2 ~ ~ ~ ~ 2 - 0  , 

V - - -  "0 V - -  ~ ~) ~ q) 

oder 
) cos, + + o ) eos'  

und wird als E l a s t i e i t / i t s f l / i c h e  bezeichnet; v , v ~ v  bedenten 
hiebei gewisse Gesehwindigkeiten 
Systeme 

cos k ~ 1~ 

cos bt -~- O~ 

nach den Hauptaehsen ffir die 

0~ 0~ 
1~ 0~ 

c o s v = 0 ~  0, 1. 

Es entsteht nun die Frag% ob durch gewisse Annahmen be- 
ziiglieh G, H~ J in dem vorliegenden :Medium Schwingungen 
mSglich sind~ welche genau zn denselben Formeln fiihren wie jene 
bei der Doppelbrechung des Lichtes. 

Arts Gleichung (18') erkennt man nun~ dass dies dann der 
Fall ist~ wenn die Constanten G, ]:_/~ J die Werte hubert 

G - -  4 z  - -  4z  

E E . 
,(20) ] H - -  4z - -  4• 

/ J E E o 

4 x  - -  4x ~ 

da dann auch der mit dem Factor cos~Xcos 2 ~cos~v behaftete 
Ausdruck 2E Eur,j G@2EE~q~H.@2E E~p H - - E  E E in . y 
(18') identiseh verschwindet. 

D u t c h  Division yon (18') durch p~ nimmt dieselbe die Ge- 
stalt 

G ~ ~ H ~ ~ J ~ 

.oder L p p 9 P P 9 
c o s  2~. c o s  "9~ . c o s  2v  

V } f_/-~- j - - 0  ,(21') v~__ __ v~ __ :_ v~ __ _ 
P P P 

1) Y e r d e t ,  Vor]esung'en iiber die ~Vellentheorie des Lichtes. I. B ,  154 Cap.  

23* 
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an: worans sich fiir die axialen 
die Werte ergeben: 

Fortpflanzangsgeschwindigkciter~ 

Iv p ~ 

und zwar gilt das Schema: 

Wert yon cosk 1 cos ~l cos v 

1 1 o  o 
0 1 0 v~ v :~ 

Aus (20) folgt eine einfache Beziehung fiir G~ H, J :  

1 1 1 

axia!e Gesehwindigkeiten 

vy, v naeh der X-Achse , 

�9 1 

Dutch (9)~ (I0) und (20) reduciert sieh also die Anzahl der 
Constanten in einem vollkommen elastischen and vollkommen in- 
compressiblen Nedium~ welches clieselben Wellengleiehungen wie 
der Lieht~tther besitzt~ auf drei~ n~mlich die yon einander unab- 
h~tngigen GriSBen E ,  E j~ E~. 

Aus (21) folgt nach bekannter 1Rethode ~) die Gleichang der 
Wellenfli~che in der Fresnel'schen Form: 

G cos21 H J - -  COS 2 ~7~ - -  COS 2 7~ 

'~ ~ ~-P H §  .r--  ( . ) . - - :  ( v ) . - -  - -  ( v ) . .  ~ - - "  
P P P 

wobei unter (v) die Gesehwindigkeit nach dem Strahle: l~m, n di~ 
Richtungswinkel desselben zu verstehen ist. 

Aus den bier vorgeftihrten Entwiekelungen ergibt sich dem 
nach der Satz: 

I. ] 3 e t r a c h t e t  m a n  d e n  L i e h t i ~ t h e r  a ls  e i n  vol]  
k o m m e n  e l a s t i s e h e s u n d v o l l k o m m e n  i n c o m p r e s s i b l e  
Medium~ so e r f o l g e n  d i e  S e h w i n g u n g e n  n a e h  d e n  Ge 
s e t z e n  d e r  F r e s n  e l ' s e h e n  W e l l e n f l ~ t c h %  w e n n  di 
S c h n b e l a s t i e i t i ~ t s - C o e f f i e i e n t e n  die  F o r m  b e s i t z e n  

�9 1) : V e r  d e t, Vorlesungen fiber die Wellentheorie  des Lichtes, Ca.pitel 15 
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G ~  

H = _ _  

j 

E.~E S 1 
4"~. - -  4"~ " E /  

E E S 1 
4x - -  4z Ey' 

. _ _  

4• 4x E ' 
2 

w o r i n  E , / ~ , E  d ie  Z u g e l a s t i e i t a t s c o e f f i e i e n t e n n a c h  
d e n  d r e i  A c h s e n  b e d e u t e n  a n d  S a n d  x d i e  f r t i h e r  
a n g e f t i h r t e n  W e r t e  b e s i t z e n .  

Es ist also hiermit bewiesen, class der Lidati~ther nnter ge- 
wissen Beziehungen seiner Constanten als elastisehes 5Iedium auf- 
gefasst werden kann. 

Aus der Gleichung (14) lassen sieh des weiteren auch ge- 
wisse S~tze tiber die Richtungscosinus der Sehwingungen selbst 
ableiten/ Zu diesem Zwecke mSge folgende Bemerkung voraus- 
gesehiekt werden : 

Es seien drei Richtungscosinus dureh die Werte 

K e o s ~ L . @  Plim% 
K cos ~ = M@ O lira co, 
Keos % ~ N @ R lira to (lim ~ ~ oo) 

definiert~ worin K ein Proportionaliti~tsfaetor, L, M~ N; P~ Q, R aber 
endliehe Grol~en sincl ; wie eine einfaehe Reehnung zeigt, kann dann 
bis auf versehwindend kleine GrOl3en 

P 

cos 4 ~- o 

R 
cos z = ~ ,  (K----- 1/P~ + 0 ~ +  R~) 

gesetzt werden. 
Davon liisst sieh beim vorliegenden Falle Gebraueh maehen. 

,Gleiehung (14) kann ni~mlich gesehrieben werden: 

(A - -  v "~) cos ~ @-B cos r @ Ceos Z = 0, 
(B cos ~ + (O - -  v~) cos ~ + C cos Z = 0, 
c eo~ ,. + E ~os + + ( f - -  ~,~) cos Z = O, 

worin A~ B~ C, D~ E~ F die dureh (16) definierten Werte besi*zen. 
Man erhitlt hieraus : 

{ K e o s ~ = ( D  v 2 ) ( E - v  2) - -E  2, 
(22@ Keos 6 ~ - - / ~ C -  ( F - - v  ~) B, 

] K e o s z = B E - - ( D . v ~ )  ~C, 
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ist. Entwickelt man diese Ausdrtick% wendet die Beziehung (9) 
an nnd setzt ftir v ~ eine der beiden endlichen Wurzeln yon (91)~ 
so lassen sich die gefundenen Werte in gewisse endliche GrtifieJa 

1 L~ M, A 7 und in mit dem Factor ~ behaftete ebenfalls endliche 

Griil~en P~ Q~/~ zerlegen~ so dass der eben erwahnte Fall zur An- 
wendung komm% cos % cos 0~ cos X daher blol~ yon P~ Q~ R ab- 
h~ngt; es ist somit, wenn ftir G, H, J; 1), q, r ;  E E ,  E E ,  E ]~J 
ihre Werte in m~ n~ o und z eingesetzt werden~ nach einfachen 
Rechnungen �9 

e~ = 1 4n eos~_ ~-~ (cos~i,@ cos~v)___ ~ ( e o s ~ @  eos,~ j 
2 

cos ~, cos v @ x cos ~. cos v v ; 

dabei beziehen sieh die beiden Indices 1 und 2 auf die au~ 
Gleichung (21) resultierenden zwei endliehen Wurzeln v~ und v~ 
K~ sind Proportionalitgtsfaetoren, dargesteilt dutch ]/P~@ @ @  R ~ 

2wie oben erwi~hnt. 
Bildet man 

cos % cos ~. @ cos r cos ~ - t -  cos 7.~ cos v, 
2 2 

so wird dieser Ausdruck identisch Null; hieraus folgt: 
II. D i e  b e i d e n  S e h w i n g u n g e n  m i t  e n d l i c h e  

F o r t p f l a n z u n g s g e s e h w i n d i g k e i t  i n e i n e m N e d i u m m :  
d e n  im I. S a t z e  d e f i n i e r t e n  E i g e n s c h a f t e n  g e s e h e h e  
in t ier  W e l l e n e b e n e ,  s ic  s i n d  d e m n a c h  t r a n s v e r s a l .  

Dieser Satz ist eine nothwendige Folge tier Ineompressibilit 
des Mittels. 

Bildet man ferner aus (22) 
cos % cos ~ + cos ~ cos % + cos Z~ cos Z~ 

and bertieksiehtig% dass naeh (21) 

(v~ @ v~) = (G@ H) cosSv @ ( G @ J )  eos~I~ @ ( H @ J )  eos~X 

is% so wird obige Produetensumme ebenfalls Null~ woraus folgt: 
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IIL D i e  b e i d e n  t r a n s v e r s a l e n  S e h w i n g u n g e n  
s t e h e n  a u f e i n a n d e r  s e n k r e e h t .  

Es erttbrigt noch die Riehtangseosinus derjenigen Sehwingung 
zu untersuehe% ftir welehe 

q)3 ~ ( x : )  

wird. Die vollstandige Form der eubiseheu Gleichung (17) l~tsst 
sich unter Beaehtung der Beziehangen (9) uncl (12) so darstellen: 

(pv~)3--(pv~)~ +,)~§ -k-(pv~) X%+v~)-PVl 

- -  v~ v 2 - - 4 G H J e o s ~ k e o s ~ e o s ~  = 0 .  

Nach frtiheren Bemerkungen sind die wahren Wurzeln dieser 
Gleiehung 

(v~) ~ = v~ ~ ~ ,  

(%): = ,~, 

worin al % zwei gegen Null convergierende Grti6en darstellen, 

wenn lim ~ ~---(x~ wird. Bereehnet man mit diesem Werte yon vz 

die Riehtungseosinus nach der Formal  (22a), so erhNt man die- 
selben in der Gestalt 

(K) COS ,% ~--- (L) @ X (P) -~- cos X cos X, 

(K) cos q3 = (M) @ X (o) @ cos), cos ~, 

(K) oos Z~ = (X) -k X- (R) -k ~os X ~os ~, 

wobei (K) einen Proportionalit/~tsfaetor, L~ l~ 5"; P, Q, R endliehe 
GrSl]en darstellen. Man ersieht wieder~ dass, da alle Glieder 0. und 

x 
1. Potenz von ~ gegen jene 2. Potenz verschwinden~ die Riehtungsi 

eosinus folgende einfaehe Werte besitzen: 

c o s  % ~ c o s  X~ 

c o s  ~a ~ cOS ~, 

cosx3 ~ cos v. 
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Die Sehwingungen der dritten Art geschehen also senkrecht 
zur Wellenebene; auf Grand dessen kann man folgenden Satz 
aussprechen : 

IV. D i e  d r e i  S c h w i n g u n g s r i e h t u n g e n  in  e i n e m  
M e d i u m  m i t  d e n  im e r s t e n  S a t z e  d e f i n i e r t e n  E i g e n -  
s e h a f t e n  s t e h e n w e c h s e l w e i s e  a u f  e i n a n d e r s e n k r e e h t .  

Wie leieht ersiehtlieh~ ist die Wellenflttehe dieser dritten 

Schwingung eine Kugel mit dem unendlieh grol~en Radius -~ die 

Volumsdilatation ist 
2 ~ 

?)3 
also lira 0 ~ 0 ; sie ist yon der Lage der Wellenebene unabhgngig 
man kann diese Welle als longitudinal bezeiehenen. In der Optik 
wird gew5hnlich vorausgesetzt, dass sie ttberhaupt nieht auftritt, was 
in dem vorliegenden Falle offenbar d~nn eintreten wtird% wenn 
das Medium absolut ineompressibel ist. 

Dieses letztere Resultat lgsst eine einfaehe physikalisehe 
Deutung zu. Setzt man das Prineip der Superposition der kleinsten 
Bewegungen als riehtig voraus~ so wird man die in der Wellenebene 
(x~ X~ v) zur Zeit t herrsehende Totalbewegung in drei zu einander senk- 
reehte Partialbewegungen nach den drei eben entwiekelten Sehwin- 
gungsriehtungen (%, s, 3~ r 3, X1,9,3) zerlegen kSnnen~ deren Com- 
ponenten naeh den Coordinatenaehsen ~1,9,3~ ~1,2,s, ~1,2,3 sind. 
Bildet man nun die Ausdrtteke ffir die lebendige Kraft, so ist 
gemal~ der Beziehung zwischen den drei Riehtungseosinus far ein 
beliebiges Vielfaehe n der Sehwingungsdauer T 

~{[~ (~l + ~'~ + ~3)]2@ l~ ('~1+ "t]2 + ~]3)]"+[~ (~1 + ~'2 + ~3) l }t : 

g L~-] ] @ \L ?t _1 

Denkt man sieh also yon tier Erregungsebene eine vollst~n- 
dige Welle ausgehen, so wird sieh die gesammte lebendige Kraft 
naeh Verlauf einer beliebig grol?en Zeit in den drei Einzelwellen 
wieder vorfinden~ trotzdem sieh dieselben wegen ihrer versehiedenen 
Fortpflanzungsgesehwindigkeiten yon einander beliebig weit getrennt 
haben. Die Orthogonalit~t der Sehwingungsriehtungen gibt also 
die hinreiehende and nothwendige Bedingung dafttr an~ dass eine 
yon einem gemeinsamen Erregungsorte ausgehende Wellenbewegung~ 
die sieh in mit versehiedenen Fortpflanzangsgesehwindigkeiten be- 
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gabte Einzelwellen zerlegt~ trotz der sofort eintretenden Trennung 
doch stets dieselbe lebendige Kraf~ repr~tsentiert. 

Fiir einachsige Medien isrspeciell: wenn die Z-Achse als 
Symmetrieachse betrachtet wird~ 

G = H  
1 

Die Wurzelwerte fttr die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der beiden endliehen Wellen werden 

G 
~)1 ~ - - - ~  

P 

-- eos~v ; V 2 =~- p 

die WellenflKehe nimmt die Form an 

Sie besteht demnach aus einer Kugel (or din~tre Sch wingun  g.)~ 
und einem Rotationsellipsoid ( e x t r ~ o r d i n i t r e  S c h w i n g u n g ) ;  
]etzteres bertthrt die erstere in deren Schnittpunkt mit der Z-Achse 
(o p t i s c h e A c h s e). Die Richtungscosinus der ordini~ren Schwin- 
gung sind naeh Gleiehung (22) 

cos  X cos  v 
i 9 cos's1 ~ l/eos~l,_Jccos~t~ 

cos t~l ' cos p~ cos v 
= Vcos  7 cos  / 

eosz~ = ::F 1/cos~. @ eos~,~, 

die der extraordini~ren Schwingung aber 

(~OS 
cos % = ! 

~/eos~), + cos ~' t/' 
cos ~. 

cos % = T 
1/eos~ k + eos~,d' 

cos Z~ ~ O. 

Aus der Form der Cosinuswerte ergibt sieh: 
V. D i e  S e h w i n g u n g e n  d e r  o rd in i~ ren  W e l l s  er- 

f o l g e n  in d e n  3 / f e r i d i a n e n  de r  K u g e l :  j e n e  d e r  e x t r a -  
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o r d i n ~ r e n W e l l e i n  d e n P a r a l l e l k r e i s e n  des  Ro ta t ions -  
e l l i p s o i d e s ,  w e n n  m a n  d i e  g e m e i n s a m e n  B e r t i h r u n g s -  
p u n k t e  a l s  P o l e  a n n i m m t .  

Es handelt sich schliel~lich noch um die Frage nach der 
Sehwingungsriehtung beider Wellen in Bezug auf die P o l a r i -  
s at i o n s e b e n % d. h. die durch die optisehe Achse und das Einfalls- 
loth gelegte Ebene. Man denke sich aus dem Medium eine plan- 
parallele Platte geschnitten und eine ebene nnter beliebigem Azimute 
polarisierte Welle mit schiefer Ineidenz so einfallen, dass Einfalls- 
und Polarisationsebene zusammenfallen. Wendet man behufs Con- 
struction der gebrochenen Wellen das Ituyghen'sche Princip in der 
bekannten Weise an~ so erkennt man leieht i dass zwei Wellen 
entstehen~ deren Brechungsebenen im Krystalle wieder in der Po- 
larisationsebene liegen. Nach dem eben entwickelten Satz V folgt~ 
dass die Schwingungen der ordinaren Welle in der Polarisationsebene, 
jene der extraordinaren Welle aher senkrecht za derselben vor 
sieh gehen; zur ersteren gibt die in der Eiufallsebene liegende, 
zur letzteren die darauf senkrechte Componente der Gesammt- 
schwingung Veranlassung. Man kann daher den Satz ausspreehen: 

VI. D i e  S c h w i n g u n g e n  d e r  o r d i n i t r e n  W e l i e  ge- 
s c h e h e r t  in de r  P e ! a r i s a t i o n s e b e n %  die d e r  e x t r a o r d i -  
n i~ren s e n k r e c h t  zu d e r s e l b e n .  

Zusammenfassend lassen sieh die gefunden Resultate folgen- 
dermal3en aussprechen : 

B e t r a c h t e t  m a n  d e n  L i e h t i ~ t h e r  a ls  e i n  v o l l k o m -  
m e n  e l a s t i s e h e s  u n d  v o l l k o m m e n  i n c o m p r e s s i b l e s  
Medium~ w e l c h e s  in K r y s t a l l e n  des  n i c h t  t e s s e r a l e n  
S y s t e m e s  z u g l e i c h  a n i s o t r o p  ist, so f t ihren~ w e n n  d ie  
S e h u b e l a s t i c i t i i t s c o e f f i c i e n t e n  d i e  oben  e n t w i e k e l t e  
F o r m  bes i t zen~  d ie  G l e i c h u n g e n  d e r  E l a s t i c i t i ~ t s -  
t h e o r i e a u f  d ie  F r e s n e l ' s c h e W e l l e n f l g c h e .  Die Schwin-  
g u n g e n i n e i n a x i g e n K r y s t a l l e n e r f o l g e n  aber  h i n s i e h t -  
l i c h  i h r e r  L a g e  b e z t i g l i c h  d e r  P o l a r i s a t i o n s e b e n e  
gem~l~ d e r  : N e u m a n n ' s c h e n  t t y p o t h e s e .  

II .  M e d i u m  m i t  [ l l e i ehe l ,  E h t s t i c i t R t  u n d  u u f l l e i e h e r  D i e h t e .  

Eine zweite der Besehaffenheit des Licht~thers vielfach zu- 
grunde gelegte Annahme ist di% dass seine Elastieitiit in Krystaller 
naeh alien Riehtungen gleich, seine Dichte nach drei zu einandm 
senkrechten Aehsen aber verschieden ist. Beztiglieh des letzterer 
Ausdruekes ist jedech eine nithere Ersrterung nsthig. Wttrde ma~ 
den Ausdruck D i e h t e  in dem gew~hnlichen Sinne als die in de1 
Velumseinheit enthaltene Materie fassen~ so ist klar~ dass~ wie auel 
die Aneinanderlagerung der Massentheilehen sei~ wenn selbe nu: 
symmetriseh zu den Achsen angeordnet sind~ stets in jedem gleic] 
grol~en Elementar-Parallelepil0ed die gleiche Masse vorhanden isl 
welches auch dessert Lage sein mug'. Denn denkt man sieh z. B 
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aus dem KSrper ein Parallelepiped mit den Kanten a~ b~ c parallel 
zu den Aehsen herausgeschnitten~ welches die Masse d enth~tl% 
und dasselbe dureh ein System yon drei zu einander senkreehten 
Ebenen in lauter Elementarprismen mit den Sciten hl~hm~An 
zerleg% so ist die in demselben enthaltene Masse 

A l A m A n  
A d = d  

a.b.c 

Diese GrSl~e ist aber unabhi~ngig yon der Lage der Kanten 
h l~ Am, An, somit des Systems der Theilungsebenen~ da  man die 
an den Endfl~tchen des Prismas a b c etwa auftretenden nicht pris- 
matisehen KSrperehen wegen der Kleinheit ihrer Summe gegentiber 
dem Prismeninhalt vernaehli~ssigen kann. Dieselben Uberlegungen 
geltcn offenbar auch~ wenn statt des Prismas a b c ein beliebig be- 
grenzter Theil des Mediums betrachtet wird. 

d ~  d~l 
Es ist nun zu bedenken~ dass in den linken Seiten Vd~, p dt2~ 

d ~  
9~t2 der Gleichungen dec Elasticit~ttstheori% wie iiberhaupt im 

D'Alemberfschen Prineipe, 9 eigentlieh die Bedeutung eines W i d e r- 
s t a n d e s  d e r  M a s s e  besitzt. Die , M a s s e "  hat ja schlie~lieh in 
der gesammten Mechanik fiberhaupt nur diese Bedeutung: da es 
ja nicht mSglich ist~ einen directen Schluss auf die Materie durch 
die yon einer gegebenen Kraft ihr ertheilte Besehleunigung zu ziehen. 
Man kann sich nun vorstellen, dass die im betraehteten Medium 
durch die Verschiebungen geweekten Elastieit/~tskr~ffte zwar naeh 
allen Riehtungen gleieh grofi sind~ dass aber die bewegenden Kriffte 
naeh versehiedenen Richtungen hin verschiedene auttere Wider- 
st~tnde zu iiberwinden haben~ etwa dadureh hervorgerufen~ dass in 
das Mittel discrete Nassentheilchen eingebettet sind, welche infolge 
eines eigenthtimlichen Zusammenhanges derselben nach verschiedener 
Riehtung mit verschiedener Leichtigkeit beweglieh sin& Nothwendig 
ist abet hiebei die Voraussetzung, dass diese Theilchen nur an der 
Bewegung des Mittels theilnehmen, jedoeh nicht selbst Ausgangs- 
punkte yon Wellen innerhalb des Complexes des yon ihnen er- 
ffillten Raumes sind~ die eine yon der Fortpflanzungsgesehwindigkeit 
im Medium verschiedene Gesehwindigkeit besitzen. Indem tier 
Begriff der Dichte so gefasst werden soll~ k(innen die Elastieitiits- 
gleiehungen der Bewegung in der Form gesehrieben werden: 

~i d T  = 8 x ~ 

P2 ~ -  . ~ y, 

d ~ r  O0 
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E /~ 
worin K =  K '  

2 (i -@ ~)' 2 (i ~- ,u) (I -- 2 ~t)' 

~-~. i ~.. O N. ~ ~-~ Or 

ferner E den Elastieitatseoeffieienten~ I~, die Poisson-Wertheim'sehe 
Constante bedeutet. 

Setzt man wieder voraus~ dass die Schwingungen unter ein- 
ander parallel bleiben und auf einer Wellenebene 

x cos ~ @ y cos ~ @ z cos ~ = 0 

begonnen haben~ so wird die Gleichung derselben zur Zei~ t sein 

x e o s X @ y  cos ~@zeos~=vt 
wenn sie sieh mit der normalen Geschwindigkeit v parallel zu sich 
im Medium versehiebt. Sind ferner ~, ~, Z die Richtungswinkel 
tier Schwingungseomponenten ;., v b ~ so lassen sich dieselben in 
der Form sehreiben : 

(25) 

~ C 0 S  w 

(24) ~ = oo~+ ~in 2~ ,(~" _ ~os; , .+~ ,eo~+~eos , , )"  
' q )  

= cos Z 
/ 

Setzt man die Derivierten yon (74) in (23) ein, so erhilt man 
folgende Gleiehungen : 

I K,K' 2._v2)/ K' ~ K' 
K'  K K'  ~ K'  

cos), eos~ + ~,~ +~.~ cos ~ ~--,., ~ cos ~ + ~ cos~ cos,, e o s z =  ,: ~-eos~ 
' K ' K K'  K N ~ o , ~ o s ~ , ~ o ~ o + - ~ o ~ , ~ o , ~ o o ~ , , + ( ~ + ; c o ~ .  , ~ . , , . -~ ,~ )~o~=~  

Die Determinante, deren Verschwinden die nothwendige und 
hinreichende Bedingung ftir das Bestehen dieser drei Gleichungen~ 
also fiir die MSgliehkeit der Aufl~sung derselben nach cosg, cos+, 
cosz, angib b lautet: 

- - e o s 2 k - - v  ~ - - e o s k c o s ~ - - c o s ) , e o s v  
K _}_ Pl ; Pi Pl 
K i (K K' )K' 
- -  eos,~ e o s X , o N  ~ -~- ~eosN ~ - v N , ~ e o s  t~ cos ~ 

- -  c o s 7  c o s  ~,~ - -  e o s ~  e o s ~ ,  _ _  e o s N ~  _ _  v 2 I 

P~ P3 P3 
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Hieraus folgt wieder eine eubisehe Gleichung ftir v~: 

1 1 }, q-- eos~,, § 

g ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  ~.;~ , = o ,  
?~?~ PiP, P3 J 

d~ die Glieder mit K '~ ~usfallen. Setzt man ftir ein ineompressibles 

Definitionsgleichung !* = ~ ,  Medium alS '~|SO 

lira K' ~ c,% 

so besitzt diese Gleichung die im ersten Abschnitte angegebene~ 
Eigenschaften, und es ktinnen die dort angestellten Betraehtungen 
kier Verwendung finden. Dividiert man also (26) unter Voraussetzung 
eines endlichen v~ durch lim K' -~- c~, so erhiilt man ftir die beiden 
endlichen Wurzelwerte die Gleiehung: 

/cos' k - -  c o s ~  cos',, / v, K2(Cos'k4--eos~, + - 7 : - , -  , :  + 
(~7) -~ ~ o ~ + ~ o s ~ , ~  e o ~ _ + _ ~ o s ~ / +  K~ - o. 

Setzt man der Kfirze wegen 

K 
P~ 

K = b ~  ~ 
,% 
K 
Pa 

so kann (27) auch in der Form gesehrieben werden: 

a "9 c o s  ~ ~ D g c o s  9' bt c 3 c o s  ~ v.~_ 0 .  

Diese Gleiehung liei'ert die Beziehung zwischen der normalen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit v und den Richtungswinkeln },~ ~, v 
der Wellennormalen; die hiedurch definierte Fl~tehe heil~t, wie sehon 
im 1. Absehnitte erwghnt, die Elastieit~ttsfl~tche, ~) W~thrend in der 
Fresnel'schen Theorie dieselbe die F o r m  

cos  ~ ~, c o s  2 ~ c o s  ~ y 

*) V e r d e t ,  Vorlesungen tiber die Wdlen theor ie  des Lichtes, I. Theil, 154. 
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besitzt, nimmt sie hier nach (28) die Gestalt der Fresnel'sehen 
Wellenflttehe an ; offenbar wird die aus (28) gefundene Wellenflache 
nicht mehr mit der Fresnel'schen iibereinstimmen; man kann daher 
den Suez ausspreehen: 

VII. U n t e r  A n n a h m e  g l e i e h e r  E l a s t i c i t a  b a b e r  
n a c h  d e n  A e h s e n  v e r s c h i e d e n e r  D i e h t e  des  e l a s t i -  
: schen M e d i u m s  h a t  d i e  W e l l e n f l ~ e h e  n i e h t  d i e  y o n  
F r e s n e l  g e g e b e n e  F o r m .  

Bereehnet man mittelst der Determinantentheorie at~s .(25) die 
Richtangseosinus der Schwingungseomponenten, so erhi~lt man 

(29) 

2 ~ R P ~  2 \  P3 ~ P~ /~ 

cos , ~ - -  K cos ~ eos,~ -~- v~ cos X cos,~ 

R~ K cos ~. cos ~ + v~ cos X cos 
eosz~- -  ?~Ps 2 ?~ 

wo R 1 gewisse Proportionaliti~tsfaetoren darstellen. 
2 

Daraus folgt zun~ehst 

cos % cos ~, -~- eos,~ cos t~ @ cos ~ cos ~ = 0, 
'2 2 2 

woraus sieh der Satz ergibt: 
VIII. D i e  S c h w i n g u n g e n  e r f o l g e n  u n t e r  d e r  im 

VII. S a t z e  g e m a c h t e n  A n n a h m e  in d e r  W e l l e n e b e n e ,  
s i n d  a l s o  t r a n s v e r s a l .  

Dividiert man Gleichung (27) dutch 

Pl Pe ?a/ 

:so erseheint sie in der Form: 

daraus folgt : 

Vtl \V~I IX. 

\ v J  -- K 2 [p~ p~ e~ '~ + Pl P3 cos2 ,~ + 02 p~ eos~ ?,]. 
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Dividiert man nun (29)dureh (v~) 2, bildet weiters 
\ / 

R1 R~ ~2 [cos % cos % + cos q cos ~ + cos z ,  cos z ~ ]  
V 1 't)g 

"and wendet die eben erwghnten Beziehungen an, so findet man 
nach einfachen Rechnungen, (]ass diese Produetensumme ~ 0 ist. 

Nan gewinnt so den Satz: 
IX. D i e  b e i d e n  S c h w i n g u n g s r i e h t u n g e n  in  e i n e m  

m i t  d e n  im  VII. S a t z e  d e f i n i e r t e n  E i g e n s c h a f t e n  be-  
g a b t e n  M e d i u m  s t e h e n  a r t f  e i n a n d e r  s e n k r e e h t .  

Was endlich die Richtungseosinus der mit unendlich grol~er 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit begabten Schwingung betrifft~ so 
wurde im 1. Absehnitte darauf hingewiesen, dass fttr diese 

(cos~), . eos~ I*-- cos~ ,A __ 
V~ K' , a, 

also 
= (a~ costa + ~s cos ~ ~ @cS eos~v)@ p. 

gesetzt werden kann~ worin a~ b, c r Pl ' ~-~' p~- ist, also 

far unendlich groge Werte yon K '  wegen 

lira ] / K  -~- K '  = lira ]/K s (lira K '  = ~ ,  K endlieh) 

die longitudinalen Fortpflanzungsgesehwindigkeiten naeh den Achsen 
darstellen~ nnd ~ eine endliehe Zahl bedeutet. 

Berechnet man aus (25) nach der Determinantentheorie cos %~ 
cos ~s~ cos )s,  so ergibt sieh 

cos ~, 1 aSx 
cos % - -  

Pl D - -  D'  

cos .~a - -  cos ~ 1 bey 
% D - - D  '~ 

COS Y 1 C 2 Z 
oos z. - -  - -  D' ( D ' =  l /;~x ~ §  v ~ + ~ e  z~). 

" Pa D - -  " 

Die Sehwingungen erfolgen also nicht normal zur Wellen, 
ebene, sondern normal zu einem Ellipsoid yon der Form 

Daraus ist zu entnehmen, dass diese dritte Schwingung nicht 
mehr wie die des vorhergehenden Abschnittes mit den beiden 
transversalen ein orthogonales System biIdet. 
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Aus den abgeleiteten Gleichungen ersieht man, dass die 
Voraussetzung~ der Liehtiither sei ein absolut elastisehes und in- 
compressibles Medium mit gleieher Elasticit~tt aber verschiedener 
Dichte~ nieht auf die experimentell beglaabigten Gesetze der Doppel- 
breehung f(ihrt. 1) Nan muss allerclings folgender Umstand in Betracht 
gezogen werden. Es wurde vorausgesetzt, dass die Verschiedenheit 
der Diehte in dem Mitsehwingen yon vollkommen tr~gen Massen- 
theilehen ohne speeielle Eigensehwingungen begriindet sei~ welehe 
jedoch nach verschiedenen Richtungen ini01ge einer eigenthtimliehen 
Art der Strueturlagerung der Bewegung einen verschiedenen 
Widerstand entgegensetzen. Es diirfte nun kaum angehen, einen 
d.erartig.en Zusammenhang zwischen den materiellen Theilehen ohne 
eme Aul~erung einer selbstiindigen Eigensehwingung derselben 
anzunehmen~ da sie dann nicht mehr absolut triige ~ sondern gewissen 
inneren Kri~ften unterworfen sind. Daraus folgt i dass die Gleiehungen 
(23) nur unvollstiiDdig die gesammte Bewegung sehildern, dass viel- 
mehr aueh der Einfluss der materiellen Theilchen in Betraeht zu 
ziehen sei~ etwa in der Weise, dass man zu den Gleiehungen (23) 
noeh diejenigen ftir die materiellen Theilehen hinzuftigt~ jedoeh so, 
dass die inneren elastisehen Kriifte des einen Mittels zugleieh die 
iiugeren ftir das andere bilden. Eine solche Darstellung ist aber 
der reinen Elasticitiitstheorie des Lichtes, welehe yon dem Mitspielen 
der Eigenschwingungen der k~Jrperlieheu Massen absieht~ fremd 
und soil daher hier nicht welter verfolgt werden. 

Zusammenfassend ergibt sieh also der Sehluss, dass die An- 
nahme yon der Gleichheit der Elasticitiit und der Verschiedenheit 
tier Diehte yore St~ndpunkte des Elasticit~tsgleiehungen unver- 
einbar mit den experimentell bewahrheiteten Gesetzen der Doppel- 
breehung ist, wahrend die Annahme yon der Gleiehheit der Diehte~ 
und Versehiedenheit der Elastieittit wohi zu den Fresnel'schen 
Gesetzen ftibrt~ jedoeh hinsiehtlieh der Schwingungen der ordinaren 
nnd der extraordinaren Welle in einaehsigen Krystallen in Bezug 
auf die Polarisationsebene den Neumann'sehen Satz ergibt. 

In diesen Betrachtungen wurde vorausgesetzt~ dass der mit 
den Liehtschwingungen ide~ltische Vector dureh die Versehiebungen 
des elastischen Mediums definiert ist. Die Verhiiltnisse gestalten 
sich aber offenbar anders~ wenn damit ein aaderer Vector identi- 
ilciert wird. Es seien hiezu einige Bemerkungen gestattet~ welche 
aus den bisher vorgeftihrten Entwicklungen folgen. 

Es wurde bereits anfangs erwi~hnt, dass bei der Berechnung 
des Problems der Sehwingungen eines incompressiblea Mediums 
zuerst die allgemeinen Formeln ftir elastisehe Medieu iiberhaupt zu 

1) Es sel bemerkt, dass einige Theorien zu.anderen Wellenflachen a is der 
Fresnel'schen gelangen. M:an vergleiche hiemit: 

K. H o l ! e f r e u n d ,  Die Gesetze der Lichtbewegung..in doppelbrechenden 
)Iedien nach der Iaommel'schen Relbungs~Theorie und ihre Ubereinstimmung rait 
der Erf~hrung. - -  Nova Actu Acid. C. Leopold.-Carol. Tomus 46. 

Ig. Her tz~  Uber die Grundglelchungen der l~lektrodynamik fiir ruhendg 
KSrper. Wiedem~nns Ann. Bd. 40. (Schl(~ssCapltel). 
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entwickeln and sodann erst die Eigenschaft der Ineompressibilitat 
dutch Ubergang zu dem Grenzfalle eines Mediums~ in welchem 
keine cubische Dilatation auftreten kann, einzuftthren ist. 

Dagegen ware es unthunlieh~ yon vornehin Wellen zu unter- 
suchen~ fiir welche 

~u ~v 0w 

ist~ da die Existenz solcher immer erst zu beweiscn ist. In der 
That zeigt sich 'bet Verfolgung der mathematischen Betrachtungen 
der ersten Grundannahme Folgendes: In einem Medium sind im all- 
gemeinen drei Wellen mit versehiedenen Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten msglich, welch letztere gewisse, durch eine cubische Gleichung 
dargestellte Funetionen der elastischen Constanten des Mittels and 
der Fortpflanzungsrichtlmg sin& In eJnem homogenen Medium zer- 
fallen diese Wellen in eine.Iongitudinale und zwei identiseh gleiehe 
transversale Wellen, in emem einachsigen Medium gibt es stets 
eine transversale und zwei nieht transversale~ in einem zweiachsigen 
iiberhaupt keine transversale Welle meh 5 falls man nicht gewisse 
Beziehungcn zwischen den elastisehen Constanten einf/ihrt~ welche 
dann sehon ein specielles Mittel definieren. Ein solches ist nun aueh 
durch die Ineompressibilitats-Eigenschaft definiert. Infolge dieser 
degenerieren - -  wenn der Ansdruck gestattet ist - -  in einaehsigen 
Medicn eine: in zweiaehsigen aber zwei der urspr~inglich nicht 
transversalen Wellen, in ein% resp. zwei transversa[e Wellen~ so 
dass es im incompressiblen Mittel stets zwei rein transversale 
Schwingungen gibt. 

Anch bei der zweiten bier betraehteten Grundannahme w~re es 
nieht saehgemal3, in den Gleiehungen (23) yon vornhinein die Glieder 

/~ Ox ~ ~ ~ '  ~ ~zz wegzulassen: weft damit der Factor lira K' : o~ 

multiplicativ verbunden erseheint. In der That warde man hie- 
durch eine wesentlich andere Form der Gleichungen far v erhalten. 

ttieraus ist zu sehlie6en~ class m a n  bet Untersuchungen, 
welche die LiehtSchwingungen mit anderen als dem Verschiebungs- 
vector der Theilehen identificieren und den Lichtather als incom- 
pressible 5 elastisches Medium betrachten, nicht ohne welters wegen 
der Ineompressibiliat des Mittels bloi~ einen einzigen Vector einfghren~ 
d. h. sofort die Glieder, welehe in der Elasticit~tstheorie die Dilatation 
enthalten: weglasseu kann, sondern dass stets yon den allgemei.nen 
Gleiehungen auszugehen und erst sodann zum Grenzfalle emes 
Ivlittels ohne  Compressibilitat tiberzugehen ist. Es ist naheliegend~ 
dass bei diesem Untersnehungsgange noch ein zweiter Vector oder 
eventuetl eine skalare GrSISe, (ahnlich der Dilatation) auftreten wird~ 
welehe den G~ng der Untersnehungen modi~ieiert. Jedoch soil ein 
speeielleres Eingehen auf dicse Betrachtungen ether spateren Ar- 
belt vorbehalten bleiben. 

3~on~tsh. ffir Mathematik u. Physik. X. Jzhrg. ~4 


