Uber die Koeffizientensumme einer beschriinkten
Potenzreihe.

Von

Ludwig Neder in Géttingen.

Es bezeichne z eine komplexe Verinderliche, f(x) eine Funktion

derselben, die im Kreise 'z| < 1 regulir, also =Z% z”, und absolut
n=0

<1 ist, und es sei s,=@ayta,+...+@a, (n=20,1,2,...). Dann ver-

dankt man Herrn Landau die folgenden Sitze'):

1. Fir die Menge aller Funkiionen f(x) hat bei festem n die obere
Grenze von s, den Wert

2
't

n
oNTN (13) , /1-3.--(2n:32)2
G"“*%,<v1 =14 (3) + g+ + Cor e )

I1. Diese Grenze wird fitr m > 0 bei einer speziellen Funktion f(x)
erreicht, ist also Mazimum.

AnschlieBend bewies Herr Bohr?):
1. Fir jede einzelne Funktion f(x) ist

lim {6, — is,|} = 0.
n=a
IV. Es gibt eine spezielle Funktion f(x), so daf

fim L)

Nz Gn

) Abschitzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe (Zweite Abh.); Arch.
Math, Phys. (3) 21 (1913), 8. 250. Vgl auch: Darstellung und Begriindung einiger
neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie (zitiert als Landaun), Berlin 1916; § 2.

) Uber die Koeffizientensumme einer beschrinkten Potenzreihe (Zweite Mitt.);
Gott. Nachr. 1917, 8. 119; Satz B bzw. A. Ein in der ersten Mitteilung gleichen
Titels (Gott. Nachr. 1916, S. 276) erhaltenes Zwischenvesultat ibergehe ich. (Die
beiden Arbeiten werden als Bohr II bzw. I ztiert.)

_%
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Wie man siebt, besteht zwischen TII und IV noch eine Liicke, die
im folgenden ausgefiillt werden soll durch den Satz:

V. Zu jeder Folge L,— co gibt es eine spezielle Funkiion f(x) der
Art, daf fir unendlich wviele n

Sn 1{ 2 Gﬂ - Ln N

Bei der Aufstellung der hiermit angekiindigten Funktion f(x) wird
von der Konstruktion, die Herr Bobr bei seinem Beweise von IV ange-
geben hat, der Grundgedanke in dem nachstehend in FuBnote 9 auseinander-
gesetzten Umifang beibehalten werden. Jedoch gestaltet sich die Durch-
fithrung ganz erheblich schwieriger?®).

Bezeichnungen?),
Es soll fiir n=0, 1, 2, ... sein?)

k(2
O T 1 1-3 L 1:8..@0—1) g
Pn(x):Z(wl) (,,)x :l—fr—gxﬂ—ﬂx}ﬁ—...»j—’ﬂ%g—{—)x
r=0
fir (2! <1,
also®)
1 2,
S =57 %%Pn(x)dx (0<r<l),
fal=r

%) Zu den Satzen IIT und V gelten in der Theorie der Fourierreihen die Ana-
loga fiir mod 2x periodische, meBbare Funktionen ¢ (), die fiir alle reellen ¢ ab-
solut <1 sind. Der Landauschen oberen Grenze &, entspricht dabei, wie bereits
Herr Szdez (Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe; Math. Zeitschr., 1
(1918), S. 163; vgl. Anm. 13 daselbst) bemerkt hat, die Lebesguesche Konstante

2z

1 sin{n+4)o]
On= L__,(._lﬁ_)_ida,
2x sinfa

fiir s, gilt der Ausdruck
gin(n+—1)e
snz_l_fw(gg___gﬁ_i_w) d(z’

2x sin } «
0

und die Siitze lauten bzw.:
A. Fir jedes einzelne ¢ (£) ist
On— 18, 1 —>00.

B. Zu jeder Folge 4, mit dem Grenzwert 0O gibt es eine spezielle Funktion ¢ (f)
der Art, daB !s,{> 0.~ 4, fitr unendlich viele #.

Der Beweis von A ist naheliegend; der von B gelingt nach der durch Du Bois-
Reymond und Herrn Lebesgue wohlbekannten Kondensationsmethode zur Kon-
struktion divergenter Fourisrreihen ohne Schwierigkeiten.

Zu dieser Methode ist #brigens die Bohrsche das durchaus sinngemiBie Ana-
logon fiir Potenzreihen auf dem Rande des Konvergenzkreises.

% In diesen schliefe ich mich an das Vorbandene moglichst an, setze iibrigens
auch den Inhalt der zitierten Arbeiten voraus.

% Landau, § 2.
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und 9) P01/
ful®)= E"P:(%ﬂ,
also?)
f.(z) regular wnd [f, () <1 fur (20 < 1.
Weiter sei®) fiir alle reellen ¢

D, ()= enev PR (evd), also D (p)f,(e?)=1D, (¢)],
so daB®- %)

27 2
1 . '}
Lo, hierao— L 10010 =0,
¢ O

1st.
Konstruktion von f(a).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dafl L, < G,
ist filr alle n=0,1,2,....

Es sei A, (x)= 0 fiir alle , m,=1, n, positiv ganz und so grof,
daB

7z

%ng Q%fs—ﬁi‘él"_‘éf(; (1— e™2m™2* k% oog (my, sin @) ) dgp (> 0),

—3T

ferner 4_; === und §, positiv, < $4_; und so klein, daB

3
1 \ i 1
é;fﬁ@na(so)‘d@égllm,

—8,

endlich u, positiv und so klein, daB

SchlieBlich bedeute eine von k =q (ganz) bis k=1> {(ganz) erstreckte
Summe stets Null, falls o > b ist.

Dann sind durch Vorstehendes, znnichst im Falle p=0, Hir
k=0,1,..., p solche Funktionen &, (x), natiirliche Zahlen m,, n, und
positive Zahlen 4, sowie solche positive Zahlen 6_,, 4,, ..., 3, definiert,
daf folgende Beziehungen bestehen:

(1) h,(z) ist regulir o
{9) B (.’t): <e—mp(l‘u) e"”p/il’:; fiir }x’;:l, }R(x):u<1’
- ' e b= -

® B (e S eV i g recll, 0<[p] <

%) Bohr, 1§ 2 oder H § 1.
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. 1 1 .Ln - s N
@ @ISy mv) oo fire <L RS,
8 S <1 s ais R@ <,
Bt
2n—5p—
(6) L La,> ! (=0
3 ox sm21 =9)
dp—s
1 1 d 1 o Te
~uphipl
(7 's'L”pgé—:; sin?*-;‘q)ge k‘ e,
1 ~ 1 1 —2m,sin? L g
(8) §L”p$§;z gm_g_%.(;(l_g 'p cm(m sing))de,
. 1
(9) 0<d,<580<7F,
1 »
\ . 1
(10) ff | B, ()1 dep < g Ly
-8
an V2 1 Lny also <1

Vsinis, — 16 Gy, °
wegen der Voraussetzung L < G .

Wir nehmen nunmehr an, dal p>0 ist, und in den Fillen
0,1,..., p—1 statt p die Funktionen und Zahlen mit den vorstehenden
Eigenschaften definiert sind. Dann wollen wir zeigen, daB auch die
Funktion %, (x) und die Zahlen m, und %, positiv ganz, &, und u, posi-
tiv so deﬁmert werden konnen, daﬁ die Bez1ehungen (1) bls (11) geltens)

Die Funktion %,(x) wird die Gestalt haben

(12) b, (z) = et ~2 V2 (),

wo f,(z) die Landausche Funktion ist, V1 —« den in der Halbebene
R (x) < 1 reguliren und von Null verschiedenen Hauptwert der Wurzel
bedeutet und die Zahlen m,, n,, 4, noch festzulegen sind®). Unabhingig
von deren Werten ergibt sich aus (12) ohne weiteres, daB (1) erfiillt ist.

?) Dies bedeute z. B. 0, falls p =0 ist. -

% Beim Zitieren derselben deuten wir durch Zufiigung eines * an, dafl darin
p—1 (oder 0,1, ..., p—1) statt p zu setzen ist.

%) Bei diesem Ansatz besteht der Grundgedanke, den ich vopn Herrn Bohr
(IL, 8. 122, Z. 2) iibernchme, darin, daB fir eine passende Folge % =7, natiirhicher
Zablen die Landausche Funktion £, (z) sowohl in einer Halbebene % (2 ) £ ¢0s 8, (3,—0)
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Wenn weiter d =11 — 2| ist, und & den im positiven Sinne ge-
rechneten Winkel vom Strahl aus 1 nach 0 zum Strahl aus 1 nach =
bedeutet, so ist in unserer Halbebene |#| < 1= und deshalb

2u v B
) e Sl PP IS 2 5.3
-1 1 a ;'—d
1€ Hpr¥ V e LY

I

i
—
= €

Hieraus folgt, da im Kreise 'z! <1 stets d < 2V1—u ist,

e - [w
’ie—zupm-z;ge [ Vi—u fir /<1, R@)=u<l,
und also aus (12), mit Riicksicht auf die vierte Formelzeile der Bezeich-
nungen, die Richtigkeit von (2). Eine Folge von (2) ist (3), denn fiir
x=e" (preell, 0 < @< a) ist

0<1l—u= 2Sin2é—<p§qf3, also f/l—ug Vig.
Um jetzt (4) und (5) zu erfiillen, beachten wir, daB nach (2)* fiir
E=0,1,...,p—1 .
bp(z) <e ™"

ist, so daB es mit Riicksicht auf (9)* einen positiven echten Bruch
y = c08 0, gibt der Art, daB

p—1

Dbz <1 —u fir 2'<1, R@)=u>y.
k=1
Dann besitzt im abgeschlossenen Gebiete (2] <1, R{z) <y die daselbst

p—1i

nach (1)* stetige Funktion Z (A {x) ein Maximum &, das wegen (Y
k=1

kleiner ist als 1. Weiter ist nach (2) |A,(z)| < e ™% %, Legen wir
also die nattirliche Zahl m, auf einen Wert fest, wofiir zugleich

e~ ™Y <1 — ¢, <y und < rechte Seite von (4)

(letatere ist positiv, da p > 1, und wegen (6)” die Zahlen L,,, L,,, .. -, L,

r4
alle > 0 sind), so ist (weil cos 8, , <) (4) erfilllt und > A ()] im
: k=1
Kreise 2! <1

als auch in einer gewissen Umgebung vonr z=1 so zu einer Funktion %, (z) modi-
fiziert wird, daB ikre #t,-te Partialsumme die Landausche Grenze G’mp noch aus-
reichend approximiert, wihrend zugleich (hauptsichlich infolge der ersten Modifi-
kation) X%, (z) in jedem Gebiste | 2| < 1, R (z) <9 <1 gleichmaBig konvergent wird,



120 L. Neder.

fir Re)<Ly: <e+{1—-2)=1,
Cfir ySR(zj<l: <0 —w)tu=17%Y),
also auch (5) erfiillt.

Betrachten wir jetzt die rechten Seiten von (6), (7), (8), so stehen
dort, da alle auftretenden Parameter festgelegt sind, und die Integrale
simtlich einen Sinn haben, feste Zahlen. Wegen L,—oc kénnen wir
daher n, positiv ganz so festlegen, daB (6), (7), (8) erfiillt sind.

Nunmehr kann 8, positiv und so klein gewahlt werden, dal (9) und
(10) erfiillt sind, und darauf u, positiv und so klein, daB (11) besteht.

Durch die hiermit beendete Induktion haben wir eine Folge von
Funktionen 4,(») (p==1, 2,3, ...) erhalten, und wollen nun zeigen, daf}
durch .

(13) Dby (x) fir 2 <1, R(x)<1
p=1
eine Funktion f(w) definiert wird, die unseren Satz V beweist.

Eigenschaften von f(z).

Da nach (4) und (9), wern ¢=1,2, 3, ... ist, fiir jedesp > ¢+ 1
WL .
hy(z)] £ Py 'Qf; im Gebiete [z <1, R(zx) <L cosd,,

so konvergiert die Reihe (13) gleichmiBig in jedem derselben; sie
definiert also wegen (1) (und (9)) eine fiir '@| < 1 regulire, fiir 2| <1
und R{z) <1 obendrein stetige Funktion f(z).

Fiir dieselbe ergibt sich aus (5) sofort, daB
(14) @<l fir 2] <1;
daf hierin das Gleichheitszeichen nicht gelten kann (in welchem Falle
f(x)=konst., und zwar |f(z)! =1 wire), folgt daraus, daB nach (4)

€«

3 1 1 L 1 L
=1 S (- 1) <5 Y G- Ge =g ges
=1

P=1

[« IR

ist, letzteres nach der zu Beginn der Konstruktion gemachten Voraussetzung
iber die L,. Satz V ist daher bewiesen, sobald gezeigt ist, daB

(15) gsﬂpgggnp_‘l}np fiir p=1,2,3,...;_

denn unter den Indizes n, sind unendlich viele verschiedene, da nach (9)
d,— 0, und infolgedessen nach (6) L,,~—oco. — Dem Beweise von (15)
schicken wir noch eine

) Dies, weil ¢~ ™2 ~% gegen die u-Achse konvex ist.
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Zwisehenrechnung
voraus. Dieselbe soll zeigen, daB fiir p=1,2,8,...

=3, &

P—i
. | 4
(18) 1f+f€l5m,(<,v)k (B"’")dcpl = Gy, — 5 Ln,.
6? —1 6.77

Zunidchst ist wegen der fiinften Formelzeile der Bezeichnungen und
nach (12) der Integrand

= | Dy (‘p) ce—m(1-e7%)  g—2u, '/V/l‘ewi.

Daher wird

=85 dpy

1,2 5 [+ 19000 eme e ag)
(17) ~tem %

=8y ey

. o
— gl +[19u(0) emmeli=e") (1 — =20 Nie¥i] g .

— By 61»‘

Da nun im Integrationsgebiete nach (11)

!_“;%gpﬁ; — Vo VR oy
[ Vi—evd,  Visinig, = ysings,

und falls |z <1, stets |1 —e®; < 2]z] ist, ergibt sich unter Benutzung
der schiirferen Abschatzung ans (11), daB in (17) der Subtrahend

1 f, 1 La, 1 Ly, 1
<518, 0) 145ty = 15 6, ~ 1L,
Deshalb ist

L

Ty

00|

[+ i, @memo" g -

“) Naeh der letzten Formelzeile der Bezeichnungen.
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Da im Intervall (— @, #) der letate Integrand > 0 ist, sowie?)
(18) 0, @I=[Pu(e™) < p (0<lpl<m),

1_evi® sin‘ig
so wird das zugehorige Glied

1 1 — 2up, un? L @ . 1
< gy (1 s sing ) d < S 4

—

letzteres nach (8). Also ist schlieflich

[ ),
i i
Jpéz’;i f—?—f‘@np@)‘dqﬂ}"gl@
—dp—-1 9 }
! 2o ‘2:1:—519,_1 'Sp
1 ;
S I )30 =31
lu Bp—1 =3
2::—-(51l__‘1
26,2t i, 26, b1,
Ty sin?l g 8 T 2 8 Ty
p—1

letzteres wegen (18), (10) und (6). Nachdem hiermit (16) bewiesen ist,
gelingt die
Diskussion der Partialsummen,
d. h. der Beweis der Beziehung (15), miihelos:
Es ist nach der zweiten Formelzeile der Bezeichnungen, weil infolge
der Beschrinktheit von f(z) fir jz| <1 der limr =1 erlaubt ist,

2r

1 ~ngi 3
:21f PP (8q>

Also ist fir p:l 2,3,.

f + f f }@ <¢>f<e¢*)dqo§

L)

f @,()1(e")d

-
H

" e
q bp-1 % -
bo—8, Sp |
>L [+, @ (e ~L2hk<e“ + (e | ag
n}—é J P+l H
HE b | i
. ‘31; 27—69_,;
P
”z"nfi LD de—5- | iy
% 8y 1

1%) Dies folgt daraus, daB die Koeffizienten von P, (x} positiv sind and von 1
an monoton abnehmen, durch partielle Summation.
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letzteres nach (14) wegen der Stetigkeit von f(z), sowie nach (18).

nun nach (4) fir r=1,2,3,.

1 np

29+r(x)i.._8 "G, fir j2! <1, R(z) < cosd, < eosdyy,—1,

so ergibt sich mit Riicksicht anf (16), (18), (3), (10), (6)

lsan g <G“;1 - %an> T2z f sin?} 2 Hk}vjwd‘p

20
1 L.

~(§é§;@;p) 2ﬂfl‘p (49)]”190*‘1* an

und nach (7), sowie der letzten Glelehung der Bezeichnungen
. 6 1
Esnnganp—ganﬂ_gan 8 GPG* G’np“ang
womit unser Ziel, die Beziehung (15) bewiesen ist.

Gottingen, den 19, Oktober 1920.

(Bingegangen am 20. Oktober 1920.)
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