
[~ber die Koeffizientensumme einer beschr'ankten 
Potenzreihe. 

Von 

Ludwig Nede~ in GSttingen. 

Es bezeiehne x eine komplexe Ver~nderliehe, f ( x )  eine Funktion 

derselben, die im Kreise Ix I < 1 regular, also =z .~ ,a ,x '~ ,  und absolu~ 

< 1  ist, u n d e s  sei s , = % @ a  1 - ~ - . . . @ a  s ( n = 0 , 1 , 2  . . . .  ). Daunve r -  
dankt man Herrn L a n d a u  die folgenden SgtzeI): 

I. Fiir die Menge aller JFun~ionen f ( x )  hat bei /estem n die obere, 
Grenze yon s, i den Wert 

n ~ I e 
v ( - ~  , f I 3 1  ~ , n - a ( 2 ~ - ~ ) ~  ~ 

~ % = . ~ \ . ' )  = 1 - 4 - ( ; 5 ) @  \~-~/ -T- . . .  ~ C~i- - - g 7  / " 

II. Die~e Gre~ze wird ]iir n > 0 bei einer speziellsn 2~unktion f ( x ) 
erreicht, ist also Maximum. 

Anschtiel~end bewies Herr  B ohr~-): 

III.  Fiir ~ede einzelne ~'unktion f (x)  ist 

lira { G . - -  ~s~i} = co. 

IV. Es gibt eine spezielle Eur&tior~ f (  x), ao daft 
---- !,~j 
tim -G7 = 1. 

~) Abschgt~tmg der Koeffiziengensumme einer Patenareil~ (Zweite Abh.); Arch. 
3laiR. Plays. (3) 21 (191g), 8. 250. VgL aue]a: Dal~,ettung m~l Begtqmdung einiger 
neuerer Ergebni~e der Funktionentheorie (zitier~ als Landau) ,  Berlin 1916; w 2. 

.2) ~ber die Koeffizientensnmme einer basehr~nkten Potenzreihe (Zweite Mitt.)i 
G6tt. Nachr. i957, S. 119; Satz B bzw. A. Ein in der erstem Mit~il~ng gleiehen 
Titels (GStt. Nachr. 1916, S. 276) erhal~enes Zwiselmnresultat iibergehe ie-h. (Die 
beiden Arbeigen werden ~ls Bohr II trLw. I zilgierg:) 

8* 
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Wie man siehC, besteht zwisehen III und IV noeh eine Liieke, die 
im folgenden ausgefiillt werden soll durch den Satz: 

V. Zu jederFolge L,,---~oc gibt es eine. spezielle Funktion f(x) der 
Art, daft fiir unendlich viele n 

Bei der Aufstellung der hiermit angekiindigten Funktion f (x)  wird 
von der Konstrul~ion, die Herr Bohr bei seinem Beweise von IV ange- 
geben hat, der Gr~andgedanke in dem nachstehend in Ful~note 9 auseinander- 
gesetzten Umfang beibehalten werden. Jedoch gestaitet sich die Durch- 
fiihrung ganz erhebiich schwierigerS). 

Beze ichnungen4) .  
Es soll fiir n = 0, 1, 2 , . . .  sein 5) 

n 

-) 4 - . . +  

'xi < 1  flirt = , 
also ~ ) 

1 ~ f(x) p~ 

l~l=r 

~) Zu den S~tzen III und V gelten in der Theorie der Fourierre ihen die Ana- 
loga fiir rood 2 z  periodische, me ,  bare Funktionen ~ (t), die fiir alle reellen t ab- 
solut ~ I sind. Der Landauschen oberen Grenze G. entsprieht dabei, wie bereits 
Herr Sz~sz  (Ungleichungen fiir die Koeffizientea einer Potenzreihe; Math. Zeitsehr., 1 
(1918), S. 163; vgl. Anm. 13 daselbst) bemerkt hat, die Lebesguesehe  Konstante 

27g 

1 / t s i n ( n A - � 8 9  ' 
r 2--~ " sin �89 :z 

0 
ffir sn gilt der Ausdruck 

2z~ 
1 f sin ( n +  �89 ~ d ~ ,  

o 
und die S~tze lauten bzw.: 

A. Ffir jedes einzelne ~ (t) ist 

B. Zu jeder Fotge 1~ mit dem Grenzwert cx) gibt es eine spezielle Funktion ~ (t) 
der Art, dab Z~s~i~ 9 n - ~  ffir unendlich viele n.  

Der Beweis yon A ist naheliegend; der yon B gelingt nach der dureh Du Boi s -  
R v y m o n d  und Herrn L e b e s g u e  wohlbekmanten Kondensationsmethode zur Kon- 
struktion divexgenter F ourierreihen ohne Schwierigkoiten. 

Zu dieser Methode ist iibrigens die Bohrsche da~ durchaus sinngem;iite Ana- 
logon ffir Poteazrei]aon auf dem Rande des Konvergenzkreises. 

~) In dieson schliet~e ich mic~ an das Vorhandene mSglichst an, setze iibrigens 
auch den Inhalt tier zitierten Arbeiten voraus. 

b) L a n d a u ,  w 2. 



und s) 

also 5) 
f,, ( x ) regutiir 

Welter seP) far  a l e  reellen q~ 

~= (~) = e-=~ P~ ( ~ ' ) ,  

so dab 5, 6) 

ist. 
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x = L"-~" (1 I~) f" ( ) ~:-(=7-' 

u=d if,,(~)1<1 fii~ i , ~ , < 1 .  

also a ~ = ( q , ) L ( e ~ ' ) = i # = ( ~ o  ) , 

f r. (..,,) = < 
0 O 

K o n s t r u k t i o n  y o n  f(x). 
Ohne Besehriinkung der Allgemeinheit setzen wit voraus, dab L,, <_~ G~ 

ist fiir a l e  n = 0, 1, 2 , . . . .  

Es sei ho(x  ) = 0 fiir a l e  x, 
dal  

too= 1, n o positiv ganz und so goB, 

eg 

1 L n >  I f 1 ( l _e_~ .~ ,=~_~ ,cos (mos inq ) ) )dq~(>O)  ' 

ferner d_~ = ~ und d o positiv, < ~ 5d_1 mid so klein, dab 

ao 
1 f ~  , , 1 

endlich /~o positiv und so tdein, da l  

~,ov'2 .< t L~  

Schliellich bedeute eine von k = a  (ganz) his k = b  (ganz) ersgreckte 
Summe stets Null, falls a > b ist. 

Dann sind dutch Vorstehendes, znngehst im Falle p ~ O ,  ffir 
k = 0, 1 . . . . .  p solche D'unktionen h~(x),  natiirliehe Zahlen m v n~ wad 
positive Zahlen #~, sowie solche positive Zahten 6_1, do, . . . ,  3s definiert, 
dab folgende Beziehungen besgehen: 

(1) h,(x) ist regular ] 
�9 ,~-  } f i i r i x ; < l  ~ ( z ) = u < l  

, ~ t \ r _ . .  - - r a p ( l - - u )  - -  p T J  y l - - u  ' ~ ~ 
(2) i % ( x ) i ~ e  .e 

") Bohr, I w 2 oder II w 1. 
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2~-~ G% fiir xl < 1 ,  ~ ( x ) < c o s S ~ _ l ,  
15 k = 0 , 1  . . . . .  p--I - ~ ~ ~ - - -  

(5) l l h ' k ( x ) t  < 1 fib I x ! ~ l  , ~ ( x ) < l ,  
k = l  

2=-ap-i 

i i f ae (> 0), (6) -~ Ln ,>  ~ sin,~-------~,__ 
6/~-i 

(7) 8 = ~ ' ~ s i n ~  ~ ~~ ~=I 
- - T r  

1 L n ~  1 f 1 "1 -o~ ~i~}~ s i n ~ ) ) d ~ ,  (8 )  -g _~j~]~( - e  " ~ c o s ( %  

1 rt (~) 0 < ~, < ~ , _ ~  < ~ ,  

(10) I f] 1Ln, ,  

-% 

t~'J2 < 1 Ln~ also < t  
(11) ~/sin�89 = 16 Gn~ ' = 

wegen der Voraussetzung L ,  ~ G,. 
Wir nehmen nunmehr an, dab /9 :>0  ist, und in den Fgllen 

0, 1, . . . ,  19--1 s tar t  79 die Funktionen und Zahlen mit den vorstehenden 
Eigenschaften definiert sin& Dann wollen wit zeigen, dal~ aueh die 
Funktion h~ (x) und die Zahlen m~ und n~ positiv garm, 0~-and #~ posi- 
tiv so definiert werden kSnnen, dal~ die Beziehungen (1) bis (11) geltenS). 

Die FunkCion h~,(x) wird die Gestalt haben 

(12) h~ (~) = ~-~(~-~. ~-~/r G (~), 

wo f,~(x) die L a n d a u s e h e  Funktion ist, ~ / 1 - - x  den in der Halbebene 
~R (x )< :  1 reguliren und von Null versehiedenen Hauptwert der Wurzel 
bedeutet und die ZahIen m~, n~, tt~ noch festzuIegen sindg). Unabhingig 
yon deren Werten ergibt sieh aus (12) ohne weiteres, dab (1) effiillt ist. 

9) Dies bedeute z. B. 0, falls p = 0 ist.- 
8) Beim Zitieren derselben deuten wir dutch Zuffigung eines * an, dab darin 

p-- 1 (oder 0, 1 . . . .  , p--l) start p zu setzen ist. 
9) Bei diesem Ansatz besteht der Grtmdgedanke, den ich yon Herin Bohr 

(H, S. 122, Z. 2) iibernehme, darfia, da~ fiir eine passende Folge n = ~ natiirlicher 
Zalalen die Landausehe Funktion fn (x) sowohl in ehaer Halbebene IR (z) ~ cos ~, (3~--~0) 
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Wenn weiter d = I 1 -  x I i s t ,  und ~ den im positiven Sinne ge- 
rechneten Winkel yore Strahl aus 1 nach 0 zum Strahl aus 1 nach x 
bedeutet, so ist in unserer Halbebene I 0 ] <  ~ ~ mad deshalb 

2 Up I 

Hieraus folgt, da im Kreise ~, x! =< 1 stets d ___< 21/1--u ist, 

und also aus (12), mit Riicksicht an/ die vierte Formelzeile der Bezeich- 
nungen, die Richtigkeit von (2). Eine Folge von (2) ist (3), denn fiir 

x = e  'p" (co reell, 0 < l(p!s ~) ist 

1 = 'a also ~ i - - u " ~  V!q~ 0 < 1 - -  u = 2s in~"~o<~o , = ,- 

Um jetzt (4) und (5) zu erfiillen, beachten wir, dab nach (2)* fiir 
/ r  1 , . . . , p - - 1  

u_  . /  u - . , , / ,  - < 5 !  
h~(x) ,  < ~  _ - s  (1 - -  u ) l ~ i - - u  

ist, so dal3 es mit Riicksicht an/ (9)* einen positiven echten Bruch 
7 ~ cos 5p-1 gibt der Art, dal~ 

p" 1 

k = l  

Dann besitzt im abgeschlossenen Gebiete I x]~_< t ,  {R ( x ) ~  7 die daselbst 
:p--1 

nach (1)* stetige Funktion Z i h ~ , ( x )  ein Maximum e, das wegen (5)* 
k-----1 

kleiner ist als 1. Weiter ist nach (2) th~, (x) i<~e-%'(~-u)  Legen wir 
also die natiirtiche Zahl mp an/ einen Weft fest, wofiir zugleich 

6 - %  (~-7) < t -- e, ~ 7 und _~ rechte Seite von (4) 

(letztere ist positiv, da p ~ 1, und wegen (6)* die Zahten L~o, L ~ , . . . ,  L,~_~ 
P 

> 0   ind), so (w il =_< r) (4) Z:h (x)l im 

Kreise i x l _~ 1 

als auch in einer gewissen Umgebung yon x = 1 so zu einer Funktion h~(x) modi- 
fiziert wird, dat~ ihre n~-te Partialsumme die Landausche Grenze G~ noch aus- 
reichend approximier$, w~hrend zugleich (hauptsgchlidh infolge der ersten Modifi- 
kation) ~." h~ (x) in jedem Gebiete t x t ~ t, ~ (x) ~ y <: t gleichm~Big konvergent wird. 
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f ~ r = < ~ ( ~ ) < I :  < ( 1 - ~ ) + ~ = 1 ~ o ) ,  

also auch (5) ed'fillt. 
Betrachten wir jetzt die rechten Seiten yon (6), (7), (8), so stehen 

dort, da alle auftretenden Parameter festgelegt sind, und die Integrate 
g4mtIich einen Sinn haben, feste Zahlen. Wegen L~-~cc kSnnen wit 
daher np positiv ganz so festlegen, da$ (6), (7), (8) erfiillt sind. 

Nunmehr kamn (~p positiv und so klein gew~ihlt werden, dab (9)und 
(tO) er~dllt sind, und darauf ~ positiv und so klein, da$ (11) besteht. 

Durch die hiermit beendete Induktion haben wir eine FoIge yon 
Funktionen h~,(x) ( p =  1, 2, 3 , . . . )  erhalten, und wollen nun zeigen, daa 
dutch 

(13) ~ ' h ~ ( z )  ~r  x = < ~ ,  ~(~)<1 

dne Funktion f(x) definiert wird, die unseren Satz V beweist. 

Eigenschaf ten yon f(x). 
Da naoh (4) und (9), wenn q = 1, 2, 3 , . . .  is~, f ~  j~aes p __> q + 1 

1 Lno h~(x)ls im Gebiete t x I s  ~ ( x ) s  

so konvergiert die Reihe (13) g|eichm~l~ig in jedem derselben; sie 
definiert also wegen (1) (und (9)) eine fiir ~x [ <  1 regulate, flit J~x I ~  1 
und ~ ( x ) < :  1 obendrein stetige Funktion f(x). 

Fiir dieselbe ergibt sich aus (5) sofort, dal~ 

(14) I f ( x ) ! s  fiir [ x t < l ;  

dab hierin das Gleicbheitszeichen nicht geIten kann (in weIchem Falle 
f (x )=kons t . ,  mad zwar if(x)! = I w~re), ~otgt daraus, da~ nach (4) 

1 1 /-'no 1 /-'no < 1 

P = I  

ist, letzteres nach dez zu Begipm der Konstruktion gemachten Voraussetzung 
fiber die L~. Satz V ist daher bewiesen, sobald gezeigt ist, daI~ 

(in) ! s~I~>G~p- -Z~  flit p = 1 , 2 , 3 , . . . ;  

denn tinter den Indizes n~ siud unendlich viele verschiedene, da nach (9) 
r und h~folgedessen nach (6) L~--~c~. -- Dem Beweise yon (15) 
sehicken wit noch sine 

lo) Dies, weft e-rapt I-u} gegen die ~-A~ase konvex ist. 
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Z w i s e h e n r e e h n u n g  

voraus. Dieselbe soil zeigen, dal~ flit p = 1 ,2 ,  3 , . . .  

--~ 6p--.t 
(16) J 1 i (  >G,~,--gL.~. 

-%- ,  % 

Ztmgehst ist wegen der fiinlten Formelzeite der Bezeichnungen und 
nach (12) der In~egrand 

/ :  - i  

Daher wird 

(17) 

-- ~p ~p--i 

f J~> ~ + I~.(~) 
-ap-~ ap 

- ~p 6p_t 

e-=eO-"P9 d~o ,, 

e - ~ , 0 - ~ )  (1 _e-~,p,/~/~-~-~)dcpi. 

and falls ,I z i = < 1, stets i 1 -- e ~'~ =< 2 I z I ist, ergibt sich unter Benutzung 
der sch~'feren Absch~itzung aus (11), dab in (17) der Subtrahend 

t L,~l, L,,.~ 1 

0 

Deshalb ist 

I !L 
[ -~" ~'- '  / IL 

~1) Naeh der letzten Fo~melzeile der Bezeiclm~agem 

Da nun im Integrationsgebiete nach (11) 
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Da im Intervall ( - -= ,  n) der letzte Integrand >_ 0 ist, sowie ~~ 

(18) ~,(q;)l=,p,~(er 4 1 (0 < ]rpl <: ~t), 
, ~ - ~ - -  sin~�89 1 ~ e ~ c ~  ' 

so wird das zugehSrige Glied 
~rg 

f 1 <__~_~1 EE~ ~.~-~I (1__ e - e % s m , ~  . cos(m, sincr162 

letzteres nach (8). Also ist schliel~lich 

[-%-i ~p J 

u 8p_ 1 -- b 2 
2~--6~_ 1 

f d~ a 4 >~_ G~p - -  sin "~ �89 ~ 8 L ' b  >-~ __ G~b - -  ~ Lnp,  
6 p - - 1  

letzteres wegen (18), (10) and (6). Nachdemhiermit (16) bewiesen ist, 
gelingt die 

Diskussion der Par t i a l summen,  

d.h. der Beweis der Beziehung (15), miihelos: 
Es ist nach der zweiten Formelzeile der Bezeichnungen, weil infolge 

tier Beschrgnk-theit von f (x)  fiir !xl _< t der l i m r -  1 erlaubt ist, 
2zv 2 z  

/ l j "  (j:i) . 

8 n ~ ~ 8 
o o 

Also ist fib p ~ 1, 2, 3 , . . .  

l f f f j-% i Is,,~]=~ § § -4:- (q~)f(er 
-~-~ ~ - ~  ~-~ i 

k = l  p + l  ] 

-- ~/~ ~p--I 

'~) Dies fotgt  d~raus, dsd~ die Koefi izienten yon P .  ( x )  posi t iv sind mud yon I 
an  mono ton  abnehmen,  du tch  par~ietle S~mmat iom 
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letzteres nach (14) wegen der Stetigkeit von f(x), sowie nach (18). Da 
nun nach (4) fiir r = 1, 2, 3 , . . .  

1 L~p 
~ h,+,(~)I =s<-72- ~ ,  ~ ixl =<1, ~(x)  < o o ~ =  =< ~os ~,+,_1, 

so ergibt sich mit Riicksicht auf (16), (18), (3), (10), (6) 

4 1 ( 1 , - I  

2~ 

-- 8_2~. G,,j . -~--~ ~ lqS,,, (q~) ] dq~ -- -~ L,, -- g L,,, 

und nach (7), sowie de~ letzten Gleichung der Bezeichnungen 

6 I 1 L% 
18,,,I~G'~,--~L~p---8 L,', .8 G.,,, G~:,,~-%--Ln,, 

womit unser Ziel, die Beziehung (15) bewiesen ist. 

G S t t i n g e n ,  den 19. Oktober 1920. 

(Eingegangen am 20. Okr 1920.) 


