
Ueber die Nultst~'qle~ tier Bessel ' schen Func t ion .  

Von 

A. Hvgwrrz in KSnig~berg i. Pr. 

(~) 

Diejeaigea Werthe des Argl~mentes ~, fiir welche die Bessel'sche 
Tra~scendente 

l 
verschw~ndet, spielen bekaan~lich in vielen matheraatiseh-physiealischen 
Untersuchungen eine wichfige Rolle. Man weiss yea diesen Nullwerthe~, 
dz~s sie s~nmtlich reell sind, wean der Index n einen reellen Wer~h 
besitz~, welcher nieht kleiner als - -  1 ist. Den Beweis dieses S a ' ~  
pflegt man naeh P o i s s o n ' s  Vorgaug auf eine Integralformel zu 
grfinden (vgl. unten w 7), die auch sonst in der Theorie der Besser- 
sehea Func~ionea yon Wich~igkei~ is~.*) Herr S c h l ~ f l i  hat aus einer 
�9 :dmliehen Formel eine wei~ere Eigenschaft jener Nullwer~he gefolgert.**) 
Betraehte~ man niimlich den einzelnen Nul{werth als Function ~P(n) 
des Index *6 so w~ichst ~(n) best~ndig, wean ~ yon Null aasgehend 
die reellen positiven Werthe darchl~uft. Endlich ist noch zu bemerken, 
dass man die Existenz yon nnendlich vielen Warzeln der Gtei~hung 
J,~(z) ~ 0 aus dem asympto~ischea ~Ver~h yon J~(z) fiir aaendlich 
grosse Werthe yon # geschlossen hat.. ~**) 

In der vorliegenden Arbeit babe ieh die Untersuchung tier ~ull-  
stellen yon J~(~r wei~er gefiihrL Ieh behandle namentiich den FaU, 

�9 ) Poissou, Th6orie de la Chaleur, p. I78. Man vergleiche eino &rbeit yon 
Sturta in Liouville's Journal, Bd. ][, pag. 38~ff., sowie die Abhandlung yon Stern,  
Uober die AuftSaur~g der transcendenten Gleichungen, Crolle's Journal BcL 22, 
p~g. |if, 

�9 *) M a t h ~ e  Annalen Bd. X~ pag. tST~ Anmerkung. 
~*) H e ~ e ,  tiaadbuah tier Kugelfunct~onem, 2. Band, pag. 210. Hankel  hat 

die bier in Betracht kommende semiconvergente En~wiclduag you J~ ($) in den 
Mrd.hematiaahen Armalea Bd. I, pag. 491 ausffihrtieh un~ersueht. Die Abach~Czuag 
des ~ t ~ s  ~ene~ E~tw/eklr~g i~ indessen, so w~e s~e l~nkd giebt~ niehs r/chUg. 
Der leicht k~antliche Fehler fmdvt sich pag. 422 unten. 
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wo ~ einen ~ reellen Werth besit~ and zwar naeh ~iaer 
Method% welehe sich waf allgemeine ~ tze  eber die Ndhtellen ana- 
lyti~,~her ~ c t i o n e n  ~ d e t ~  

Zam Sehlus~ betraehte lob aueh solehe imagm~re W erthe vo~ ~% 
dereaa reeller Bec~tandtheil pO~t[v ist, ~-obei ida jedo~ wieder Ia~tegral- 
formeln zu Halle ziehen muss. Ieh bemerke noeh, da~ ich bei me'men 
Entwiaklungen J~($) ersetze dureh (lie l~ncfion 

(~) f ,  (~) = r ~,, + , ) r (~) i -  r (-g-g-a) r ,:~ 1 - . - ' +  f.-(~r+ ,:u + . . .  

De* Uebergang yon h(~) zu J~(~) ~ r d  dana offenb~r ve~ait~elt 
dureh die Gleiehaag 

=g-) (---;:), 
Zar Ahkfi~tmg werde ieh ];(z) ats die ,Bessel'sehe Reih~" bezeiehnem 

w  

Ueber die Nullstd!en analytischer Functiollen. 

lgs sei 

eine Potenzrcihe der complexen geraadertichen & 
(5) 9,,(z) = a,~ + a~z + a~e2- + . . . + a,~e 

die Summe ihrer erstea v q-- 1 Glieder. Man k~ua nun I~eisen~ d ~  
die Nullstellen yon f(#) mi~ bdiebig vorgesehriebaner Genau~gkeit dareh 
die AuflSsung d~  ~dgebraJamhea Gldchtmg 
(6) g,(~) - - 0  
gefunden werden k5nnen. Um d~ese Behauptung z~her zu p~eidre~, 
will ich die Wet*die yon z in der ~bllehen Weise dutch die Punkte einer 
Ebeno daxstellea~ end in dieser Ebeao die Wurzeln der Gleichlmgen 

g~i~).=. O, g=(~)~ O, g ~ ( , ) . = 0 , . . .  
mavkiren. Das auf diese Wei~ entstehende System van uaendlieh 
vielen Punkten wird, elnem bekannten Satze zufolge, beatimmte Ver- 
diehtungsstellen besitzen and der Sinn der oben ausge~pro~enen Be- 
haupt.uag ist nun dieser: 

Jede im /maern des Coavergenzkreise~ yon f(~) li~gende Ver- 
dieh~mgsstelle ist eine Null~telle yon f ( z )  and umgekehrt: gre~zt man 
um eine Nallstetle voa t'(*) elnen bdiebig tdeinea Bereieh ab~ 
kann man 2r so gro~ w~i~en, da~ e'me ~Vurz~l der Oteiehu~g 
#~(~) ~ 0 in jenen Bereioh Idaein~l~, sobald ~. >~ N isk Ieh bewdse 
st~t~ dieses Satzes sogleieh ehaen aUgemd~eren~ wetcher ihn als 
cidlen Fall en~glt, sehieke jedoe~ ~a~aeh~ folgenden Hf l l f a~  vol~a~: 
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,,Ira Innern uml auf dem .~ande 2~ eines einfach zusammenMingen. 
den ~erciches 1~ seien die Fundio,w,~ f(z) und g(z) r und stetig. 
fn  jedem Tunkte des 2~andes 2~ mSgen ferner f(z) und g(z) van Null 
versddeden, sowie 

if(z) - -  g(z)j < l [ ( z ) l  

s~in. Dann verschurindet die ~unction f(z) im Inn~rn des Z~ereiches ,B 
gauau so off uric die Function g (z). 

Zum Beweise setze ich 

f %  - g(z)  ~ -  f ( ~ ) .  u ,  
nnd bilde die Gleiehung 

logg(z ) ~ ~-~-i-J logf(z) q- 

die Integr~le erstreekt dureh den Rand 2~. Das letzte dieser Integrale 
i~t nun gleieh Null. W~hrend n~m]ich z den Rand R durchl-~aft, 
beschreibt der Paakt 1 ~ u einen Weg, weleher zufolge der Unglei- 
ehung lul <:: 1 die Nullstelle ausschliesst, u n d e s  kaan sieh daher 
l o g ( l - - u )  ~aeh Durehlaufung dieses Weges aicht ge~ndert haben. 
Es ist somit 

1 * 

eine Glelchun~, welehe den zu beweisenden Satz enthiEt. 
Derselbe Satz gilt, beilEufig bemerkt, aueh dann noeh~ wean der 

Bereieh/~ you mehreren in sieh zuriieklaufenden Linien beg-tenzt wird. 
Wenn ferner f(z) uad g(z) im Ianera eines solehen Bereiehes nieht 
5beratl stetig sind, jedoeh nur wie rationale Functionen unstetig wet- 
den, so modificirt sieh der Satz nut insofern~ als an die Btelle der 
Zahl der Nullstellen die Differenz zwisehen dieser Zahl und der Zahl 
der Unendliehkeitastellen tritt. 

ieh nehme nun an, dass jede einzelne der Functionen 
~, (~), g . ( z )  . . . .  , g , ( ~ ) , . . .  

ebenso wie f(z) im Innern eines Gebietes G den Charakier einer 
rationalea Fanetion besitzt und dass gleiehm~sig ftir die Umgebtmg 
eiuer beliebigea 8telle des Gebietes 

lira g,(z) . =  f(~) 

ist. Sei dann a eine Stelle des Gebiefies, ~n weleher f(z) yon der 
r ~r Ordnung versehwindet. Um diese Stelie a grenze ieh einen kleinen 
ganz ira Innera yon G liegenden Bereieh B a b ,  innerhalb dessen (ein- 
sehliesslieh des Randes) die Function f(z) nieht verschwindet, ausser 
an der Stelle a. Es ist dana l'~ngs des Randes yon /3 bes rt~udig 

l,@)l > ~, 
wo ~ eine positive yon Null versehiedene Zahl bedeutet. Nun kann 
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aber ferner nach Vorausse 'tz~tmg ~* so gro~s angenommen werden~ daas 
~ r  alle Stellen des Bereiches/3 

lf(~) -g,(~)t < 
wird, sobaid v ~  2/ i~t. Daher folgt nach dem voraasgeschickten 
Izliilhsatze, dazs yon v = N abjede Funetioag,(z) ebenso oft wie f(.'), 
also r Mal im ][nnern yon ~ verschwindet. Hierbei i~t noeh zu be- 
merken, dass der Bereich B beliebig verkleinert werden kann, so da~ 
die r Nultstellen yon g,(z) mit uaendlich wachseadem v der 8telle a 
unendlich nahe riieken. 

Liegen umgekehrt in jeder noeh so kleinen Umgebung yon z ~" a 
unendlich viele WurzeIn der Gleichungen g t ( z ) ~  0, g:(~) ,~ 0 , . . . ,  
so is~ a nothwendig eine Nuttstelle yon f(z). Andernfalls wilrde man 
n.~mlich am r ~ a einen kleinen Bereieh abgrenzea kSnnen, innerhatb 
dessert :f(z)i :> ~ ist, w o e  eiae posigve yon Null ver~ehiedene G r S ~  
bezeichnet. Da andererseits v so gross gew':ihlt werden kann~ dass ersteas 
g,(z) fiir einea Punkt z o jenes Bereiches verschwindet und zweitens 
i f ( z )~g~(z ) i  < ~ is~, so ergiebi sich ffir die Stelle z o der Wlder- 
sprach, dass glelchzeitig [f(zo) i :> e und ]f(~)i < ~ i~t. Daher i~t die 
Annahme, f(z) sei fiir z ~---a yon Null verschieden, unzulS~ig. 

Hiernach kann man folgenden Satz au~sprechen: 
,, tgs sei in einem emdlichen Geblete G die ~unction f(g) ds gleich- 

m6zsige Grenze do" t~dhe you t~u~wtionen gt(z), g : ( z ) , . . . ,  g , ( z ) , . . . ,  
also lira g,(z)~,= f(z). .[nnerhalb G n%ge fer~wr jede cimdnc dvr go. 
nan,~en ffuncticq~en deu Charakter e~ncr ratio~ale~ JFuudio~ besilz~'~. 

Dann sind im Innen~ yon G die Nutl~lellz~ d~r I:unction f(z) 
ido~t~ch mit denjenigen Stellzq~, an welcheq~ sich die Wurzdn dcr 
GleMm~gen 

9~ (z) = o ,  9 : ( z )  ~ o ,  . . . .  ~ ,(z)  = o , . . .  

verdicl~ten. Lrnd zwar liegc.n in vi~'xr beliebht ldcinen Umgebung d~r 
Stel~e a~ welche elne r-/~'he Nullstelle yon f(z) ist, 9ev,au r ~Vurzeln 
der G~ichung g~(z) ~- O, sobald v elne bestimnd~ yon &r G r ~ c  jem-r 
Umgebung abtdingende Zald iiberschrei~et." 

Der entzpreehende Satz gilt auch fOx die Unendtichkeitsstellen dcr 
Function f(z),  sowie fiir die Stellen, an welehen f(z) ~ C wird, unter 

eine beliebige Constante verstandea. Ferner ist in diesem 8atze ;rlz 
ein besonderer Fall der oben geaannte enthahen, naeh welehem die 

a~ 

Bestimmung der Nullstellea einer Po tenzre~he~ a~z* mit beliebiger 
r  

Genauigkeit dureh die AuflSsung der algebraisehen Gleichung 

a o-{- a az q- �9 " " + a , ~  ~ 0 
geschehen kanm 



w  

Die Bossel's~hs Raih0 ala 6renzo ainor besonderen rationalau Fanctiom. 

Will man den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz verwenden, 
um die l~ullstellen irgend einer besonderen Function f(r zu bestim- 
men~ so wlrd es sich zun~hst immer um eine zweckm~ssige Wahl der 
Functlonen g~ (r g~(~) . . . .  , g~(~) , . . ,  handeln. In dem Falle der 
Bessel'schen Reihe 

1 
(7) f - ( z )  = - r - - ( ,T~ - r ( i 5  + r (~+o. )  r(~-) 4 - -  �9 - 

f.(~) 
sind es die Ziihler und ~e~aner der Kettenbruche~twiekhng yon t;.+l(z) 

weldae passend als Funcfionen g, (z) gew'~hlt werden. Diese Func- 
tionen siad yon Heine, Christoff~l und Lommel behandelt worden. ~) 
Der Vollst'~adigkei~ halber will ida jedoeh die Formeln, welehe" flit 
den vorliegenden Zweck yon Wichtigkeit sind, kurz entwiekeln. 

Man verificir~ zungchst ohne Weiteres die bekannten G]eiehungen 

af ,  
(S) d~ = f ~ ' ,  

(9) f ~ ,  = ~t: + ~f~+,, 
wobei ida, wie in der Folge mdaffach, kurz f~ statt f~(~)geschrieben 
babe. Darch fortgese~te Anwendang der Gleidaung (9) erh~It man 
eine Gleidaung der Form 

wo g, and /~ ganze Functionen yon z und n bezeidanen. Um letztere 
zu bestimmen ersetze man f,-~-i  nada (9)darch ( n + v ) & + , +  zf.+,+~; 
dana erkennt man, dass /~-1 mit 9- und 9,+~ mit ( n + v ) 9 ,  + ~]~, 
identisah ist. Hiernach ha~ man= 

(10) f,,-~ =g,f,,+,,-~ + zg,-_~f,,+~, 
(11) g,,+l ~ (n--]-v)g,, Jr" ~g,-.-2. 

Man finder vel~u5ge dieser Gleichtmgen nach und hath: 

a~ ~ ~r (n+2)  + 2 ( n +  ~)~, . . . .  

Zar Auffindung des allgemeinen Ausdruckes ~ r  g, bemerke ida, dass 
die Reeursiomformd (1I) befriedigt wird, wenn man start g, entweder 

( - - I ) ' /_ , - - ,  oder (--l)'~'+~f~+, 
einta~-et~ Daher isr allgemein 

~) tteiae, 1. e. Bd. 1, laag. 284, Chriatoffel, CreUe's Journal, Bd. 5~, 
pag. 91, Lommel, diese hnnalen Bd. 4, pag. 108ft. 



N~Ustenen der Beeeel'~hen FQ=ctiom ~ I  

9.  = ( - I ) .  ( ~ f _ . _ .  - , ~ - , f . . ~ ) ,  

wean die Facioren 7 mid ~ so bestimmt werden, da~ letztere Glei- 
chang far v-~- -- 1 and ~ =~ 0 richtig iat. Es mfissen also ~ and #~ 
die Gleichungen 

cpL-.+, -- ~f._, = o, 

,p f - . .  - -  V z f , ,  = I 

b e f r i ~ e n .  Nun ist aber die Determinante f_j, f,,_~ - -  ~ f - ~ z  t;, yon 
z unab "h~ugig i denn ihr nach # genommener Differentia]quotient ver- 
schwindet z~fo~e der Retationen (8) und (9). Der W er~  jener 
Dete~inante ergiebt sich, indem man z ~ 0  setzt, und man finder so 

(1~) f _ . f ~ ,  - # f _ . + ~ f .  = ~ ' ~ =  ~g 

mad somit 
X 

~ ~ = ~ , C "  f ' : ~ '  #' . . . .  f - ~ "  

Nach Eintragung dieser Werthe yon ~ und *p kommt: 

(13) g. = ~-~ u.-,-~-. - -  ~ ' + ' f ~ + , l - - + ~ ] -  

Erseizt man die Functionen f dutch ihre Reihenentwicklungen so 
erh~It man nach den erforderlichen Reductionen: 

r(,*+*,--r) 
(14) g- -~ (v -- "), --rT~'+~ "" e ' ,  

r 

wobei a~ den r t~ Binomialcoefficienten yon a bezeichnet and die Sam- 

marion yon r =~ 0 bis r ~E oder r-~--~ auszudehnen ist, je 

nachdem v gerade oder ungerade ist.*) Zar besserea Uebersicht will 
ich die infangs- mid Endglieder yon g~, mid 9~,+i hier ausfilhrlich 
hinschreiben; es ist 

[ 9~,  = ~ - + ( , , - { -  1 ) g ~ + v ) ( , , + v - - 1 ) # ' - ~ + . . .  

-[-(2 v--l)- (n+l ) - . - (n .+2v--2)z-{-n(n-+-  1) . --(n+2 v- - l ) ,  

(15) t9~,+, = ( v +  1 ) ( n+  v)~'-{- (v+2). ,(n-[-v--l)  (r,-{-v) (n -by+ 1)r '-~ 
I + . . . +  2v(n+ l)...(n + 2 v ~  l )z+n(n+ l)...(n+'2v). 

Tr~gt man jetzt in die Formel (13) fib f__,_, and f~+, die Reihen- 
entwicklungen ein, so findet man unter Berflckaichtigung der Glei- 

chang r (a)  r ( I - - a )  
fO, I t  a z  

*) Die Function 9~ befriedigt, beillix~g bemerkt, die Differea~dgleichurtg: 

v ~v _ ,., O,_~.)~,y"+ [,+ -~)(,--~) - ~ ( ~ + , -  t) - ~]~y" 
+ [ * ~ ( ~ + ~ -  0 + (*~-~)~]g  --  *' ( . - -  t)y ==, o, 

aus welcher ebenfa~ls ihr allgemeiner itmdruck (14) abgeleitct wez~len kan~ 



A. I~n~wrr~ 

Os) 9. [ , ] ' r(~+.) "=f~- '  I -I - , , ~ , 4 - - - i  + " "  

+ ( -1 ) '~*  ~ r [1-{- " ~ z - . + ~ ~ , =  -. r~ ,+ , ) r ( ,+ ,+ ' iT  , + , + l  b. . .  
Ich sch]iesse nun Einfachheit halber den Fa~l eines ganzzahligen n" 
yon der Betraclttung aus. Ist dann G ein beliebig grosses aber end- 
tithes Gebie~ der ~Ebene, so kann man des" Gle~hung (16) zufolge N 

so gross w~hlen~ dsss f~r jede $~lle des Gebietes -- g" sich um r (~+, )  
weniger Ms ei~e belieblg Mean vorgeschriebene GrSsse yon f~-1 unter- 
se~heidet~ sobMd v ~ 2~ ge~ommen wird. 

Es ist also in jedem endlichen Gebiete [~_~ die gleichm'assige 
#, 

Grenze yon ~ und man kann daher nach dem Satze des vorigen 

Paragraphen die NullsteUen yon f,_z(#) mit beliebiger Genaulgkeit 
dutch AuflSsung der Gleichung ~(#)~ 0 linden. 

w  

Ueber eine Art Sturm'scher Reihen. 

Ehe ich zuder  Untersuchung der GMchung g , ( s )~-0  ~bergeh% 
will ich zur Yereinfachung der Darstellung einen al]gemcinen Satz 
vorausschieken. 

Es seien 

v=, . . . ,  v,, v ,_, , . . . ,  v ,  Vo 
gauze Funcfionen yon ~ mit reellen Coefficienten, der Grad yon ~ sei 
gleich iund  der Coefficient der hSchsten Potenz eine positive Gr'dsse, 
insbesondere V0 eine positive Constante. Die Functionen mSgen ferner 
folgenden Bedingungen genligen: 

1) Sobald filr einen reellen Werth yon # eine der Functionen 
~ wo i ~ p isi~ verschwindet~ besi~zen die be~achbarten 

gtmctionen ~+z, V~_~ nich~verschwindende Werthe yon 
entgegengesetztemVorzeichen; wenn dagegenV~verschwinde~ 
so haben V~§ und V~-t nicht verschwindende Werthe yon 
demselben Vorzeichen. 

2) Wenn # die reellen Werthe yon ~ oo bis + co durchIguf~ 
v= 

so geht dex Quot/en~ -~..~ fibera]], wo er vorsehwindet~ yon 

negativen za posi/~ven Wer~hen ~ber. 
3) Die Gleichung V,,~O hat keine mehffachen reellen Wurzeln. 

Aus diesen Voraussetzungen l~sst sich nun Folgendes ersclfliessen. 
B e t r ~ t e t  man die Reihe 
08) V,,, V,,_,,.. . ,  V,, 71o, 



Nelhtellea 4er ~ Fe~i~. 253 

so bietet dieselbe p Zeichenweehsel ffvr z a w vo and p Zeiehenfolgen 
f~r # ==-J-cv. Da nun die Reihe nut dadureh einen Zeiehenweelmel 
verlieren kann 7 dass z eine Wurze] der Gleiehung F'~ ~=~ 0 passirt und 

dabei zugleich r~ negatives zu positives Wertheu ~bergeht, V~_~ yon 

so folgt: 
,,Die Wm~zeh der Gleichung Ir~ == 0 sind s~mmtlieh reell und 

yon einander verschieden. Der Quotient v~, geht,  wenn # eine 

Wurzel der Gleichung V~, == 0 ~berschreitet, stets yon negatives zu 
positiven Werthen fiber." 

Eine Folge hiervon ist, dass die Zahl der Wurzeln yon Irj,--0, 
welche zwischen # ~= a und # == ~ liegen, genau gleich der Zahl der 
Zeichenwechsel ist: welche die Reihe (I$) ver|iert, w~bxend z yon 
bis ~ w~ichst~ 

BetraeAtet ms- jetzt die Reihe (17), so verliert dieselbe, wenn # 
yon --co bis -~-c~ w~chst m Zeichenwechse|. Dex Verlast eines 
Zeichenwechsels tritt nun ein, erstens beim Ueberschreiten einer Nu|I- 
stelle yon V~, und zweitens beim Ueber~chreiten einer Nullstelle yon 
V~ und zwar gehen im letzteren Falle immer zwei Zeichetlwechse] ver- 

r. 
loren. Denn da-V.~-~ kurz vor einer NullsteUe yon Y~, negativ ist, 

/~--1 

so bieten die Fun~tionen V~+t, V~, V~1 kurz vor resp. kurz nach 
dem Ueberschreiten einer NullsteUe die Zeichen ~, ~t ~, resp, ~ ~, 
dar, wo �9 entweder --]- oder -- sein kann. Bezeichnet daher r die 
Zahl der reellen Wurzeln yon V~ •= 0,  so ist 

r-+- 2 ~ f f m ,  

und also 2,s die Zahl tier imagin~ren NullsteUen yon V~. Man hat 
also den Satz: 

,,Die G~iehu~ V~ ==0 hat '2t~ imaffiniire und m--2 th  redle 
Wurzeh*." 

Um die Zahl der reellen Wuzzeln yon V,~ ~ 0  za bestimmen, 
welche swischen #-~-a und z == ~ liegen, bezeichne man mR 21 die 
Zahl der Zeichenwechsel, welche die Reihe (17), mit .4' die Zahl der 
Zeichenwechsel, we -lehe die Reihe (18) verliert, wenn z von a bis 
w~chst. Es ist dann 

,-.~ + 2r'.r A, 
,"a-, a.  

wo r t die gesuchte Zahl der reellen Wurzeln yon V.  ~ 0 und r'.~ 
die Zahl get in den Grev~zes �9 •= ~ ung # == ~ liegenden Wurzeln yon 
V~ •= 0 bedeutet~ 
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Man hat hiernach 

(19) r.~ = A -  2 A '  

als Anzabl dex reellen Wurzetn yon ]7., ~ 0, welche zwischen $ = .  a 
and ~-=/~ liegen. 

w  

Die NuUstellon dot Functionen g,. 

Eliminirt man aua den Gleichungen 

g,~-i ~ ( n ' ~ t ' v ) g ,  -{- r  

g,+~ ~ (n-{-v-~ 1)g,+l "4- zg,  

die Func4-ionen g~.~ und g ~  so erh~lt man 

(20) ( n - t - y - -  1)g,+2 --~ c~g, - -  ( n - { - v 2 t -  1)z~-g,_~, 

wo zur Abkitrzung 

(21) e, == (n-I- v) [ (n-J -v- -  1)(n-{-v-{- 1) -~- 2z] 

gesetzt ist. Wird nach und nach v ~ 2, 4, 6 , , . .  genommen, so ergiebt 
sich die Gleiahungskette 

I(n-~- l)g4 ~ c2g 2 ~ (n-~ t -3)z~go ,  

(22) I (n-{-3)g6 ---- c4g4 - -  ( n - l - 5 ) z ~ g : '  

neben welche sich eine amdere flit die Functionen gl ,  g3, g~ ~ �9 "-" stellt, 
die ich indessen im Folgenden nicht verwende. 

Sei nun n eine reelle GrSsse and seien erstens die Zahlen 

n-{-  1, n-{-  3,  n - { - 5 ,  . . .  

slimmflich positiv. Damn ~ergiebt die Sturm'sche Deduction angewandt 
auf die Reihe go, g~, g ~  - �9 -, dass die Gleichung g~, ~-- 0 nut  reelle 
Wurzelu besitzt. Also: 

. W e ~ m  n > - -  1 i s t ,  so s i n d  d ie  W u r z e [ n  der  G l e i c h u n g e n  

g~(~) = o. g , ( ~ ) ~ - o , . . . , g ~ , ( ~ ) = o , . . .  

s i i m ~ l i d ,  reeZl." 

Die Zahl dex positiven Wurzeln yon g~, ~ 0 ist in diesem Falle 
gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, welche die Reiheg~), g:  . . . .  ,g~, 
bei dem Ueberg~ag yon a ~ 0  his z ~ c o  vertiert. Es ist abet 
f f r  z - = O  

(23) go-~" 1, g2 ~ ~(n-{--I), g, = (~-{ -2) (n -~-3)g2 , . . .  

� 9  g=,+~ = ( n +  2~,)  ( ~ +  2 v +  Dg~,, . . . .  



Da nun n > -  I i~t, so hietet diese Reihe einen oder keinen 
Zeichenwechsel dar, je  nachdem ,t < 0 odex n > 0 ist~ Also folgt: 

Die G~u~j gs,(~)~ 0 ~ ~,~ ~ ~ ,,- I ~ 
W u r z d m  wean n zwise,~,en - -  1 u ~  0 l l e~ ,  ~ s i ~  f.m. m > 0 
a ~  Wurr.dn j e t~r  Gte~J~mg myati.v. 

Sei nun zweitens in der Reihe 
• +  1, ~ + 3 ,  n + 5 , . . .  

~z + 2g + 1 die erste Zahl,  welehe tmsitiv, ist, wobei g > 0 voraus- 
g'e~'tzt wird. Daun sind filr die bMnctionenreihe 

vo----go, r, =g~ , . . . ,  v , ,=~ , , , . . . ,  v ,~9~, 
die Bedingangen 1) des vorigen Paragraphen erflillt, wie dies sofort 
ans den Gleichungen (22) hervorgehL Da nun, wie sogleich gezeigt 
werden soil, auch die Beaingungen 2) und 3) erfallt sind, sobald v 
eine gewisse GrSsse ~berschreitet, so folgt: 

Wean  n zwisd~n ~ 2 ~ - -  i und - -  :~ p + 1 lieg~, so bez~it~t die 
Gldc~ur~ 

g , ~ ( ~ ) . ~ O  

gertau 2F ima[/i~ffire Wurzdn,  falls v dne  gewisse Zahl  .~  ilb~schreitet. 
Zugleid~ ist van den reellen WurzeM dieser Gleiclatmj ehw odvr ?;~*w 
~ i t i v  , j e  nachdem n zwis~en  - -  2 ~t - -  1 u~M - -  2 g oder xwischen 
- -  2g  und - -  2~ + I l/egt. 

Der letzte Znsatz ergiebt sich aus (19) indem man bemerkt, da~s 
die Reihe go, g2 . . . .  ~ g~, nach (23) entweder einen oder keinen Zeichen- 
wechsel aufweist, je nachdem (~ + 2/$) (n + 2.u + 1) negativ oder 
t~ i t iv  ist. 

Um den ~achweis zu ffihren, dass yon einem bestimmten v a b  
die Bedingungen 2) und 3) des vorigen Paragraphen erffiltt sind, 
bemerke ieh, dass diese Bedingungen dana und nur dann erffiltt sind, 

V= 9~-- oder was auf dasselbe wenn der Differentialquotient y o n - ~ , ~  ~ - ~ _ ~  

hinausl~uft, die Functionalde~erminante g~,~-~.g~, ~ g=,g'~,~..~ far j ~ e  
reelle Nultstelle yon g~ eLuen posifiven (nieht verschwindendetQ Werth 
besitzt~ Jene Functionaldeterminante drfickt sich abet vermSge (11) 
dutch 

~,_~ + ( ~ + 2 v - - 1 ) ~ , _ ~  
aus, wenn allgemein 
(24) ~ = ~ , - ~ ' ,  - -  ~ ; - , g .  
gesetzt~ wird. Ich werde nun zeigen, dass ~ , - - t  yon einem gewissen 
Werthe yon v ab far jeden reellea Werth yon ~ positlv i~t, woraus 
dasselbe dann far jene Funetionaldetetminante fotg~ 

Zu dem Ende benutze ich den Ausdrack (13) far g,;  vermSge 
desselben ergielrt slch nach kurzer Rechnung 
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{ = V /  1 ~2 ~ I (~) ~, ~-~-~-~/~r(~+-~)J " f~- , [~§ + ' "  " ] + ' " "  

,wo die dutch Punkte angedeuteten Terme gegen den berficksichfigten 
mit unendlich wachsendem v verschwinden. Wenn indessen z einen 
Werth besitzt, fiir welchen f~-z verschwindet, so ist die Formel (25) 
zu ersetzen dutch 

4 (~6) ~, ( ~ . ) ( ~ )  + . . . .  

Aus diescn Formeln folgt nun: Beschr'~nkt man z auf irgend eh2 end- 
liches reelles ]ntervall, so kann man N so gross w-Txhlen, d~ss A~,-I 
fiir d~s ganze Intervall positiv ist, sobald v ~ N genommen wird. 
Nun findet man aus (11) und (15): 

(~-- x) ( ~ + ~ -  1) (~+~-2)  [ 2 v 2 + 2 v ( n _ 2 ) _ n ] z ~ , _ ~ + . .  ", (27) A ~ , - l =  6 

(28) A,+~ = ( ~ + v ) g ,  ~- + eA,, 

und hieraus geht hervor, dass A.2~_x ffir unendlich grosse Werthe yon 
z positiv is~, sobald v eine gewisse Zahl iiberschreitet und dass A2,+t 
fdr die eventuellen iiussersten Nallstellen yon A2~-1 noch positiv ist, 
also nut zwischen diesen Nullstellen negativ werden kSnnte. Alle diese 
Betrachtungen zusammen ergeben nun die Richtigkeit des erw~nten 
Satzes: 

, ,Setzt man A~ --~ g , - l g /  - -  g - - lg , ,  so ist fiir jeden redlen Werth 
van z A~,_i  j)oxitiv, sobald v eine geurisse Zahl  iiberschrdtet." 

Der Vollst~adigkeit halber bemerke ich, dass derselbe Satz ffir 
A~, gilt, wenn f~_x(z) fiir keinen positiven Werth yon z verschwindet. 
Filr die Umgebung einer positiven Nullstelte yon f~_~(z) besitzt hin- 
gegen A~, ffir geniigend grosse Werthe yon v da~s negative Zeichen, 
wie aus (26) ersichtlich ist. 

w  

Die Nullstellen der Besserschen Reflxe l~r reelle Indices. 

Da die Nullstellen der Function f~-1 (z) mit den Verdichtungsstellen 
der Wurzeln yon 

g~(~) ---- o ,  a,(~) = o , . . . ,  g , , (~)  = o , . . .  
fibereinstimmen, so ergiebt sich aus den Resultaten des vorigen Para- 
graphen ohne Weiteres: 

,,D~e WurzeM der G l ~ u ~ j  

I Z #r 
f , (z)  = r(,~+O + r(,,+..,)r(~) + " "  " +  r t , , + , + ~ ) r ( , + ~ )  + . . . .  0 

az~d .~ma idz  ree~, fa2ls n > -  2 ia. LViase Wuru2~ ~ [i2r 
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n >. --  1 siimmtlieh ~ l a t i v ;  dagege~ i~ e i ~  ~ p~i~iv u ~  die 
iiln, ige~ ~wgativ, werea ~ ~ "wisdwn - - 2  m~d -- 1 liegl." 

Der Fall, wo ~ <: - -  2 ist, erfordert indessen noch weitere Ent- 
wieklangen, da die Verdiehtungatellen eine~ $ystems reeller Wertha 
freilieh reell, aber diejenigen eines Systems imaginL,~r Werthe nieht 
nothwendig imaginKr siad. 

Ich betrnehte zuniichst die 
( ~ )  g~, (~) + 

in welcher 2 irgend eine reelte 
hat y einen geniigend grossen 

Gleiehung 
Zg~,+t(~) - ~  0 ,  

Constante bezeiehnet. Ist ~ ~ 0 and 
Werth, so besitzt die Gleichung (2)9) 

2~ imagia'~re WurLelm Wenn nun : yon Null his zu irgend einem 
Werthe 20 variirt, so kaam (tie Zahl der imagin~ren Wurzeln sich nur 
dann ver~ndern, wenn 2 einen Werth p ~ r t ~  filr wetehen (~3) eine 
Doppetwurzel erh'~lt. Fiir diese Doppelwurzel witrde abet 

versehwinden~ was naeh dem vorigen Paragraphen nieht angeht. Also : 
,,D& Gleichung (29) t, at fiZr jede~, reeYea Werth vwa Z genau 2#  

imagingre Wurzeln.'" 
Wean daher 2 yon - - ~  bis -~-~r variirt, so dureldaufen die 

imagin~ren Wurzeln der Gteichung (29) eine Carve, welche aus 2.u 
getrennten Zfigen besteht~ Sei 
(30) z = x + i y ,  ~ . ~ x - - i y ,  
so ist die Gleichung der genamaten Curve 

(31) q~.(x, y) ~ g~,+,(z g~.(z') -- g~,,+~(z',g~.(=) ,= 0 

und die Glieder hSehster Dimennion yon r y) lauten: 
e . ( z~ ' )  "-~ = c (x~ + y2)  " - ' ,  

WO 

c -~- 0,+1) ~(n+,) ( , ~ + , -  1) [ 2 v ~ + 2 n v + n _ 2  ] 
6 

ist. Die Curve tp,(x~ y) ~ 0 ist also yon der 2v --  2 ~" Ordnung und 
trifft die unendlich ferne Gerade nut in den ima~n~ren Kreispunkten, 
welehe (v--1)-fache Punkte der Curve wind. 

Die 2 9 Ziige der Carve sind daher ganz im Endlichen liegende 
Ovsle. 

Da ffir y-~-O, also z = z, die Funetion ep.(x, y) in ~ . + ,  ~tber- 
geht, welches best~ndig positivist, so treffen die Ovule nicht (lie Axe 
der reellen Zahlen trod es geht r y), wenn tier Ptmkt z ~ x q- iy 
yon einem reellen Werthe ausgehend sieh so bewegt, da~s er eines d ~  
(}vale ilbersehreitet, yon positiven zu negativen Werflaen fiber. Ntua 
finder man aber mit Hfiffe der Gteiehang ( t l ) :  
(3e) ~,+~(x, u) = (n+ 9.~,+ l) g~,+,(z) g.+,(~') + ~iq~.(z, y), 

MatlumaatiacJae ~ a a l ~ a .  ~',z',x'~n. 17 
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mad es ist also ~,+1 noch positiv, wenn ~,  verschwindet~ abgesehen 
yon denjeaigen Punkten ~=-x-~ iy~  welche die Gleichtmg g~,+l(~)~--0 
befriedigen und welche gleichzeitig auf den Curven ~ . + I ~ 0  und ~ , ~ 0  
l iegea.  

Hieraus geht hervor, dass jedes 0val der Curve ~,+1 ~- 0 je ein 
0val der Curve r ~ 0 in einem Pankte, far welchen g ~ l - l ( ~ ) ~  0 
ist, yon Innen ber/fhrt*). Die 2/~ Ovale werden sich ferner mit 
wachsendem ~ immermehr verkleinern, his sie sioh fiir ~ ~ r auf 2~ 
Paukte zusammengezogen haben. Da n~nlich die Grenzstellen der 
Punkte eines Ovales Nullstellen yon Y~-l(z) sind und letztere discret 
iiber die Ebene vertheilt sind~ so ka~n die Grenze jedes Ovales nur 
ein Punkt sein. Auf demselben Grunde beraht die Richtigkeit der 
stillschweigend gemachten Annahme~ dass die 2~ 0vale der Curve 
~,  ~ 0 silmmtlich aussex einander liegen. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich nun der Satz: 
.Die G~chung 

f~(z)~ r~,~+~) § r(,,+~)r(~) + " ' +  r(~+,,+z)r(,,+~ + . . . .  o 

hat f'ur negatived zwischen - -  2l~ - -  2 und - -  2~  liegenden Werthe yon 
n genau 2l~ paarweis conjugirte imagin~ire und iibrigens unendlich viele 
redle Wurzeln**). Zur  n&:l~'ren :Bestimmung der imagintiren Wurzdn  
hat man eine unendliche l~eihe algebraischer Curven 

,p,(z, ~) ~ -  o, ~,+l(z,  y) = o , . . .  
yon denen jede einzelne aus 2~ ira ~ul~ichen und ausser einander 
liegera~en O v a ~  ~steht. 1)as einzelne Oval der Curve ~ - ~  0 beriihrt 
und umschliesst je  ein Oval der ntichst/blgenden Carve und enthtilt zu- 
g~eict~ in seinem Innern je  eine imagintire ~u l l s te~  yon f~(z). A u f  
diese ~u~lstelle zieht sich das Ova~ mit wachs~dem ~ immer mehr und 

Was nun die reellen Wurzeln betrifft~ so folgt aus dem vorigen 
Paragraphen: 

,, Yon den redlen W u r z d n  der Glewhung f. (z)~-0 sind entweder 
alle oder alle his au f  vine negativ~ je  nachdem n zwischen - -  2 p  -- 1 
und ~ 2 ~ oder zwischen - -  2 ~ - -  2 und ~ 21~ - -  1 liegt. ~' 

*) Siehe die Fig. 1, welche diese Verl~lmi~e quatitat;iv veranschaulichen 
soil. Die Figur bezieht aich aaf den Fall/~ ~ 1 (vgl. unten w ~). 

,,) We.un ~ contiauirlich in einen g~.Tahligea Werth ffbergeht~ so werden 
die imagimiren Wurzeln ~mmttich unendlich lrleim 
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reallea N a l I . ~ l l ~  yon f~(~). 

Der zu]etzt genannte Satz ]~.~t sich auch direct aus der Reihen- 
entwicklung yon/.(z) able/ten, wie ich nunmehr zeigen will. 

Ich stfitze reich dabei auf fo]gende S~tze: 
,, Wen- d/e Fvawt/o~ 
" r +~,x.~ 

f~r ~ r~ Werthe ~ z _~tiv i.~t, so gi~ Gle~,~ ~ der 
Fur~ctfon 

~(z)  = ~(x) + ~'(x) + . . .  + ~,~(x).,, 

In der That ist 

~ (z) ~= **jL-ep (x) dx, 

ans we]cher Dar~tetltmg der Satz unmlttelbar hervorgehL 
,, Urdvr derselben Forausset,~r~g besi~t d~ FundSon 

VV:; + ' ( i T ~ V  z + .  �9 + T~,,+~,,) 

fiir alle reellvn Werthe yon X dasselb~ Vorzeidwn wiv sb~ sz:~. Dabei 
bedeute2 a eine Comta,ge, we~che d~  Bedingung a + 2 n < 1 gevdigt." 

Zum Beweise bemerke man, dass ffir a <: 1 die Gleich~mg 

1 ~i~ a= r ( 1 - - a ) ~  =-... - x-  dx l'(a) = 

gill Verm~ge dernelbe= ergiebt sich: 

~ i ~  /~ r ~ t"  _ _ + .  ] 

0 

0 

woraus die Richtigkeit des Satzes folgt. 

Ich wende dan ersten S~tz auf die Function 9(x)=~-~),;).-y an 
and erhalte: 

,,Die 8umrae do" ersten 2v  Glieder der ~ t i a l r e i ~  

l + x + . - ~ ,  + - - - +  ~ . ) :  

be~itzt far jeden r ed l~  Werth yon x e i r ~  ~sitive~ Werth."*) 

�9 ) Die~r Sstz i~ ~afaadere Wei~e vonHermite bewieeen(Cours d'A~aly~ p. ~4). 
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Es mSge nun der Index n der BesseI'sehen Reihe zwisehen - - 2 p ~ l  
mid --2@ liegen. Dann haben die GHeder der ReLhe, welche mit 
~ §  ~ §  . . .  multiplieirt sind, s~mmtlich positive Coefficienten. 
Die Summe der vorhergehenden Glieder ist 

1 z z ~ '  
z(=) == r ( . + ~ )  -I- r ( . += ) .e ,  + " ' - t -  r ( , ,+=~+z).(2~)~ 

Diese Summe besitzt aber naeh den vorausgeschiekten S~tzen f~r alle 
reel]en Werthe yon z das Vorzeiehen yon s~n ( n ~ - l ) ~ ,  welches das 
positive ist, da (n -~ l )~  zwbchen ~ 2 p ~  und ( - - 2 ~ - 1 ) ~  liegt~ 
Daher ist a fortiori f~(z) ffir al]e positiven Werthe yon z positiv, und 
die reellen Wurzeln der Gleichung f~ (# )~  0 sind also simmtlich 
negativ. 

Wean nun zwe~tens der Index n zwisehen--2I~--2 und- -2 /~ - -1  
]iegt, so schreibe man 

i -1-/~, f"(~') = r ( , ,+x )  

wo ~ die Summe der auf das erste Glied der Reihe folgenden Glieder 
1 bedeutet. Der Term r(n+i)  besitzt einen negativen Werth, wihrend 

der Differentialquotient yon J~, welcher gleich f~+l($) ist, ffir alle 
positiven Werthe yon $ positiv ist. L~s~ man daher z yon Null aus 
wachsen, so w~hst  B yon Null ausgehend best~dig und folglieh wird 
fiir einen und nur einen positiven Werth yon z die Gleichung 

1 /~ -~- r (n+ ~), also f ,  (~) ~ 0 erfiillt werden.*) 

w  

Verwondung der Integral~tze. 

Die sehon oben erwihnten Integralformeln gestatten es, einen 
Theil der erhaltenen Resultate aufs ~Neue zu beweisen und nach einigen 
Richtungen zu erginzen. Man erh~lt jene Formeln bekanntlich, indem 
man yon der DifferentSalgleichung 

ausgeht. Es seien m, •, r, s irgend welche comp|exe Constante and t 
eine reelle Variable; ferner werde zur Abl.~rzung 

(34) t ' / , , ( r t )  = ,,, t~ f . ( s t )  = r 

*) Wegea der numerischen Berechnung tier negat~ven Wurzeln yon f~ (z) = 0  
vergleiche man S t e r n ~  1~ r pag. $5 if. und Crelle's Journal Bd. 33, pag. 365. 



g~sc4,zlK Dram ~ n ~  (33): 

" "  =u( r t  " " "  ~.), 
und hieraus folgt 

d du (~) ~ [ a ~  ~ a~ l=. ~" 
~ - k  ~t,-a-~-rj (a+~)-x i f f r  -x~--fr 

m t 

+ + + T) ] ,  
wobei .4 und B ~Uebige Constante bedeuten. 

Wenn nun A ~ I ,  B~=- - -1  und m ~ = n  genommen wird, so 
besibz~ das Anfaugsglied in der Eatwicklang you 

de du 
a u ~ % ~  + B r  alog~ 

m+** 
den Exponenten - - -~ .~  + ] ~ n + 1 mad der Ausdrack ver~chwindet 

also f ~  t ~---0, wenn der reelle Bestandflaeil yon n grSsser als ~ 1 
isL Die Integration der Gleichtmg (36) zwischen den Grenzen t ~ 0 
end t == 1 ergiebt dann 

I 

ff(u~'-~u')],~ == (s--~'r dt, 
oder in l~cksieht auf (34) trod die Relation/'~ == [.+l: 

1 

(37) sf.+,(s)f.(r) - -  r f~ , (r) f . (s)  -~ (s-- t~f.(rt)f.(st) dr. 

Im Allgemeinen wild dagegen die Entwickhmg dca Ausdrucks 

dv du  
a u ~  + B y  ~ o g ,  

m .4- tt 

mit dem Terme t ~ beginnen, and es wild folglich nur unter der 
Annahme~ dass m + n einen positiven reellen Bestandtheil besitz% 
jener Ausdruck ffir t ~ 0 verschwinden. Die Integration der Glei- 
ehung (36) ergiebt dann: 

1 It 
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Es seien nun in der Formel  (37)  s ~ ~ und r ~ ~" conjugir~ 
complexe GrSssen~ dagegen ~ reell. Dann ist das auf der rechten 
Seite auftretende Integral positiv~ da alle seine Elemente positiv sind. 
Es folgt also: 

,,I~r n r e d / u ~ d  gr6ss~ als - 1, b e r ~ i ~  f e r ~ r  ~ u ~  t ~ -  
jugirt  com,plexe Gr6ssen, so besitzt der Quotient 

~f,,+,(~)f.(z') --  i f,,+~ (~')f~ (~) 
x - - E  

stets einen yon 2~u~ verscldedenen loositiven Werth."  
Ich setze nun in diesem Satze n -{- v - -  1 an Stelle yon n, unter 

n jetzt eine beliebig rselle Zahl und unter v eine ganzo Zahl ver- 
standen, welche der Bedingung n - { - v  > 0 goniigt. Ich nehme ferner 
au~ dam z und z' conjusrte Wurzeln der Gleichung f~--x(z) ~ - 0  sin& 

Dana ist nach (10) 

f ~ , ( ~ )  . g , - , ( ~ )  = - -  g ,  (~) f < ; - ,  (~), 

r  (z ' )-  g ,_ ,  (#') = - -  g,, (z ' ) f , . .~_,  (~,'), 
und unser Satz ergiebt, dass der Quotient 

g. (=)g._~ (z') -- g._~ (~)g. (z') 
z--z" 

negativ isL Dies l~st  sich~ wean noch z ~ x -Jr- i y ,  z" ~ x - -  i y  
gesetzt wird, so aussprechen: 

.1) ie  imaffiniiren W u r z d ~  der Gleichung f . - l ( z )  ~ 0 Ziege~ in den- 
jenigen Gebieton der ~-~bene, in wdchen die Function 

(39) ~P,(x, y) = g.(a)g._,(z') -- g~_z(~) g.(z~ 

negativ ixt. Dabei 5ezeichnet v eine gance Zald,  welche der J~edingung 
n + v > 0 geniigt." 

Die im Satze genannten Gebiete werden dutch die Curve ~p,(x, y) ---~ 0 
abgegrenzt, wobei indessen mcht ausgeschlossen ist, dass diese Curve 
keinen oder nur isolirte reelle Punkte besitz~, in welchem Falle nut 
eia einziges yon der ganzen Ebene gebildetes Gebiet vorhanden ist. 
Die Function ~ . ~ ( x ,  y) ist naeh (31) mit ~0,(x, y) identiseh, and es 
lassen sich daher, wie leicht zu sehen, die i m w  5 entwickelten Sr~tze 
aus dem vorstehenden Satze ableiten. Der letztere enthRlt indessen 
mehr, insofern die ganze Zahl y nicht wie in w 5 eine nicht n~her 
bezeichnete Zahl zu fiberschreiten brauchr sondern nut der Bedingung 
n -{-- v >.  0 geatigen muss. 
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Betrachtea wir beispielsweise die Gleichung 

f~_~(~) ~- 0,  

4 liegt. IMan kaun ~ m 2 t 3, 4s . . .  wo ~ zw~Lschen - -  2 and - -  2 -[- ~- 
sein. Nun ist 

[ ~,, .= ~(n+ 1)(:~ + y~) +'2n(n+ 1)(~ +.*)x+ (n +.*).' (,, +1)~, 
( , lo )  #,~ ~ ( , , + 1 ) ( , , + ~ ) ( 5 , , + 6 ) ( . , + ~ , , )  + ~ ( , ~ + ~ ) ' ( , , + ~ ) ( , ~ + ~ ) .  

+ ,~0 '  + 1)~'(~+ ~)~(n+3) . 

l~iCar L 

Daher stellen r ~ 0 mad ~P~ ~ 0 zwei ~ vor, dcr~n Gleiehm~gea 
in die Form 

/ ' ~,/~.N ~'4 -~ (~-- a)  ~ -F f - -  o ~ "~ O, 
(41) 

[( , ,+ 1)(~-V~)(5~1 ~ ~-- (~--b) ~ + f --  o* *.. 0 

gesetz~ werden kSnnen, wobei dann 

2 ~,(s.4.~) 
(42) ~*0.+ I) (~+s) ~,Y:-- (,,+ t) (#+sj 



Die Function ~4 hat; ira Innern des Kreises ~4 ~ 0 affenbar das 
Vorzeiehen yon - - 2 ( n + l ) ,  also das positive Vorzeichen, Dagegen 
lint ~, ira Inaem des Kreises $~ ~ 0 das negative Vorzeichem Es 
foIgt daher: 

, ,D ie  b ~  iz~g~" ~re~ Wuradn  der GI~'c~u~g f~_.~(a)~-0 be- 

4 ~iegt, aussertm~b des fiaden rich, wenn n ~ w i s c ~  - -  "2 und  - -  2 +. 

gsten und im Innern des ~weiten der bei3ea Kfeise (41)." 
Ueber die Lage dieser beiden Kreise*) geben die fo/genden Un- 

gleiehmagen Aufsehluss, welche man mit H~ilfe yon (42) leieht bestRtigt: 

(43) b > a > 0 ;  a~" < e:~ < (b - -a )2  < a"- < b ~. 

Wenn ~a~, ~h und /h, ~.* die Werthe bezeiehnen, welehe den Dareh- 
sehnittspankten des ersten bez, zweiten Kreises mit der Axe der reellen 
Zahlen entsprechen, so folgt aus (43), dass 

Pt < O < P z  <~a<S~t < b < ~ z  
ist. Daher mflssen sieh die beiden Kreise sehnelden, so dass das 
Gebiet~ in wetehem die Wurzeln yon f ~ ( # ) ~ 0  liegen, dutch eine 
(in Fig. 1 sehraffirte) Kreissiehel vorgestellt wird. 

w  

Die 61eiohung f~(z)-~-0 f ~  imagm~re Werthe yon ~. 

Zum Sahluss will ich noch den Fall betrachten• in welchem der 
Index n e/hen imagin~ren Wer~h mit positivem reeUen Bes~ndtheil 
besitzt. Sei in der Formet (38) m die zu n conjugirte GrSsse, und 
(44) s ~ ~ ~ x .-b i y ,  r ~ ~" = x - -  i y  

WurLeln tier Gleiehtmgom 

f~(~) ~ 0 resp. f~(r = 0. 
I~m~ ergieb~ (38): 

I (45) (~ i+~ )J~  + ( a ~ + ~ m ~ )  T ; ~  + ( a s + ~ , ) A  = o, 

wobei iah die in (38) vorkommenden :[nte~-~rale zur Abk/irzung mit 
J~, J ~ ,  J3 bezeichn~t babe. Diese I n t e ~ l e  hesitzen positive Wer~e, 
da u und v (siehe (34)) ffir jeden tee|ten Werth yon g conjugirte 
GrSssea sind. Ueberdies hat man 

1 weft der fin Integrale J2 vorkommende Factor y in dem ganzen 
In~%~rra~onsintervall grSsser als 1 ist. Sei nun 

*) ~ehe ~ r  I. 
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(47) " m~ - -  - T  == a - b  # i ,  - -  ~ - =  a - -  ~ i ~  

so folgt aus (45) in Rfieksicht auf (44) 

(~ + B)J, + ff~ + ~)x + i(,t - :B)~] J~ 

oder, da A and B willkfirliehe Coastanten bedeuten: 

Die letzte dieser beiden Gleichungem besagt, daz~ y dasselbe Vor- 
zeichen besit~ wie fl und absolat grS~er ist als ~. Diea r l~ t  aich 

auch so ausdrficken: Man construire dea Pnnkt " 4 = , z - . k S i  und 

zerlege die Ebene in zwei Theile, indem man dutch jenen Punkt eine 

" " 1  " ~  
Figar  2. 

Parallele zur Axe der reelhn Zahlen zieht Dann liegt der Punkt 
~ x -}- iy in demjenigen Theft% welcher die Axe der reeUen Zahlea 

nicht enth~It. Aas (48) folgt nan ferner 

~J~ + (x~ -y~)J~ = 0 

mad es ist also x ~ -  y~ negativ. Construirt man daher, uuter X, Y 

laafende Coordinaten verstanden, die Gerade X/~ ~ Ya •ffi 0, welche 

~t verbindet, so liegt r ~ffi x .it- iy den Nullpunkt mit dem Punkte - - - ~  

auf derjeuigen Seite dieser Geraden, welche die Axe der negativen 
reellen Zahlen in sich aufaimmt. Aus alledem ergiebt sich nun der 
Satz (vgl. Fig. 2): 

,,.gs sei ~ due Zald mit ~sitivem ree l~  Bestandthe~7. Mwa 

durra dea Pundit - - - u  awei H a l ~ a h ~ ,  yon w ~  der er~,z ~aralld 



A. HvRwrtz. Nallatellea der Bessel'sehen Fuactloa. 

~ r  Axe der negativen ree~en ZaMen l f i~ ,  w~hrend die V e r ~ i ~ u ~  
des ~ d~rd~ de~ 2fuRtn~r~ geht, Die ~mn~tliehen Wurr der 
G t e i e ~  f.(~)~ 0 ~ dann i~ ~ n  ~ den ge~annte~ 8 t ~ ' a ~  
begrengte~ ( eo'avexen) Winkdraum." 

Di~er Raam redueirt s i ~  auf ein doppelt fiberdecktes Stfiek der 
Axe der reellen negativen Zahlen~ weun n einen reellen Wer~h besitzt, 
wie es ~ach den friiheren S~tzen zu erwartan stand. 

K S n i g s b e r g  i. Pr., dea 2. Juni 1888. 


