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Ueber die Nullstellen der Bessel'schen Function.
VYon

A, Huewrrz in Kdnigsherg i Pr.

Diejenigen Werthe des Argumentes 2, fiir welche die Besselsche

Transcendente

Z\2¢ r p EN2T
I (3_)[ t ) R =
#(7) =3 Tt e rw)"l' U Pl r R urE1)

verschwindet, spielen bekanntlich in vielen mathematisch-physicalischen
Untersuchungen eine wichtige Rolle. Man weiss von diesen Nullwerthey,
dass sie simmtlich reell sind, wenn der Index n einen reellen Werth
besitzt, welcher nicht kleiner als — 1 ist. Den Beweis dieses Satzes
pllegt man nach Poisson’s Vorgang auof eine Integralformel zu
griinden (vgl. unten § 7), die auch sonst in der Theorie der Bessel-
schen Functionen von Wichtigkelt ist.®) Herr Schlifli hat aus einer
&hnlichen Formel eine weitere Eigenschaft jener Nullwerthe gefolgert.®)
Betrachtet man nimlich den einzelnen Nullwerth als Function v (n)
des ludex n, so wichst ¢ (n) bestindig, wenn % von Null ausgehend
die reellen positiven Werthe durchlduft, Endlich ist noch zu bemerken,
dass man die Existenz von unendlich vielen Wurzeln der Gleighung
Ju(2} =0 aus dem asymptotischen Werth von J,(2) fir unendlich
grosse Werthe von z geschlossen hat.%#¥)

In der vorliegenden Arbeit habe ich die Untersuchung der Null-
stellen von Jy(2) weiter gefihrt. Ich behandle namentlich den Fall,

*} Poisson, Théorie de la Chaleur, p. 178. Man vergleiche eine Arbeit von
Sturm in Liouvilly's Journal, Bd. I, pag. 381#,, sowie die Abhandlung von Stern,
Usber die Aufldsung der transcendenten Gleichungen, Crelle's Journal Bd. 22,
pag. 1 #

**) Mathematische Anvalen Bd. X, pag. 187, Anmerkung.

*w} Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 2, Band, pag. 210, Hankel hat
die hier in Betracht kommende semiconvergente Entwicklunz von J (2 in den
Mathematischen Annalen Bd. 1, pag. 491 auvsfiibriich untersucht. Die Abschitzung
des Restes joner Entwicklung ist indessen, 50 wie sie Haokel giebt, nicht richtig.
Der leicht kenntliche Fehler findet sick pag. 492 unten.

e ’
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wo % einen belichigen vreellen Werth besilet und zwar nsch siner
Methode, welche sich auf allgemeine Sitze fiber die Nullstellen ana~
Iytischer Functionen grindet.

Zum Schluss betrachte ich auch solche imaginire Werthe von w,
deven reeller Bestandtheil positiv ist, wobel ich jedoch wieder Integral-
formeln zz Hulfe zichen wuss, Ieh bemerke noch, dass ich bei meinen
Bntwicklungen J,.{#} erseize durch die Funelion

3 S £

A A= pxyrem T rerere T e T
Der Uebergang vor fx(2) zu Ji{s) wird dann offenbar vermittelt

dureh die Gleichung

) 5@ = (E) 1 (~ %)
Zor Abktrzung werde ich f,(2) als die , Bessel'sche Heihe* begeichnen.

g1
Ueber dis Nullstellen analytischer Funetionen.

Es sel
& Fley =+ a2+ @8 - - -
eine Potenzreihe der complexen Veriinderlichen g,

3) HE)=ay -+ gzt a8+ F 4

die Summe ihrer ersten » - 1 Glieder, Man kann non beweisen, dass

die Nullstellen von f{#) mit beliebig vorgeschriebener Genauigkeit durch

die Auflosung der algebraischen Gleichung

& #le) =0

gefunden werden kinnen. Um diese Bebauptung niher zu pricisiven,

will ich die Werthe von # in der iiblichen Weise durch die Punkte einer

Ebene darstellen, und in dieser Ebene die Wurzeln der Gleichungen
& ‘?} == 0: .gz(f") =0, g() =0, ...

markiven. Das auf diese Weise enistehende System von unendlich

vielen Punkten wird, einem bekannten Satze zufolge, bestimmte Ver-

dichtungsstellen besitzen und der Sinn der oben ausgesprochenen Be-

hauptung ist nun dieser:

Jede im Inpmern des Convergenzkreises von f(#) Hegende Ver-
dichfungsstelle ist eine Nullstelle von f(¢) und umgekehrt: grenut man
om eine Nullstelle von f{s) einen beliehig kleinen Bereich ab, so
kann man N so gross wihlen, dass eine Warzel der Gleichung
g{¢) = 0 in jenen Bereich hineinfalls, sobald v > N ist. Ych beweise
statt dieses Satzes sogleich einen allgemeineren, welcher ihn als spe-
ciellen Fall enthlt, schicke jedoch zunichst folgenden Hillfssatz voraus:
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wIm Inmern wnd auf dem Rande B eines einfach susammenhiingen-
den Bereiches B seien die Functionen f(z) und g(2) eindeutig und stetig.
In jedem Punkte des Randes B migen ferner f(2) und g(3) von Null

verschieden, sowie
ifle)— 9@ <|f @i

sein. Dann verschwindet die Function f(2) im Innern des Bereciches B
genaw so oft wic die Function g (2).
Zum Beweise setze ich
@ — 9@ =[x,
und bilde die Gleichung
. 1 L] I
aor [dlogg(e) = 57 [dlog f(8) + 5or [dlog (1—u),
die Integrale erstreckt durch den Rand E. Das letzte dieser Integrale
ist nun gleich Null. Wihrend pimlich z den Rand R durchliunft,
beschreibt der Punkt 1 — u einen Weg, welcher zufolge der Unglei-
chung u} < 1 die Nullstelle ausschliesst, und es kann sich daher
log (1 —u) nach Durchlaufung dieses Weges nicht geiindert haben.

Es ist somit
* 1 » .
QLi‘jdlog 9(5) = W.fcuog (),

eine Gleichung, welche den zu beweisenden Satz enthilt.

Derselbe Satz gilt, beiliufig bemerkt, auch dann noch, wenn der
Bereich B von mehreren in sich zuriicklaufenden Linien begrenzt wird.
Wenn ferner f(2) und y(s) im Innern eines solchen Bereiches micht
iiberall stetig sind, jedoch nur wie rationale Functionen unstetig wer-
den, so modificirt sich der Satz nur insofern, als an die Stelle der
Zahl der Nullstellen die Differenz zwischen dieser Zahl und der Zahl
der Unendlichkeitsstellen tritt,

Ich nehme nun an, dass jede einzelne der Functionen

91(2), 92(2), -+ -, g(2), - - .
ebenso wie f(2) im Iunern eines Gebietes G den Charakter einer
rationalen Function besitzt und dass gleichmissig fir die Umgebung
einer beliebigen Stelle des Gebietes
lim g,(2) = 7(e)

ist. Sei dann & eine Stelle des Gebietes, an welcher f {(z) von der
7t Ordnung verschwindet. Um diese Stelle @ grenze ich einen kleinen
ganz im Innern von G liegenden Bereich B ab, innerhalb dessen (ein-
schliesslich des Randes) die Funetion f(2) nicht verschwindet, ausser
an der Stelle a. Es ist dann lings des Randes von B bestindig

&) > e,

wo & eine positive von Null verschiedene Zahl bedeutet. Nun kann
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aber ferner nach Voraussetzung N so gross angenommen werden, dass
fiir alle Stellen des Bereiches B

o) —g(a)) <&
wird, sobald » > N ist. Daher folgt nach dem vorausgeschickten
Hiilfssatze, dass von v == N ab jede Function g, {s) ebenso oft wie J{z),
also » Mal im Innern von B verschwindet. Hierbei ist noch zu be-
werken, dass der Bereich B beliebig verkleinert werden kanu, so dass
die » Nullstellen von ¢,(2) mit unendlich wachsendem » der Stelle a
unendliek nabe riicken.

Liegen umgekehrt in jeder noch so kleinen Umgebung von ¢ =a
unendlich viele Wurzeln der Gleichungen g,(2) = 0, g.(&) =0, .. .,
8o ist @ nothwendig eine Nullstelle von f(2). Andernfalls wilrde man
nimlich um z = & einen kleinen Bereich abgrenzen konnen, iunerbalb
dessen 'f(£)] > ¢ ist, wo & eine positive von Null verschiedene Grosse
bezeichmet. Da andererseits v so gross gewihlt werden kann, duss erstens
g,(¢) fir einen Punkt &, jenes Bereiches verschwindet und zweitens
(&) — gu(2)} < & ist, so ergiebt sich fir die Stelle 5, der Wider-
spruch, dass gleichzeitig |f(2,)| > € und [f(2,); < & ist. Daber ist die
Annahme, f(z) sei fir z = a von Null verschieden, unzulissig.

Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen:

.. Es s¢i in einem endlichen Gebicte G dic Funclion [(2) dic gleich-
miissige Grenze der Reihe von Functionen g,(2), 9,(2)s - -+ (&)5 <+ »
also lim g,(2) = f(&). Inmerhalb G mige ferner jede cinzelne der ge
nannten Functionen den Charakler einer rationalen Function besilzen.

Dann sind im Innern von G die Nullstellen der Function [(2)
identisch mit denjenigen Stellew, an welchen sich die Wurzeln der
Gleichungen

gl(z) =0, g‘z@'} =0,..., gv(g) =0,...
verdichten. Und zwar liegen in einer Lelihiy leinen Umgebuny der
Stelle @, welche eine r-fache Nullstelle von [z) ist, genau v Wurzeln
der Gleichung g,(2) = 0, sobald v eine Lestimmle von der Crisse Jener
Umgebung abhingende Zahl iberselieitet.

Der entsprechende Satz gilt auch fiir die Unendlichkeitsstellen der
Function f(2), sowie fir die Stellen, an welchen f(2) = C wird, unter
C eine beliebige Constante verstanden. Ferner ist in diesern Satze als
ein besonderer Fall der oben genanute enthalten, nach welchem die

Bestimmung der Nullstellen einer Potenzreihez? a,# wit beliebiger
Yaull
Genauigkeit durch die Auflésung der algebraischen Gleichung
ao"}‘“zz’f"""{’“vﬁ'”o
geschehen kann.
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§ 2
Die Besselsche Reihe als Grenze einer besonderen rationalen Funetion..

Will man den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz verwenden,
um die Nullstellen irgend einer besonderen Funetion f(z) zu bestim-
men, 50 wird es sich zunAchst immer um eine zweckmissige Wahl der
Functionen g¢,(2), ¢.(2) .-+, 9-(8), ... handeln. In dem Falle der
BesseYschen Reihe

1 2
@ A = taror@ T TaraTe T
sind es die Zihler und Nenner der Kettenbruchentwicklung von 7%% ,
1
welche passend als Funclionen g, (2) gewdhlt werden. Diese Fune-
tionen sind von Heine, Christoffel und Lommel behandelt worden.*)
Der Vollstindigkeit halber will ich jedoch die Formeln, welche fiir
den vorliegenden Zweck von Wichtigkeit sind, kurz entwickeln.
Man verificirt zundichst obne Weiteres die bekannten Gleichungen

& ilf.;i = fat1,
(9) fu——l = ”fn + 5/;14-17

wobei ich, wie in der Folge mebrfach, kurz f, statt f,(2) geschricben
habe. Durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (9) erhilt man
eine Gleichung der Form

f;u—l = gyfn+v—1 -+ zh, - fn—{—n
wo g, und %, ganze Functionen von z und % bezeichnen. Um letztere
zu bestimmen ersetze man foy,; nach (9) durch (B-+2)fops -+ 2fatoia ]
dann erkennt man, dass Ay mit g, und g mit (n 4 v)g, + 2k
identisch ist. Hiernach hat man:
(10) frt = Golngr—1 + 29w futr
(11) o1 == (B2 gy -+ 8gs.
Man findet vermdge dieser Gleichungen nach und nach:

91=0,¢9,=1, gy =n, g =n(n+1) + 2,
g =n(n+1) (5+2) +2n+1)z,. ...

Zur Auffindung des allgemeinen Ausdruckes fiir g, bemerke ich, dass
die Recursionsformel (11) befriedigt wird, wenn man statt g, entweder
(—1yfoues oder (—1yzif,,

eintriigt. Daber ist aligemein
*) Heine, L ¢. Bd. 1, pag. 281, Christoffel, Crelle's Journal, Bd. 58,
pag. 91, Lommel, diese Anpalen Bd. 4, pag. 108f.
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g = (— 1 (9fas — ¥ ¥[,1.),

wenn die Factoren ¢ und ¥ so bestimmt werden, dass letztere Glei-
chung fir ¥ == — 1 und » = 0 richtig ist. Es miissen also ¢ und o
die Gleichungen

@it — $far =0,

9fw —¥sfs =1
befriedigen. Nun ist aber die Determinante /., fu 1 — 2fuis fu voR
7 unabhingig; denn ibr nach z genommener Differentialquotient ver-
schwindet zypfolge der Relationen (8) und (9). Der Werth jener
Determinante ergiebt sich, indem man 2z =0 setzt, und man findet so

(12) fon fumt = 5 fmpifo = ““;‘“
und somit

?="gnx -1 ¥= #in nw “fnia
Nach Eintragung dieser Werthe von ¢ und ¢ kommt:

(13) o= P f o).

Ersetzt man die Functionen f durch ihre Reihenentwicklungen so
erhilt man nach den erforderlichen Reductionen:

r -
14 9 =2 = SR 7,

wobel «, den r**» Binomialcoefficienten von a bezeichnet und die Sum-

;1 ‘auszudehnen ist, je

nachdem v gerade oder ungerade ist.*) Zur besseren Uebersicht will
ich die Anfangs- und Endglieder von g:, und gy, hier ausfibrlich
hinschreiben; es ist
Gty = 2Dy v) 1) i
+@v—1)- (a1) - (n+2zr—2}.a+n(n+i)---(n—{—?vml),
Grops = (1) 04+ )2 (04 2) (0 v—1) (n2) (1) 2
Fooed2v(nt1) - 2v—1z4n(n+1)-- - (n4-2v).
Trigt man jetzt in die Formel (13) fiir f .., und fiy, die Reihen-
entwicklungen ein, so findet man unter Beriicksichtigung der Glei-

chang F(a) F{l—a) = —;

. = ¥ k4
mation von r == 0 bis r =  oder r =

(15)

§in gw

*) Die ¥unction g, befriedigt, beiliufig bemerkt, die Differentialgleichung:
Ay’ — 23— 2y + [ ~ V) (p—2) — n(ntv—1) — 42]5¢"
+ rrvindrv—1) 4 $7—6)5}y — v (r—1}y = 0,
aus welcher ebenfalls ihr allgemeiner Ansdruck (14) abgeleitet werden kana,
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9 z
(18) gy ="F [1 toaegr e ]
{1ty 7 z
+ sin B frn T 1 (rfvd1) {1+ﬂ+ﬂ+l +]‘
Ich schliesse nun Einfachheit halber den Fall eines ganzzahligen n-
von der Betrachtung aus. Ist dann G ein beliebig grosses aber end-
liches Gebiet der z-Ebene, so kann man der Gleichung (16) zufolge N

80 gross wihlen, dass fiir jede Stelle des Gebietes ?{%-‘;5 sich um

weniger als eine beliebig klein vorgeschriebene Grosse von f,—y unter-
scheidet, sobald » > ¥ genommen wird.

Es ist also in jedem endlichen Gebiete fy—1 die gleichmassige
F (ﬂﬁ'_p) und man kann daher nach dem Satze des vorigen
Paragraphen die Nullstellen von fo—i(2) mit beliebiger Genanigkeit
durch Auflésung der Gleichung g¢,(¢) = 0 finden.

g 3.
Uebor eine Art Sturm’scher Reihen.

Ehe ich zu der Untersachung der Gleichung g,(z) = O tibergehe,
will ich zur Vereinfachung der Darstellung einen allgemeinen Satz
vorausschicken.

Es seien
an Vs Yoty oo Vagts Vi, Viry oo s Vi, ¥y
ganze Functionen von # mit reellen Coefficienten, der Grad von V; sei
gleich 4 und der Coefficient der hochsten Potenz eine positive Grosse,
insbesondere ¥, eine positive Constante. Die Functionen mdgen ferner
folgenden Bedingungen geniigen:

1) Sobald fiir einen reellen Werth von # eine der Functionen
Vi, wo 52 g ist, verschwindet, besifzen die benachbarten
Functionen Vi, ¥;.: nichiverschwindende Werthe von
entgegengesetziem Vorzeichen ; wenn dagegen ¥, verschwindet,
so haben Vi, und ¥,y nicht verschwindende Werthe von
demselben Vorzeichen.

2) Wenn ¢ die reellen Werthe von — oo bis - co durchliuft,

Grenze von

mn

v,
so geht der Quotient - itberall, wo er verschwindet, von

negativen zu positiven Werthen iber.
3) Die Gleichung ¥4==0 bat keine mehrfachen reellen Wurzeln.
Aus diesen Vorsussetzungen lisst sich nun Folgendes erschliessen.
Betrachtet man die Keihe

(18) Fus Vimry s iy Py
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so bietet dieselbe u Zeichenwechsel fiir £ == — oo und u Zeichenfolgen
fir 2 = -}-c0. Da nun die Beihe nur dadurch einen Zeichenwechsel
verlieren kann, dass ¢ eine Wurzel der Gleichung ¥, == 0 passirt und

. Y, . .
dabei zugleich 7—’-‘-; von negativen zu positiven Werthen ibergeht,
so folgt: “

»Die Warzeln der Gleichung ¥, == 0 sind sammtlich reell und

. . . ¥, .
von einander verschieden, Der Quotient -ri‘-—— geht, wenn s eine
!

Wurzel der Gleichung ¥, == O dberschreitet, stets von negativen zu
positiven Werthen &iber.%

Eine Folge hiervon ist, dass die Zahl der Wurzeln von V, == 0,
welche zwischen 2 == « und 2 == § liegen, genau gleich der Zahl der
Zeichenwechsel ist. welche die Reihe (18) verliert, wihrend z von «
bis § wichst.

Betrachtet man jetzt die Reihe (17), so verliert dieselbe, wenn »
von — co bis - oo wichst m Zeichenwechsel. Der Verlust eines
Zeichenwechsels tritt nun ein, erstens beim Ueberschreiten einer Null-
stelle von V¥, und zweitens beim Usberschreiten einer Nullstelle von
V. und zwar gehen im letzteren Falle immer zwel Zeichenwechsel ver-
loren. Denn da "??i; kurz vor eimer Nullstelle von ¥, negativ ist,

e
so bieten die Functionen Vi1, V., Vu-z kurz vor resp. kurz nach
dem Ueberschreiten einer Nullstelle die Zeichen & —3, &, Tesp. & &, ¢
dar, wo z entweder - oder — sein kann. Bezeichnet daher r die
Zahl der reellen Wurzeln von Vg == 0, so ist

r4+2p=m,

und also 2u die Zahl der imagindren Nullstellen von ¥,. Man hat
also den Satz:

»Die Gleichung V=0 hat 2y imagindre und m — 2u reelle
Waurzeln.“

Um die Zahl der reellen Warzeln von ¥V, =0 zu bestimmen,
welche zwischen z == « und z = 8 liegen, bezeichne man mit 4 die
Zahl der Zeichenwechsel, welche die Beihe (17), mit 4" die Zabl der
Zeichenwechsel, welche die Reihe (18) verliert, wenn 7 von o bis g
wichst. Es ist dann

Yap 4 2705 = 4,
f’mg b A.’,
wo r; die gesuchie Zahl der reellen Warzeln von V=0 und 7

die Zahl der in den Grenzen s = « und z = § liegenden Wurzeln von
Vie=0 bedeutet.
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Man hat hiernach
(19 Top == A—24

als Anzahl der reellen Wurzeln von ¥, = 0, welche zwischen z = ¢
und z = f§ liegen.

§ 4.
Die Nullstellen der Functionen g¢,.
Bliminirt man aus den Gleichungen
g =Btv—1)g1 + 2902,
Grp1 = (n+v) gy + 28y,
vz = (n+v+1)9rp1 + 29,
die Functionen g¢oyq und ¢,.1, so erhilt man

20) mtv—1)gse = &gy — (nFv-+ 1) gz,
wo zur Abklirzung
21 & = m-++vi{ntr—Dnt+v+1) + 2]

gesetzt ist. Wird nach und nach » =2, 4, 6,. .. genommen, so ergiebt
sich die Gleichungskette

(n+1)g, = &9, — (n-3)22g,,
22 (n+3)gs = €,9, — (n+5)2%g,,
(Bm4-3)gs = ;95 — (n+T)7%g,,

neben welche sich eine andere fiir die Functioven g, ¢,, g5, .. - stellt,
die ich indessen im Folgenden nicht verwende.

Sei nun % eine reelle Grosse und seien erstens die Zahlen

n+1,n4+3, n+3,.
gimmtlich positiv. Dann ergiebt die Sturm’sche Deduetion angewandt
auf die Reibe g,, ¢, 9, - .-, dass die Gleichung ¢;, = 0 nur reelle
Waurzelu besitzt.  Also:
s Wenn > — 1 4st, so sind die Wurzeln der Gleichungen
§2(8) =0. 9,(8) =0, .. S g(E)=0,...
sicmmilich reell.’

Die Zahl der positiven Wurzeln von gs, = 0 ist in diesem Falle
gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, welche die Reihe gy, g5,..-,82r
bei dem Uebergang von 2=0 bis 5=oc verliert. Bs ist aber
fir 20
23) g=1, g, =n(n+1), g, = (u+2)(n+3)g,, . ..

.oy gg,‘_;.g = (ﬂ+21/) (n+ 2’D+ l)gzg, .. we
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Da nun n > -— 1 ist, so bietet diese Reihe einen oder keinen
Zeichenwechsel dar, je nachdem n < 0 oder u > 0 ist. Also folgt:

Die Gleichung g3, (2) == 0 hat eine positive und v — | negabive
Wurzen, wenn n zwischen — 1 und O Legt, dagegen sind fiir » > 0
alle Wurzeln jener Gleichung negotiv.

Sei nun zweitens in der Rethe

nd1l,m43,n4+5,...
% -+ 2u -+ 1 die erste Zahl, welche positiv. ist, wobei g > O voraus-
gesetzt wird. Dann sind fir die Fuonetionenreihe

Vo=0s Vi=@2y -+ Vu=(us---» Vs == gao

die Bedingungen 1) des vorigen Paragraphen erfiillt, wie dies sofort
aus den Gleichaungen (22) hervorgeht. Da nun, wie sogleich gezeigt
werden soll, auch die Bedingungen 2) und 3) erfillt sind, sobald v
eine gewisse Grisse fberschreitet, so folgt:

Wenn n swischen — 2g — 1 und — 2p -+ 1 legt, so besilzt die
Gleick

- gor ()= 0
genau 2 g imagindre Wurzeln, falls v eine gewisse Zakhl N dberschreitet.
Zugleich ist von den reellen Wurzeln dieser Gleickung eine oder Leine
positiv, je nachdem n zwischen — 2u — 1 und — 24 oder swischen
— 24 und — 2u -+ 1 legt.

Der letzte Zusatz ergiebt sich aus (19) indem man bemerkt, dass
die Reike g,, g, - - ., ger nach (23) entweder einen oder keinen Zeichen-
wechsel aufweist, je nachdem (% -4 2p)(n - 2g 4 1) negativ oder
positiv ist.

Um den Nachweis zu fiihren, dass von einem bestimmien » ab
die Bedingungen 2) und 3) des vorigen Paragraphen erfiillt sind,
bemerke ich, dass diese Bedingungen dann und nur dann erfiilit sind,
wenn der Differentialquotient von —5;‘3’3—1— == ng,{; oder was anf dasselbe
hinauslinft, die Functionaldeterminante ¢i,.:gb, — g Gore flir jede
reelle Nullstelle von g, einen positiven (nicht verschwindenden) Werth
besitzt. Jeme Functionaldeterminante driickt sich aber vermige (11)
durch

Gors + (320 —1) Barsy
aus, wenn allgemein
(24) By = gy.10y — Gv—19»
gesetzt wird. Ich werde nun zeigen, dass As,. von einem gewissen
Werthe von » ab fiir jeden reellen Werth von 2 positiv ist, woraus
dasselbe dann fiir jene Functionaldeterminante folgt.

Za dem Ende benutze ich den Ausdruck (13) fiir g,; vermige
desselben ergiebt sich nach kurzer Rechnung
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@) & =) (osss) ol

«wo die durch Punkte angedeuteten Terme gegen den beriicksichtigten
mit unendlich wachsendem » verschwinden. Wenn indessen 2 einen
Werth besitzt, fiir welchen f..; verschwindet, so ist die Formel (25)
zu ersetzen durch

) & = ()

Aus diesen Formeln folgt nun: Beschrinkt man 2z auf irgend ein end-
liches reelles Intervall, so kann man N so gross wihlen, dass &,
fiir das ganze Intervall positiv ist, sobald » > N genommen wird.
Nun findet man aus (11) und (15):

@7) Bgyer= 7 (wv—1} (%+v6—— 1) (nf» —2} {21’2_{_2”(”_2) —n]2? 2,
(28) Avyz = (n+2)9,° + £,

und hieraus geht hervor, dass Ay, fiir unendlich grosse Werthe von
£ positiv ist, sobald v eine gewisse Zahl iiberschreitet und dass As,yy
fiir die eventuellen Zussersten Nallstellen von A;,.; noch positiv ist,
also nur zwischen diesen Nullstellen negativ werden konnte. Alle diese
Betrachtungen zusammen ergeben nun die Richtigkeit des erwihnten
Satzes:

o Selzt man Ay = Gvs9y — Gr—19s, S0 ist fiir jeden reellen Werth
von z Dg,_1 positiv, sobald v eine gewisse Zahl wberschreilet.*

Der Vollstindigkeit halber bemerke ich, dass derselbe Satz fir
&gy gilt, wenn f,;(2) fiir keinen positiven Werth von z verschwindet.
Fir die Umgebung einer positiven Nullstelle von f,—(#) besitzt hin-
gegen A,, fiir gentigend grosse Werthe voun v das negative Zeichen,
wie aus (26) ersichtlich ist.

§ b.
Die Nullstellen der Bessel'schen Reihe fiir reelle Indices,
Da die Nullstellen der Funetion f,—; (#) mit den Verdichtungsstellen
der Wurzeln von
528 =0,9,(s)=0,...,0,06)=0,...
tibereinstimmen, so ergiebt sich aus den Resultaien des vorigen Para-

graphen ohne Weiteres:
wDie Wurzeln der Gleichung

=0

1 2 L
H&) =tarn t erore Tt remTorery T
sind sammilich reell, falls » > — 2 ist. Diese Wurzeln sind fiir
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n > — 1 sammilich negativ; dagegen st eine derselben positiv und die
ibrigen negativ, wenn n swischen — 2 und — 1 Legt™

Der Fall, wo % < — 2 ist, erfordert indessen noch weiters Ent-
wicklungen, da die Verdichtungstellen eines Systems reeller Werths
freilich reell, aber dicjenigen eines Systems imaginirer Werthe nicht
nothwendig imaginir sind,

Ich betrachte zuniichst die Gleichung
(29) 95 () + 292011(2) = O,
in welcher J irgend eine reelle Constante bezeichnet. Ist 4 == 0 und
hat v einen geniigend grossen Werth, so besitzt die Gleichung (29)
2y imaginire Worzelo. Wenn nun 1 von Null bis zu irgend einem
Werthe 2, variirt, so kaun die Zahl der imaginiren Wurzeln sich nur
danp verindern, wenn 4 einen Werth passirt, fiir welchen (29) eiue
Doppelwurzel erhilt. Fiir diese Doppelwurzel wiirde aber

Dy = ge,+xg§. — gzyy'm.;
verschwinden, was nach dem vorigen Paragraphen nicht angeht. Also:
»Die Gleichung (29) kat fiir jeden reellen Werth von A genau 24
imagindire Wurzeln.”
Wenn daher 1 von — oo bis - oc variirt, so durchlaufen die
imagindiren Wurzeln der Gleichung (29) eine Curve, welche aus 2y
getrennten Ziigen besteht. Sei

(30) 2=z 1y, 5'““‘1""""1‘3/)
so ist die Gleichung der genannten Curve
2 g, (2 — g, (2,
(31) ¢v(-r, y) — D2yt 19,42} _({3,,_',1(5 1955 (8) _0

Z—2
und die Glieder hichster Dimension voun ¢,{x, y) lauten:
¢ (e8) 1 = (a9,

¢ = CELZOED OF 2Nyt 20y 40 —2)

ist. Die Curve g,(z,y) =0 ist also von der 27 — 2% Ordoung und
trifft die unendlich ferne Gerade nur in den imaginiren Kreispunkten,
welche (v — 1)-fache Punkte der Curve sind.

Die 2y Zige der Curve sind daber ganz im Endlichen liegende
Ovale.

Da fir y = 0, also z =2, die Function @,(z,y) in By Uber-
geht, welches bestindig positiv ist, so treffen die Ovale nicht die Axe
der reellen Zahlen und es gebt ¢,(x,y), wenn der Punkt 2 =z 4 iy
von einem reellen Werthe ausgehend sich so bewegt, dass er eines der
Ovale iiberschreitet, von positiven zn negativen Werthen @iber. Nan
findet man aber mit Hilfe der Gleichung (11):

(32)  @unr(® ¥) = (0 2v+1) goa (2) G (@) + 2200 (5, 9),
Mathematische Annaler. XXXIIL. 17

wo
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und es ist also g4 noch positiv, wenn ¢, verschwindet, abgesehen
von depjenigen Punkien z==2--iy, welche die Gleichung g.i4{8)=0
befriedigen und welche gleichzeitig auf den Curven @,.41=0 und ¢,=0

en.
fieg Hieraus geht hervor, dass jedes Oval der Curve ¢nq1 =0 je ein
Oval der Curve ¢, = 0 in einem Punkte, fir welchen gspyi(2) == 0
ist, von Innen berithrt*). Die 2ug Ovale werden sich ferner mit
wachsendem v immermehr verkleinern, bis sie sich fiir » = co auf 2y
Punkte zusammengezogen haben. Da nimlich die Grenzstellen der
Punkte eines Ovales Nullstellen von f,_,(2) sind und letstere diseret
tiber die Ebene vertheilt sind, so kann die Grenze jedes Ovales nur
ein Punkt sein. Auf demselben Grunde beruht die Richtigkeit der
stillschweigend gemachten Annabhme, dass die 2z Ovale der Curve
@, = 0 simmtlich ausser einander liegen.

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich nun der Satz:

»Die Gleichung

1 z &
fu(e) = T 1) + T2 1(2) +-ot v T w1 +
hat fiir negative, zwischen — 2p — 2 und — 2y liegenden Werthe von
n genau 24 paarweis conjugirte imagindre und Hbrigens unendlich viele
reelle Wurzeln**). Zur niheren Bestimmunyg der tmaginiren Wurzeln
hat man eine unendliche Reihe algebraischer Curven
o, W) =0, Quya(%, ) =0,...

von denen jede einzelne aus 2u im Endlichen und ausser einander
liegenden Ovalen besteht. Das einzelne Oval der Curve @, = O beriihrt
und wumschliesst je ein Oval der ndichsifolgenden Curve und enthilt zu-
gleich in seinem Innern je eime imaginire Nullstelle von f,(2). Auf
diese Nullstelle zieht sich das Oval mit wachsendem % immer mehr und
mehr zusammen.

Was nun die reellen Wurzeln betrifft, so folgt aus dem vorigen
Paragraphen:

y Vo den reellen Wurzeln der Gleichung f.(2) = 0 sind entweder
alle oder alle bis auf eine negativ, je nachdem n zwischen — 2p — 1
und — 2p oder zwischen — 2u — 2 und — 2p — 1 liggt.

e =0

*) Siehe die Fig. 1, welche diese Verhiltnisse qualitabiv veranschanlichen
soll. Die Figar bezicht sich auf den Fall p == 1 (vgl. unten § 8).

**) Wenn « continuirlich in einen ganzzahligen Werth Ghergeht, so werden
die imaginirer Warzeln simmtlich unendlich klein.
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§é.
Die reellen Nullstellen von £.(z).

Der zuletzi genannte Satz Jasst sieh anch direct aus der Reihen-
entwicklung von f,(s) ableiten, wie ich nunmehr zeigen will

Ich stiitze mich dabei auf folgende Satze:

» Wenn die Funclion

* Q)=+ T - - -+ a2
fir alle recllen Werlthe von x positiv ist, so gilt Gleiches von der

Function '
P(E) =@ @) + ¢ (@) + - - - + g2~
In der That ist

%
Pz) = e”je"‘qs(a:} iz,

aus welcher Darstellung der Satz unmittelbar hervorgeht.
» Unter derselben Voraussetsung besilet die Function
b . T . - Can ®
1@ =5+ g 2t e &

fiir alle reellen Werthe von x dasselbe Vorzeichen wie sinax. Dabel
bedeutet w cine Constante, welche der Bedingung « 4 2n < 1 gendigt¥
Zum Beweise bemerke man, dass fir a < 1 die Gleichung

Py - 4
€ln a #in
i Snaz M(l—a) == é{ﬁ x J‘e—x x-edx

T@) =
gilt. Vermage derselben ergiebt sich:
i 2t
z(z} _— Bm::fﬁﬁ«zx’—ﬂ [50 o I:‘ ,‘.’E. ...}. 62 N;;"‘ - . 0] d‘z

9
sinaz [ 4
4
="“‘;—je'”””9’("§)d$’
]

woraus die Richtigkeit des Satzes folgt.

Ich wende den ersten Satz auf die Function @(z) =

und erhalte:
. Die Summe der ersten 2v Glieder der Exponentialreihe

Pl 2
1+e4 5+ + g
besitst fiir jeden vecllen Werth von z einen positiven Werth**)

*} Dieser Salz ist auf andere Weise vonHermite bewiesen{Coursd’Analysep. 34}
17*

»
T A
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Es mbge nun der Index n der BesseI'schen Reihe zwischen —2p—1
und — 2u liegen. Dann haben die Glieder der Reihe, welche mit
2 g3t |, multiplicirt sind, simmtlich positive Coefficienten.
Die Summe der vorhergehenden Glieder ist

1 z £4

1@ =ty T rerew T T Ternanest
Diese Summe besitzt aber nach den vorausgeschickten Satzen fiir alle
reellen Werthe von z das Vorzeichen von sin (n-1)mz, welches das
positive ist, da (n41)x zwischen — 2pz und (—2p4 1)z liegt.
Daher ist a fortiori fu(2) fir alle positiven Werthe von z positiv, und
die reellen Wurzeln der Gleichung f,(2) == 0 sind also simmtlich
negativ.

Wenn nun zweitens der Index » zwischen —2g—2 und —2p—1
liegt, so schreibe man

1
(@ =ty + B
wo R die Summe der auf das erste Glied der Reihe folgenden Glieder

bedeutet. Der Term -ﬁ;‘l_*_—n—
der Differentialquotient von R, welcher gleich fo4.(2) ist, fiir alle
positiven Werthe von # positiv ist. Lisst man daher z von Null aus
wachsen, so wichst B von Null ausgehend bestiindig und folglich wird
fiir einen und nur einen positiven Werth von z die Gleichung

B=— also [, (£) = O erfiillt werden.*)

besitzt einen negativen Werth, wihrend

1
Fn41) 2

§ 1.
Verwendung der Integralsitze.

Die schon oben erwihnten Integralformeln gestatten es, einen
Theil der erhalienen Resultate aufs Neue zu beweisen und nach einigen
Richtungen zu erginzen. Man erhilt jene Formeln bekanntlich, indem
man von der Differentialgleichung

@ (z? i (z)) + :
(33) — =2 @ E+T)
ausgeht. Es selen m, n, 7, 5 irgend welche complexe Constante und ¢
eine reelle Variable; ferner werde zur Abkiirzung
(34) 3 falrt) =u, £ fu(st) =0

*} Wegen der numerischer Berechnung der negativen Wurzeln von £, () =0
vergleiche man Stern, 1 ¢. pag. 35 und Crelle’s Journal Bd. 33, pag. 363.
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gesetzt. Dann ist nach (33):

= b =t dty .
(33) {dlog t)* = “(rt + T)’ {dlog iF - v(‘“ + %)’
und hieraus folgt

. d dv
(36) dxogz[A“ dlogt+Bvdlogt} (4+B) 4 dlog: FiogT

+uo[a(st+ )+ B(re+ )],

wobel A und B beliebige Constante bedeuten.
Wenn nun A=1, B==—1 und m =n genommen wird, so
besitzt das Anfangsglied in der Entwicklung yon

Ay i

dlo 7+ Be dxogz

den Exponenten *.”;‘_tg:_’;‘. + 1 ==# 4 1 und der Ausdrnck verschwindet

also fir £ ==0, wenn der reelle Bestandtheil von n grosser als — 1
ist. Die Integration der Gleichung (36) zwischen den Grenzen { =0
und { == 1 ergiebt dann

1

[t —ou) ez = (5—7) fuvdt,

oder in Riicksicht auf (34) und die Relation fi = foqu:

BD  sfusOfalr) = rhans@)fa®) = 6—0) Ll (50 .
[

Im Allgemeinen wird dagegen die Entwicklung des Aunsdrucks

du
AU gt dlogt +B v diegt
Mtn
mit dem Terme ¢ * beginnen, und es wird folglich nur unter der
Annahme, dass m - % einen positiven reellen Bestandtheil besitze,
jemer Ausdruck fir {= 0 verschwinden. Die Integration der Glei-
chung (36) ergiebt dann:

38)  Afu(r) [a6) + 2furs )]+ BAE) [fat) + B furralr)]

1 1
= /A-f-B)J} w'v dt (An’-{-Bm?)i- uv -ét-t-

1

+ (4ds <+ Br) Juvdt.
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Es seien nun in der Formel (37) s=¢ und r=12¢ conjugirt
complexe Grossen, dagegen n reell. Dann ist das auf der rechien
Seite auftretende Imtegral positiv, da alle seine Elemente positiv sind.
Es folgt also:

w8t n reell und grosser als — 1, bezeichmen ferner z und 2 con-
Jugirt complexe Grossen, so besitzt der Quotient

2l @@y — 2 )@
F—z
stets einen von Null verschiedenen positiven Werth.“

Ich setze nun in diesem Satze » 4 v — 1 an Stelle von n, unter
% jetzt eine beliebig reelle Zahl und unter » eine ganze Zahl ver-
standen, welche der Bedingung % + » > 0 geniigt. Ich nehme ferner
au, dass 7 und & conjugirte Wurzeln der Gleichung f,—1(2) = 0 sind.

Dann ist nach (10)

2 forn(®) gv—1(2) = — 9,(2) fatr1(2),
Z fain (7)o (2) = — (Va1 (2,
und unser Satz ergiebt, dass der Quotient

9,9, 1) — g,_1(5)9,(z)
z2—z

negativ ist. Dies lisst sich, wenn noch s=z 4 iy, ¥ =2 — iy
gesetzt wird, so aussprechen:

»Die imaginiren Wurzeln der Gleichung f,—1 () = O liegen in den-
Jenigen Gebieten der Ebene, in welchen die Function
(39) (@ y) = 9@ 9 (22 - ?_1 (2) 9,(&)
negativ ist. Dabei beveichnet v eine ganze Zahl, welche der Bedingung
%+ v > 0 geniigt.”

Die im Satze genannten Gebiete werden durch die Curve i (z,y) =0
abgegrenzt, wobei indessen nicht ausgeschlossen ist, dass diese Curve
keinen oder nur isolirte reelle Punkte besitzt, in welchem Falle nur
ein einziges von der ganzen Ebene gebildetes Gebiet vorhanden ist.
Die Function ¥:,4.(2, y) ist nach (31) mit ¢,(z, y) identisch, und es
lassen sich daher, wie leicht zu sehen, die im § 5 entwickelten Satze
aus dem vorstehenden Satze ableiten. Der letztere enthilt indessen
mehr, insofern die ganze Zahl v nicht wie in §5 eine nicht niher
bezeichnete Zahl zu iiberschreiten braucht, sondern nur der Bedingung
% -+ v > 0 geniigen muss.
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§ 8
Beispiel.
Betrachten wir beispielsweise die Gleichung
faa(s) =0,
wo 5 zwischen — 2 und — 2+§»liegt. Dann kann v =2, 3, 4,...
sein. Nun ist

¥y = 2(n+ 1) (@ + )+ 2n(n+ 1) (n+2)z+ (s -+ 2)8* (s +1),
(40) |, = (n+ D)(n+2) B+ 6)(&+9?) + 4 (n+1)* (04-2) (n+3)a

+ n?{n+ 1’ (n+ 2 (n+3).

Figur 1.

Daher stellen ¢, = 0 and #; == 0 zwei Kreise vor, deren Gleichungen
in die Form

(4n = e gt — 0T,

1 R, Av 2 520
GEDGEGFe B =@ Ty o

gesetzt werden konnen, wobei dann
G:-—-—.?_(-”_;—’:?l-’ Q=_—%;/—.ﬂ'i“+2y

b L w0 X e 1. M S WY~ m+1n+3)
= 6n-+ 6 ? 5% 4 6

(42)

ist,
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Die Funciion 3, hat im Innern des Kreises ¢, = O offenbar das
Vorzeichen von — 2(n-+1), also das positive Vorzeichen. Dagegen
hat 9, im Innern des Kreises ¢ = O das negative Vorzeichen. Es
folgt daber:

L, Die beiden imaginiren Wurzdn der Gleichung fo1(2) == 0 be-
finden sich, wenn n swischen ~ 2 und — 2 + 5 liegt, ausserhalb des
ersten und im Innern des sweiten der beiden Kreise (41).%

Ueber die Lage dieser beiden Kreise®) geben die folgenden Un-
gleichungen Aufschluss, welche man mit Hiilfe von (42) leicht bestitigt:
(43) b>a>0; << P—aP <<
Wenn p,, g, und p,, ¢, diec Werthe bezeichnen, welche den Durch-
schnittspunkten des ersten bez, zweiten Kreises mit der Axe der reellen
Zahlen entsprechen, so folgt aus (43), dass

<0<y <a<y<b<y,

ist. Dasher miissen sich die beiden Kreise schneiden, so dass das
Gebiet, in welchem die Wurzeln von 7,(s) =0 legen, durch eine
(in Fig. 1 schraffirte) Kreissichel vorgestellt wird.

g9
Die Gleichung f.(z) = O fiir imaginirs Werthe von .
Zum Schluss will ich noch den Fall betrachten, in welchem der

Index % einen imaginiren Werth mit positivem reellen Bestandtheil
besitzt, Sei in der Formel (38) m die zu % conjugirte Grosse, und

(44} Semge=g iy, r=2==u—1iy
Waurzeln der Gleichuugen
fa(8) = 0 resp. fuld) = 0.
Dann ergiebt {38):
(#5)  (A+B), + (4w +Bw?) L J, + (ds+ BT, =0,

wobei ich die in (38) vorkommenden Imtegrale zur Abkirzang mit
dy, dy, J; bezeichnet habe. Diese Integrale besitzen positive Werthe,
da w und v (siehe (34)) fir jeden reellen Werth von £ conjogirte
Grossen sind. Ueberdies hat man

(46) dy > Jy,

weil der im Integrale J, vorkommende Factor
Integrationsintervall grosser als 1 ist. Sei nun

1

5 in dem ganzen

*) Sieha Figar 1.
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1) — R —atpi, —% =i

so folgt aus (45) in Riicksicht auf (44)
4+ Byd, + [(4+ B)z +i(4 — Byyld,

= [(4 + B)a + i4 — B)AIJ,
oder, da 4 und B willkiirliche Constanten bedeuten:

Die letzte dieser beiden Gleichungen besagt, dass y dasselbe Vor-
zeichen besitzt wie § und absolut grésser ist als 8. Dies lisst sich

auch so ausdriicken: Man construire den Punkt — 1::— == g+ fi und
zerlege die Ebene in zwei Theile, indem man durch jenen Punkt eine

Figur 2.

Parallele zur Axe der reellen Zahlen zieht. Dann liegt der Punkt
z ==z - iy in demjenigen Theile, welcher die Axe der reellen Zahlen
nicht enthilt. Ans (48) folgt nnn ferner
B, + (2 —y&)Jy =0

und es ist also __a_:_g__;_y_qz_ negativ. Construirt man daher, vnter X, ¥
laufende Coordinaten verstanden, die Gerade Xf - Y« == 0, welche
den Nullpunkt mit dem Punkte —-%- verbindet, so liegt z == z -+ iy
anf derjenigen Seite dieser Geraden, welche die Axe der negativen
reellen Zashlen in sich aufnimmt. Aus alledem ergiebt sich nun der
Satz (vgl. Fig. 2):

»Es sei n eine Zahl mit positivem recllen Bestandtheil. Man ziche

durch den — 2 swei Halbstrahlen, von welchen der erste parallel
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zur Aze der negativen reellen Zahlen linft, wihrend die Verlingerung
des mweiten durch den Nullpunkt geht, Die simmtlichen Wurzeln dey
Gleichumg 1,(8) = 0 liegen dann in dem von den genarwien Strahlen
begrenzten (comvexen) Winkelraum.

Dieser Raum reducirt sich auf ein doppelt iiberdeckies Stiick der
Axe der reellen negativen Zahlen, wenn % einen reellen Werth besitat,
wie es pach den fritheren Sitzen za erwarten stand.

Kénigsberg i. Pr., den 2. Juni 1888.



