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20.
De curvis et superficiebus secundi ordiriis.

(Auctore Dr. Ottone Hesse Regiom.)

Sectio prima.
De relationibus inter coefficientes duorum systematum substitutionum linearium, quorum

utrumque efficit ut data functio quaelibet honaogenea secundi ordinis transformetur
in aliam, quae solis variabilium quadratis constet.

1.
Propositis inter variabiles:

XL oc2 #3 .... xn et yl y2y* .... yn
n aequationibus linearibus bujusmodi:

1 (1) , (2) , (77). χλ = χ?, yi + xi Τ2 + ····*λ Yn
coefGcientes Λ£°, quorum numerus est n.n, ita determinari possunt, ut
data functio quaelibet homogenea secundi ordinis variabiliura OCL x2 .... xn
transformetur in aliam variabilium y^ y2 ·. · · yn de qua binorum producta

n /„ l\
evanuerunt· Cui conditioni ut aequationes (l) satisfaciant, —^— aequa-
tiones inter coefficientes x{*} valere necesse est, quod substitutionibus (1.)
factis n ~ ' termioi in binas variabiles yt y2 · · · · yn ducti evanescere et
soli n termini earum quadrata oontinentes remanere debent.

Jam ut aequationes^ de quibus dictum est, nanciscamur, S αΧ)ι·οοχ.χλ
χ,λ

functionem esse datam statuamus. Qua in summa numeris κ, Κ valores
11.... n omnes ita tribuantur, ut posita aequatione ακ1 — a^n termini in
χκχι ducti, ubi κ, K divers! sunt, duplices, sin vero v*, K aequales, sim«
plices appareant. Si porro ponamus:

β',χϊ + β',χϊ + .— β'.γ:
exprcssionem esse, in quam summa Σ α^ι ocx χλ substitutione (1) facta abit,

xtl

nihil impedit quominus substituendo valores xt a?2 ...» xn e (1) in aequatione
2. 2*^0^ **Glyl+G>yl+....Gliy*

χ,λ

et comparando singulos terminos aequationes deducemus sequentes:
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286 20. Hesse, de curvis et superficiebus secundi ordinis.

^tf rf S o,,» *?>*?' rf S

·(Ρ) <r(,p)κ &λ
quarum prior , positis β numerorum l 2 ... * n serie loco p et q diversis

n in -··--!)numeris, illas — ̂  — i aequationes conditionales suppedifat, quibus in aequa-
tionibus fogere non potest, numeris p, q inter se comniutatis, eaa iotegras
manere. E posteriori forrnula, posito l 2 .... n loco p, n aequationes fluunt,
quibus coef cientes Gp quadratorum ipsarum variabilium γ^.γ^ .... yn tan-
quam functiones coefficientium a£° determinaritur.

2.
Repraesentetur per formulam :

5. ^ == **·*). n+i + ̂ n rn+2 + . . . . ̂ »λ /2n
alterum w aequationum systema, quibus eadera funetio data Σ aXtJi χκ χλ in
formam redigatur sequentem: Χίλ

"~ ""n-f-l Xn+1 - "w+2 Xn-f-2 - · · · · "— t*2n ^2η

eadem ratione atque antea eequuntur aequationes:
<*2 ay

6. 0 =

7 _ ? _ ^ .. ^("+Ρ) _(η·4·ρ)/ . - **n+p - -ώ x^ Λ?χ Χι
κ,λ

qua ex aequatione priori, positis valoribus l 2 ···· n diversis loco /ί, ^

aequationes Λ V^ conditionales fluunt, posteriori n coefficientes Gn+p de-
terminantur.

Contemplemur illas n(n — 1) formulas (3), (6) quibus solis coeffi-
cientes x(f> et #(

3
π+κ) satisfaciant necesse e»t. ita ut de functione S ax i JFX ?^

/· f> ~ lK t A,

substitutionibus (1) vel (5) factis variabilium y\ y2 ···· >"Λ vel yn+1 y„^2 ..«.^

binarum producta evanescant· Facile patet aequationibus (3), (6) ^—^ — con-

stantes ax^ inesse, vel potius " % — l > quippe e quarum numero unam

aliquam = l ponere licet. Unde sequitur illarum > L * — l constantium
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20» Hesse, de curvis et superficiebus secundi ordinis. 287

eliminatione o « aequationes inter coefficientes substihitionum( l), (5)

solas existere. Sed hae — n aequationes alio aequationum syste-

mate repraesentari possunt, quae neque inter omnes coefficientes oc(^.x(^x}

symmetria careant, nee tarn multas constantes eliminandae praebeant. Quas
aequationes ut nanciscamur antecedentibus formulis alias quasdam addi
convenit.

3.
Quum ad finem si supponimus ex aequationibus (1) vice versa sequi:

inter coefficientes X(
x
 } et #;*} duo aequationum systemata valent haec:

") γ(λ) , , -
A.1 -(-.... -t·

9. n = - ^ J- - '
Ar Ί r «v»'vV \ v>i; | ^"1 \ ^"J

0 = xwX(l} 4- x(*}X(r)

in quorum posterioribus aequationibus numeris κ, Κ e numerorum serie
l 2 .... w valores divers! tribuendi sunt. Quibus expressionibus (8) varia-
bilium yL y2 .... y\ substitutis in aequatione (2) singulos comparando ter-
ininos adipiscimur:

Facile patet ex aequatione proposita, si multiplicetur per jpW et pro K
deinceps ponetur l 2 .... n, aequationum systema prodire, quod additione
facta abit in:

Qua ex aequatione numeros 12 .... n looo κ deinceps ponendo sequun-
tur n aequationes:

11.

quarum solutio secundutn x™ af0 .... ^p) suppeditat n aequationes se-
quentis formae:

37*
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288 20. H esse i de curvis et super ciebus secundi ordinis.

— =4 X(p^4~A X(P)4-....+J[ X(p}
£p M * 1,2 2 · J,n

ρ(Ρ)

j = = = 4,1 -̂ 1 4* 42,2-^2 4* · · · · 4"42,n -^n12.

j?(P>
-^ = Λ,ι -^ι(ρ) 4- Anflxp 4- h A„ n:^P ^ '

ubi adnotandum est, cum eit a^ c=s α^χ, etiam Jx^ et u4;jjc functiones
quasdam coefficientium aXti inter se aequales esse. Aequationum vero (12)
loco banc statui licet:

G~~ ·—· ^»χ l ̂ -1 "T* -^jr 2 -**-2 "T* · · · · *| ·*Λ·χ η^-n
P '

quam si multiplicamus per yff* et numeros l 2 .... n loco /i deinceps
ponimus n aequationes nanciscimur, e quibus facta additione procrescit:

G,
Eadem ratione e substitutionibus (5) formula sequitur haec:

14. —A^i =3 * G j—^-g—ί h · · · · 4—:

quam si addimus ad (13) fit:

15.
Hac ex aequatione, positis loco κ, λ valoribus l 2 .... n et diversis

n in 11 1Λet aequalibus, fluunt J1^ · aequationes et inter coefficientes omncs

^x)^n+if) et inter quantitates GtG2.... G2n symmetricas. E quibus^ facta
eliminatione illarum 2 n quantitatum, quippequae 2 n—l quantitatum vicem

impleant, eaedem ioter substitutionum (1), (5) coefficientes ^"" re-

lationes sequuntur, quas ex aequationibus (3), (6) eliminatione constantium
prodire adnotavimus.

4·
Sed facile est perspecta ab aequatione (15) vice versa ad (3), (6)

nos redire posse. Quem ad nem assequendum convenit aequationem (15)
in duas (13) et (14) dirimi, quarum e priori, positis aequationibus (9),
aequationes (12) derivautur, quarum solutio secundum X&
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20. Hesse, de curvis et superficiebus secundi ordinis. 289

suppeditat aequationes (11) e quibus facile sequuntur (3), (4); et simili
modo e posteriori (14) aequationes (6), (7) invenimus· Quibus io aequa-
tionibus constantegj quas functio S αΧ)λ χχ χλ continet, ita insitae reperiun-

X,A

tur, ut fuoctio ipsa ex iis facile restitui possit.
123 f2nYCumvero aequatio(15) 0 . O Q — \ '- - modis in duasaequa*

< £ · . 1 < έ Ο · · · . / Ζ · . 1 . « £ , · · ι 7 1

tiones formae (13) et (14) dirimi possit, totidem functiones *Σα^λχκχλ*,ι
diversas cognoscimus, e quarum quaelibet duo aequationum systemata
nascantur, quae quomodo(S), (6) eodem modo et ipsae loco (15) poni possunt·

Id quo meiius perspioiatur aequatio (15) exempli gratia dividatur
in duas has:

a?

e quarum priori, positis aequationibus :
l = ̂  FW + a*> Γ W +....+ a%> Υ W
0 = a%* Υ ™ + «W Γ ̂  +....+ ar " Γ ̂

a?« ....
0 = ^(1) Γ« + j?w Ff > + ----- μ a?1-« Γ i11- .Χ Α 1 « / . * ' κ A * X λ

ubi numeris p, q diversi valores l 2.... (n — 1) (ra-f-l), niimeris κ, Κ
diversi valores l 2 .... n tribuendi sunt, facile prodit:

e qua aequatione vice versa sequatur:

^ cum sit ax λ = αλ x quia est ^Χ)λ — 4t * prodeunt

e. „.

ubi loco p, g diversi valores l 2 .«.. (n—1) (fl-fl)> loco λ> κ diversi
valores l 2 .... n omnes ponendi sunt. Simili modo e secunda aecjua-
tione, quam supra statuimus, sequuntur:
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290 20. Hesse, de curvis et suptrfcieius secundi ordinis.

d "Σ a', aP a?« d Σ «' x(v) d Σ α'

6r = 2 «' X^ χ?•^^^ \J* u ^*" *"» " 5 w·' *** 5

ubi numeris μ, v divers! valores n, (n + 2),.... (2 n) omnes tribuendi sunt.
His quatuor aequationibus efficitur ut functio 2 αχχ χκ χ ι substitu-

tionibus:
x t ^w v „μ ~<2) v ι ι χ

(η~ιϊ γ _L ("+1) r
, (n) , (n+2) , , (2rt—1) , (2 n)f̂ xp ·.—. ΛτΛ ' y Λ— /v»\ y %^ . ·- i <**\ ' \/· -l- /ι,Λ ^

transeat in:

et -Gnyl —
qua ratione functionem 2 ακ^ ΧΛ οολ unam ex iis reperimus, quarum men-
tionem fecimus, e qua nascuntur aequationes (α), (δ), quae aeque ac (3), (6)
aequationem (15) repraesentant.

5.
Si aequationem (15) per b^ multiplicamus et numeris Ή, λ. valores

n / ι | \
l 2 .... n omnes et diversos et aequales ex ordine tribuimus, ^ ; aequa-
tiones prodire videmus, quarum suramam hunc in modum designari licet:

Gj G 2 Gin

Facile vero patet n^" coefficientes bX)i raultimodis ita determinari posse,
ut ex (2 n) summis, e quibus conflata est aequatio antecedens, (2 n—1)
earum evanescant, unde fit ut reliquam semper sponte evanescat.

Sed et in aequationibus (15) quantitates GL G2 .... G2n et in (3), (6)
quantitates aXyi ut indeterminatas habere licet. Unde satis elucet e quan-

titatum x^ mimer o, cum conditionibus ' solis satisfaciant,
Q 2 | o c\n~~ earum ex arbitrib determinari posse. Quas quantitates omnes
si tanquam 2n systemata valorum variabilium XL X2 .... Xn cousidera-
mus5 ex antecedentibus theorema fluit hoc:

Theorema i.
Si functio aliqua secundi ordinis variabilium Xt X2 .... Xn horao-

genea pro (2 n — 1) systematis valorum evanesoit sequentium Xt = &({\
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20. Hesse, de curvis et superßciebus secundi ordinis. 291

X^*™, X2=,xf\ .... Xn — a% inter quos ~
valent, quae e (3), (6) facta coefßcientium ) eliminatione prodeunt; functio
illa etiam pro reliqup systemate evanescit·

6.
Tfaeorema propositum per se dignum quod adnotetur inprimis magno

est usui in geometria, quoniam in theoria curvarum et superficierum se-
cundi ordinis quaedam problemata, quae valde diversa esse videntur, pror-
sus congruum docet· Id sequentibus illustrabo.

XW X(P)
Posito n = 3 per — ~ , —p- distantias desigoemus puncti alicujus

^3 ^3

p a duobus axibus fixis cum puncto in eodem piano sitis, sub angulo recto
se intersecantibus. Turn facile est inquirere, quid in geometria significat
aequatio (3), quae positis loco p, q valoribus 1 2 3 diversis tres aequatio-
nes praebet has:

0 = a « ) e

0 =

0 =

Constat enim aequatione prima conditionem exprimi ut punctum l in linea
poleri puncti 2 vel punctum 2 in linea polar! puncti l situm sit respectu
curvae secundi ordinis, quae analytice repraesentatur aequatione:

+ #3 (#3,1 ̂ 1 + Ö3,2 ̂ 2 + «3,3
X fin qua rursus -^, ̂  coordinatas orthogonales designant.

3 3

Unde haud difiicile est animadversu aequationes illas tres conditio-
nes continere, ut puncta l 2 3 ita inter se conjugata sint, ut linea polaris
cujuslibet eorum reliqua tangat. Proposita igitur curva aliqua secundi or-
diuis bina puncta, quorum alterum in linea polari aiterius situm est, puncta
respectu curvae propositae conjugata et terna puncta, quorum quodque po-
lus est lineae per duo reliqua ductae, systema punctorum respectu curvae
propositae conjugatorum in sequentibus appellabo.
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292 20. Hesse, de curvis et superficiebus secundi ordinis.

Eodem modo aequatione (β), quae positis loco p, q valoribus 1 2 3
diversis suppeditat ha» aequationes:

0 = β + β - ) + ·

O = ^(«.^ + ) ,
-f xf («3 t af > + «3

o = ( β ^ + β
x «

conditiones exprimi intelligimus ut puncta 4 5 6 respectu ejusdem curvae
ac puiicta 1 2 3 systema punctorum conjugatorum constiiuant. Cum UDO
secunduin theorema 1. aequationis:

o = 1^X1+^X1 + ̂ *1+^^
coefficientes 6lfl J2,2 · · · · semper ita determinari liceat ut coordinatae punc-

v v·

torum l 2 .... 6 pro -~9 -^ substitutae aequationi satisfaciant, per sex
3 3

puneta, quae consideramusi, curva quaedam secundi ordinis duci potest.
Unde hoc fluit theorema:

Theorema 2.
Proposita curva aliqua secundi ordinis bina systemata quaecunque

punctorum respectu ejus conjugatorum in alia curva secundi ordinis sita sunt.
7.

Hie quaestio praetermittenda »on videtur mim vice versa sex puncta
in curva aliqua s. o. ex arbitrio sumta tanquam duo systemata punctorum
respectu alias curvae s. o. eonjugatorum considerari liceat Facta in (3), (6)
coefficientium a^ eliminatione, ut vidimus, · ~ ~ ^ aequationes con-
ditionales prodeunt; hoc igitur casu, quo n = 3 ponitur, unica aequa-
tio inter coordinatae intercedit« nde sequitur si e duobus systema-
tis punctorum respectu alicujus curvae 9. o. guinque ad arbitrium ponau-
tur, sextum in curva quadam ex arbitrio sumi posse, quam curvam per
secundum theorema eam secundi ordinis esse videmus, quae per quinque
puncta ex arbitrio sumta determinatur«

Simulac vero sex puncta l 2 ... 6 ita determinata sunt, ut pro duo«
bus systematis curvae alicujus s. o. habere liceat, quoque ipsa prorsus de-
terminata est, quod coefficientium <*„,;, quas aequatio curvam analytice re-
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20. Hesse, de curvis et superßcielus secundi ordinis. 203

praesentans continet, determinandorum numerus aequationum conditiona-
lium numero superatur. Unde habetur:

Theorema 3.
Quaelibet sex puncta in curva aliqua secundi ordinis sita et quo-

übet modo in duo systemata trium punctorum divisa, duo sunt systemata
punctorum respectu curvae cujusdam alius secundi ordinis conjugatorum.

Sed cum sex puncta decem rationibus in duo systemata trium puncto-
rum dividi possint, decem curvae 8· o· diversae exstant, quarum cuique
sex illa puncta duo sunt systemata punctorum conjugatorum.

Igitur si spectamus theorema antecedens, facile intelligitur problema :
datis e duobus systematis punctorum conjugatorum quinque punctis sextum
punctum invenire cum problemate: datis quinque punctis curvae alicujug
8· o. sextum aliquod punctum in eadem curva positum invenire , prorsus
congruere.

8.
Vidimus supra proposita curva aliqua s. o. f(jcL #2 #3) = Q, ut

puncta P) q respectu ejus conjugata sint, inter coordinatas eorum aequatio-
nem respectu coefficientium expressionis/^i^^) linearem locum babere:

Igitur quot paria punctorum conjugatorum consideramus tot hujusmodi
aequationes habemus. Cum vero expressio f(ocloc>ix^) quinque coefficien-
tes contineat, quinque paribus punctorum conjugatorum datis curva ipsa
determinata erit. Quare proponere licet problema: datis quinque paribus
punctorum respectu alicujus curvae s. o. conjugatorum curva m construere.
Si vero quatuor tantum paria punctorum respectu alicujus curvae s· o.
data sunt, inter quinque coefficientes aequationis curvae quatuor aequatio-
nes lineares locum habent; quarum ope ex uno coefficiente reliqui linea-
riter determinari possunt. Sit K coefüciens, quo reliqui lineariter deter«
minantur· Quo facto curvae aequatio formam induet:

designantibus et functiones s· o., quarum coefficientes e coordinatis
punctorum datorum compositi sunt*

Has igitur aequatione pro arbitrio sumto omnes curvae reprae*
sentantur, quibus quatuor paria data punctorum conjugatorum sunt. Cum
vero, quicunque sit valor ipsius K aequationi quatuor punctorum coordi-
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294 20. Hessef de curvis et superficiebus secnndi ordinis.

natae satisfaciant, in quibus curvae φ = 0 et ψ = 0 concurrunt, omnes
curvae s. o. quibus sunt quatuor paria punctorum conjugatorum data, in
quatuor punctis coocurruDt. Sese offert igitur nobis alterum problema,
dignum quod suscipiatur: quatuor puncta intersectionis omnium curvarum
s. o. invenire, quae quaelibet quatuor paria punctorum respectu earum
conjugatorum data habeant.

Proposita curva aliqua s. o· quodlibet systema punctorura * respectu
ejus conjugatorum vice trium parium punctorum conjugatorum fungitur.
Quare curva ipsa cum dato quolibet systemate punctorum conjugatorum
datisque duobus quibuslibet paribus punctorum conjugatorum, turn duobus
quibuslibet systematis punctorum conjugatorum in curva aliqua s. o. sitis
determinata erit. Si vero e duobus systematis punctorum respectu curvae
allenjus 8· ο· conjugatorum quinque puncta data sunt, hoc modo quatuor
tantum puncta in illa curva sita determinata erunt.

9.
Jam legem reciprocitatis, quoad ejus usum faciam, paucis verbis

adumbrem, cujus ope ex antecedentibus alia theoremata sine magno ne-
gotio fluunt, quas commemorandas existimaverim. Haec lex ea re nititur
quod ? curva aliqua s· o· proposita, quae directrix appelletur, si puncta
quaedam in linea recta sita sunt eorum lineae polares in polo illius lineae
concurrunt et si lineae quaedam in uno puncto concurrunt earum poli in
linea polari illius puncti siti sunt· Unde elucet cuique theoremati, quod
docet quasdam lineas in uno puncto concurrere aut quaedam puncta in
linea recta sita esse, alterum theorema respondere, quod vice versa enun-
tiat, quaedam puncta in linea recta sita esse, aut quasdam lineas in uno
puncto concurrere, ita ut cuique lineae alterius quoddam punctum alterius
tbeorematis respondeat.

Sie porro cuique puncto in curva aliqua s. o» sito linea aliam cur-
vam s. o. tangens et cuique lineae curvam priorem tangenti punctum in
posteriori situm respondet. Talium eurvarum alteram alterius curvam
respectu directricis propositae polarem vocabimus. Proposita curva aliqua
s· o. binas lineas, quarum altera ducta est per polum alterius respectu cur-
vae propositae conjugatas appellare convenit, cum respondeant binis punctis
respectu curvae polaris conjugatis. Denique ternae lineae, quarum quae-
que linea est polaris puucti, in quo coeunt duae reliquae, systema linea*
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20« Hesse, de curvis et superficiebus seaundi ordinis. 295

r um respectu curvae propositae conjugatarum constituant, quippe quod
gystemati punctorum respectu curvae polaris conjugatorum respondeat.

His praemissis theoremata adjiciamus legis reciprocitatis ope e theo-
rematls 2., 3. sequentia:

Theorema 4.
Proposita Curva aliqua secundi ordinis bina systemata quaecunque

liuearum respectu ejus conjugatarum aliam secundi ordiuis curvam tangunt·
Theorema 5.

Latera duorum triangulorum curvae alicui secundi ordinis circum-
scriptorum pro duobus systematis linearum respectu alias cujusdam curvae
eecundi ordinis conjugatarum habere licet«

Eadem ratione e §. 8. sequitur: datis quinque paribus linearum
respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum curvam ipsam determinatam
esse: omnes curvas s. o., quae eadem quatuor paria linearum conjugata-
rum data habeant, quibusdam quatuor lineis simul tangi. Cum vero sy*
stema linearum respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum pro tribus pa-
ribus linearum respectu ejus conjugatarum habere liceat, duo systemata
data linearum respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum, quae, ut supra
intelleximus, curva aliqua s. o. tangantur necesse est, curvam ipsam de-
terminabunt. Si vero e duobus systematis linearum respectu curvae ali-
cujus s. o· conjugatarum quinque lineae datae sunt ea ratione quatuor
tantum lineae eam curvam tangentes determinatae erunt.

Denique respicientibus nobis ad definitionem systematis linearum
respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum observare licet, puncta tria, in
quibus binae earum linearum concurrant, systema punctorum respectu ejus
curvae conjugatorum constituere· Quare ex antecedentibus hoc fluit theo-
rema notum:

Theorema 6.
Quaelibet triangula duo curvae alicui secundi ordinis insoripta, alii

curvae secundi ordinis circumscripta et vice versa quaelibet triangula duo
curvae alicui secundi ordinis circumscripta alii curvae secundi ordinis in·
scripta esse·

10.
Revertamur ad theorema 1. posito w = 4 geometrice interpretan-

dum. Quo consilio coordinatae punctorum aliquorum p, q nocentur
38*
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296 20. Hesse, de curvis et superfieiAns secundi ordinti.

quae terni8 directlonibu8 sibi i
normalibus sunt parallelae· Quae coordinatae si satisfaciant aequationi (3)
puncta determinant, quorum alterum in piano polar! alterius situm sit
respectu superficiei secundi ordinis aequatione 22*^ aKyi χκ χλ = 0 repraesen-
tatae. Quo apparet aequationibus sex, quas aequatio (3) positis pro p> g va-
loribus 1 2 3 4 diversis praebeat^ conditiones exprimi ut puncta 1234 ita
conjugata sint ut planum polare cujuslibet eorum reliqua tangat· Propo-
sita aliqua superficie s. o. bina puncta, quorum alterum in piano polari
alterius situm es t, puncta respectu superficiei propositae conjugata et qua«
terna puncta, quorum quodque est polus plani per tria reliqua ducti in
sequentibus puncta respectu superficiei propositae conjugata vocabimus.
Igitur positis pro p, q valoribus 1234 diversis aequatio (6) suppeditat
sex relationes quibus satiefieri necesse est, ut puncta 5678 conjugata sint
respectu ejusdem superficiei ac puncta 1234. His vero conditionibus cum
theorema (1) doceat omnibus aequationibus bomogeneis s. o· variabilium
XtX2X3Xt, quibus coordinatae l 2.... 7 pro variabilibus substitutae sa-
tisfaciant, etiam octavi puncti 8 coordinatas satisfacere, hac ex re conclu-
dere licet, omnes superficies per septem puncta l 2···. 7 ductas etiam per
octavum puncturn transire* Unde fluit theorema:

Theorema 7.
Proposita superficie aliqua secundi ordinis bina systemata puncto-

rum respectu ejus conjugatorum ita inter se disposita sunt, ut omnes su-
perficies secundi ordinis per septem eorum ductae etiam per reliquum punc-
tum transeant.

Quod theorema, cum quaelibet (res superficies s. o« octo puncta
communia habeant, et per septem puncta innumerabiles superficies non
eadem curva intersectionis gaudentes duci possin t, sie quoque enuntiare licet:

Froposita superficie aliqua secundi ordinis bina systemata puncto-
rum respectu ejus conjugatorum considerari possunt tanquam octo puncta
intersectionis trium aliarum superficierum quarundam secundi ordinis noa
eadem curva iatersectionis gaudentium·
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20. Hesse, de curvis et siiperficieius secundi ordinis. 297

11.
Vidimus supra facta e (3), (6) coefficientium a^i eliminalione

' """* 9 aequationes conditionales relinqui. Si igitur n = 4 ponatur
tribus aequationibus coordinatae octo punctorum l 2 3 .... 8 satisfaciant
necesse est, ut tanquam duo systemata punctorum conjugatorum respectu
alicujus superficiei s. o. haberi possint. Uode sequitur septem ex iis ad
arbitrium sumi posse, octavum inde determinatum esse. Notasse hio juva-
bit cum aequationes (3), (6) novem aequationes, quibus octavi puncti coor-
dinatae desint, et tres aequationes respectu eoordinatarum octavi puncti
lineares complectentur, priores ad coefficientes αΧ)λ determinandas suppedi-
tare, quibus factis posteriores in coordinatis octavi puncti lineariter deter-
xninandis succurrere. Igitur si e duobus systematis punctorum respectu
superfioiei cujusdam s· o· septem puncta data sunt cum superficies ipsa
determinata erit, quia coeffieientes aXili aequationis 2^λΛ?χ^=0 eam
repraesentantis coordinatis punctorum datorum exprimere possumus, turn
octavum punctum duorum systematum. Cum vero illa septem puncta ad
arbitrium ponere liceat e tbeoremate antecedente sequitur tbeorema notum:

Theorema 8.
Omnes superficies secundi ordinis per septem puncta ex arbitrto

posita ductae octavum punctum quoddam illis determinatum tangunt»
Adjicio alterum theorema antecedentibns probatum;

Theorema 9*
Quaelibet superficies tres secundi ordinis non eadem curva inter-

sectionis gaudentes in octo punctis se invicem secant, quae tanquam duo
eystemata punctorum respectu alias cujusdam superficiei secundi ordinis
conjugatorum considerari licet.

Adnotandum vero bic videtur, cum octo puncta 35 modig in diK>
systemata quatuor punctorum dirimi possint, 35 superficies s» o. diversae
exstare, quarum cuique puncta octo intersectionis trium superficierum s. o.
datarum duo sint systemata punctorum conjugatorum·

Jam si respicimus ad theoremata antecedentia dubium non relin*
quitur, quiu problema: e duobus systematis punctorum conjugatorum re-
gpectu superficiei alicujus secundi ordinis datis septem punctis octavum
punctum invenire, cum problemate datis septem punctis intersectionis trium
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euperficierum secundi ordinis octavum puncium intersectionls invenire,
prorsus congruat«

12.
Proposita superficie aliqua s. o., ut chio puncta respectu ejus con·

jugata sint, inter coordinatas eorum unica aequatio respectu coefficientium
aequationis superficiei linearis locum habere debet. Quare cum aequatio
superficiei s. o. novem coefficientes contineat, ad determinandam super-
ficiem novem paria punctorum respectu ejus co jugatorum data esse ne-
cesse est. Igitur octo paria punctorum conjugatorum data superfieiem non
prorsus determinabunt, sed curvam solum intersectionis omnibus superfi-
ciebus s, o. communem, quae datis octo paribus punctorum conjugatorum
gaudent. Cum enim inter coefficientes aequationis superficiei octo aequa-
tiones raleant, earum ope ex uno coefficiente relkjui lineariter determinari
possunt. Si igitur per K coefficiens designatur, quo reliqui lineariter de-
terminantur, aequatio superficiei formam induit:

Φ(#ΐ Χ<ι UCZ Λ?4) + λ,ψ (XL OC2 Λ73 Λ^4) = Ο

designantibus φ et ψ functiones s. o., quarum coefficientes e coordinatis
punctorum datorum compositi sunt. Quae aequatio, K ad arbitrium surnto,
cum repraesentet omnes superficies octo paribus punctorum conjugatorum
gaudentes et ei omnium punctorum coordinatae satisfaciant, quae aequa-
tionibus φ = 0 et ψ = 0 simul satisfaciunt, omnes illae superficies ean«
dem curvam intersectionis babebunt. Systema punctorum respectu cur-
vae alicujus conjugatorum vice sex parium punctorum conjugatorum fungi-
tur. Quare omnibus superficiebus dato systemate datisque duobus paribus
punctorum conjugatorum gaudentibus eadem est curva intersectionis.

Simili modo probatur omnes superiicies, quae septem paria puncto-
rum respectu earum conjugatorum data vel uoum systema et unum per
punctorum conjugatorum datum habeant, in octo punctis coire. Nam si
aequationum septem comlitionalium ope e duobus coefficientibus K, μ re-
iiqui determinantur, hac ratione aequatio superficiei in formam redigi-
tur banc:

Φ (^#2 #3 #*) + λ.ψ(^1^2^3^4)+|^·%(^1^2Λ?3^) = 0.

Qua aequatione, cum coefficientes, quos continent functiones (f>, ψ^ %, coor-
dinatis punctorum datorum determinati sint, K, μ pro arbitrio sumtis, omnes
superficies repraesentantur, quae in iisdem octo punctis coeunt«
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13.
Lex recipr ocitat is, quam adbuc usque ad theoremata adhibuimus,

quae ad figuras in eodem tantum piano sitas pertinent, idonea es t, quae
dilatetur ad figuras in spatio quolibet modo sitas· Omnia enim quae in
§. 9· de punctis, lineis, curvis in eodem piano sitis breviter sunt exposita
ad puncta in spatio sita, plana, superficies transferri licet. Notum enim est
omnium punctorum in piano aliquo sitorum plana polaria respectu super*
ficiei s. o· ad arbitrium sumtae, cui nomen tribuatur directricis, in polo
illius plan! coire, et omnium planorum in uno puncto concurrentium polos
in piano polar! illius puncti sitos esse. Si porro punotum in superficie
aliqua s. o· movetur, ejus planum respectu directricis polare aliam super-
ficiem s. o. tangit, in qua sibi sunt poli omnium planorum superficiem
priorem tangentium. Talium superficierum altera alterius superficiei re-
spectu directricis polaris vocetur. Hac superficies porro ea proprietate
sunt, ut si binorum punctorum respectu alterius superficiei conjugatorum
plana respectu directricis polaria ducantur, horum planorum respectu alte-
rius superficiei alterum ductum sit per polum alterius et si sjstematis ali-
cujus punctorum respectu alterius superficiei conjugatorum plana respectu
directricis polaria ducantur, terna eorum respectu alterius superficiei in
polo reliqui concurrant. Quare proposita superficie aliqua s. o. bina plana,
quorum alterum ductum est per polum alterius plana respectu superficiei
propositae conjugata et quaterna plana, quorum quodque est planum po-
lare puncti, in quo tria reliqua concurrunt systema planorum respectu su-
perficiei propositae conjugatorum appellabo.

Haec breviter exposita sufficiunt ad tbeoremata sequentia e theo-
rematis (7), (8), (9) eruenda:

Theorema iO.
Proposita superficie aliqua s. o. bina systemata planorum respectu

ejus conjugatorum ita inter, se disposita sunt, ut omnes superficies se-
cundi ordinis, quaecunque septem eorum taugunt, etiam octavum pla-
num tangunt.

Cum vero quaelibet tres superficies s* o. octo conimunia plana tan-
gentia habeant et innumerabiles superficies septem plana data tangentes
exstent, quae octo planis neque aliis simul tanguntur^ tbeorema proposi-
tum sie quoque enuntiare licet;
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300 20. Hesst) de curvis et supcrflcielus secundi ordinis.

Proposita superfioie aliqua secundi ordinis bina systemata planorum
respectu ejus conjugatorum considerari possunt tanquam octo plana tan«
gentia tribus superficiebus quibusdam communia, quae non alio piano si-
mul tanguntur·

Theorema H.
Omnes superficies seoundi ordinis, quae septem plana ex arbitrio

posita tangunt, quoddam octavum quoque planum illis determinatum tanguut·

Theorema t2.
Octo plana tangentia tribus quibuslibet superficiebus secundi ordi-

nis communia 9 quae non aliis planis simul tanguntur, considerari possunt
ut duo systemata punctorum respectu alias cujusdam superficiei secundi
ordinis conjugatorum.

Notatu hie dignum est, eum octo plana 35 modis in duo systemata
quatuor planorum dirimi possint, 35 superficies exstare quarum cuique,
datis tribus superficiebus s. o· non plus quam octo plana tangentia com-
niunia babeutibus, octo plana tangentia duo sint eystemata planorum con-
jugatorum^

Dein de e §.12. legis reciprocitatis ope apparet: datis novem pari«
bus planorum respectu superficiei alicujus s. o., vel e duobus systematts
planorum respectu superficiei alicujus s. o. conjugatorum datis septem pla-
nis superficiem ipsam determinatum esse: omnes superficies s. o. iisdem
octo paribus planorum conjugatorum vel uno systemate et duobus paribus
planorum respectu earum conjugatorum datis gaudentes omnibus pla-
nis tangi, quae earum quaslibet duas simul tangant: omnes superficies,
s· o. septem paribus planorum conjugatorum vel uno systemate et uno
pari planorum respectu earum conjugatorum dato gaudentes octo planis
simul tangi.

Denique theorema adjicio, quod ex antecedentibus facile fluit simulac
cognitum est quatuor plana, quae ductae sint per terna puncta systematis
alicujus punctorum respectu superficiei alicujus s. o. conjugatorum^ systema
planorum respectu ejusdem superficiei conjugatorum constituere, et qua-
tuor puncta, in quibus terna plana systematis planorum respectu super-
ficiei alicujus s« o. conjugatorum concurrant, systema punctorum respectu
ejusdem superficiei conjugatorum efficere.
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Theorema 1.3.
Duo tetraedra tribus superficiebus secundi ordinis non eadem eurva

intersectionis gaudentibus simul inscripta tribus aliis superficiebus secundi
ordinis simul circumscripta sunt, quae non plus quam octo plana langen«
tia communia habent, et vice versa: duo tetraedra tribus superficiebus se-
cundi ordinis, quae non plus quam octo plana tangentia habent, simul cir-
cumscripta tribus aliis' superficiebus secundi ordinis uon eadem curva in-
tersectionis gaudentibus simul inscripta sunt,

Sect io alterat
Solvimtur quacdam problemata in scctionc antecodcnte commemorata,

14.
Juvat theoremata (2), (3) geometricis quoque considerationibus pro«

bare· Quod cum lemmatis cujusdam ope asseouturi simus, cujus usus in
sequentibus erit frequens, inprimis id lemma ad demonstrandum pro·
ponamus:

Lemma.
Si in quadrilatero aliquo completo, cujus diagonales tres sunt a a',

bb', cc1, puncta a a1 et Ib1 pro curva quadam secundi ordinis duo paria
punctorurn conjugatorum constituunt, etiam puncta cc' puncta respectu
ejus curvae sunt conjugata.

Notum enim est proposita curva aliqua s« o. si per puncta respectu
ejus conjugata linea ducatur, hanc lineam curvae duobus punctis occur-
rere, quae cum prioribus quatuor puncta barmonica constituant. Igitur
si (Fig. 1) puncta, in quibus diagonales tres curvam secant, vocamus
AA1, BB, CC1 et ad A A! et bb'BB' puncta harmonica sunt, lemma
demonstratum erit simulao puncta cc1 CC1 harmonica esse ostenderimus·
Licet vero guram l pro projectione centrali alius figurae 2 habere, ία
qua curva secundi ordinis circulus et linea per puncta a'b'c' ducta in in·
finito posita sit 4). Qua ia figura, cum punctis figurae l respondentibus

*) Poncelet. Traite des proprietes projectives etc. pag. 54.
Journal (L M. Bd. XX. Hil. 4. 39
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eadem signa tributa sint, Hneae AA'bc; BB'ac; CO'ab paraltelae re-
periuntur. Porro cum notum sit pimcta harmonica in projectione centrali
harmonica mauere, utrasque chordas AA/ et BB/ linea ab in duas partes
inter se aequales secat et, ut puncta cc'CC* in figura l harmonica sin t,
efaordam CC* in figura 2 puncto c in duas partes inter se aequales dividi
necesse est. Restat igitur ut demonstremus chordam CC1 puncto c bifa-
riam dividi, vel perpendieulares tre& in ehordts A A', B B', CC1 erectas
per puncta a, b, c ductas in uno puncto eonvenire. Sed hae lineae ab
angulis trianguli abc ad latera opposita perpendiculariter ductae stint.
Igitur in uno puncto concurrunt.

Ex hoc lemmate legis reciprocftatis ope sequitur:
Froposito quadrilatero aliquo si latera opposita duo paria Itnearum re-

spectu curvae alicujus secundi ordtnis eonjugatorum constituant etiam dia-
gonales lineas respectu ejusdem curvae eonjugatas esse·

15.
Lemma propositum et theorema de hexogrammate curvae aticut

s. o. inscripto a Pascale litteris mandatum et theorerna hocce: duo quae~
übet systemata punctorum respectu curvae alicujus s. o· eonjugatorum
curvae cuidam alii s. o. inscripta esse et vice versa quaelibet sex puncta
in eurva aliqua s. o. sita pro duobus systematis punctorum respectu cujus-
dam curvae alius s. o. haberi posse, ea ratione inter se nexa sunt ut ex
eorum binis reHqtium facile sequatur· Sint enim (Fig. 3) abc; a'b'c*
duo systemata punctorum respeetu curvae alicujus 3. o. eonjugatorum·
Cum punctum p'? in quo lineae ac puncti b polaris linea V c1 occurrit et
b puncta sint conjugata, cum porro punctum p, in quo a' c1 puncti b' po-
laris et bc coeunt, et b1 puncta sint conjugata; secundum lemma proposi-
tum puncta P et V9 in quibus concurrunt lineae be f V G* et bb', pp*
eonjugata erunt. Igitur puucti P polaris per JF transibit· Punctum P
vero sit um est in utraque linea be et b'c' quare linea a a1 earuxn pola»
jungens puncti P polaris erit et hae ex causa punetum P1 tauget. Igitur
Hneae tres a a', bb', p p1 in uno puncto concurrant neeesee est. Quod sio
quoque enuntiari Hcet: latera hexagoai aaVö'öc opposita in tribus punctis
concurrere, quae in linea recta reperiautur. Unde theorematis
ope sequitur altera pars theorematis supra propositi, hexagonum illud

alicui iuscriptum esse. ]
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Si vero ad alteram partem illius theorematis demonstrandam sta-
luimus hexagonum aa'c'b'bc curvae alicui s. o. inscriptum esse e theo-
remate Pascalis sequitur lineas a a1, bb1, p p* in uno puncto concurrere.
Cum vero curva aliqua s. o. quinque paribus punctorum conjugatorum
determinetur, puncta abc pro systemate punctorum conjugatorum et b/c/

et V p pro duobus paribus punctorum conjugatorum respectu curvae ali-
cujus s. o. considerare possumus. Haec curva gaudet punctis PP1 con-
jugatis quia bp1 et b'p puncta conjugata sunt. Quare linea P1 a puncti
P polaris erit. Praeterea linea pc* puncti V polaris erit quia b'p et b'c'
puncta conjugata sunt. Unde sequitur punctum af in quo coeant lineae
P1 a et pc lineae b'c' polum esse. Igitur etiam puncta a'b'c' systema
punctorum respectu ejus curvae conjugatorum constituunt, cui alterum
systema a bc punctorum conjugatorum esse supposuimus.

Hujus theorematis et lemmatis ope theorema Pascalis hac ratione
probat«. Sit aa'c'b'bc hexagonum quodlibet curvae alicui s. o. in-
scriptum. Cum puncta abc, a'b'c' pro duobus systematis punctorum re-
spectu curvae cujusdam s. o. conjugatorum habere liceat, ita inter se dispo-
sita sunt, quod lemmatis ope antea demonstravimus, ut hexagoni latera
opposita in tribus punctis concurrant, quae in recta linea sita sint.

Denique restat ut lemma demonstretur. Proposita curva aliqua s. o.
ab et a'b' (Fig. 4) duo paria sint punctorum respectu ejus conjugatorum.
Si puncta, in quibus lineae a a1, bb1 et ab', a'b' concurrunt per Pt et P2
designamus lemma probatum erit, simulac puncta PiP2 conjugata esse
ostenderimus. Quo consilio supponamus c et c' polos esse linearum ab
et a'b'. Quibus statutis puncta abc, a'b'c' duo systemata punctorum re-
spectu curvae propositae conjugatorum erunt. Qua ex causa latera hexa-
goni b'acba'c' in tribus punctis Ρ2Ρ^Ρ^ concurrunt in linea recta sitis.
Cum vero punctum P1 polus sit lineae per -Ρ3Ρ* ductae puncta PtP2 con-
jugata erunt respectu curvae propositae.

16.
Problema 1.

Dato systemate abc punctorum respectu cujusdam secundi ordinis
curvae conjugatorum datisque duobus paribus a"A, b"B punctorum re-
spectu ejus conjugatorum punctorum a", b" lineas polares invenire.
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Ducantur (Fig. 5) lineae a a" et bb" in p coeuntes. Inde ducan*
für lineae p A et p B lineis bc et ac in a et oceurrentes et 6", iH,

", u .4 lineis jungantur, quarum priores in ß', posteriores in c// eon-
eurrant· Denique linea a'ß' ducatur lineae c in ß", lineae #£ in a"
oceurrens et jungantur Aß" et -4 ". Quibus factis jBß" ipsius V9,· An}'
ipsius «" erit linea polarm. Nam ei lineas &ß, #"1? tanquam quadrilateri
completi diagonales contemplemur, tertia ejus diagönalis p& erit, et cum

, Ä /xjGf duo paria sint punctorum conjiigatorum, secundum lemma etiam
pß' puncta erunt conjugata. Sie porro demonstratur lineis a a, a" A, p&'
tanquam quadrilateri completi diagonalibus habitis puncta p a/ conjiigata
esse. Unde elucet a'ß' polarem esse ipsius p. Cum vero m ß" lineae
a'ß', ac coeant, linea &ß"ß quippe quae earum polos tangat^ est puncti ß"
polaris. Tangit igitur puncti i" polaris et B et ß". Unde sequitur B ß"
ipsius bfl eademque ratione Aul1 ipsius a11 polarem esse.

In posterum usum adjiciendum videtur, quomodo puncti c", in quo
coeunt lineae Ab" B a", linearum jamjam ductorum ope linea polaris
construatur, quam cum lineis a" b" et AB in uno puncto C concurrere
lemma antecedens enuntiat cum " > bf'B> c"C diagonales sint ejusdeoa
quadrilateri completi. Hüne in finem ducantur lineae $" clf, a"c" lineis
p a et pb in a'" etsiv// occurrentes. Porro si linea afu V" ducitur lineam
it'ß' in y" secans, junctis ' punctis, 7' C puncti c" est polaris. Et-
enim a" a"', ß"b"', y" 'c11' diagonales sunt quadrilateri cujusdam completi
et puncta &" au/, $Hb"' duo paria punctorum conjugatorum constituunt.

Problem a 2.
Daiis e duobus s^stematis punctorum respeotu superficiei alicujus

secundi ordinis septem puoctis octarum punctum invenire.
Sint ab cd, a'Vc'd* duo systemata punctorum respectu superficiei

alicujus s. o. conjugatorum· Ducantur lineae da', dbf, de1, b'c', c'a', a'b',
quae planum per abc ductum in punctis anl" c", ABC secent· Quae
puncta ita inter se disposita sunt, nt per a" WC, Wc"A, c"a"B treg
lineae rectae duoi possint. Porro tria plana per puncta JfVcf, d'tfa', d'a'V
ducantur, quae planum übe in lineis -4 ", $", Cy" secent. Per has
lineas et punctum d si tria plana ducimus, baec plana erunt polaria puncto·
rum a"d'V« Cum enim omnium punetorum, quae sita sunt in linea da',
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plana polaria per intersectionem planorum Vc1 d1 et abc ducta siot et
punctum au in hac linea et in plana abc situm sit, ejus planum polare
per lineam Ad1 et punctum d transeat necesse eet. Eademque ratione
probatur Bß"d ipsius b" et C*f'd ipsius c" planum polare esse. Sed
superficiei et plani abc curvam intersectionis contemplemur et lineas et
puncta in piano abc constituta respectu ejus curvae interpretemur. Re-
spectu hujus curvae puncta abc systema punctorum conjugatorum consti-
tuent et A a." ipsius ", üiß" ipsius W, Cy" ipsius c" lineae polares erunt.
Jam si punctum d' non est datum liuearum A&", JBß", Cy" nonnisi
puncta ABC ea ratione, qua usi sumus, determinari possunt· Sed in
üsu sunt bae lineae ad determinandum punctum d1. Nam si per eas et
per lineas b' c'> c'a', a* V tria plana ducantur in puncto d1 concurrent.
Quam meditemur quomodo lineae A&", Bß", € ", puncto d/ non cognito
reperiemus· Haec rein questio in problema L redit. Si enim respicimus
ad curvam in piano abc sitam respectu ejus datum est systema abc
punctorum conjugatorum et tria paria a!1 A> b"B, e" C punctorum con-
jugatorum»

IS.
Etsi problema antecedens omnioo est absolutum ad nexum octo

punctorum, quae duo systemata punctorum respectu superficiei alicujus
s. o· eoojugatorum constituunt, melius intelligendum et inde alteram pro·
blematis antecedentis solutionem deducendam investigationem datorum octo
punctorum de integro succipiamus·

Datis systematis duobus ab cd, a'b'c* d1 punctorum respectu super-
ficiei aKcujus s. o. conjugatorum punctum piano dbb' et lineae a a' com«
mnne p vocetur. Hujus puncti, quia situm est in linea polas a a1 jungente,
planum polare per intersectionem planorum polarium bcd et b/c/d/ trans-
ibit, et quia hoc punctum in piano dbb1 inest, ejus planum polare per in-
tersectionem plant a' c1 d1 et lineae ac transeat necesse est. Si igitur pla*
mim ducis per puncta tria intersectionis plani bcd et lineae l'c'; b'c'd'
et bcf a/c/d/ et ac puncti p babes planum polare. Sed ejusdem plani
quartum punctum laciie invenitur hoc modo. Ducantur lineae p a1 et pbf,
quarum altera punctum (t tanget, altera lineam db in puncto aliquo seca-
bit, quod vocemus q. Hujus vero puncti planum polare cum per a, et
ipeius V planum polare per a' transeat, puncti p planum polare »ecundum
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lemma per intersectionem linearum (ja1 et ab', id est per intersectionem
plani l da' et liueae ab' transibit. Hoc igitur punctum intersectionis, si
designemus per (da'b.aV} eademque ratione alia punota, quae oontem«
plabimur, per planum et lineam, in quibus eita sunt; puncta quatuor
(rf'iV.itf), (d1 c1 a'.ed)) (dbc.b'c'}, (da'b.ab'} in eodem piano sita sunt,
vel, si liueae per puncta designentur, per quae ductae sunt, ea ratione ut
(ftVjrf'.ic) (a'-c'd'.aö) lineam sigoificet per puncta (b'c'd'.be) et (a'c'd'.ac)
ductarn; linearum:

(i'iV.i^CJVn'^e) et (da'6.ab')(d6c.b'c')
altera alteram secat.

19.
Nunc puncta octo, quae ut supra adootavimus, quolibet modo m

duo systemata quatuor punctorum divisa pro duobus systematis puncto«
rum respectu superficiei alicujus s· o, conjugatorum haben possiut, quam
nullum inter reliqua eminent, relatione eorum inventa per numeros de-
signari convenit, ita ut signorum caVc'a'td'd loco scribantur 12345678.
Quo facto linearum (734.6l)(745.12), (856.23)(861.34) priorem, quam
designemus per I, a posteriori secari, quam voeemus (IH), paragrapho
antecedente jamjam demonstratum est. Sie porro designentur:

(734.61)(745.12) per I, (834,61)(845.12) per (I),'
(745.12) (756.23) - II, (845.12) (856.23) - (II),
(756.23) (761.34) - III, (856.23) (861.34) - (III),
(761.34)(712.45) - IV, (861.34)(812.45) - (IV),
(712.45)(723.56) - V, (812.45)(823.56) - (V),
(723.56) (734.61) - VI, (823.56) (834.61) . (VI)*

Quarum expressionum quaelibet ex antecedente obtinetur signa 123456
mutando in 234561. Sed ut perspiciatur quomodo hae duodecim lineae
inveniantur, puncta l 23...6 deinceps sex lineis jungamus ita ut hexa-
gonum efficiatur, quod voeemus //. Hujus hexagoni latus quodque piano
per latus oppositum et punctum 7 ducto secetur. Quo facto sex: puncta
iutersectioois nanciscimur quibus ex ordine per lineae janctis lineas habe-
mus I II .... VI alter um efficientes hexagouum quod designemus per A.
Tertium hexagonum B nanciscimur, gi loco punoti 7 eadem ratione puncto 8
utamur. Cujus hexagoni latera ea erunt, quae per (I) (II) .... (VI)
designavimus. Haec tria hexagona proprietatibus menioratu dignis gau-
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20. Hesse, de curvis et superßciebus secundi ordinis* 307

dent, quarum explicationem jam aggrediamur· Lineae tres per angulos
hexagoni A oppositos ductae in puncto 7 sicuti lineae tres per angulos
hexagoni B oppositos duotae in puncto 8 'concurrunt. Cum enim puncto
(734.61) et (761.34) in oppositis angulis hexagoni A siti sin t, quae in
intersectione planorum 734 et 761 punctum 7 taugentium coincidant, linea
per baeo puncta ducta punctum 7 tanget etc. Qua ex re apparet hexa-
goni A sicuti hexagoni D latus quodcunque per oppositum secari, et tria
plana per latera opposita hexagoni A ducta in puncto 7, sicuti tria plana
per latera opposita hexagoni B ducta in puncto 8 concurrere· Quod vero
ad latera bexagonorum diversorum attinet I III V et (I) (III) (V)
altera ab alteris secantur· Ctan enim latera I (III) concurrere ostensum
sit et signis 1 2 3 4 5 6 7 8 mutatis in 5 6 1 2 3 4 8 7 signa lineae (III) in I
et I in (V) abeant, latus I etiam a (V) secatur. Praeterea lineae I (I)
concurrunt, quia utraque in piano 612 sita est. Quo facto signa 123456
in 3 4 5 6 1 2 vel 5 6 1 2 3 4 mutando linearum III V utramque a HneiV
(I) (III) (V) secari ostenditur. Eademque ratione laterum II IV VI et
(II) (IV) (VI) altera cum alteris concurrere demonstratur. Si igitur,
quae de lateribus hexagonum A et B enuntiata sunt, breviter complecti-
mur, cum laterum I III V (II) (IV) (VI) et (I) (III) (VI) H IV VI
altera ab alteris seeentur ea omnia in eadem byperbolida sita esse dicere
possumus· Unde respicientibus nobis ad theoremata antecedentia hoc fluit
theorema:

Theorema i4.
Si ex octo punctis intersectionis trium superficierum secundi ordinis

non eadem curva intersectionis gaudentium sex puncta certo quodam or-
dini disposita lineis jungautur, ita ut hexagonum efllciütur, cuj'us latus quod-
que piano per latus oppositum et septimum punctum dueto secetur, qua
constructione sensu peripheriae pergendo certo ordini sex puncta obtinen*
tur, quae sex lineis deinceps jungantur, ita ut alterum hexagonum A ef-
ficiatup, si porro prioris hexagoni latus quodque piano per latus oppositum
et octavum punctum ducto secetur, quae puncta intersectionis lineis dein»
ceps jungendo eodem modo tertium hexagonum B nanciscamur; utrumque
hexagonum A, B in eadem hyperbolida situm est·

Hexagona H, A, B ita inter se comparata sunt, ut si eorum bina
data sin t, tertium facile reperiatur· Quod sine magno negotio patet, si
hexagona A} B data sunt· Linea enim, quae jungit laterum I II et
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3Q8 20. Hesse, de curvis et mperficiebus secundi ordinis*

(I) (II) puncta intersectionis, latus 12 hexagoni U erit. Si vero bexa-
gona H, A data sunt videamus quomodo hexagonuml? inveniatur. Hujus
hexagoni latus (I) cum situm sit in piano per I et l ducto et a lineis III
et Υ seoetur^ ea lioea erit, quae punota jungit, in quibus lineae III et Υ
piano per I et l ducto occurrunt. Sie porro invenimus secundum
latus (II) 8i puncta jungimus, in quibus latera IY et YI piano per II et 2
ducto occurmnt etc. Sed notam juvat cum hexagona H et A septem
punctis 123....7 datis determinata eint hexagonum B horum punetorum
ope construere nos docuisse. Quo hexagono B datorum septem puncto«
rum ope invento intersectio trium planorum, quorum quodque per bina la-
tera opposita ipsius B transit, octavum punctum x determinabit·

Regiom. 25 Jan· 1840«
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