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SUL MOT0 DEI SOLIDI NEI FLUIDI VISCOSI. 
UMBERTO C R U D E L L  

I. - -  Diverse critiche sono state moss% da qualche tempo 
a questa parte, alla teoria (che diremo classiea) dei fluidi vi- 
scosi~ critiche concernenti il valore fisico della teoria stessa. 
E, mentre nella teoria classica vengono trattati,  dal punto di 
vista analitico, vari  easi di movimento dei fluidi viseosi in- 
compressibili~ ne l l a  teoria termodinamiea (svolta dal Duhem) 
si perviene alla radicale conelusione che l' ipotesi di un fiuido 
viscoso ineompressibile ~ contradittoria con la definizionc di 
ttuido ~). 

Nella teoria classica, la completa aderenza fra solidi e 
fluido viene definita semplicemente (al fine di non introdurre 
condizioni esuberanti per certi problemi analitici) prestabilendo 
l 'eguaglianza fra la veloeit~ del i]uido e dei solidi nei punti 
delle loro comuni superficie. Ora, non si comprende, senz'al- 
tro, quale valore fisico possa avere l 'adcrenza completa cosl 
definita, senza stabilire una qualche ipotesi ausiliaria, della 
quale occorre allora speeifieare la natura fisiea. Diversamente, 
la suddetta definizione di aderenza eompleta avrebbe nn va- 
lore fisieo soltanto qualora in ogni pnnto delle superficie di 
contatto fra solidi e fluido, l' azione di viseosit~ ~) fosse nor- 
male alla corrispondente ~uperficie. Condizione che, nella com- 
pleta aderenza~ conduce, come vedrem% all 'annullarsi del- 
l' azione stessa sopra le superfieie suddette. Ii Duhem ha mo- 
strato (eonsiderando il fluido viseoso ineompressibile, a tempe- 

~) Duhem , Recherches sur l'hydrodynamique ~). Ann. de la F(ectdt~ 
des Sciences de Toulouse~ 2 e scrie; 1903; pug. 385. 

2) ~ noto cib the s' intende, nella teoria elastica, per viscositS. Del 
resto la sun definizione verrh implicitamente richiamata nel paragrafo se- 
guente. 
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ra tura  eostante, della teoria class[ca) alcuni casi in cui ci6 non 
avviene. E 7 precisament% sotto certe restrizioni, i seguentl 
casi t): 

1) Movimento continuo permanente di un ftuido indefi- 
nito compreso fra clue paretl fisse parallele 

2) Moto continuo permanente di un ftuldo ind.efinito 
(in tutti i sensi) nel quale sin immerso un cilindro indefinito 
dotato di moto unis secondo una direzione normale alle 
generatrici 

3) Movimento continuo permanente di un flu[do se- 
condo filetti parallel[ 

4) Movimento continuo permanente di un flu[do com- 
preso fra due pareti indefinite parallele, delle quali una sin 
fissa e l 'a l t ra  scorra su se stessa con moto rettilineo uniforme 

5) IV[ovimento continuo permanente di un flu[do com- 
preso fra due cilindri di rivoluzione (aventi  lo stesso asse) 
de[ quali uno sin fisso e l 'a l t ro ruoti uniformemente intorno 
a quell' asse. 

F r a  gli studl fondamentali (che si fanno nella teoria clas- 
s[ca e ehe no[ qul vogliamo prendere in eonsiderazione) vi 6 
anehe quello del flu[do incompressibile, oeeupante uno spazio 
fin[to, limitato esternamente da una parete fissa (neeessaria- 
mente ehiusa) e nel quale siano immersi de[ solidi in movi- 
mento o, per fissure le [dee, sia immerso un sol[do in movi- 
mento nell'ipotesi della eompleta aderenza (definita soltanto 
dal punto di vista einematieo) fra la parete ed il flu[do e fra 
il sol[do immerso ed il flu[do. Data l ' importanza che hanno 
tall questloni nei r iguardi  delPesperienza, io qul desidero 
mostrare come in questo caso (intendendo ehe le forze di 
massa~ agenti sul flu[do, derivino da un potenziale) non esi- 
stono certamente mot[ traslatori del sol[do compatibili cou 
mot[ eontinui lent[ stazionari del fluido~ oppure con mot[ con- 
tinui lent[ nell'iiaotesi che il flu[do parta dalla quiete, tali (sia 
gli uni come gli altri) che in ogni punto delia superficie di 
contatto fra sol[do e flu[do (compresa la parete) l 'azione di 
viseositg result[ normale alla eorrispondente superfieie ovvero 

*) Loc. cir. pug. 201. 
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nulla, qualunque sia l ' intervallo di tempo, durante il qualo 
venga supposto traslatorio il moto del solido e qualunque sia 
la forma dcl solido stesso. 

II.  - -  Siano u~ , v, , w, le componenti della velocitk di 
un punto generieo del solido immerso. Avremo, giacchg in- 
tendiamo il solido rigido, 

( u~ = U o + q Z - - ~ ' y  

' "Cs ~ Vo -+-  ~ ' X  - -  ~ ) z  

I 
~v~ = Wo + 2 Y - -  q x 

dove g manifesto il significato dei simboli. 
Come g noto, le azioni specifiche di viscositY, nell'interno del 

fluido incompressibile sono cosl espresso (nella teoria classlca) 

(1) 

/ 
X~,___~ 2 k O  u 

c3X  

0 v 
Y~ ~ - - 2 k  8 y  

c~ w 

Z 

avendo indieato con k 

/ Ou ,~v 

, t ) 

, Y~=-Z,~---k  Oz + O y /  

, Zx=X =-7  a 

il eoefllciente di viscositY. 
E, indicando con :r ~, ~' i eoseni di direzione della nor- 

male relativa al eontorno del solido (volta verso l'interno del 
fluido) le componenti dell 'azione di viscositk~ in un punto go- 
nerieo 
SOIlO 

(2 )  

della superficie di eontatto fi'a il solido ed il fluido, 

I 2~ ~ _ _  (cz X~ + ~Xv + 7.X, ) 

Siceh~ la ipotesi ehe, in ogni punto della 
contatto fra solido e iiuido, l 'azione di viscositk 
~fiale alla superficie stessa si traduce eosl 

(3) ~ Y 1 ) x - - ~ 2 ~ = O  
t 

superficie di 
resulti nor- 
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Ora, osserviamo che le tre funzioni 

f ~  ~ - -  u o - -  q z - I - - r y  

g = V - -  V o - - r x + p z  

h ~ w ~ W o - - p y - t - q x  

si annullano, per ipotesi, in ogni punto della superficie di con- 
tatto ira solido e fluido. E, quindi, ricordando il signifieato 
di % ~, "5 osserviamo che esisterk, applicato in ogni punto di 
quella superficie, an vettore (F, G, H) tale che 

(4) 

i - t o ' f - - ~ F  , - y F  r a.f ~ : r  , - -  
to x toy  ~ z 

~ g  tog tOg__:cG , - ~ G  , ---~yG 
I Ox toy ~z 

o h  toh ~ h  
- - = ~ H  , = ! ~ , H ,  - - y H  

to x toy  to z 

dove qul, naturahnente, le derivate si riferiscono al punto 
medesimo. Per cui, sulla superfieie suddetta sar~ 

(5) 

to u to u ~ u 

to x toy  ~ z 

tov tov ~v 
to x toy  ~ z 

0 10 ~ W 
t o W = ~ H - - q  , = ~ H + p  , ~z 
to x toy  - - 7 H "  

E, quindi, ricordando le (1) e (2), 

I p~ -= k :r 

t 

( ~ F  A- ~G-1-7 H ) - ~  k F 

(~ F - I -  ~ G + T H )  q - k  G 

(~ F-+- ~ G + 7 H)--I- k H 

Talch6, per le (3), avremo 

yF--~H~O 



(6) 
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Per  cui esisterk una quantit'k R tale che 

F z ~ R  , G = ~ R  , H = y g  . 

3/In dalle (4) si ottiene anehe 
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O u ~ v _t - -  u F -+- G - F T H  . 
(~ x - t -  ~ y (~ z 

:E poiehg il fluido ~ stato supposto incompressibile, 

: r  ~ G - t -  y H  = 0 �9 

Quindi, per le (6), I:t ~ - 0 .  Pe r  eui 

F = G = H = 0  . 

Talch~ dalle (4) si r icava intanto questo resultato (dovuto 
al Duhem): Sulla superficie di contatto fra solido e fluido, le de- 
r ivate the figarano nelle (4) stesse sono allora nulle. E allora 
resulta sulla stlperficic medesima 1% = 2,J ~2Pz - - 0 .  Vieeversa, 
so fossimo partiti  dall 'ipotesi p:~ ~ l ) , j  ~---joz ~ 0 ,  avremmo tro- 
vato quel medesimo resultato. Infatti ,  cssendo, per l ' ineom- 
pressibilitk ~ P  -t- ~ G -~- y t t  = 0 ,  si ha 1'~ ~---/~ P ,  l~,j ~ k G, 
p~ z k H. Siechg l ' ipotesi 2z ~-2~  ~-~P. ~--- 0 conduce al resal- 
tato F - - - - G = H ~ 0  sul eontorno. 

Cib premesso, supponiamo (nell ' intento di giungere ad 
un assurdo) ehe, din'ante un certo intervallo di tempo, a par- 
tire dall ' is tante to, il moto del solido sin traslatorio e com- 
patibile con an moto continuo lento del fluido, nelle seguenti 

ipotesi : 
1) I1 fluido (omogeneo) oceupi uno spazio finito, limi- 

tato da una parete fissa 
2) I1 fluido aderisea completamente alla parete ed al 

solido immerso 
3) L'  azione di viseosit~ resulti, in ogni punto delle su- 

perfieic di eontatto fra solidi e fluido (compresa la parete) 
normale alla eorrispondente superficie ovvero nulla 

4) I1 fluido parta  dalla quiete od almeno, per t ~ t o 
non esistano vortici  

5) Le  forze di massa derivino da un petenziale. 

.eerie VI.  Vo}. I I I  8L 
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Osserviamo ehe, nell'ipotesi del mote traslatorio del so- 
Iido, le eomponenti o)x, toy, ~o~ del vortiee sono ( in  virtfi 
delle (5) e del resultato F = G =- H = 0 ) nulle sulla super- 
fieie di contatto fra il solido ed il fluido. E, poiehb mediante 
un ragionamento analogo a quello riportato preeedentemente, 
si rieava ehe le derivate prime delle u, v, w rispetto ad 
x, y, z, sono nulle sulla superfieie di eontatto fra la parete 
ed il fluido, resulta ehe le eomponenti del vortiee saranno 
nulle su tutto il eontorno dello spazio S oeeupato dal fluido. 

Ora, rieordiamo eh% indieando (.on to una qualsiasi della 
eomponenti del vortiee, si ha, nel mote lento, 

(~(I) 
(7) - -  I~. A~to 

Ot 

avendo supposto ehe le forze di massa derivino da un poten- 
ziale ed e ssendo note il slgnifieato dl ~t. La  (7) ha la forma 
della ben nota equazlone della teoria della propagazione del 
ealore. Me, nel nostro ease, la superfieie di eontatto f r a i l  so- 
lido immerse ed il fluido si sposta in seno al fluido stesso. 
Osservo, pereib, ehe si ha 

~ o  do) ( a o )  0~o a t e )  
a t  - - d t  u s x - t - v - o y - t - w ~ .  

sicehg 

L, 
S S S 

Ora, il fluido essendo ineompressibile e la to essendo nulla 
sul eontorn% si ha 

0(o 0m 0r 

'S 

to o~ O(u~ A I- dS----- - -  

=.  as oy j 
S 

u :+v + w  dS. 
s 
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Da cui 

[ ( 3 o )  ~ o) ~ o) ) 
-I- ,"  d S - ~ O  . 

s 

Si ha poi~ in vir th della suddetta civeostanza al eontorn% 

.l L~ - - / i t (e ; ,~ - ' - (~  v7 +I,~;) ! as. 
8 "S 

Qulnd;, p<'r la (8), 

1 do) ~ {8o))~t_ o)'~ (8o))~ t 

S S 

~Ia, riehiamando le definizioni stesse di derlvata 0 3.'in- 
tegral% resulta facihnente, in virt~ dell'incompressibilith, che 

d ( ovo dato un integvale della, i%rma d t d t  g simbolo di 
S 

derivata totale rispetto al tempo,) ed intendendo eh% negli 

istanti suecessivi a t, la lettera S rappresenti lo spazlo oceu- 
pato da nna massa fluida, la quale~ al tempo t~ occupava lo 
spazio indieato con la medesima lcttera~ si ha 

�9 2 7  ds=87. 
s S 

intendendo the Ia R sia una funzlone continua del punic dello 
spazio e del temp% avente le derivate prim% le quali siano 
pure continue. Per cui, nel nostro cas% 

- -  , a ~ l J  " 2 d r  
s s 

Jg~ integi'ando fra t o e t~ dopo avere ricordato che per t o la 
to per ipotesi 6 nalla~ si ha 

t 

S to S 
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Da cui r  
Dunque sar'X ovunque 

__ 8 u  ~ w  ~ v  Ou Ow (~v 0 , - - 0  , 0 
~ y  Oz ~ z  8 x  8 x  (~y 

Ora; osservo ch% data l ' incompressibiliti  b ciog 

si ha 

h2u =-  hb~ 

a u 8 v 8 w 
o=a , " = o  

~ V  
) = 0 .  

8 x  

E analogamente 

A-~v = 0 A2?C ~ 0 �9 

Ma~ intendendo di avere assunto come asse z nn asse 
parallelo alla direzione del supposto moto traslatorio del so- 
lid% si ha u = v = 0 sul eontorno del fluido, per eui le ~ e 
v sarebbero funzioni (eontinne e monodrome) armonieh% nulle 
sul eontorno dello spazio S. Sarebb% dunque, dappertutto 

u = v ~ - - 0 .  M% allora, in vir th dell'ineompressibillt~, 8w = 0 
Oz 

eiog la w sarebbe ovnnque indipendente dalla z. E ei6 ~ as- 
surdo. Basra osservare ehe, sulla superfieie di eontatto fra il 
solido immerso ed il fluido, la w g stata supposta eguale alla 
v-eloeit~ del solido stess% mentre  g stata supposta nulla snlla 
superfieie ehe limita esternamente il fluido. 

1II. - -  Nell ' ipotesi di moti stazionari del fluido, si avrebbe 
h~r per eui, nella supposizione della eompleta aderenza, 
non esistono neppure moti traslatorl  del solido eompatibili 
con moti eontinui lenti stazionari del fluido tali ehe~ in ogni 
punto  delle superfieie di eontatto fra solidi e fluido (eompresa 
la parete) l 'azione di viseosit~ resulti normale alla eorrispon- 
dente superficie ovvero nulla. 

(Giunta il 15 matzo 1912). 


