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SUL MOTO DEI SOLIDI NEI FLUIDI VISCOSI.

UMBERTO CRUDELL

I. — Diverse critiche sono state mosse, da qualche tempo
a questa parte, alla teoria (che diremo classica) dei fluidi vi-
scosi, critiche concernenti il valore fisico della teoria stessa.
E, mentre nella teoria classica vengono trattati, dal punto di
vista analitico, varl casi di movimento dei fluidi viscosi in-
compressibili, nella teoria termodinamica (svolta dal Duhem)
si perviene alla radicale conclusione che l'ipotesi di un fluide

\

viscoso incompressibile & contradittoria con la definizione di
fluido ).

Nella teoria classica, la completa aderenza fra solidi e
fluido viene definita semplicemente (al fine di non introdurre
condizioni esuberanti per certi problemi analitici) prestabilendo
Ieguaglianza fra la velocitd del fluido e dei solidi nel punti
delle loro comuni superficie. Ora, non si comprende, senz’al-
tro, quale valore fisico possa avere I’aderenza completa cosi
definita, senza stabilire una qualche ipotesi ausiliaria, della
quale occorre allora specificare la natura fisica. Diversamente,
la suddetta definizione di aderenza completa avrebbe un va-
lore fisico soltanto qualora in ogni punto delle superficie di
contatto fra solidi e fluido, I’ azione di viscosith *) fosse nor-
male alla corrispondente superficie. Condizione che, nella com-
pleta aderenza, conduce, come vedremo, all’annullarsi del-
" azione stessa sopra le superficie suddette. II Duhem ha mo-
strato (considerando il fluido viscoso incompressibile, a tempe-

) Dulhiem <« Recherches sur I'hydrodynaminae ». Ann. de o Fuculté
des Sciences de Toulouse, 2° serie; 1903 ; pag. 385.

%) E noto cid ehe ¢ intende, nella teoria clastica, per viscositd. Del
resto la sua definizione verrd implicitamente richiamata nel paragrafo se-
guente.
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ratura costante, della teoria classica) alcuni casi in cul ¢id non
avviene. K, precisamente, sotto certe restrizioni, i seguenti
casi 1) :

1) Movimento continuo permanente di un fluido indefi-
nito compreso fra due pareti fisse parallele

2) Moto continuo permanente di un fluido indefinito
(in tutti 1 sensi) nel quale sia immerso un cilindro indefinito
dotato di moto uniforme secondo una direzione normale alle
generatriei

3) Movimento continuo permanente di un fluido se-
condo filetti paralleli

4) Movimento continuo permanente di un fluido com-
preso fra due pareti indefinite parallele, delle quali una sia
fissa e l'altra scorra su se stessa con moto rettilineo uniforme

5) Movimento continuo permanente di un fluido com-
preso fra due cilindri di rivoluzione (aventi lo stesso asse)
dei quali uno sia fisso e I'altro ruoti uniformemente intorno
a quell’ asse.

Fra gli studi fondamentali (che si fanno nella teoria clas-
sica e che noi qui vogliamo prenderc in considerazione) vi &
anche quello del flnido incompressibile, occupante uno spazio
finito, limitato esternamente da una parete fissa (necessaria-
mente chiusa) e nel quale siano immersi dei solidi in movi-
mento o, per fissare le idee, sia immerso un solido in movi-
mento nell’ipotesi della completa aderenza (definita soltanto
dal punto di vista cinematico) fra la parete ed il fluido e fra
il solido immerso ed il fluido. Data I’ importanza che hanno
tali questioni mnei riguardi dell’ esperienza, io qui desidero
mostrare come in questo caso (intendendo che le forze di
massa, agenti sul fluido, derivino da un potenziale) non esi-
stono certamente moti traslatori del solido compatibili con
moti continui lenti stazionari del fluido, oppure con moti con-
tinui lenti nell’ipotesi che il fluido parta dalla quiete, tali (sia
gli uni come gli altri) che in ogni punto della superficie di
contatto fra solido e fluido (compresa la parete) I'azione di
viscosith resulti normale alla corrispondente superficie ovvero

Yy Loe. cit., pag. 201.
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nulla, qualunque sia I'intervallo di tempo, durante il quale
venga supposto traslatorio il moto del solido e qualunque sia
la forma del solido stesso.

II. — Siano u, , v, , w, le componenti della velocita di
un punto generico del solido immerso. Avremo, giacché in-
tendiamo il solido rigido,

Uy == Uy + gz — TY
Ty =Vt — P32
Wy = Wo +py-—qx

dove & manifesto il significato dei simboli.
Come & noto, le azioni specifiche di viscosité, nell'interno del
fluido incompressibile sono cosi espresse (nella teoria classica)

I du =Y, =— k("4 2Y
Xﬁ‘—“—2kam ’ X, =Y, = k<3y+aw)

) o ai'u r o . ((’-)7'0 87’10
Y, = Qkay y Ye=Zy=— kA o ay,)
o '811; N — 1. a;w 8'[1/

\ Zz————-27taz" y Z, =X, = k(ﬁw_‘_ﬁz,)

avendo indicato con % il coefficiente di viscosita.

E, indicando con a«, 3,y i coseni di direzione della nor-
male relativa al contorno del solido (volta verso l'interno del
fluido) le componenti dell’ azione di viscosita, in un punto ge-
nerico della superficie di contatto fra il solido ed il fluido,
8010

pr=— (e X, + 80X, +717X;)
(2) ? py—=—(aY, +BY,+7Y.)
pe=r— (02, +82y+x7Z).

Sicche la ipotesi che, in ogni punto della superficie di
contatto fra solido e fluido, V'azione di viscosita resulti nor-
male alla superficie stessa si traduce cosl

[ Ep—rp, =0
(3) Y Pe—op =0

Voapy, —Pp.=—=0.
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Ora, osserviamo che le tre funzioni
f=uw—u, —qztry
g —=v — vo——-roc—l—pz
h=w—w,—py-4-qu
si annullano, per ipotesi, in ogni punto della superficie di con-
tatto fra solido e fluido. E, quindi, ricordando il significato

di o v, osserviamo che esisterd, applicato in ogni punto di
y b2 1o » app gm p
quella superficie, un vettore (F, G, H) tale che

[ af _ of af
0y _ 99 _ o 09 __ .
4) aw-ocGr, ay__{i(;r, )l =vG
oh —om, t_em, ot_ym
ax oy 0z

dove qui, naturalmente, le derivate si riferiscono al punto
medesimo. Per cui, sulla superficie suddetta sara

ouw ou 0 U
aizaF, 5@:ﬁF—r, 2227F+q
(5)( z—:;:oc(}—i—r, ‘;W;_QG, ZU:Y(}_P
ow aw ) al)__
a’w_“H—Q: Gy—BH_}—p,&Z-YH.

¥, quindi, ricordando le (1) e (2),
pe=koa(eF4+B8G+vH)+EF
S Py =k (@ F4+B8G4-vH)+EG
, p=ky(aF4+B8G+vyH)+LH
Talche, per le (3), avremo

ggH—szo
@G —BF=0.
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Per cui esisterh una quantita R tale che

(6) F—«R, G=fR, H=yR.

Ma dalle (4) si ottiene anche

o v ow o
aJ—Fa’;j—l—az—G‘F_i”‘rG"l_'rH .

E poiché il fluido & stato supposto incompressibile,
aF+8G4+yH=0.
Quindi, per le (6), R=0. Per cui
F=G=H=0.

Talché dalle (4) si ricava intanto questo resultato (dovuto
al Duhem): Sulla superficie di contatto fra solido e fluido, le de-
rivate che figurano nelle (4) stesse sono allora nulle. E allora
resulta sulla superficie medesima p, = p, =— p, == 0. Viceversa,
se fossimo partiti dall’ipotesi p, = p, = p. = 0, avremmo tro-
vato quel medesimo resultato. Infatti, essendo, per I'incom-
pressibilith « F 48 G 4y H =0, si ha p, =k ¥, p, =Lk G,
p. = k H. Sicché 1'ipotesi p. = p, == p. == 0 conduce al resul-
tato F =G =H =0 sul contorno.

Cid premesso, supponiamo (nell’intento di giungere ad
un assurdo) che, durante un certo intervallo di tempo, a par-
tire dall’istante ¢ , il moto del solido sia traslatorio e com-
patibile con un moto continuo lento del fluido, nelle seguenti
ipotesi :

1) 11 fluido (omogeneo) occupi uno spazio finito, limi-
tato da una parete fissa

2) Il fluido aderisca completamente alla parete ed al
solido immerso

3) I/ azione di viscosity resulti, in ogni punto delle su-
perficie di contatto fra solidi e fluido (compresa la parete)
normale alla corrispondente superficie ovvero nulla

4) Il fluido parta dalla quiete od almeno, per t=¢,,
non esistano vortici

5) Le forze di massa derivino da un potenziale.

Serie VI. Vol. IIT 31
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Osserviamo che, nell’ipotesi del moto traslatorio del so-
lido, le componenti ®,, ©,, w, del vortice sono (in virti
delle (5) e del resultato ¥ =G =1 —=0) nulle sulla super-
ficie di contatto fra il solido ed il fluide. E, poiché mediante
un ragionamento analogo a quello riportato precedentemente,
si ricava che le derivate prime delle w, v, w rispetto ad
x, Y, %, sono nulle sulla superficie di contatto fra la parete
ed il fluido, resulta che le componenti del vortice saranno
nulle su tutto il contorno dello spazio S occupato dal fluido.

Ora, ricordiamo che, indicando con o una qualsiasi delle
componenti del vortice, si ha, nel moto lento,

- a0 2

(D i Ao

avendo supposto che le forze di massa derivino da un poten-
ziale ed essendo noto il significato di p. La (7) ha la forma
della ben nota equazione della teoria della propagazione del
calore. Ma, nel nostro caso, la supecficie di contatto fra il so-
lido immerso ed il fluido si sposta in seno al fluido stesso.
Osservo, percib, che si ha

ow O] dw
ot dt ( y+‘“a—z)
sicche
1 dw? 8 \
: dtdS—/w( ‘—i— ———1—2 ~>dS__pu/wAmdS.
'S S S

Ora, il fluido essendo incompressibile e la w essendo nulla
sul contorno, si ha

{w(ug—z—l— ———I—w —)dSw

S
:[u) [w a(uw)+a(vw)+a(zum)] 4S8 — _
's

ox a2y 0%
S

e

(u@g) —+ aw)dS.
ox oz
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Da cui

a oW oW 0w o
/w(z{ 83€+ vay—}—uaz )db_().

Si ha poi, in virtlt della suddetta circostanza al contorno,
z

’/"U)A“mdS:—/."/am) (aw)—{— )}ds

. (!8.1:
S

Quindi, per la (8),

1 rdo’ Ce/owy 7wy [;un)
- - A — - ', - o=
2_[dt( ’g aa:) *_‘8,7/)_{— oz }ds 0.
S S
Ma, richiamando le definizioni stesse di derivata e d’in-

tegrale, resulta facilmente, ¢n virtl dell’ incompressibiliti. che

1T
dato un integrale della formaj f“ d (dove clit & simbolo di

5
derivata totale rispetto al tempo) ed intendendo che, negli

istanti successivi a t, la lettera S rappresenti lo spazio occu-
pato da una massa fluida, la quale, al tempo ¢, occupava lo
spazio indicato con la medesima lettera, si ha

" dR d r
“ras=" [Ras
/ dt dt.
3 S
intendendo che la R sia una funzione continua del punto dello
spazio e del tempo, avente le derivate prime, le quali siano
pure continue. Per cui, nel nostro caso,

2.

Ld . (fow /] o/} a0 _
2jtéu)ds‘+,fl(5x)+(23/)+(;z);ds—o'
S

E, integrando fra ¢ e ¢, dopo avere ricordato che per £ la
® per ipotesi & nulla, si ha

/ j(]t ‘97“’)+g‘:)}dszo.
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Da cui w=0.
Dunque sard ovunque

dw_av_o ow_dw_o dv_dw_,
0y 0= 0% ox ax  dy

Ora, osservo che, data 1’incompressibilita, ciot

é)qu/, gv X aw_

=" - =0
ox " ay 4=
si ha
Ay —= “’u-—‘?,,e,: 9 (2_15__610> 9 <azt_80):
dx Qgz'\g=z 0« dy\ey anr

E analogamente
Ay =0 Aw—0.

Ma, intendendo di avere assunto come asse z un asse:
parallelo alla direzione del supposto moto traslatorio del so-
lido, si ha = v =0 sul contorno del fluido, per cui le u e
v sarebbero funzioni (continue e monodrome) armoniche, nulle
sul contorno dello spazio S. Sarebbe, dunque, dappertutto

w—=v==0. Ma, allora, in virth dell’incompressibilita, 610 =0,

ciod la w sarebbe ovunque indipendente dalla z. E cid & as-
surdo. Basta osservare che, sulla superficie di contatto fra il
solido immerso ed il fluido, la w & stata supposta eguale alla
velocita del solido stesso, mentre & stata supposta nulla sulla
superficie che limita esternamente il fluido.

ITI. — Nell’ipotesi di moti stazionari del fluido, si avrebbe
A'w =0, per cui, nella supposizione della completa aderenza,
non esistono mneppure moti traslatori del solido compatibili
con moti continui lenti stazionari del fluido tali che, in ogni
punto delle superficie di contatto fra solidi e fluido (compresa
la parete) I'azione di viscositd resulti normale alla corrispon-
dente superficie ovvero nulla.

(Giunta il 15 marzo 1912),




