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Ueber die Erganzungssitze zu den allgemeinen
Reciprocititsgesetzen.
(Von Herrn E. E. Kummer.)

ln der Abhandlung Bd. 44, pag. 93 dieses Journals, welche denselben
Titel fihrt, habe ich gezeigt, dafs die auf irgend eine ideale oder wirkliche
Primzabl f(a), in der Theorie der aus A" Wurzeln der Einheit gebildeten
complexen Zahlen, sich beziehenden Indices der Zahlen 1 — ¢, 4 und der
complexen Einheiten durch die Zahlen der Kreistheilung in einfacher Weise
bestimmt werden. Da aber diese Bestimmung nur auf die idealen Primfactoren
der nichtcomplexen Primzahlen p, von der Form p=mi-| 1, Anwendung
findet, so habe ich durch eine Verallgemeinerung der Theorie der Kreis-
theilung die entsprechenden Resultate auch fir alle diejenigen idealen Prim-
zahlen f(c) gewonnen, welche Primfactoren nichtcomplexer Primzablen von
anderen linearen Formen sind. Ferner habe ich die Indices eines bestimmten
unabhingigen Systems von Einheiten, durch welches alle Einheiten sich aus-
driicken lassen, auch so dargestellt, dafs sie nicht mehr durch die Zahlen der
Kreistheilung, sondern durch die complexe Primzahl f(«) selbst bestimmt
werden, auf welche der Index sich bezieht. Seitdem habe ich bei Gele-
genheit eines Beweises der allgemeinen Reciprocititsgesetze fir ' Potenz-
reste unter je zwei complexen Primzahlen, den ich im Februar 1858 in der
Koniglichen Akademie der Wissenschaften vorgetragen habe, auch fir die
Erginzungssitze zu denselben einige neue, beachtenswerthe Ausdricke ge-
funden, welche ich hier kurz entwickeln will.

1.
Setzl man in der bekannten Lagrangeschen Resolvente der Kreis-
theilung , |
Flo,r) = m+a;py+a2w92+..,+ap—2wgp“2’
in welcher « eine primitive Wurzel der Gleichung ¢*=1, 2 eine primitive
Waurzel der Gleichung «”=—1, i eine ungrade Primzaﬁl, p eine Primzahl
der Form p=mi+1 und g eine primitive Wurzel von p ist, statt der
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Wurzel o die variable Exponentialgrofse e’ und bildet den " Differential-
quotienten des Logarithmus von F'(e’, x), so erhilt man, nach Weglassung
der mit dem Factor i behafteten Gheder, die Congruenz

drF(ev, x) le(e" x)- dF(ev, x) -
(1) dv? = F(e,x)dvr  \F(e*, x)dv /’° (mod. 2).
Man hat némlich nach einer bekannten Formel der Differentialrechnung, wenn

U eine Function von %, und # eine Function yon v ist:

av dU y d*U
@) =0 +02d’+ 3d3+ Ydut
wo C,, C,, C;, ... C; aus den Differentialquotienten des @ nach v zu-
sammengesetzt sind, und namentlich
' du du \
€ = dot ° G = <—H_v-
ist, und wo, wenn A Primzahl ist, die Grofsen C,, C;, ... C,_, alle den

Zahlenfactor 4 enthalien. Aus dieser Gleichung folgt die obige Congruenz
unmittelbar, wenn u=F'(¢',x), U=IF (¢, x)=—1[(u) genommen wird,

und wenn man beachtet, dafs 1.2.3...(A—1)= —1, (mod. 1) ist.

Setzt man nun v =20, so wird:

Fl,o)=x + 294+ 2%t taf = —1,
d,F(e’, x : s p=2 PSRk
—~7(ﬂj~—l=w”—]— 229 4329 + ... (p—2) 29 =§hhwy ,

/) v 0 3 _ -2
doF,;ez’x) =af 2"’ L F 2 o (p—2)a? 2=%,,h‘.z-9h,

also vermoge der Congruenz A*=h, (mod. i),

di F(e’, x) — d F(e*, x)
dv* - dv

:—:—Ehlwq", (mod. ) ;
0
die Congruenz (1.) giebt daher:
v —2 —2 A
@) LD 5 het +(Shar), (mod. 2.
0

Die i Potenz eines Polynoms ist aber, wenn A Primzahl ist, der Summe

der A*" Potenzen der einzelnen Glieder desselben congruent; man hat daher
p—2

—2
hxy) =K 2M", (mod. 2),
(1]

oder wenn 4, als Potenz der primitiven Wurzel dargestellt,

4) 1=g¢, (modp)
35 *
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giebt, und wenn % stait A* gesetzt wird,

p—2

( hm”) = 2 Icmgh""., (mod. 2).

Verwandelt man % in A—i, so wird
p—2

hei PSR, oo PSP oo PR
Sha?'t =S ha? —i S 2t = 3, hat + 2,
] ] 0 ]

die Congruenz (3.) giebt demnach

/) v
Z‘J—Ed%f—@ =t (mod.%).

Es sei nun f(«) einer der 4 —1 conjugirten idealen Primfactoren des
b=t
p, und zwar derjenige, welcher zur Congruenzwurzel o =g * gehort, es

bezeichne ferner Ind. den Index, welcher sich auf die Primzahl f(«) bezieht,
so dafs

Nf(e)—1 \
(ﬂa))"—a'"“ F=1 7, (mod. fle)
p_-—_l
ist, so hat man, weil Nf(e)=p und e =g *, (mod. f(e)) ist,
l,i;_l _ y?-;—llndl

fir den Modul f(e), und darum auch fir den Modul p. Andererseits giebt
die Congruenz (4.), durch welche die Zahl ¢ bestimmt ist, .

p—1 p—-l

VP =g%, (modp),
und aus der Vergleichung dieser belden Congruenzen folgt:
¢t = Ind. 4, (mod. ). :
Die Congruenz (5.) giebt daher folgenden merkwirdigen Ausdruck des Index

von A in Beziehung auf f(e):

2 v
6) Tndi = LEELD gz,

e.

Aus dem gefundenen, dem Gebiete der Kreistheilung angehorenden
Ausdrucke des Index von A erhilt man einen entsprechenden durch die
ideale Primzahl f(e), auf welche der Index sich bezieht, unmittelbar bestimm-
ten Ausdruck, vermittelst der Zerlegung der 1*" Potenz von F'(e, &) in ihre
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idealen Primfactoren, nach der Formel

(7)) Fo,af = o fle™)" f@™)™ fa=) ... flo=0)",
in welcher die Exponenten m; als die kleinsten positiven Wurzeln der Con-
gruenzen von der Form

m,

km, =1, (mod.2)

bestimmt sind und f(«) derjenige ideale Primfactor des p\ist, welcher der
1 :

Congruenzwurzel o — ‘qp-T angehort. Um die idealen Factoren dieses Pro-

ducts’ zn wirklichen zu machen, wird auf beiden Seiten zur H'" Potenz er-

hoben, wo H der Exponent derjenigen Potenz sein soll, fir welche

f(e)* = ¢ (e) eine wirkliche complexe Zahl ist. Es soll auch angenommen

werden, dafs H nicht durch A theilbar ist, welche Bedingung bekanntlich

. s . . . A—3
immer erfillt ist, wenn 4 nicht ein Factor des Zahlers einer der ersten 35

Bernoullischen Zahlen ist. Verwandelt man alsdann die Wurzel « in die
variable Exponentialgrofse €’, so erhilt man aus der Gleichung (7.) in be-
kannter Weise eine fir jeden belichigen Werth der Variabeln ¢’ geltende
Gleichung von der Form )

8) F(e', oy = + eI, g + V. W,
in welcher ' , 1
’ V — 1+ev+e2v+'“_l_e(l—-l)u
und W eine ganze rationale Function von ¢’ und von der Wurzel x ist.
Nimmt man auf beiden Seiten die Logarithmen, so erbalt man

—1 )
HMF (e, x) = I(+ 1)+ Hsvo-} Symplpe™) + LA+ VW),
1
wo
w
7 ieHsu Hh ® (e-hv)mh ’
und wenn der A Differentialquotient nach v genommen wird:
dlF(e’, x) S dlg(e) | LA+ VW)
) MR < S, ) | LHLTH).
Nimmt man nun v =0 und macht aus dieser Gleichung eine Congruenz nach
dem Modul 2% so hat man zunichst

1
o) LIEVW) — o, (mod. ),

W, —




274 Kummer, Erginzungssitze der Reciprocitilsgeselze.

fir jeden beliehigen Werth des W, , welcher ganz oder gebrochen sein kann,
wenn nur, wie es hier der Fall ist, der Nenner desselben fir » =— O nicht
den Factor i enthilt. Entwickelt man namlich diesen Differentialquotienten
des Logarithmus nach der allgemeinen Formel (2.), so erhilt man

| BEYW)  BTW) AW
d A4V W) T dvh _ dvi—! dv ' ]
S Y Ay 1

wo alle folgenden Glieder Producte von mindestens zwei der ersten i —2
Differentialquotienten von VW, im Zihler enthalten. Diese A—2 ersten Dif-
ferentialquotienten sind aber fir den Werth v =0 alle durch 4 theilbar, weil
V mit seinen ersten 4 —2 Differentialquotienten fir ® = 0 durch 4 theilbar
ist. Hieraus folgt, dafs fir » = 0 jedes der auf das erste folgenden Glieder
dieser Entwicklung den Factor 2 mindestens zweimal enthilt, dafs also

BIALVW)) _ &VW,) 1
aor e gt ! T (mod. 2%).

Ferner hat man nach einer bekannten Formel fiir die Differentiation eines
Products zweier Factoren:

% 7 A—1 — A—2 L/ W
TUT) — Wi Gt M T GtV S
und weil die Differentialquotienten des ¥V bis zum A —2'*" einschliefslich fir
v=0 alle den Factor 4 enthalten, und die Binomialcoefficienten der A"
Potenz denselben ebenfalls enthalien, so hat man

(VW) dVWlJrld WV dW, BW,

dr = ai—T gy T A g (mod. 2.

Es ist aber
v -

' ] — 1? _!_21 +31 44 @A—1Y = 0, (mod.2?),
B por g g f (1) = 1, (mod. 1),
AW, 4 W,

d?}li = -t (mod. 2),
folglich .
di(VW,
AT o G,
und darum auch. ’

: GIA+VW,

_o(_d%__tl = 0, (mod.#),

wie behauptet worden.
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Nimmt man nun die ideale Zahl f(a), als H'* Wurze] aus der wirk-

lichen Zahl ¢(a) = f(a)? dargestellt, in der Form f(tx)—_.]/go(a), so kann
man einfach

1 dilg(e -ﬁv) di1f (e=hv)

H a4 dv
bezeichnen, und -weil

Bfe™) _ _ p dhif(e)
dv* _ Tdvh

ist, so giebt die Gleichung (9.) folgende Congruenz:

/) v dZ vy A—1
%E—’—Q = lf(e ) Ehh‘m;,, (mod. 4%),

’also vermoge der Formel (6.)

dilf(e) 5!
dv*

Alnd.2 = — =,k my,,  (mod. 22).
1

Weil hm;, =1, (mod 1), so hat man
Zh Moy, = Z'h = —1, (mod.1);

dtlf (ev)
dv*
ches auch anderweitig leicht zu beweisen ist; dividirt man also durch 2, so

hat man folgenden neuen Ausdruck des Index von 4:
/! v
(11) Indid = %d"y;(e ),

Obgleich die Methode der Herleitung dieses Ausdrucks voraussetzt,
dafs f(c) ein complexer Primfactor einer nichtcomplexen Primzahl p der
linearen Form mA--1 ist, so gilt derselbe dennoch ebenfalls fir alle anderen
idealen Primzahlen, weil fir alle Primzahlen f(c¢), welche complexe Prim-
factoren nichicomplexer Primzahlen anderer linearer Formen sind, stets zu-

gleich

hieraus schliefst man zunéichst, dafs

durch 4 theilbar sein mufs, wel-

(mod. 1).

.l * ( oU
(12) Tnd.i=0 und -;'—”"’fi,’;{f")zo, (mod. 2),

statt hat. Es folgt diefs daraus, dafs die conjugirten complexen Primfactoren
einer jeden nichtcomplexen Primzahl ¢, welche nicht von der Form i1
ist, zum Theil einander gleich sind, dafs also fir dieselben eine Gleichung
von der Form

fla) = f(a7)
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statt hat, in welcher  nicht congruent Eins nach dem Modul 2 ist. Ver-
moge dieser Gleichung hat man

1 diif(ev) 1 diif(e)

T T dr . — T do =7 dvl;—’ (mod. 4),
also, weil 7 =r, nicht =1 ist,
1 dtif(ev) —
7 g = 0, (mod.2).

Ferner hat man, weil /(a)=Ff(a") ist,

A

J— Indl ___ Ind. 2

() = (7 =""

und wenn man in der ersten dieser beiden Gleichungen o~ statt o setat

A »Ind. 2
(ay) =
und demnach
ord o ind, l’ rInd. A = Ind. 4, (mOd i),

woraus, weil 7 nicht congruent Eins ist, Ind. A= 0 folgt.

3.

Aus dem gefundenen Ausdrucke (11.) des Index von i, dessen All-
gemeingiiltigkeit fir alle complexen Primzablen f(a) hierdurch bewiesen ist,
soll nun mit Hilfe der in der angefihrten Abhandlung entwickelten Indices
der Einheiten ein neuer fur alle Primzahlen f(«) geltender Ausdruck des
Index von 1—e* hergeleitet werden; in dhnlicher Weise, wie dies a. a. O.
pag. 129 fir den speciellen Fall ausgefiibrt ist, wo Ind.2 =0, (mod.4) ist.

Aus der Formel
= (d—a)(d—a)(A—a")...(1— a7,

in welcher ¥ eine primitive Wurzel von A bezeichnet, erhilt man

= (1—a)~ta~re(ay—e(a?) () ...e(@ Y,

A
wo ==

'2—1 , und wo e(x) die Kreistheilungseinheit

(—a?)(I—a~7)
d—a)d—a

ist. Verwandelt man & in o* und nimmt auf beiden Seiten die Indices nach

e(e) =
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dem Modul f(e), so erhilt man

vi-1 -
(13) Inda = —Ind.(1— o) — uxInd. @ — =, kInd.e(e®” ™), (mod.2).
0 :

Driickt 'man nun die einfachen Kreistheilungseinheiten e(e), e(e?), . .. durch
die zusammengesetzten Kreistheilungseinheiten E,(e), E.(e), ... E,_,(«) aus,
welche durch die Gleichung

—2n —4n

7 2 ¥
E.(e) = e(a)e(ocy) e(ay ) ...e(@ )
bestimmt sind, aus welcher

Ind.E, () = “Z‘h;/—?"hlnd.e(a”h), (mod. 1)
0
und durch Umkehrung

-1
Ind.e(ocyh) = ~2’11§'n72"hlnd.E"(a), (mod. %)

folgt, so erhilt man aus der Congruenz (13.)

A—-1 p

(14) Indi= —Ind.(1—o*) —uxInd.c+ 22’h 2' 1172"(""” Ind.E, (a®).

Fihrt man die Summation in Beziehung auf A aus und bringt Ind.(1—o*)
allein auf eine Seite der Congruenz, so hat man

#=! Ind. E (a )

(15) Ind.(1—e¢*) = —Ind.A — uxInd. e -—-22 » (mod. ).

Macht man nun von dem a. a. 0. pag. 128 gegebenen Index der Einheit E, ()
Gebrauch:

1—2n —2n '
BA i1 (ev) , (mod.2),

(16.) Ind.E,(e*) = (—1)(y*—1) T
in welchem B, die n* Bernoullische Zahl ist, und setzt der Kirze halber
dxlf(er) __
~“ar— = Do

so erhdlt man, indem man fir Ind. 2 den gefundenen Werth bei (11.) und

fir Ind.(e) seinen Werth m}%————i setzt, folgenden Ausdruck des Index
von 1— a*: '
aw Ind 1—0o*) =
D —
Dy (MO, L BD, G —B.D, %t (—17B, D,

nach dem Modul A.
Journal fiir Mathematik Bd. LVI. Heft 3. 36
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4.

Aus den Indices der besonderen Einheiten E,(e), E,(a), ... E,_;(e)
lafst sich ein allgemeiner Ausdruck fir den Index einer jeden beliebigen Ein-
heit E(c) auf folgende Weise ableiten. Da das System dieser u—1 Einheiten
ein vollstindiges unabhingiges System ist, so lifst sich jede gegebene Einheit
E(ca) durch dasselbe ausdricken in der Form

(18) E(a) = o' E:(a) lEz( ) y ~1(@) ”—1
aus welcher man
(19.) Ind. E(e)=mInd. e{-m,Ind.E, (@)} m,Ind. E, (@) |-+--{-m,_, Ind.E ,_,(e)

erhilt, wo m,, m,, ... m,_, auch rationale Briiche sein konnen, aber nicht
solche, welche in ihren Nennern i enthalten, wenn némlich, wie vorausge-

Bernoullischen Zahlen

setzt worden ist, 4 nicht in einer der ersten 2"_2—3
als Factor des Zihlers enthalten ist. Verwandelt man nun in der Form (18.)
die Wurzel ¢ in die Variable ¢’ und differentiirt logarithmisch, so werden
alle ungraden Differentialquotienten des Logarithmus von E,(e’) congruent
Null, nach dem Modul 4, wegen der Eigenschaft dieser Einheit, nach welcher

E,(0¢)=E,(¢") ist. Ferner hat man

@B, (e") _ Tt o dxle(er” d>le(ev om
= ST ) = Ao L 55, st (mod. 7),

und weil diese Summe stels congruent Null ist, mit Ausnahme des Falles
#=mn, in welchem sie congruent « wird, nach dem Modul i, so hat man

g“%@z—y(e—)‘“ﬂ (mod. %), wenn x nicht gleich n,
(20.) v
1B, (e") _  d2le(ev)
dv‘Zn :M dU‘Z" "9 (mOd. ;v),
und weil
: d1 B,
W) = (—yprr =B (mod. 1),
wie in der angefihrten Abhandlung pag. 139 gezeigt worden ist, so ist
2 1E, o
(21) '—%i,r(fl —1)"(4* —1) 4 , (mod. ).

Man erhéilt demnach aus der Gleichung (18.) folgenden Werth des- 2n*" Dif-
ferentialquotienten von 1K (e"):

d"1E(e) _  d™IE,(e") __ w2 1y B
St = m, S = m (— Ay ()
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1 (e)

und wenn mit multiplicirt wird:

dvl~—2n
d2rlE(e’) di=1f(ev) ___ . B, d*n1f(ev)
pED T = m, (=1 (y"—1) - =

also vermoge der Formel (16.)

A LE(e") d=>"1f(e”)

dv‘ln dvl-—Qn

= m,Ind.E, ().

Der Ausdruck des Index der beliebigen complexen Einheit K(e:) wird daher,

Ms—vl =m ist:

weil iiberdies
dv

d,l1E(e*) Nf(a)—1 H=l d2rlE(e?) dA-?n1f(ev)
dv A + =

N n dv>n dpr—2n

(22.) Ind. E(e) = , (mod. 2).

Berlin, im December 1858.

36 *



