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L
lieber die Aufl sung der transeendenten Gleichungen.

(Vom Herrn Dr. M. A. Stern zu G ttingen.)
(Eine von der K niglich-D nischen Gesellschaft der Wissenschaften gekr nte Preisschrift.)

λ9 ί&ίλω ϊδμιν και πείρη&ημίναι άντην.

Vorwort.
JLlie K nigliche Gesellschaft der Wissenschaften zu Copenhagen hatte im
Jahre 1837 folgende Preisfrage gestellt.

Proponitur quaestio de aequatiouum transceudentium radicibus inda-
gandis et quidem postulatur:

1. Ut plene et perfecte deducantur interque se comparentur methodi ipsa-
runi radices inveniendi, i(a ut quaenam cuiuscunque sint virtutes quaenam
iuiperfectiones accurate indicetur, quibusve casibus unaquaeque sit
magis minusve accommodata.

8. Ut diligenter inquiratur quatenus vel quibus saltein adhibitis cautioni-
busmethodos, quibus vulgo in algebraicis aequationibus radices reales
aut ab imagiuariis separeutur aut inter se, ad transcendentes quoque
extendere liceat.

3. Ut exponatur conspectus, quantum fieri possit, plenus tarn specialium
aequationum quain generum earum^ quae quidem forma trauscendenti
iu gravissimis analyseos applicatae partibus occurrunt, siinul curn re-
gulis, quin fortasse tabulis ad usum ipsum accomodatis, quibus revera
faciliores ac breviores reddantur calculi illi radicum, alias saepe pro*
lixissiniL
Das Folgende ist ein genauer Abdruck der Schrift, die ich der

K nig!. G. d. W. im December 1837 berreicht habe; ich habe mir nur
einige aulserwesentliche Aenderungen erlaubt, wie namentlich, dafs ich da,
wo ich, der Bestimmung der Schrift gem fs, von meinen eigenen Arbeiten
als denen eines Dritten sprechen mufste, dies nun ge ndert habe·

G ttingen, den 5« Januar 1840.

Cte'.le'* Journal d. M. Bd. XXII. Hftl.
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1. Sltrn, Uebtr dit Auflo$ung dtr trunsetndenttn GUichungen.

JLrie Königliche Societät der Wissenschaften hat eis Preisfrage die Auf-
gabe gestellt, die Wurzeln der transoendenten Gleichungen zu finden. In-
dem ich es unternehme, diese Frage zu beantworten, will ich zuvor Folgen-
des bemerken. Ich setzte voraus, dafs die Königl. Societät d. W. nur die
Auflösung der numerischen (ranscendenien Gleichungen verlangt, und zwar
blofs solcher, in welchen nur eine unbekannte Gröfse vorkommt. Eine all-
gemeine Auflösung der litteralen transcendenten Gleichungen kann wohl
nach dem gegenwärtigen Zustande der Wissenschaft nicht verlangt werden,
da man noch nicht im Stande ist, dasselbe in Beziehung auf die litteralen
algebraischen Gleichungen zu leisten. Aus demselben Grunde glaube ich,
die Aufgabe, aus mehreren transcendenten Gleichungen, in welchen eben
so viele unbekannte Gröfsen vorkommen, die Werthe dieser Gröfsen
zu finden, bei Seite setzen zu dürfen. Um diese Aufgabe zu lösen, mufsle
man alle unbekannten Gröfsen, bis auf eine, eliminiren. Diese Elimination
aber, welche schon in dem Falle, wenn die Gleichungen algebraische sind,
bedeutende Schwierigkeiten darbietet, stöfst bei den transcendenten Glei-
chungen auf unübersteigliche Hindernisse. Ich werde daher die Untersuchung
darauf beschränken, zu zeigen, wie man bei jeder gegebenen numerischen
transcendeuteu Gleichung die reellen Wurzeln mit beliebiger Genauig-
keit berechnen und das Vorhandensein der imaginären Wurzeln entdecken
kann. Was dagegen die numerischen Werthe der imaginären Wurzeln
betrifft, so kann deren Berechnung um so weniger verlangt werden, da bis
jetzt keine Methode existirt, die solches mit Bequemlichkeit für die alge-
braischen Gleichungen leistet. Die einzige sichere Methode, welche man
besitzt, um die Werthe der imaginären Wurzeln algebraischer Gleichungen
zu finden, ist die, welche Fourier zuerst angedeutet hat. Ich werde spä-
ter fcti zeigen suchen, in wiefern diese Methode auf die transcendenten
(xieidhiingen anwendbar ist.

Die Societät d. W. hat in dem Programme die Frage in drei Theile
gelheilt. Ich werde, dieser Eintheiiuug folgend, zuerst von den vorhandenen
Methoden zur Auflösung der transeeadeuten Gleichungen sprechen; alsdann
zeigen, wie man diese Gleichungen wirklich aufIbsen kann, und zuletzt An-
wendungen davon auf besonders häufig vorkommende Beispiele machen.
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1. Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 3

I. Ael tere Methoden.

1. Eine besondere Behandlung der Auflösung der transcendeuten
Gleichungen findet sich, so viel mir bekannt ist, nirgendwo. In einzelnen
Fällen hat man solche Gleichungen entweder durch blofses Probiren auf-
zulösen gesucht, welches Verfahren, als unsicher und unwissenschaftlich,
keine weitere Beachtung verdient, oder man hat die bereits bekannten Me-
thoden zur Auflösung der algebraischen Gleichungen auch auf die trauscen-
denten ausgedehnt. Bekanntlich hat aber zuerst Lagrange eine sichere
Methode zur Auflösung der algebraischen Gleichungen gegeben, während
die älteren Methoden mit Mängeln behaftet sind, die sie ganz unbrauchbar
machen und die ich hier nicht besonders hervorzuheben brauche, da dieser
grofse Mathematiker sie bereits in das hellste Licht gesetzt hat. Ks ver-
steht sich daher von selbst, dafs die Anwendung dieser älteren Methoden
auf die transcendenten Gleichungen dieselben Mängeln haben; wo sie häufig
noch viel bedeutender sein können.

So z. B. wendet Euler *) die Newtonsche Approximations-Methode
an, um mehrere transcendeute Gleichungen aufzulösen. Die Mängel dieser
Methode hat aber bereits Lagrange **^) nachgewiesen. An einem ändern
Orte ****} hat Eitler die Bernoulliscbe Methode angewandt um die kleinste
Wurzel der Gleichung

t _ z* . z* z7

* ~~ *~2.3"*"2.3.4.5 2.3.4.5.6.7 + ""
zu finden, wobei er jedoch selbst bemerkt, dafs diese Methode nur selten zur
Erfindung der Wurzeln transcendenter Gleichungen angewandt werden könne.
Dieselbe Methode bat Euler auch später benutzt -{*), um die kleinsten Wur-
zeln einiger transcendenten Gleichungen zu finden. Die ausfuhrliche Dar-
stellung, welche Euler ·}·-{·J der Bernoullischen Methode gewidmet hat und
die Bemerkungen, welche Lagrange später hinzugefügt hat, zeigen zur
Genüge, dafs die Anwendung dieser Methode, selbst auf algebraische Glei-
chungen, sehr beschränkt ist und daher noch weniger zur allgemeinen Auf-
lösung der transcendenten Gleichungen gebraucht werden kann. Man er-

*) Instit. calc. diff. T. II. §. 242 seqq.
**) ResoL des equat. nura. No.V.
***) Introd. in anal. inf. 1. L §. 355.
f) Nova act. Acad. Petr. Tom, DL p. 28 seqq.
ff) Introd. in an. inf, L L C. 17.

l*
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4 l· 5l er n, über die Auflosung der trctnscendenten Gleichungen.

hält nemlich vermittelst dieser Methode nur Näherungswerthe der gröfsten
und kleinsten Wurzel, und zwar nur in dem Falle, wenn die Gleichung
kein Paar zusammengehörender imaginärer Wurzeln hat, deren Prodnct grö-
fser ist als das Quadrat der gröfsten reellen Wurzel. Im entgegengesetzten
Falle ist die Methode unbrauchbar. In der neuesten Zeit hat freilich Fou~
rier *) Andeutungen gegeben, wie die Bernoullische Methode verbessert
und zur Auffindung aller Wurzeln gebraucht werden könne und ich5**)
habe nachgewiesen, dafs sich diese Andeutungen allerdings realisiren las-
sen. In wie fern nun diese Ausbildung der Bernoullischen Methode sich
auch auf die transceudenten Gleichungen anwenden lasse, werde ich spä-
ter untersuchen.

Die Lagrange'scliQ Methode zur Auflösung der algebraischen Glei-
chungen ist zwar, von theoretischer Seite betrachtet, streng richtig, aber in
ihrer Anwendung, wrie bekannt, grofsen Schwierigkeiten unterworfen. Ihr
wesentlichster Mangel liegt darin, dafs man eine Zahl kennen rnufs, die
kleiner als der kleinste Unterschied der Wurzeln ist Die Aufsuchung die-
ser Zahl aber erfordert, sobald die Gleichung von einem hohen Grade ist,
fast unausführbare Rechnungen; wie es Lagrange selbst schon bemerkt hat.
Noch viel schwieriger mufs die Aufsuchung dieser Zahl sein, sobald die ge-
gebene Gleichung eine transcendente ist, und man kann sie in diesem Falle,
wie auch schon Poison bemerkt hat ***), als völlig unausführbar ansehen.

8. In dem 24sten Bande der Memoiren der Berliner Academie hat
Lagrange eine Methode gegeben, um die Wurzeln der algebraischen Glei-
chungen durch unendliche Reihen auszudrücken, und es haben später mehrere
bedeutende Mathematiker diese Untersuchung aufgenommen und vervoll-
kommnet Diese Methode kommt zuletzt auf die Umkehrung der Reihen
zurück, indem sie zeigt wie man, wenn eine Gleichung

= + bx + ex* + dx* + ex* ....
gegeben ist, den Werth von durch eine nach Potenzen von geordnete
Reihe ausdrucken kann, so dafs man

A + By + Cy'2+ ....
hat Lagrange bemerkt im Eingange zu dieser Abhandlung, dafs diese

*) Analyse des equations p. 6. 8 seqq.
**) Crelle Joura. für die Math. Bd. 11. p. 293 ff.
***) Joura. de l'ecole polyt. cah. 19. p. 382.
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1. Stern, über die Auflösung der transccndenten Gleichungen. $

Methode auch bei den transcendenten Gleichungen brauchbar sei, welche
Logarithmen und Kreisbogen enthalten, woraus also hervorgeht, dafs er
sie selbst nicht für eine allgemein auf transcendente Gleichungen anwend-
bare Methode gehalten hat. In der That ist sie aber auch erheblichen
Schwierigkeiten unterworfen. Soll uemlich der Werth von durch die
nach Potenzen geordnete Reihe gefunden werden, so mufs diese
Reihe convergiren; sie kann aber auch häufig divergiren und die Unter-
suchung, ob das eine oder das andere Statt findet, ist schwierig, da die
Reihen häufig sehr verwickelt sein können. Lagrange selbst hat zwar
gesucht Kennzeichen anzugeben, vermittelst welcher man die Convergenz
oder Divergenz beurtheilen könne: diese Kennzeichen sind aber schon aus dem
Grunde ungenügend, weil sie auf einer falschen Definition der Convergenz
beruhen. Lagrange nennt nemlich convergirend eine Reihe, deren Glie-
der unendlich klein werden, und er sucht daher nur zu bestimmen, ob die
Reihen, welche die Wurzeln der Gleichungen ausdrücken, diese Eigen-
schaft haben, oder nicht. Es ist aber hinlänglich bekannt, dafs die Glieder
einer Reibe unendlich klein werden können, während die Reihe dennoch
divergirt, das heifst, während ihr Werth über alle Grenzen hinaus wächst
und also zur Berechnung untauglich ist. Hierzu kommt noch, dafs wenn
man auch den Werth einer Wurzel durch eine convergirende Reihe ge-
funden hat, es doch äufserst schwierig ist, die verschiedenen Reihen, welche
verschiedene Wurzeln ausdrücken, zu finden und von einander zu unter-
scheiden; wie man es schon aus Lagrange's Untersuchungen sehen kann,
die sich nur auf algebraische Gleichungen beziehen. Auch darf nicht über-
sehen werden, dafs es nicht möglich ist, auf diesem Wege die einzelnen
Wurzeln allmälig nach ihrer Gröfse zu finden; was doch ein wesentliches
Erfordern!fs einer tauglichen Auflösungsmethode ist, da es besonders bei
den transcendenten Gleichungen in der Regel nur darauf ankommt, die
kleinsten Wurzeln zu kennen. In dem besonderen Falle, wo man den Werth
der Wurzeln schon beinahe kennt, kann diese Methode allerdings oft mit
Nutzen gebraucht werden, um genauere Werthe zu finden.

3. Einen anderen Weg hat Cauchy eingeschlagen^). Seine Me-
thodeberuht auf dem Verfahren, dessen sich Legendre bedient **), um einen

*) Le^ons sur le calcul differentiel eh. 14.
**) Theorie des nombres T. 1. art 119.
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6 i. S t er n f über die Auflösung der transcendenten Gleichungen.

ersten Näherungswert!! einer imaginären Wurzel algebraischer oder franseen-
denter Gleichungen zu finden. Ist neinlich die Gleichung Fx = 0 ge-
geben, so setzt Legendre ar^sa+ß/" — l, wo und beliebige reelle Zah-
len sind, und substituirt diesen Werth in F(#), so dafsF(a + |3/~ — 1) =

— l ist, wo P und Q wieder reelle Gröfsen sind. Ferner substituire
man diese Werihe von in -~ — und es sei unter dieser Voraussetzung -^ —

s= JK -{- JV/" — 1. Nimmt man nun eine reelle oder imaginäre unbestimmte
Gröfee , die aber im Verhältnifs zuyr(a7 + |S2) sehr klein ist, so hat man,
wenn man ?:= -}- /" — l + w setzt und die höheren Potenzen von
vernachlässigt,

F(a + ß/-l+co) = JP + 0/— l+v(M+Nf— 1).
Da nun willkürlich ist, so kann man

setzen, wo n ein ächter Bruch ist. Mau hat also einen neuen Näherungs-
wert h

welcher im Verhältnifs von l — w zu l kleiner ist als der frühere Nähe-
rungswerlh. Fährt man auf diese Weise fort, indem man wieder um eine un-
bestimmte reelle oder imaginäre Gröfse wachsen läfst, deren Werth man nach-
her genauer bestimmt, so kann man sich dem wahren Werthe von immer mehr

nähern. Würde -^— durch die Substitution eines Werthes von = + /* — l

auf Null reducirt, so mufste man, statt dieser Function, die Function - *
betrachten und überhaupt inufs man sich, wenn mehrere der Functionen
<^ <y^, .... durch einen Werth = + /*— l auf Null reducirt

fj OC Ü 3C
werden, an den ersten Differenlialquotienten halten, der nicht Null wird.
Auf diese Weise glaubt Legendre zu beweisen, dafs jede algebraische oder
transzendente Gleichung eine Wurzel von der Form a + ßf — l hat, wo

auch Null seiu kann. Dieses Resultat ist aber nicht richtig, und es läfst sich
auch leicht zeigen, dafs Legendre s Verfahren mit mehreren bedeutenden Irrthü-
meru behaftet ist. Legendre selbst hat schon eine fif angelhaftigkeit desselben
bemerkt *), welche darin besteht, da£§ man den ersten Näherungswerth gana
willkürlich annimmt, so dafs dieser hypothetische Werth vom wahren Werth*

*) Theor. des nomhres ei 3. T. IL p. 480.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/4/15 1:48 PM



i· Stern, über die Auftosung der irm&cmdentcn Gleichungen. 7

bedeutend abweichen kann und man daher nothwendig sehr weitläuf-
tige Rechnungen machen mute. Dies ist aber nur eine Unbequemlichkeit.
Unrichtig ist es dagegen, dafs Legendre bei der Entwicklung von
F(a + ßf—1) nur die zwei ersten Glieder berücksichtigt, die vermittelst
der Toy/or'schen Reihe gefunden werden, und den Best ganz vernachläs·»
sigt. Dieses Verfahren, welches der Newfon'schen Approximationsmethode
ähnlich ist, leidet auch an demselben Fehler, indem die successiven Nähe-
rungswerthe, statt gegen den wahren Werth zu convergiren, auch diver-
giren können, da man Glieder vernachlässigt, deren Werth man nicht kennt.
Ferner kann es aber auch sein, dafs die Substitution von a + ß/*—* fflr

einen der Differentialquotienten auf £ reducirt, und alsdann hört natür-
lich die Brauchbarkeit des Verfahrens ganz auf.

Diese Fehler hat Canchy dadurch vermieden, dafs er nicht eine be-
liebige Function F(x) betrachtet, sondern die Untersuchung auf B^unctionen
beschränkt, welche nebst ihren sämmtlichen Diflerentialquotienten für alle
endlichen reellen oder imaginären Werthe von endlich und stetig bleiben,
und unendlich grofs wejden, wenn der Modulus der Veränderlichen un-
endlich grofs wird. Cauchy zeigt alsdann, wie mau bei solchen Fuuctioneii
nach Legendre's Verfahren unter gewissen Voraussetzungen Näherungs-
werthe finden und die Grenzen der begangenen Fehler bestimmen kann.
Mithin ist diese Methode keine allgemein gültige. Ich begnüge mich daher,
nur Folgendes darüber zu bemerken. Vermittelst dieser Methode will man
sowohl die imaginären als die reellen Wurzeln finden. Soll die Wurzel
reell sein, so mufs der imaginäre Theil des gefundenen Werthes verschwin-
den. Hat nun aber die Gleichung reelle Wurzeln und man hat durch fort-
gesetzte Annäherung einen Werth + /*—l gefunden, in welchem |3 sehr
klein ist, so kann man immer noch nicht wissen, ob eigentlich gleich
Null und also eine reelle Wurzel der Gleichung = ist, oder ob die
Gleichung eifie imaginäre Wurzel + (3 /"—l hat, in welcher |3 sehr klein
ist. Grade die reellen Wurzeln, welche vom wichtigsten Interesse sind,
können also nach dieser Methode am wenigsten sicher gefunden werden.

4. In der neuesten Zeit haben wir durch Fourier eine Methode
zur Auflösung der algebraischen Gleichungen erhalten, welche, insofern
man diese Auflösung auf die Bestimmung des Werthes der reellen Wurzeln
uud das Erkennen der imaginären einschränkt, vollkommen genügt. Fourier
hat uuu mehrfach die Behauptung ausgesprochen, dafs seine Methode nicht
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8 i» S t er n, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen.

auf die algebraischen Gleichungen beschränkt sei, sondern auch auf die
transcendenten angewandt werden könne. Es sollte sogar das leider nicht
erschienene fünfte Buch seines Werkes über die Gleichungen, wie wir aus
dem Expose synoptique ersehen, diese Anwendung seiner Methode aus-
führlich behandein. Ich werde mich im Folgenden bemühen, mit Hülfe der
Andeutungen, die Fotirier an mehreren Orten, und besonders in dem er-
wähnten Expose gegeben hat, diesen Theil seines Werkes wieder herzu-
stellen und zu zeigen, wie man vermittelst der Foumrschen Methode die
transceudeuten Gleichungen vollständig auflösen kann, und hoffe auf diese
Weise der zweiten Anforderung der Socielät d. W. Genüge zu leisten.

II . A u f l ö s u n g der t r anscende i i t en Gle ichungen .
5, Der Begriff der Wurzel einer algebraischen Gleichung kann

auf zweierlei Arten erklärt werden, die ihrem Wesen nach identisch sind.
Ist nemiich eine solche Gleichung

1. f ( x ) = 0
gegeben, so nemit man jeden Werth von x9 der statt in fx substiluirt,
diese Function auf Null reducirt, eine Wurzel der Gleichung (1.). Aufser-
dem weifs man aber auch, dafs f(x) das Product einer Anzahl einfacher
reeller oder imaginärer Factoren ist, so dafs man

f(x) = (X— OOtf— Cfe) G* <*3> · · ' ·

hat, wo 2, 0$ .... reelle oder imaginäre Gröfsen sind. Da nun f(x}
nur dann den Werth Null annehmen kann, wenn einer dieser Factoren
verschwindet und unter dieser Voraussetzung gleich Null wird, da das
Product der übrigen Factoren immer eine endliche Gröfse bleibt, so
kann man auch sagen: die Wurzeln der Gleichung f ( x ) — 0 sind die
Werthe an c&2, a3, ,..., welche den einfachen Factoren von f(x) ent-
sprechen. Man kann daher auch behaupten, dafs der erste Theil einer
algebraischen Gleichung dem Producte der einfachen Factoren gleich ist,
die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, Anders aber ist es bei den
transcendenten Gleichungen. Für diese pafst nur die erste Definition des
Begriffs der Wurzel und man mufe sagen: die Wurzel einer transcenden-
teil Gleichung /(a?) = 0 ist jeder Werth von x, welcher f(x) auf Null re-
ducirt. Weifs man nemlich, dafs f(x) — (x — ä)F# ist, so folgt hieraus
noch keineswegs, dafs eine Wurzel der Gleichung /*(#) = () ist Denn
eubstituirt man statt den Werth a, so wird zwar — = 0, aber es
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1. Stern, ber die Aufl sung der transcendenien Gleichungeh. ft

kann sein, dafs zu gleicher Zeit F(a) ±= <x> wird. Man h tte daher in die-
sem Falle /"(«) = 0.<x>, welcher Ausdruck keines weges immer =0 sein
raufs. Mithin ist zwar hier χ—a ein einfache! Factor von f(x), aber
dennoch ist a keine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, und es folgt hieraus,
dafs bei den transcendenten Gleichungen keines weges jeder einfache Factor
des ersten Theils der Gleichung einer Wurzel entspricht, obwohl umge-
kehrt jede Wurzel einem einfachen Factor. Ist z. B. die Gleichung

tanga: = 0
gegeben, so kann man tanga? als das Product der zwei Faetoren sin a? ;md
sec. a? ansehen. Der Factor sin a? ist nun bekanntlich das Product einer
unendlichen Anzahl einfacher Faetoren, da

ist; und dieses Product wird Null, sobald man einen der Faetoren gleich
Null setzi; das helfet, die Wurzeln der Gleichung

siiia? = 0
sind ar = 0, ar = sr, a? = 2sr, a? = 3 r, .... Diese Wurzeln sind zugleich
Wurzein der Gleichung tanga? = 0; denn sobald sin a? = 0 ist, ist sec. a? = l,
also in diesem Falle tangar = 0.1 =0. Dagegen sind die Wurzeln der Glei-
chung sec. tf = 0 keines weges Wurzeln der Gleichung tanga? = 0. Soll
nemlich sec. χ oder Null werden, so mufs cos a: unendlich grofs sein.

COS X °

So lange aber a? eine reelle Gr fse ist, kann dies nicht sein, das heifst,
die Gleichung sec.ar = 0 hat keine reelle Wurzel. Setzt man dagegen
x = y + * /"—l ? wo γ und % reelle Gr fsen sind, so ist eos χ β
%(e*-\- e~z) cosy—%(ez — e~z) sin y ^—1. Soll nun dieser Ausdruck unend-
lich grofs werden, so mufs z unendlich grofs sein. In diesem Falle bat
man also

cos a? = 14* (cosy — siny/"—1).
Nun ist aber, wenn man χ — γ·\-%ΐ—l setzt,

sinar = i(e'4O siny + £(^ — <rz) cosy/"—l
und, wenn man z = 00 setzt,.

sina: = %e" (siny + cosy /*—l)j
also ist sin# = oc wenn = 0 ist, das heifst: wean man statt χ eine' cosx 7

Journal d. M. Bd. XXII. Hft 1. 2
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10 ** Stern, über die Aufloswig der transcendenten Gleichungen.

Wurzel der Gleichung sec*a? = 0 snbstituirt, so wird tang# = 0.ao; was
nicht nothweudig Null ist. Auch sieht man leicht, dafs unter diesen Um-
ständen tanga? wirklich einen anderen Werth als Null hat Denn es ist
in diesem Falle

tang* = ·!»* = ^r-fcos x cos/ '—
Das Product aller einfachen Factoren, welche den Wurzeln der Gleichung
langer = 0 entsprechen, giebt also keiuesweges iang ar, sondern sin x.

6. Es kann aoch sein, dafs es transcendente Functionen giebt,
welche durch keinen reellen oder imaginären Werth von auf Null re-
ducirt werden können; wiewohl·vielleicht noch keine solche Fuuction bis
jetzt bekannt ist. Iii diesem Falle würde also die Gleichung f ( x ) = Q gar
keine Wurzel haben. Es giebt zwar viele, sowohl algebraische als trans-
cendeule Functionen, von welchen sich nachweisen läfst, dafs sie durch
keinen endlichen reellen oder imaginären Werth von a? auf Null reducirt
werden können (dahin gehören die Functionen —, e*> e**~1*): dennoch aber
darf nicht behauptet werden, dafs z* B. die Gleichung e* = 0 keine Wur-
zel habe, indem sich vielmehr nachweisen läfst, dafs sie deren unendlich
viele hat, die sämtntlich in der Form x = —<x> enthalten sind. Es wäre
aber offenbar eine Einseitigkeit, wenn man die unendlich grofsen Werthe
wicht als Wurzeln gelten lassen wollte; auch wird sich später zeigen (§. 31.),
dafs die Betrachtung dieser Wurzeln in bestimmten Fällen durchaus noth-
^rendig ist. Eben so hat die Gleichung e'^ssO eine unendliche Zahl
von Wurzeln, die sämmtlich in der Form ÄT = — oo/*—l enthalten sind.
Wenn ich aber sage, dafs eine transceudente Gleichung f(ji) = 0 gar keine
Wurzeln hat, so verstehe ich darunter, dafs sie weder durch endliche noch
durch unendliche Werthe auf Null reducirt werden kann, und es ist bis
jetzt nicht ausgemacht, ob solche Funktionen vorhanden sein können
oder nicht**).

*) Dafs lang = V—l wird, wenn sec. jc = 0 ist, hat bereits Fourier in einer
Abhandlung bewiesen, die jedoch bis jetzt nicht erschienen ist. MÄH vergleiche .
de Vacad. d. ic. T. X. p fg. 129. f ,

**) Auch Fourier druckt sich darüber zweifelhaft aus, indem er sagt (Export synopt.
p>täj *i)U£Maf$ e'il pouvait exister un facteur Fx qui ne cesserait poiut d'ayoir une
valeur finie; quelque valeur reelle ou imaginaire que attribuät a x."

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/4/15 1:48 PM



1. Stern, ber die Aufl sung der transcendenten Gleichungen* f f

7. Ist mithin eine transcendente Function gegeben (sie heifse /*(#·))
und mau kennt alle reellen oder imagin ren Wurzeln der Gleichung fx AB 0,
uemlich α, β, γ, ί ·*·· und bezeichnet durch φ (a?) das Product

aller einfachen Factoren, welche den Wurzeln der Gleichung φ(α?) = 0
entsprechen, so kann es sein, dafs dieses Product nicht =/*(#) ist. Es
kann neinlicb, wenn fx=t( x.Fx ist, der Factor Fx so beschaffen sein,
dafs er nur durch solche Werthe von χ auf Null reducirt wird, die, in φ a:
substituirt, diese Function auf oo reduciren, so dafs die Wurzeln von Fx
nicht zugleich Wurzeln von fx sind; oder es kann auchjPo? eineFunc on
sein, die durch keinen reellen oder imagin ren Werth von χ auf Null ge-
bracht wird #). L fst sich dagegen die Fuuction fx in einfache Factoren
zerlegen, die den Wurzeln der Gleichung /# = 0 entsprechen, so dafs mau

hat und diese Factoren so beschaffen sind, dafs, wenn man einen derselben
gleich Null setzt und den daraus entspringenden Werth von χ in die bri-
gen Factoren substituirt, keiner dieser brigen Factoren unendlich grofs
wird, so kann die Gleichung keine anderen Wurzeln als a, |3, y .... haben.
Denn substiluirt man statt χ irgend einen anderen Werth, so kann dieser
keinen der Factore«, aus welchen fx besteht, und also auch fx selbst nicht
auf Null reduciren.

8. Das Aufsuchen der reellen Wurzeln einer transcendenten , wie
einer algebraischen Gleichung, geschieht dadurch, dafs man Grenzen sucht,
zwischen welchen die einzelnen Wurzeln enthalten sind und dafs man diese
Grenzen immer enger zusammenzieht. Eine algebraische Function fx ist
aber immer eine continuirliche, das heifst, eine Function, die nur um ein
unendlich Kleines w chst, wenn die Ver nderliche cc einen unendlich klei-
nen Zuwachs erh lt. Der Werth einer solchen Fuuction kann daher nicht
vom Positiven zum Negativen und umgekehrt bergehen, ohne dazwischen
Null zu werden. Eine transcendente Function fx dagegen kann auch eine
discoutiuuirliche sein, das heifst, es k nnen Grenzwerthe von χ vorkommen,
die so beschaffen sind, dafs einem unendlich kleinen Zuwachse von χ ein

*) Es versteht sich von selbst, dafs das Product der den Wurzeln entsprechende«
einfachen Factoren einer Gleichung A .fx == 0, wenn A eine Constante ist, nicht Λ./Λ^
sondern nur fx werden kann.
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ff i. S f e r n , über die Auflösung der transcendenten Gleichungen}

endlicher oder unendlich grofser Zuwachs von fx entspricht. Zwischen
solchen zwei benachbarten Grenzwerthen, bei welchen die Continurtät auf-
hört, wird also die transcendente Funcüon continuirlich sein. Sucht man
daher die Wurzeln einer transcendenten Gleichung fxv=* 0, so mufs man zu-
erst sehen, ob fx eine eonünuirliehe oder eine discontinuirliche Funcüon ist.
Diese Untersuchung gehört nicht in das Gebiet der Theorie der Gleichun-
gen. Dieselbe setzt sie vielmehr voraus. Hat man gefunden, dafs fx eine
discontinuirliche Fuiiction ist, und kennt man die Grenzwerthe, bei welchen
die Conünuität aufhört, so betrachtet man, statt der Funcüon im Allgemei-
nen , die einzelnen Theile derselben, welche zwischen je zwei Grenzwer-
then enthalten sind und sucht die in diesen Zwischenräumen enthaltenen
Wurzeln. Insofern man daher voraussetzt, wie es im Folgenden immer
geschieht, dafs man die in den transcendenten Gleichungen vorkommenden
Functionen nur innerhalb der Grenzen betrachtet, zwischen welchen sie con-
tinuirliche Gröfsen sind, gilt auch für diese Gleichungen folgender Lehrsatz.

„Wenn die Gleichung fx = 0 gegeben ist, und man substituirt siatt
x die Werlhe und #2, so werden, wenn fx^ und fx2 entgegengesetzte
Zeichen haben, eine oder mehrere Wurzeln dieser Gleichung zwischen den
Grenzen · und jc2 enthalten sein. Liegt keine reelle Wurzel der Glei-
chung zwischen diesen Grenzen, so haben fxL und fx^ gleiche Zeichen."

Der Beweis dieses Satzes ist bekannt und folgt unmittelbar aus dem
Begriffe der Conünuität.

9. Ein anderer, ebenfalls bekannter Satz, von welchem später häufig
Gebrauch germt ;ht werden wird, ist folgender.

„Wenn eine Function fx, so wie auch ihre Differentialquotienten
dfx d^fx d*fx . , , „ , , , · . , . !
"cTaT* ~dx* " ' 'dx*~ "" ZWISC"en "en Grenzen und x + a contuiuirliche
Gröfsen sind, so hat man

etc. etc.,
wo ( , + ) eine Gröfse bedeutet, die zwischen und rc-f- enthalten
ist, aber in den verschiedenen Gleichungen verschiedene Wejrthe haben
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1. Stern, über die Auflösung der tremseendertten Gleichung**: 1JJ

kann. Den Beweis dieses Satzes findet man z. B. in Lagrange Lefons
$W le calc. des fönet, iep. 9. Er gilt auch für den Fall, wenn fx eine
contiuuirliche imaginäre Function ist.

10. Nach diesen Vorbereitungen will ich nun zuerst zeigen, wie
man die Grenzen finden kann, zwischen welchen die reellen Wurzeln der
transcendenten Gleichungen enthalten sind. Wiewohl ich die Untersuchun-
gen Fourier's über die Theorie der algebraischen Gleichungen als be-
kannt voraussetzen mufs, will ich doch zuerst, zur deutlicheren Einsicht,
in der Kürze das Verfahren andeuten, vermittelst dessen er die Grenzen
der reellen Wurzeln findet.

Ist eine algebraische Gleichung
fx = xm + atx™"1 + «2a?m~2 + · · · ·+ am = 0

gegeben, so bilde man die successiven Differenzialquotienten flx, f*x,
fxy .... Der letzte Diffcrentialquotient fmx ist eine constante Gröfse. Nimmt
man statt irgend eine Zahl und substituirt dieselbe in die Ausdrücke

f"x, ~ , fx, fx,
so werden die sich hieraus ergebenden Werthe das Zeichen von Positiv
oder Negativ vor sich haben. Diese Zeichen schreibe man in der Ordnung,
wie man sie erhält, neben einander, in eine horizontale Reihe, von der Linken
zur Rechten fortgehend, und bezeichne die Reihe von Zeichen durch [«].
Die Zeichenreihe [—oc] wird nur Zeichenwechsel enthalten, die Zeichen-
reihe [oo] nur Zeichenfolgen; und zwar verliert die Zeichenreihe ihre Zei-
chen Wechsel beim Uebergange von —oo zu oo allmälig, ohne jemals einen
Zeichen Wechsel, den sie verloren hat, wieder zu erhalten, oder neue zu
bekommen. Sobald man nämlich statt eine reelle Zahl substituirt,
welche fx auf Null reducirt, so verliert die Zeichenreihe einen Zeichen-
wechsel, den sie nicht wieder erhält. Sie kann aber auch Zeichenwechsel
dadurch verlieren, dafs einer oder mehrere der Differentialquotienten Null
wird, ohne dafs fx Null wird. In diesem Falle verliert sie aber die
Zeichenweehsel immer paarweise, und der Verlust eines jeden solchen
Paares von Zeichenwechseln deutet auf zwei imaginäre Wurzeln. Man
besitzt nun Mittel, um zu unterscheiden, ob der Verlust der Zeichen-
wechsel von reellen oder imaginären Wurzeln berührt. Sind daher a und

zwei reelle Zahle», ist > cc und man findet, dafs [ ] Zeichen-
Wechsel mehr enthält als [ß], so werden zwischen den Grenzen a und
n Wurzeln augedeutet und man kaim alsdaim untersuchen, ob und wie
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|4 l* S fern über die Auflösung der trawctndcnten Gleichungen.

viele reelle Wurzeln wirklich zwischen diesen Grenzen liegen, oder ob
der Verlust der Zeicbenwechsel ganz oder theilweise von imaginären
Wurzeln herrührt.

i l. Die besondere Eigentümlichkeit einer ganzen algebraischen
Function fx besteht darin, dafs man durch fortgesetzte Differentiation zu-
letzt zu einem Diflferentialquotienten kommt, der einen constanten Werth
hat; und vermöge dieser Eigentümlichkeit ist es möglich, jedesmal die An-
zahl der Zeichen Wechsel in den zwei Zeicheureihen [a] und [ß] zu be-
stimmen und hieraus zu schliefsen, wie viel Wurzeln zwischen den Gren-
zen und enthalten sind. Bei den transcendenten Functionen dagegen
kann man die Differentiation in1 s Unendliche fortsetzen, und kommt nie zu
einem constanten Werthe. Eben deswegen kann man bei den transcen-
denten Gleichungen nicht ohne Weiteres bestimmen, wie viele reelle Wur-
zeln zwischen zwei beliebig gewählten Grenzen enthalten sind, wenn auch
die transcendente Funcüon, welche den ersten Theil der Gleichung bildet,
zwischen diesen Grenzen contiuuirlich ist. Dennoch aber kann man auch
bei diesen Gleichungen, auf ganz ähnliche Weise wie bei den algebraischen,
alle reelle Wurzeln, die zwischen —oc und enthalten sind, mit Bestimmt-
heit entdecken, sobald man nur diesen Zwischenraum in kleinere Zwischen-»
räume theiit, die nach einem bestimmten Gesetze gebildet werden müssen.
Man kann nemlich für jede transcendeute Function fx einen Differeutial-
quotienten fmx finden, der so beschaffen ist, dafs er zwischen zwei Gren-
zen und sein Zeichen nicht ändert, dafs also die Gleichung/'"jrssü
zwischen diesen Grenzen keine Wurzel hat; und dieser Differentialquotiewt
spielt in Beziehung auf diese Grenzen dieselbe Rolle, wie der constante
Differentialquotient bei den algebraischen Gleichungen, indem man ver-
mittelst desselben bestimmen kann, wie viele Wurzeln die transceudente
Gleichung fx — ö zwischen den Grenzen und hat. Dafs man wirk-
lich jedesmal einen solchen Differentialquotienteu finden kann, ist klar.
Denn die gegebene Gleichung /*#=*() ist nothwendig eine bestimmte, das
heifst, die Function fx ist von der Art, dafs mau aus ihr für jeden Werth 7,
den man statt subsütuirt, den Werth von ^(7) mit Bestimmtheit fin-
den kann, sei es nun, dafs man ihn genau angeben, oder in beliebig
eage Grenzen einschliefst« kann; was z. B. der Fall ist, wenn fx eine
convergirende Reihe ist Wäre fx eine unbestimmte Function, so könnte
natürlich von der Auflösung der Gleichung fx = 0 nicht die Rede sein.
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1. Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 15

Es müssen mithin auch die suceessiven Diflferentialquotienten von fx notfa-
wendig bestimmte Functionen sein. Mau wird also aus der Natur irgend
eines Differentialquotienten erkennen können, ob er für einen bestimmten
Werth #:=&, positiv oder negativ ist, und da dieser Differenzialquotient,
wie hier immer vorausgesetzt wird, zwischen bestimmten Grenzen eine
conüuuirliche Gröfse ist, so wird man immer einen Zuwachs ä von be-
stimmen können, so beschaffen, dafs der Differentialquotient, welcher fm&
heifsen mag, innerhalb der Grenzen = , ^± + £, immer dasselbe Zei-
chen behält. Sobald diese Grenzen gefunden sind, kann man, auf dieselbe
Weise wie bei den algebraischen Gleichungen, bestimmen, wie viele Wur-
zeln die gegebene Gleichung zwischen diesen Grenzen hat. Es mufs nur
eine Modificaüon in Beziehung auf die Bildung der Zeichenreihen eintreten.
Bei den algebraischen Gleichungen bildet man die Zeichenreihe, indem man
zuerst alle Differentialquotienten, vom letzten anfangend, in eine Reihe
schreibt, und alsdann statt den Werth substituirt. Die hieraus ent-
springende Zeichenreihe wurde oben durch [a] bezeichnet. Bei den trans-
ceudenten Gleichungen sucht mau zuerst einen Differentialquotienten, der
zwischen zwei Grenzen und dasselbe Zeichen behält *). Schreibt
man diesen Differentialquotienten, und alle folgenden, nach der Ordnung in
eine horizontale Linie und substituirt alsdann statt einen Werth a, der
zwischen und liegt, in alle diese Functionen, so erhält man wieder
eine P*eihe von Zeichen, die im Allgemeinen theils positiv, theils negativ
sein werden. Diese Zeichenreihe soll im Folgenden durch [a] bezeichnet
werden. Ich werde auch zur Abkürzung die zwei Grenzen, zwischen
welchen ein bestimmter Differentialquotient sein Zeichen nicht ändert, die
bestimmenden Grenzen und diesen Differentialquotienten den lesthnmen-
den nennen.

12. Liegt eine Zahl zwischen den bestimmenden Grenzen und ,
so ist es einleuchtend, dafs die Zeichenreihe [a] mit der Zeichenreihe fa}
identisch ist, so lange nicht zwischen und a eine Zahl liegt, die, statt
substituirt, eine oder mehrere der auf den bestimmenden Differentialquo-
tienten folgenden Functionen auf Null reducirt. Denn eine Aenderung in
der Zeichenreibe kann nur dadurch entstehen, dafs eine oder mehrere die-

*) Es wird im Folgenden immer vorausgesetzt, dafe ß* mit Rücksicht auf das
/.eichen, immer gvöi'sei ist ftls a.
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ff} 1. Stern, ber die Aufl sung der iranscendenten Gleichungen*

ser Funciiowen vom Positiven zum Negativen, und umgekehrt, bergehen ι
und da vorausgesetzt wird, dafs alle Funciionen zwischen den bestimmenden
Grenzen con nuirlieh sind, so kann dieser Gebergang nicht Statt haben,
wenn die Functionen nicht durch den Werth Null gehen. Man nehme da*
her zuerst an, die Zahl α sei so beschaffen, dafs sie nur fx und keine der

brigen Funetionen auf Null reducirt, so dafs also a eine Wurzel der Glei-
chung fx = 0 ist Man setze in allen Functionen statt χ nach einander die
drei Werthe α — da, a, a -{-da und schreibe die hierdurch entstehenden
drei Zeichenreihen [a — da], £α], [α + θα] auf drei horizontale Linien
unter einander. Diese drei Zeichenreihen werden nur in Absicht auf das
letzte Zeichen verschieden sein ; denn da der Werth von da ganz unbe-
stimmt ist und nach der Voraussetzung die Substitution von a f r χ nur
fx auf Null reducirt, so kann man ihn immer so klein annehmen, dafs kerne
der brigen Functionen ihr Zeichen zwischen den Grenzen α — da und
a-\-ca ndert. Es wird aber fda^Ba) positiv oder negativ und f(a — da)
negativ oder positiv sein , je nachdem ff a posiiiv oder negativ ist Ist fa
positiv, eo hat man das Schema

£a — da] = ....-] — .
£a] = .... + 0

[a + B a] = ,...-{- +
Ist f'a negativ , so hat man das Schema

[a — da] = .... -- [-
α = ,...— 0

In beiden F llen verliert also die Zeichenreihe einen Zeichenwechsel beim
Uebergange voa α — da zu α+ o, sobald a eine Wurzel der Gleichung
f v ss 0 ist.

13. Ist dagegen die zwischen den bestimmenden Grenzen enthaltene
Zahl α so beschaffen, dafs sie eine der auf den bestimmenden Differential·
quotienten folgenden Functionen, z.B. fnx, und nur diese auf Null reducirt,
eo werden auch in diesem Falle alle Zeichen der drei Reihen [a — da],
£a] und [a-\-da\ bez glich gleich sein, bis auf dasjenige, welches durch
die Substitution der drei Werthe a — da, a und α-f da in fnx entsteht, und
man hat daher nur nothig, die drei auf einander folgenden Functionen fn*lx^
f"x, fn~lx zu betrachten, wenn man wissen will, wie sich die drei Rei-
hen [α-— θ a], [a] and [a + 3 a] gegen einander verhalten. Die Function
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i. S l er» f üb fr di* difßtösung der Transctndenttn Gleichungen.

f»(a—Ba) ist negativ oder positiv, dre Fnnetkm f(a + da) positiv oder
negativ, je nachdem f*+la positiv oder negativ ist. Die Funedo» f*~l<*
kann aber ebenfalls positiv oder negativ sein. Hierdurch entstehen vier
verschiedene Combinationen. Sind nemlich fnjfla nnd f"~la positiv, so hat
man, wenn man nur die Zeichen der Functionen f"+lx, fnx, f^x,
schreibt :

\fl — " ü J t=2 t · · · *J- — ·}- * « · ·

[ö] S=3 . . . . .+ 0 + · ' * ·

[a + da] = .... + + + ····
Sind f*+la und f*~la beide negativ, so hat man

£0 — — d J = · . · · — · -f" — . . . .
l öl ^•••'« · · · · - w " · · · ·

Ist /^+ negativ und fn^a positiv, so hat man
£# — d d J i— . . . . ^— — -j-

[ö] = = . . . . — 0 +

[a + 3 a J 5= .... -- 1- +
Ist /""i"1 a positiv und fn~~la negativ, so hat man

£#jj ss . . . · -j- 0 —
[ + a] = . . . . +4 -- ....

In den zwei Fällen, wenn/"*"1"1« und fn~la gleiche Zeichen haben, enthält
also [ß + d#] zwei Zeichen Wechsel weniger als [a — da]. In den zwei
Fällen dagegen, wenn diese Functionen verschiedene Zeichen haben, ent-
hält [ß + d d\ eben so viele Zeicheuwechsei als [ — ].

14. Es ist noch der Fall übrig, wenn die Zahl a so beschaffen ist,
da£s sie, statt substituirt, mehrere auf einander folgende der zu betracb»»
teudeu Functiouen auf Null reducirt. Da indessen die Untersuchung dieses
Falles ebenfalls ganz auf dieselbe Weise ausgeführt werden kann wie bei
den algebraischen Gleichungen, für welche sie schon Fourier ausführlich an-
gestellt hat, so will ich nur das Resultat hersetzen, wie es in Beziehung
auf die transcendenten Gleichungen ausgesprochen werden mnfs. Man nehme
an, es sei eine zwischen den bestimmenden Grenzen nnd liegende Zahl
so beschaffen, dafä sie, statt substituirt, die i auf einander folgenden
Fonctionen

®
Grelle'» Journal <L M. Bd. XXII. Hfl. 1.
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auf Null reducirt, so sind zwei Falte » unterscheiden« Ist i eine gerade
Zahl, so enthält [0+#a] die Zahl i vöü Zeichenwechseln weniger als
[ — <9 ]· ist aber t eine ungerade Zahl, so kommt e$ darauf an, ob f+la
und f*~*m gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Im ersten Falle hat
[a 4- da} t - f -1 , im zweiten i— l Zeichenwechsel weniger als [a — öaj.
Verschwinden nun durch die Substitution eines Werthes a von #, an ver-
schiedenen Stellen verschiedene Gruppen von Funcüoneu, so dafs die
Anzahl der verschwindenden Functionen an einer Stelle i, an einer ande-
ren ¥ u. s. w. beträgt, so braucht man nur für jede Gruppe die Regeln in
Anwendung au bringen, die so eben für eine einzelne Gruppe gegeben worden
sind und findet auf diese Weise die Totalsumme der Zeichenwechsel, die
[ + ] weniger enthält als [a — da].

15. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich deutlich, wie man die
Zahl finden kann, welche angiebt, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung
fx = 0 zwischen den bestimmenden Grenzen und ß liegen können.
So lange nemlich zwischen und keine Zahl liegt, welche eine oder
mehrere der zu betrachtenden Functionen auf Null reducirt, sind die Zeichen-
reihen [et] und [ß] identisch. Diese Zeicheilreihen können nur dann von
einander verschieden sein, wenn die Functiou fx9 oder einer ihrer Differen-
tialquotienten zwischen den Grenzen a und Null wird. In diesem Falle
mu£s aber die Zeichenreihe [ß] immer weniger Zeichenwechsel als die
Reihe [a] haben, indem, wenn man den Werth von wachsen läfst, nur
Zeichenwechsel verschwinden, nie aber die verlorenen wieder erscheinen,
oder neue hinzu kommen können.

Liegen n reelle Wurzeln zwischen und ß, so mufs [ß] wenigstens
n Zeicheiiwechsel weniger als [a] enthalten. Denn bezeichnet mau die
Wurzeln, nach ihrer Gröfse geordnet, durch a1? c^, a3 ...., so hat [ +3 ]
wenigstens einen Zeichen Wechsel weniger als [a]; ebenso [a2 + <3 aj we-
nigstens einen Zeicheiiwechsel weniger als [ai + <Wj u. s.w.

Umgekehrt darf man aber aus dem Umstände , dafs [ß] die Zahl n
von Zeichenwechseln weniger enthält als [a] , nicht schliefsen, dafs zwischen

und ß wirklich n reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der
Reichen auch daraus entstehen kann, dafs einer oder mehrere der Diiferen-
tialquotfenien von fx durch die Substitution eines zwischen und ß liegen-
den Werthes auf Null reducirt werden, ohne dafs dies bei fx der Fall wäre.
Soviel aber ist gewifs, dafs, weiiu n eine ungerade Zahl ist, zwischen
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und wenigstens eine reelle Wurzel liegt, weit, wenn einer oder mehrerö
der Dilferentialquotienten Null werden, entweder gar kein Zeichenweise),
oder eine gerade Zahl von Zeichenwechseln verschwindet.

'16. Der Zweifel, ob der Verlust der Zeichen Wechsel auf reelle
Wurzeln deute, die zwischen den bestimmenden Grenzen und enthalten
sind, oder ob er davon herrühre, dafs einer oder mehrere der Diflerential-
quotienten zwischen diesen Grenzen Null werden, kann bei den transcen-
denten Gleichungen durch dieselbe Regel gelöset werden, die Courier für
den ähnlichen Fall bei den algebraischen Gleichungen gegeben hat. Ich
werde hier aber um so lieber einen analytischen Beweis hersetzen, der
auf die transcendenteu und algebraischen Gleichungen zugleich anwendbar
ist, als Fourier diese Regel durch geometrische Betrachtungen erwiesen hat.

Man betrachte zuerst den Fall, wenn [a] nur zwei Zeichenwechsel
mehr als [ß] hat, und setze zugleich voraus, dafs dieser Unterschied sich
erst in den zwei letzten Zeichen jeder Reihe zeigt, so dafs die vorher-
gehenden, sich entsprechenden Zeichen in beiden Reiben dieselben sind, so
ist ein doppeltes Schema möglich. Entweder ist

[a] = .... +- +
[ß] =.... + + +

oder
[a] = 1
LßJ === · · · · """""" """"

fu beiden Fällen hat /^# = 0 keine Wurzel, die zwischen und ent-
halten ist, weil, sobald man die zwei letzten Zeichen vernachlässigt, die
Zeichenreihe [a] nicht mehr Zeichenwechsel hat als die Zeichenreihe [ß].
Man kann daher f*x als die bestimmende Function annehmen. Dagegen
hat/"d?s=;0 eine Wurzel zwischen diesen Grenzen und es entsteht nun
die Frage ob /"# = 0 zwei reelle Wurzeln oder keine zwischen diesen
Grenzen habe. Es wird hierbei vorausgesetzt, dafs man sich schon ver-
sichert hat, die Gleichung /"# = 0 habe nicht zwei gleiche Wurzeln zwi-
schen a und ß, das heifst, dafs man untersucht hat, ob fx und flx einen
gemeinschaftlichen Factor haben und ob dieser gemeinschaftliche Factor,
wenn er existirt, eine Wurzel zwischen a und habe.

Man betrachte zunächst das erste Schema. Man sieht sogleich, dafs,
wenn # die Wurzel der Gleichung flx=zQ ist, die zwischen und liegt,
alsdauu die Zeicheureihe [a] mit + 0 — schließen mufs, sobald zwischen

3*
Brought to you by | University of Iowa Libraries

Authenticated
Download Date | 6/4/15 1:48 PM



l* Stern, ber die Aufl sung der tran&cendenttn Gleichungen.

a nnd |3 zwei reelle Wurzeln der Gleichung fv ̂  0 liegen sollen, weil
in dem anderen Falle» der hier noch m glich ist, wenn nernlieh [a] mit
+ 0+ schliefst, hieraus voa selbst das Nichlvorba denseiu der reellen
Wurzeln folgt Denn im letzteren Falle h tte map,

[α — θα] = .... Hj -- -f

Die zwei Zeichen Wechsel wurden also zwischen den Grenzen a — da und
a-\*da, zwischen welchen nach der Voraussetzung keine reelle Wurzel
der Gleichung /*# = 0 Hegt, verloren gehen. Mithin mufs man, wenn die
zwei reellen Wurzeln vorhanden sind, nothwendig folgendes Schema haben:

[α ·{- 5 α] = .... -f- -}
[β] = .... -j- ~f- +

und es ist eine reelle Wurzel zwischen α und a—9α, die andere zwischen
α + θα und enthalten. Es sei die kleinere Wurzel xt = ά + δ, die gr fsere
a?a —b'. Hieraus folgt (9)

oder faXl _ a_____.

Auf dieselbe Weise findet man

Da /*# zwischen den Grenzen a und coniinuirlich ist, so bleibt der
Werth dieser Function negativ, so lange man f r χ eine Zahl substiluirt,
die zwischen a und a liegt; und zwar wird der numerische Werth der
Function kleiner, je n her die statt χ substituirte Zahl dem Werthe α kommt
Aus demselben Grunde bleibt f χ positiv, so lange man statt χ eine Zahl
substituirt, die zwischen a und liegt, und der Werth dieser Function
w chst, je mehr sich die statt χ substituirte Zahl dem Werthe n hert
Es ist also (ohne R cksicht auf das Zeichen)

r i i . ufolglich
. fa
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1. Stern, über die Auflösung der iranscendenten Gleichungr*. 2l

und um so mehr

«-£«»-#
da xt kleiner als x2 ist, das heifst, es mufs

sein»
Dasselbe Resultat findet man aus dem zweiten Schema, wenn mau

bedenkt, dafs in diesem Falle die Zeichenreibe [a] mit den Zeichen — 0-{~
schliefsen mufs, wenn die zwischen und liegende Wurzel der Glei-
chung f'x = 0 ausdruckt Man hat daher folgende Regel. Soll die Gleichung
fx = 0 unter den erwähnten Umständen zwei reelle Wurzeln haben, die

zwischen und ß liegen, so mufs die (Summe der Quotienten ~, **?j p — j «
kleiner sein als der Unterschied der Grenzen; im entgegengesetzten Falle
kann man mit Sicherheit annehmen, dafs zwischen den erwähnten Grenzen
keine Wurzel liegt. Ist aber diese Summe wirklich kleiner als — , so
folgt daraus noch nicht, dafs die zwei reellen Wurzeln wirklich vorhanden
sind, sondern man sieht daraus nur, dafs die Grenzen nicht eng genug
gezogen sind. In diesem Falle substituire man statt eine zwischen
und liegende Zahl c. Hat fc nicht dasselbe Zeichen wie fa und f ß 9 so
folgt daraus, dafs eine reelle Wurzel zwischen und c, die andere zwi-
schen c und liegt. Hat aber fc dasselbe Zeichen, so sehe man ob fc
in Absicht auf das Zeichen mit f'& oder f'ß übereinstimmt. Man nenne d
diejenige der Zahlen und |3, die, in f'x substituirt, ein Resultat giebt, des-
sen Zeichen dein von f'c entgegengesetzt ist Die zwei möglicherweise
vorhandenen Wurzeln müssen also zwischen c und d liegen. Man wende
daher auf diese Grenzen dasselbe Verfahren an, welches früher bei den
Grenzen und angewandt wurde. Fährt mau auf diese Weise fort, so
findet man zuletzt, entweder dafs keine reelle Wurzel zwischen den Gren-
zen und liegt, oder man gelangt dahin, die Wurzeln zu trennen.

Bisher ward f^x als die bestimmende Function angenommen. Nähme
man aber einen höheren Differentialquotienten zur bestimmenden Function,
so könnte es sein, dafs der Unterschied der Z^i^chenwechsel in den Rei-
hen [a] und [ß] gröfser als 2 wäre; auch könnte sich dieser Unterschied
früher als bei den zwei letzten Zeichen zeigen» Da indessen schon Fourier
ausführlich gezeigt hat, dafs auch in diesen Fällen dieselbe Eegel hin-
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22 l« Stern, über die Auflosung der trantcendenten Gleichungen.

reicht, um das Vorhandensein oder die Abwesenheit der reellen Wurzelt
zu erkennen, und dieselben Betrachtungen ohne irgend eine Aenderung
auch für die Wurzeln einer transcendenten Gleichung gelten, die zwischen
den bestimmenden Grenzen a und angedeutet werden, so halte ich es
für überflüssig, diese Betrachtungen zu wiederholen.

17. Durch das Vorhergehende ist die Frage, wie man die Grenzen
finden kann, zwischen welchen die einzelnen reellen Wurzeln enthalten
sind, erledigt. Es kommt blofs darauf an, dafs man den Zwischenraum
von — zu oo Unterabteilungen theilt, so dafs für jede solche Unter-
abtheilung irgend ein Differentialquotient zwischen den Grenzen, die diese
Unterabteilung einscbliefsen, dasselbe Zeichen behält; alsdann findet man,
wie viele Wurzeln zwischen diesen Grenzen liegen. Dies Verfahren wird
durch die folgenden Beispiele noch deutlicher werden. Ich will nur noch
eine Bemerkung hier anknüpfen» Da eine algebraische Gleichung vorn r/iten
Grade immer das Product von m einfachen Factoreii ist, die den m reellen
oder imaginären Wurzeln entsprechen, so kann man aus dem Verluste der
Zeichenwechsel, die nicht reellen Wurzeln der Gleichung entsprechen,
schliefsen, dafs die Gleichung eben so viel imaginäre Wurzein hat, als sie
solcher Zeichenwechsel verliert. Denn da die Zeicheureihe überhaupt zwi-
schen den Grenzen —oo und oo immer m Zeicheiiwechsel verliert und
jeder reellen Wurzel der Verlust eines Zeichenwechsels entspricht, so folgt
daraus, dafs die Zeichenwechsel, welche nicht wegen reeller Wurzeln ver-
loren gehen, eben so viele imaginäre Wurzeln andeuten. Dieser Schlufs
ist aber auf die transcendenten Gleichungen im Allgemeinen nicht anwend-
bar. Denn, wie früher bewiesen wurde, bestehen diese Gleichungen nicht
immer aus Producten einfacher Factoren, die den Wurzeln der Gleichung
entsprechen. Wenn man daher findet, dafs zwischen den zwei bestimmen-
den Grenzen und mehr/ Zeichenwechsel verloren gehen als reelle
Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten sind, so folgt daraus noch
nicht, dafs die Gleichung imaginäre Wurzeln hat.

18. Sobald einmal die reellen Wurzeln getrennt sind, so geht die
genauere Berechnung ihrer Werthe ohne allen Unterschied auf dieselbe
Weise fort, wie bei den algebraischen Gleichungen. Wendet man die ver-
besserte Newtonsche Näherungsmethode an, wie uiau sie bei Fourier fin-
det, so rnufs man von dem in (9.) gegebenen Satze Gebrauch machen, uud
verfährt auf dieselbe Weise, wie Fourier im zweiten Buche seines Werkes
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1. S l e r n , über die Auflösung der transcendenien Gleichungen. %&

über die Gleichungen. Ich kaito daher wieder nur auf dieses Werk ver-
weisen und will blofs in der Kürze die Regeln der Berechnung zusammen-
stellen, damit ihre Anwendung auf die Lösung einzelner Gleichungen, die
später folgen soll, deutlicher werde.

Mau zieht zuerst die Grenzen so eng zusammen, dafe nur eine
Wurzel der Gleichung fx — Q und keine Wurzel der Gleichungen f"x = 0,
jf 'or^O zwischen denselben enthalten ist. Es ist immer möglich, so enge
Grenzen zu ziehen, sobald die Functionen fu und fx nicht einen ge-
meinschaftlichen Facior mit fx haben; im entgegengesetzten Falle müfste
man erst diesen Facior suchen und absondern. Sind diese Grenzen gefun-
den und nennt man die kleinere a, die gröfsere ß, so bemerke mau, welche
derselben so beschaffen ist, dafs sie, statt in f ~ x und fx substituirt,
diesen Functionen gleiche Zeichen giebt: diese Grenze heifse die äufsere.
Man bezeichne sie durch 5, so sind

zwei neue Näherungswerte von x, und zwar liegt der erste zwischen &
und #·, der zweite zwischen und ß. Mit diesen neuen Näherungswerthen
kann mau wieder wie mit und ß verfahren und daraus zwei andere Nähe-
rungswerthe herleiten, die der Wurzel noch näher liegen, und dieses Ver-
fahren läfst sich so weit mau will fortsetzen. Mau wird aber diese zwei Gren-
zen nicht jedesmal zu berechnen, sondern nur folgende Regel zu beobachten
haben. Man ziehe zuerst die Grenzen a und ß so eng zusammen, dafs sie nur
um eine Deciraal - Einheit verschieden sind: ihr Unterschied sei ) . Man
nehme alsdann diejenige der Gröfseu /"'a und /""ß, deren numerischer
Werth der gröfste ist; und dividire ihn durch diejenige der Gröfsen 2/*' et,
2/*'ß, die den kleinsten Zahlenwerth hat Es sei (TV)* die Decimal -Einheit,
welche unmittelbar gröfser ist als dieser Quotient. Man untersuche nun
ob n gleich l — k, oder gröfeer als diese Zahl ist. Ist n<^i — Ä, so mufo
mau die Grenzen enger zusammenziehen, bis die Bedingung n^>l — k er-
füllt ist Mau nehme alsdann, wenn ß die äufsere Grenze ist, den Quotien-
ten und entwickele ihn bis zur 2f* + ̂ <e" Decimalstelle einschliefslieh.
Die letzte Stelle des Quotienten vermehre man um eine Einheit und addire
den so gefundenen Werth zur Grenze ß, oder ziehe ihn davon ab, je nach-
dem fß und /'ß verschiedene oder gleiche Zeichen haben. Der sä ent-
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$4 l· Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen*

stehende neue Näberangswerih ß' kann grofser oder kleiner als die Wur-
zel sein; was man leicht erfährt, wenn man ß' statt in fx substituirt.
In jedem I^alle aber ist ß' von um eine Gröfse verschieden, die weniger
als (T\r)in+* beträgt. Wenn man daher die letzte Decimalstelle im Werthe
von ß' um eine Einheit vermehrt oder vermindert, so findet man eine zweite
Grenze, die kleiner oder gröfser als die Wurzel ist, je nachdem ß' gro-
fser oder kleiner als diese ist- Mit diesen neuen Grenzen verfahre mau
wieder wie mit den vorhergehenden, so erhält mau allmälig Resultate, die
bis auf die Decimalstelieu vom Range 2n + Ä, 4 # + 3 A, 8n + 7Ä u« s.w.
genau sind,

III. Beispiele*

19. Ich werde nun, theils um das Vorhergehende zu erläutern, theile
um der dritten Anforderung der Societät Genüge zu leisten, die Werthe
einiger Wurzeln verschiedener transcendenter Gleichungen berechnen, und
will nur noch eine allgemeine Bemerkung machen. Im Allgemeinen steht
es frei, irgend einen beliebigen Differentialquotieuten als bestimmende Func-
tion zu nehmen, sobald man Grenzen kennt, zwischen welchen er beständig
dasselbe Zeichen behält. In der Regel wird es aber am zweckinäfsigsten
sein, die Grenzen zu suchen, zwischen welchen f" dasselbe Zeichen be-
hält, da gewöhnlich die Differentialquotienten einer transceudenten Function
desto verwickelter werden, je weiter man die Differentiation fortsetzt, es
also auch schwerer sein wird, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen
eine solche Function dasselbe Zeichen behält. Besteht aber der erste Theil
der Gleichung theils aus transcendenten, theils aus algebraischen Functioueri,
so wird es häufig nützlich sein, die Differentiation so weit fortzusetzen, bis
die algebraischen Functionen verschwunden sind. Hätte man z. B. die
Gleichung

fx = sina? + 5ar3-— 4a?7 + 3# — 6 = 0,
so würde man viermal zu differentiiren haben. Dies giebt /*j? = sin#, und
man nimmt alsdann sind? als bestimmende Function.

80. In Beziehung auf die Schwierigkeit, welche die Auflosung der
transcendenten Gleichungen im Verhältnifs zu der der algebraischen Glei-
chungen macht, kann man die transceudenten Gleichungen in verschiedene

eintbeileu.
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1. Stern, über die j4uftösung der iraxtcendtnten Gleichungen» 26

Am leichtesten sind offenbar diejenigen Gleichungen aufzulösen, deren
einzelne Glieder nur ganze oder gebrochene Potenzen einer und derselben
IransceiulentenFunction enthalten. Solche Gleichungen sind z.B. die folgenden:

l· C.(ün»y+ v.. M(smxY = 0,
H- CV + ..·. M** = 0,

wo A, B, C, .... M bestimmte Zahlen und , , . ebenfalls reelle, ganze
oder gebrochene Zahlen siud. Solche Gleichungen kann man nemlich un-
mittelbar auf algebraische bringen. Man braucht nur statt sin^p in der ersten
oder statt el in der zweiten Gleichung einö neue unbekannte Gröfse, etwa y
zu setzen, so gehen die Gleichungen in folgende Gleichung über;

3. Ay« + Byt + Cy* + .... My* = 0,
Dasselbe ist der Fall bei der Gleichung

4. A<? 4-Bb* + Ccx,-\* .... + Mm* — 0,
wo A, B, C, ...f beliebige Zahlen und a, <b> c, .... positive Zahlen sind.
Man braucht nur = e*9 b = e<\ c = e1* . ·.. zu setzen, so geht die Glei-
chung (4.) in die Gleichung (2.) ober. Sind die Exponenten a, ß, y, ....
in der Gleichung (3.) ganze positive Zahlen, so ist die Gleichung eine ge-
wöhnliche algebraische. Sind aber einige dieser Exponenten negative oder
gebrochene Zahlen, so hat man nicht nöthig, wie es gewöhnlich in sol-
chen Fällen geschieht, diese Exponenten durch Potenziiren wegzuschaffen,
sondern man kann sie unmittelbar nach denselben Regeln behandeln, welche
Fourier für die gewöhnlichen algebraischen Gleichungen gegeben hat. Da
hierüber Sturm schon eine Abhandlung geschrieben hat, die vielleicht be-
reits gedruckt ist, so werde ich mich nicht länger bei diesem Gegenstande
aufhalten und verweise auf dessen Bemerkungen *}·

21. Zunächst lasse ich die transcendenten Gleichungen folgen, bei
welchen sich zwar der erste Theil der Gleichung selbst nicht auf eine
algebraische Function zurückführen läfst, aber die sämmtlichen Differential-
quotienten algebraische Functiouen sind. Dies ist der Fall, wenn in der
Gleichung die Functionen logor, arcshur, arceos#> arctanga? etc. vorkom-
men. Eine solche Gleichung ist z. B. xx- /^ •^*-

tflog*— Am = 0,
welche Euler behandelt hat **). Hier ist, wenn mau die natürlichen Loga-

*) Bulletin des sciences par Forussac, Sect. L T. . 18 9.
*#) Inslit. calc. differ. Tom. II. §. 243.

Crelie's Journal d. M. Bd. XXII. Hft.1. 4
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g£ i. Stern, iüer die jtxfltsung der trentctndtnttn Gleichungen»

rithmen anwendet, ' £> . 'l !
f ss arlogo?— 400, ' , , ;

4 ^ ·. ' ' ' '*«, — L ,· · ; -» «v *· "· ·
' X

Da /^a? zwischen den Grenzen a? = 0 und #=±oo positiv ist, so nehme
man diese Function zwischen diesen Grenzen als die bestimmende an. Da

und logo? fortwährend wachsen, so folgt, dafs zwischen diesen Grenzen
nur eine Wurzel der Gleichung fx = 0 liegen kann* Setzt mau or = 3>
und dann o? = 4, so findet man

[3] = + + -
i 2,098.. ~ 0,3093....

[4] = + + +
i 2,386.*.» 0,940 ----

Es liegt also die Wurzel zwischen a und 4. NUÖ ist 4— 3 = ( * )° und

Ar = l, it es 0,

mithin n= l — & Die Grenzen sind also eng genug zur nähernden Berech-
f 8 0 940mmg gezogen. Die äufsere Grenze ist hier 4, mithin ~~ = * g , und da

2n + Ä = l ist, so ntufs die Division bis zur ersteu Decimalstelle aus~
p a

geführt werden : also ist -—. = 0,3 und niithiu der erste Nüherungswerth
= 4— 0,4==3r6.

Substiluirt man in fx statt den Werth 3,6, so erhält man ein
positives Resultat. Der Werth 3,6 ist also zu grofs, und die Wurzel liegt
zwischen 3,5 und 3,6. Nun ist n = l , also 2 n -\- k = 3. Da 3,6 die

äofsere Grenze ist, so hat man £^ = ̂ ^""= 0,002} also ist der

«weite tiähentngswerth 3,6 —0,003 = 3,597 bis auf (TV)3 genau. Da /"(3,597)
negativ ist, so liegt die Wurzel zwischen 3,597 und 3,598, und da 3,598

die äufsere Grenze ist, so hat man = 2^37813 » welcher Quotient
bis zur 7ten Decimalstelle entwickelt werden mufs, indem 2 n + A s=s 7 ist
Dies giebt 0,0007149; also ist der dritte Näherungswerth 3,598—0,000715
es 3,597285 bis auf C^)7 genau, und zwar liegt der Werth zwischen 3,5972850
uüd 3,597285 .̂ Euler findet 3,5972852.
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1. Stern, über die Auflösung dtr trmsotndtnten GlncTwngtn. $f

92. Ich werde nun einige Gleichungen abbandeln,' für welche die
Differentialquotienten ebenfalls transcendente Grofsen sind, jedoch vou der Art,
dafs die numerischen Werthe der darin vorkommenden tränscendenten Functio-
nen bereits i u Tafeln berechnet sind. Hierher gehören zunächst die tri-
gonometrischen Functionen. Es sei also z. B. die Gleichung

fx = — cosx = 0
gegeben, welche Euler ebenfalls behandelt hat #). Es ist einleuchtend,
dafs diese Gleichung nur eine reelle Wurzel haben kann. Nun ist

fx =B l

Da cosx zwischen den Grenzen x = 0, x = 90° immer positiv ist, so kann
f" zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function angenommen wer-
den; — cos a?, ist aber negativ, wenn man jc = 0 setzt, und positiv, wenn
mau # = 90° setzt, woraus schon folgt, dafs eine Wurzel der Gleichung
x — cosx = 0 zwischen diesen Grenzen enthalten ist. Zieht man die Gren-
zen enger zusammen und nimmt als solche zuerst # = 0,7, = 0,8, so
findet man

[0,7] « + + -
0,764.... 1,644.... 0,064....

[0,8] = + + + '
0,696.... 1,717.... 0,103....

Hier ist ' " ^ a^so ^ = 0; auch ist m=l ; mithin sind die Gren-
zen eng genug zur nähernden Berechnung. Die äufsere Grenze ist es 0,8,
und da 2 n + k = 2 ist, so entwickele man Q—-·^ = ^ ^ bis zur zweiten

J (

Decimalstelle. Dies giebt 0,06: also ist der erste Näherungswert^
— 0,8—0,07 = 0,73 bis auf (TV)7 genau. Substituirt man diesen Werth
statt X) so findet man, dafs er zu klein ist; der Werth von liegt also
zwischen 0,73 und 0,74 und man hat ̂ §-=^1.531, welcher Quotientj (/»*; 1,0/4....
bis auf die vierte Decimalstelle entwickelt werden mufs. Dies giebt 0,0009 ;
also ist der zweite Näherungswertk 0,74—0,001 = 0,739 bis auf (̂ )*
genau. Durch Substitution dieses Werthes statt findet man, dafs die
Wurzel zwischen 0,739 und 0,7391 liegt. Der nächste Quotient mufs bis

/(O 7391)auf die 8te Decimalstelle berechnet werden. Dies giebt Vy
J

*) lütroil in anal, infinit. L. . §. 531.
4«
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(g i. S t er m, . ber die Aufl sung der iranscendente» Gleichungen*

"" — 0000014^7; also ist tet dritte N herungstoerth 0,7391
—0,00001488 = 0,73908512 bis auf (Λ)8 genau. -Etifer findet 0,7390847.

83. Es sei ferner dfe »Gleichung Λ
a? — tangj? β 0 ^

gegeben, welche in der Theorie der Schwingungen elastischer K rper und
in der Theorie der W rme vorkonra&k Statt dieser Gleichung kann man auch
schreiben χ™*χ~~Βιηχ. ._ Q micj man fcaim frier wieder wie fr her be-

cosor 7 . . .. ,

weisen, dafs die Wurzeln der Gleichung - = 0 nicht Wurzeln der ge-' cos a?
gebenen Gleichung sind. (Vergl. §^ 5.) Man braucht daher nur die Glei-
chung arcosa? — sinar = 0 zu betrachten. Da diese Gleichung unver ndert

Λ bleibt, werm man ·— ar statt ^rs tzt, so folgt, dafs jeder positiven Wurzel α
~* * eine negative — α entspricht. Man braucht daher nur die 'positiven Wurzeln

zu suchen« Es ist - - » i ! · .
^ r? ^ · % fx =

Γ Ϊ f x =: —#smjF, «^

- i3bV
J7^ Die kleinste Wurzel ist χ = 0. Bezeichnet man durch ω ein Unendlich-Klei-i t '

»es, so ist klar, dafs f"χ zwischen den Grenzen # = oo und # = 90
^ f immer negativ ist. Man hat also

[90° J =
Zwischen diesen Grenzen liegt mitbin keine Wurzel. Es ist ferner ein-
leuchtend, dafs keine Wurzel zwischen den Grenzen χ = 90° und χ = 180*
enthalten ist, da cos χ zwischen diesen Grenzen immer negativ und sin a?
immer positiv ist. Zwischen den Grenzen x= 180° und χ = 270° ist f'x
immer positiv, und kann daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende
Fuuction angenommen werden. Nun findet man

[270°] = = + + + ;
also hat die Zeicherrreihe [l 80 +ω] einen Zeichen Wechsel mehr als die
Zeichenreihe [270°], und es liegt d^Iier eine Wurzel zwischen diesen Grenzen.
Zieht man die Grenzen enger zusammen, so ergiebt sich, dafs die Wurzel
zwischen #=±4,4 und # = 4,5 liegt, and zwar ist
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1. S t er , über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. f$

[4,4] + + —
2,3 4,187..,. 0,4006..,.

[4,5] = + + +
1,92 4,398885 0,028949

2 3Nun ist g-~ = 0,2* alsa Ä = 0; ferner ist n = l ; mithin sind die Grenzen eng
genug zur nähernden Berechnung. Die äufsere Grenze ist 4,5. Man muf»

0 02S
also den Quotienten - 1111 bis auf die zweite Decimalstelle entwickeln.T:,Gyö ....
Dies giebt 0,00. Mithin ist der erste Näherungswert 4,5 — 0,01 = 4,49.
Da /*(4,49) negativ ist, so folgt hieraus, dafs die Wurzel zwischen 4,49 und

4,5 enthalten ist. Nun ist 4,5 die äufsere Grenze, und der Quotient ^ -4,398885
auf vier Decimalsfellen entwickelt, giebt 0,0065 ; also ist der zweite Nähe-
rungswert!^, 5— 0,0066=4,4934. Dieser Werth ist zu klein; also liegt die

Wurzel zwischen 4,4934 und 4,4935. Der Quotieut

auf 8 Deeimalstellen entwickelt, giebt 0,00009035 : also ist der dritte Nähe-
rungswerth 4,4935 — 0,00009030 = 4,493^0^4 bis ^uf (TV)8 genau.
Bogen -Einheiten ausgedrückt, giebt dieses 257° 27' 12'/j 268. Eitler findet
den Näherungswert!! 257°27/ 12" = 4,493408^4 #> Man kann aber vermittelst
der ISwfcrsehen Methode den Werth noch genauer finden, weim man alle
Glieder der Reihe, die er zur Berechnung anwendet und welche noch auf
die achte Deciinalsfelle Einflufs haben, berücksichtigt. Man findet alsdann, nahe
mit unserem Resultate zusammentreffend, den Werth 4,49340G6S. Poisson
findet ##) 4,49331, welcher Werth schon in der vierten Decimalstelle un-
genau ist und wahrscheinlich 4,49341 heifseu soll.

Auf dieselbe Weise, wie hier die kleinste positive Wurzel gefunden
wurde, können nun auch die übrigen Wurzeln berechnet werden. Es ist
aber einleuchtend, dafs es unendlich viele solche Wurzeln giebt und dafs
die nie Wurzel zwischen den Grenzen und (w+ £) enthalten ist, wo
die halbe Peripherie bedeutet.

Bemerkenswert ist auch die Art, wie Euler durch Umkehrung der
Reihen Näherungswerte für jede wie Wurzel findet, die desto genauer sind,

*) Introd. in anal, infinit. L. IL §. 539.
*'*) Mem. de l'acad. des seiendes T. VI1L p. 420. Als Werth der zweiten Wur-

zel giebt Poisson 7,73747, was schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist,, indem
der wahre Werth 7,725.... ist.
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80 1. 5 fern , über A> Auflösung i«r transcindenten Gleichung**.

je gröfser n ist. Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens in diesem besondern
Falle hängt aber von dem besondern Umstände ab, dafs sich die nie Wurzel
dem Werthe (w + i^r) immer mehr nähert, je gröfser n ist (vergl. §. S.).

24. Eine andere Gleichung dieser Art, welche in der Theorie der
Schwingungen einer elastischen Kugel vorkommt, ist folgende;

(4 — 3#2)sinjr — 4jrcosa? = 0.
Auch liier entspricht jeder positiven Wurzel a eine negative — a; nrnit
braucht daher nur die positiven Wurzeln zu suchen. Die kleinste entspricht
dem Werthe == 0, Die nächste Wurzel findet man wie folgt. Es ist

fjc = (4—- 3#7)sHi:r — 4-rcosjr,
f'x = — #(3 je cos o? + 2 sin a?),
f"ac == (3a?2 — 2)sina? — Sarcosar.

Die Fuucüon f" ist zwischen den Grenzen # = 0 und = 45° immer
negativ. Denn ist 3 a?2 < 2 oder < /"£ , das heifst < 45°, so ist 3 x* — 2
und also auch f"x negativ: mithin kann f" zwischen diesen Grenzen zur
bestimmenden Function genommen werden. Bezeichnet man durch ein
Unendlich -Kleines, so hat man

Es liegt also keine Wurzel zwischen 0 und 45°. Zwischen den Grenzen
x = 45° und = 90° kann aber f"x nicht als bestimmende Fuiiction ge-
braucht werden, weil sie zwischen diesen Grenzen das Zeichen wechselt.
Man könnte nun zwar den Zwischenraum in kleinere theilen, wird aber
schneller zum Ziele kommen , wenn mau die höhern Diflerentialquotienteii
entwickelt. Denn es ist

f*x = (24
Offenbar ist fl*x zwischen den Grenzen 0 und 90° immer positiv und folglich
zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function zu gebrauchen« Die
ZJeichenreihen sind

Da nun jede Zeichenreihe nur einen Zeichenwechsel enthält, so liegt keine
Wurzel zwischen diesen Grenzen,

Zwischen den Grenzen = 90° und = 180° ist f11 immer positiv
und daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende Functiou brauchbar.
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l» Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 31

Man findet
[90°] -f --

also ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel enthalten. Die Grenzen sind
aber noch nicht eng genug zur nähernden Berechnung, da auch /"# = 0
eine Wurzel zwischen diesen Grenzen hat. Zieht man die Grenzen enger
zusammen und setzt allenfalls = 2,5 und # = 2,6, so bat man

[2,5] = + + ~
26,04 12,029 0,816....

[2,6]= + + +
27,2 14,707 0,519....

27 2
Hier ist g ^029 ~^ »····? also Ä = — 1; auch ist n = l; mithin wird die

Bedingung n y> l — k nicht erfüllt und die Grenzen müssen enger gezogen
werden. Setzt man = 2,56, = 2,57, so findet man

[2,56] = + + _
26,81 13,901..,.

[2,57] = + + -f-
26,92 13,88437 0,09057....

26 92Hier ist ^j^g- =0,9, also & = 0; ferner n = 2 j folglich sind die Grenzen

hinlänglich nahe. Die äufsere Grenze ist 2,57 \ der Quotient £^§437 auf
vier Stellen entwickelt, giebt 0,0065: also ist der erste Näherungswert!*
2,75 — 0,0066 = 2,5634. Dieser Werth ist zu klein; die Wurzel liegt also
zwischen 2,5634 und 2,5635. Bei der nächsten Operation erhält man den
Werth bis auf 8 Stellen genau, und zwar ist

- ,00090157.
/'(2,5635> ~ 13,7095659

also der zweite Näherungswert!* 2,5635 — 0,00006577 = 2,56343423.
Poisson findet 2,56334*).

Zwischen den Grenzen = 180° und = 270° ist fx immer, positiv,
mithin keine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Im vierten Qua-
dranten dagegen liegt eine Wurzel ; deun f" ist zwischen diesen Grenzen
immer negativ. Man kann also diese Function wieder ab bestimmende an-
sehen und findet

[270»] = - + +
[360°] = -- —

») Memoire» de l'acad. des se. T. VIII. p. 420,
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3B 1. S fe rn , über die Auflösung der tranecendenten Gleichungen.

Die Zeichenreihe [360°] hat also einen Zeichen Wechsel weniger als die
Zeicheiireilie [270"]. Zieht man die Grenzen enger zusammen, so findet man

16,0] = — - +
75,7 100,34 6,01

6 tl = -— — ---··'
67,95 107,53 4,38

Hier ist «r^feröi «= °*3» also & = 0, n = l und » = l— k.
4 18Da 6,1 die äufsere Grenze ist. so entwickele man den Quotienten -—-^' 107,53

bis auf die zweite Deeimalstelle. Dies giebt 0,04 ; also ist der erste Nähe-
rungswerth 6,1 — 0,05 = 6,05. Da /*(6,05) negativ ist, so liegt die Wur-

zel zwischen 6,05 uud 6,06. Nun ist 5||5S = Y^fff == 0,0013: also ist
der zweite Näherungsiverth 6?06 — 0,0014 = 6/1586. Dieser Werft ist
zu klein und daher die Wurzel zwischen 6,0586 und 6,0587 enthalten.

Nun ist ̂ jj$ = TM|S^ = 0,00002989; also ist der dritte NäAe-
rungswerth 6,0587 — 0,0000299 = 6,0586701 bis auf (TV)8 genau. Poisson
hat 6,05973.

Es ist einleuchtend, dafs auch diese Gleichung unendlich viele reelle
Wurzeln hat und dafs die nte Wurzel zwischen (n — £) und enthalten
ist. Jede dieser Wurzeln kann nach dem vorhergehenden Verfahren bis auf
jede beliebige Dechnalstelle genau gefunden werden. Wo es sich aber nur
um eine ungefähre Annäherung handelt, kann man auch hier mit Nutzen
das bei dem früheren Beispiele erwähnte Eulersclie Verfahren anwenden
und durch Umkehrung der Reihen eine Formel finden, welche die folgen-
den Wurzeln desto genauer giebt, je gröfser n ist

26. Ich werde nun einige Aufgaben behandeln, bei welchen aufser
den trigonometrischen Functioneq auch die Fuuctionen ex-\-erx und e* _ &~x

vorkommen. Auch zur Berechnung dieser Fuuctionen besitzen wir jetzt Ta-
feln in der vortrefflichen Abhandlung Gudermanns über die Theorie der
Potenzialfunctionen *<). Ich wrerde nach dem Vorgange dieses Gelehrten zur
Abkürzung \ (e* + <rx ) = Cos und ! (ex — €** ) = Sin je setzen.

Es sei nun die Gleichung
f x = (e* + <r*)eos#— 2 = o

*) Creüe, Journal für die Mathematik^ Bd. 6. u. 7.
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1. Stern, ber die Aufl sung der irmscendcnten Gleichungen.

gegeben, statt welcher mau auch
- 1 = 0

setzen kann. Es ist klar, dafs jeder positiven Wurzel χ eine negative — χ
und eine imagin re ±Λ·/" — l entspricht

Hier hat man nun
— l,

Die kleinste positive Wurzel der Gleichung ist χ = 0. Bezeichnet alsdann
ω ein Unendlich -Kleines, so ist f'x zwischen den Grenzen # = ω und
x = 90° immer negativ und kann daher zwischen diesen Grenzen als be-
stimmende Function gebraucht werden. Es ist aber

M = ---
[9o°] = --- -

also liegt keine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Dafs zwischen χ = 90°
tind # = 270° keine Wurzel liegt, ist von selbst klar, da fx zwischen
diesen Grenzen immer negativ ist. Zwischen den Grenzen a? = 270° und
07 = 360° ist f"x immer positiv und kann daher wieder als bestimmende
Function gebraucht werden. Nun ist

[270»] = + + —
[360°- ω] = + + -f 5

also ist eine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Zieht man die
Grenzen enger zusammen und setzt zuerst # = 4,7 und dann 57 = 4,8, so
ergiebt sich rvi = + + -

109,8 54,28 1,68
[4,8] = + + +

118,2 65,84 4,31.
4 | Q O

Es ist aber Ο-ΏΓΟ — l ? · · · v a's° ^ = — l? n = l, das heilst, die Gren-
£ . 0*Γ,χί

zen sind nicht eng genug zur Dauernden Berechuuug. Setzt man ferner
x = 4,73, # = 4,74, so ergiebt sich

[4,73] = + + -
113,26 57,6409 0,0023

[4,74] = + + +
114,38 58,7791 0,5796.

Hier ist ̂ — =0,9, also A = 0, n = 2.
Grelles Journal d. M. Bd. XXII. Uft. 1.
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84 i· Stern, über die Auflosimg der transcendenten Gleichungen,

Die Sufsere Grenze ist 4,74 and der Quotient
auf vier Decimalsiellen entwickelt werden. Diesgiebt 0,0098; also ist der
ertteNaherungswerth 4,74 — 0,0099 = 3,7301. Dieser Werth ist zu grofs,
mithin die Wurzel zwischen 4,7300 und 4,7301 enthalten. Der Quotient

f*((*730ij auf 8 Decimalstellen entwickelt, giebt ^S^0^000059005

also ist der zweite Näherungswerth 4,7301—0,00005901 =4,73004099.
Die hier abgehandelte Gleichung kommt bekanntlich in der Theorie

der Schwingungen elastischer Stäbe vor. Statt des hier gefundenen Wer-
thes der ersten Wurzel hat Polsson 4,73003 *).

86. Auch die Gleichung
(** + <r*)cos;r + 2 = 0,

statt welcher man
costf Cos a? + l = 0

schreiben kann, kommt in der Theorie der Schwingungen elastischer Stäbe
vor. Hier ist

fx =
fx =s

Zwisdie« ^r = 0 und # = 90° ist fcc immer positiv; es kann also keine
Wurzel zwischen diesen Grenzen liegen. Zwischen den Grenzen = 90g

und = 180P ist f"x immer negativ und kann daher als bestimmende Func-
tion gebraucht werden. Man hat

[900] = -- +

es liegt also eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Nimmt man nun die
engeren Grenzen a? = 1,8 und a?= 1,9, so findet man

[1,8] = - - +
5,7 3,69 0,29

[1,9] = - - _
6,11 4,29 0,10

Hier ist 2 6 =0,8, also Ä = 0, «= 1; der Quotient ^09 nru^s

*) Mem. de l'acad. des sc. T. VIII. n. 485. In dem Traite de inecani<jue ed. 2.
T. 2. p. 389 dagegen steht der Werth 4,74503; wa» aber offenbar 4,73003 heüsen
mufe, da dieser Werth = | +0,01765 sein soll.
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1. S t er η ι ber die Aufl sung der Iranscendenten Gleichungen. 35

her auf zwei Decimalstellen entwickelt werden. Dies giebt 0,02; also
ist der erste N herungswert!* 1,9— 0,03 = 1,87. Nun ist jf(l,87)
positiv; folglich mufs die Wurzel zwischen 1,87 und 1,88 liegen.
nt i j. /X1.88) 0,02033 Λ ™ΛΟ i · , j v AT-ZMan hat >,/188) = ^ 16792 = °*00 ;̂ a*so ist der *w€ite Naherungs-
werth 1,88 — 0,0049 = 1,8751. Dieser Werth ist zu klein; mithin liegt
die Wurzel zwischen 1,8751 und 1,8752. Der folgende N heruugswerth
kann bis auf 8 Stellen genau gefunden werden, und zwar fiudet man

? also ist der dritte N herungswerth
18752 — 0,00009598 = 1,87510402. Poisson findet in der erw hnten Ab-
handlung 1,8756*).

27. Ich will nun noch einige Gleichungen abhandeln, bei welchen der
Werth von fx in einer convergirenden Reihe ausgedruckt ist, f r welche
noch keine Tafeln berechnet sind. Ich nehme zuerst die Gleichung

/ *̂  *"^™* *̂  ^i A l ^ ^ / i O Q \ 2 1̂ ( \ *) Q ^ L \ 2 · * . . » ·"··* \j ,\ A » ^ y t ΙΛ ̂  · O J l l » < f c e v J « T t l

welche bekanntlich in der Theorie der Bewegung der W rme in einem
Cylinder und bei mehreren anderen physikalisch - mathematischen Unter-
suchungen vorkommt **). Diese Gleichung kann keine negativen Wurzeln
haben, da alle Glieder der Reihe positiv werden, sobald man statt χ eine
negative Zahl setzt. Man braucht also nur die positiven Wurzeln zu suchen.
Hier ist

*** π* τ 3 <y*a /?/_ _ i JL· —- - JL· l
*· / ^ ~ 2 22.3 " ^ 22.32.4 22.32.42.5 ~ "* * *

Die drei Reihen (1., S., 3.) sind nach bekannten Salzen convergirende Reihen,
und es kann daher vermittelst ihrer der Werth von fx, f'x, fnχ f r jedes
gegebene χ mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit berechnet werden,
sobald χ eine endliche, reelle Gr fse ist. Bei diesen Reihen kommt man
nemlich, wenn man statt χ irgend einen beliebigen endlichen reellen Werth
setzt, jedesmal an ein Glied, von welchem an gerechnet der Zahlenwerth

*) Der Werlh 1,87011, den Poisson im Traite de mec. T. II. p. 390 giebt, ist
offenbar unrichtig und muis 1,87511 heifsen, da dieser Werlh = -Jyr-f"^ seil* S°U>
wo 5' = 0,30431 ist.

**) Auch diese Gleichung behandelt Poisson in der erw hnten Abhandlung p.
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3€ l· Stern, Hier cft> Auflösung der transcendcnten Gleichungen.

jedes Gliedes gröfser ist als der des nachfolgenden. Bei der Reihe (1.) z, B.
erhält man aus jedem Gliede TTT^ - £ ? wenn man es mit . inulti-
plicirt, das nachfolgende. Sobald also m so grofs ist, dafs &<^(m-}-i}*
ist, so wird jedes folgende Glied kleiner als das vorhergehende und die
Glieder eonvergiren zu dem Werthe NuH hin. Bezeichnet man daher im
Allgemeinen diese Reihe durch

f(x) = H0 — ai +« 2 ~«3 + ---- + «m — -UWl + tfm+7 — ffm+3 ---- ,

setzt «0 — Hj, + a2 — ···· — ew_i= Ä· und nimmt an, dafs von «m au jedes
Glied gröfser ist als das folgende, so hat mau

fx>S, f*<S + am, f*>8 + am — am+l etc.,
so dafs man also, indem man die einzelnen Glieder der Reihe zusammen
addirt, sich nicht blofs dem wahren Werthe immer mehr nähert, sondern
auch fortwährend zwei Grenzen hat, zwischen welchen der Werih der
Reihe eingeschlossen ist. Die ersten Ziffern, welche den beiden Grenzen
gemeinschaftlich sind, müssen daher auch nothwendig dem wahren Werthe
der Reihe angehören, und man kann mithin diesen Werth bis auf jede belie-
bige Stelle genau berechnen. Aelmliches gilt auch von den übrigen Reihen.

In der Reihe f" werden zwei auf einander folgende Glieder all-
gemein durch

X

*

ausgedrückt. Soll nun ^ — — n — TTTT — r™ >0 22.32. ..-.m2 (m+l)(w+2) 2

sein y so mufs l >> ^- 3 oder <[(WI + 1) (#» + 3) sei*n· Setzt
man m= 2, so ist (m + 1) (w» + 3) = 15: sobald also o? kleiner als 15 ist,
ist jedes positive Glied der Reihe f'x, von ^ ̂  an gerechnet, gröfser

/^ · O · TT

als das nachfolgende negative: so lange aber # nicht gröfser als 3 ist,
bleibt auch \ — 4y-^ positiv. Die Function fn ist daher zwischen den

» O

Grenzen = 0 und ? = 3 immer positiv und kann als bestimmende Fuuc-
tion gebraucht werden.

Esist

[3] « + -- ;
mithin ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel der Gleichung fx = 0
enthalten. Zieht man die Grenzen enger zusammen, damit sie nur um eine
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t» Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 87

Decioial- Einheit verschieden sind, so findet mau
[11 = + - +

0,35 0,57 0,2
[2] = 4- — —

0,23 0,28 0,19*).
0 35Hier ist l die äufsere Grenze, Nun ist * 0 = 0,6 ; also k = 0, und aufser-

^•Uj^ö

dem n = 0; mithin sind die Grenzen nicht eng genug zur nähernden Be-
rechnung. Setzt man ar=l,4 und # = 1,5,. so findet man

[1,4] = -f- — +
0,303 0,445 0,020

[1,5] = + - —
0,292 0.415 0,0232,

0 303Nuii ist , ^ =0,3, also & = 0, it = l; mithin sind die Grenzen eng ge-
2, · 0,410

iiug zur nähernden Berechnung. Der Quotient ' , auf zwei Decimalstel-
len berechnet, glebt 0,1)4; also ist der erste Näherungswerth 1,4+0,05 =
1,43. Dieser Werth ist zu grofs und die Wurzel ist zwischen 1,44 und
1,45 enthalten. Da 1,44 die äufsere Grenze ist, so mufs man den Quotienten
/(1,44) · n · i L n ^ - 1 1 r^. · i^ 0,002508 r.nr^-^ — auf vier Decimalstellen entwickeln. Dieses giebt ^TTTÖOT- = 0,005 / ?
also ist der zweite Näherungswerth 1,44 + 0,0058=1,4458 bis auf (TV)
genau. Auch Poisson findet 1,4457.

Die nächste Wurzel findet man am leichtesten durch folgende Be-
trachtungen. So wie früher nachgewiesen wurde, dafs die Function f"
zwischen de» Grenzen = 0 und = 3 immer positiv ist, so lassen sich auch
leicht ähnliche, aber weitere Grenzen angeben, zwischen welchen die folgen-
den Diflerentialquotienlen beständig dasselbe Zeichen haben. Denn man hat
4 /»HI - _ _ ___ \ ____ ___ i ____
·*. / ^ — ^3 2.3.4 ' 22.3.4.5 22.32.4.5.6;r 2*.32.42. 5.6.7
S f iv^ _ ! _ * . x* ac* , \

7 2.3.4 2.3.4.5^2^.3.4.5.6 22.32.45.d7 "r ' * * / '
t - 2
T

_
2.3L4.5 2.3.4.5.6 22.3.4.5.6.7 22.32.4.5.6.7,8

*) Man bemerke, dafs es nur nölhig ist, die Werthe von zwei der Functionen
//x x, f1 oc, fx zu berechnen, indem man daraus den Werth der dritten finden kann,
da diese drei Funclionen durch die Gleichung

fx-^f'x ss — xf" »
mit einander verbunden sind.
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88 1. Stertt, ber die AuftoSung der transzendenten Gleichungen.

7 Γ-ν— _J ___ x -l- ** __ *' __ ι
' ' 2.3.4.5.6 1.3.4 5.(5.7~21.3.4.5.6.7. 2a.3J. 4.5.6.7.8.9 ~ "" >

8 f-'~ _f _ ^ ____ Ξ ___ L—fL1 ____ ** .
°- / — V2.3A5.6.7 2.3.4 5.6.7.8 ~22.3.4.5.6.7. .9 2a.324.5.6.7.8.9.10 i""

In der Reihe (4.) ist nun der Zahlenwerlh jedes Gliedes gr fser als der des
folgenden, sobald χ nicht gr fser als 4 ist: daher ist f"*x zwischen den
Grenzen #±=0 und # = 4 immer negativ. Eben so findet man aus den
Reihen (5., G., 7.5 8.), dafs f*vx zwischen den Grenzen a? = 0 und a: = 5
immer positiv ist, dafs fvx zwischen den Grenzen # = 0und jr = 6 immer
negaiiv ist, dafs f"oc zwischen den Grenzen # = 0 und ar = 7 immer po-
sitiv ist und f™x zwischen den Grenzen χ = 0 und χ = 8 immer nega-
tiv. Man kann daher jede dieser Functioneu zwischen den entsprechenden
Grenzen als bestimmende Function ansehen. Nimmt man z. B. fr"jc als be-
stimmende Function, so hat man

fllx px fx

[8] β — + — + — — ψ + *>

Die obere Reihe enth lt 7, die untere 5 Zeichenwechsel: es sind also zwi-
schen den Grenzen χ = 0 und χ = 8 zwei Wurzeln der Gleichung fx = 0
enthalten. Da wir aber bereits wissen, dafs eine Wurzel, und nur eine
zwischen den Grenzen # = 0 und χ = 3 enthalten ist, so mufs die andere
noihwendig zwischen den Grenzen χ = 3 und χ = 8 liegen. Substiluirt
man allm lig die dazwischen fallenden Werthe 4, 5, 6, 7, so findet man,
dafs die Wurzel zwischen 7 und 8 enthalten ist; denn es ist

[7] = _ + _ + -- + _,

das heifst die Zeichenreihe [7] hat 6 Zeichenwechsel, w hrend die Zeichen-
reihe [8] nur 5 hat. Zugleich ergiebt sich aus dem Vergleiche der zwei
Reihen [7] und [8], dafs die Gleichung fllx = Q zwischen den Grenzen
a? = 7 und jr = 8 keine Wurzel hat und dafs also fllx zwischen diesen
Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Und zwar

*) Da je drei aufeinanderfolgende Differentialquoiienten /nac, /n^1o?, f"*1* χ
durch die Gleichung

fnx + (n+i}fn+lx + χ/η+Ίχ s= 0
mit einander verbunden sind, so ist klar, dafe man die Werthe aller folgenden Diffe-
rentialquotienten unmittelbar aus den Werlhen von fx und fx finden kann.
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. Sfer/ i , übel· die Auflösung der transcenaenten G fcich» n gen. 39

bat man

0,007 0,13 0,07
[8] = — + +

0,02 0,27 0,04
Nun ist 9~?)-|3 = 0,07, also k = l ; auch ist » = 0 ; mithin die Bedingung
n = l — k erfüllt. Hier ist 7 die äufsere Grenze und es mufs der Quotient
f™ anf eine Decimalstelle entwickelt werden. Dies giebt 0,5 ; also ist der
U) l «5
erste Näherungswerth 7 + 0,6 = 7,6. Dieser Werth ist zu klein ; mitbin
liegt die Wurzel zwischen 7,6 und 7,7. Ferner hat man, wenn man den
Quotienten ^7^ = 777^ au^ drei Decimalstellen entwickelt, 0,016; also ist/ (/,OJ U,l^o
der zweite Näherungswert?* 7,6 + 0,017 = 7,617. Dieser Werth ist zu klein.
Die Wurzel liegt mithin zwischen 7,617 und 7,618. Der Quotient

0 0001005= Q 12326 kann au^ ' Stellen entwickelt werden. Dieses giebt 0,0008153;
also ist der dritte Näherungswertl* 7,6178153. Poisson findet 7,6243,
welcher Werth schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist.

Auf dieselbe Weise können nun auch die übrigen Wurzeln leicht mit
Hülfe der höheren DiSerentialquotienten gefunden werden,

28. Die Gleichung
f V — 1 XJL·^ ___ £! __ x* ' —nX """ l~ 2 ̂ 3.2a 4(2. 3)a ^5(2.3.4j2 ---- ~ U y

welche in der Theorie der Bewegung eines elastischen Membrans vorkommt,
steht mit der vorhergehenden in genauer Verbindung, indem Fx=. — fx
ist. Diese Gleichung hat ebenfalls nur positive Wurzeln und es ergiebt
sich aus den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen, dafs FH zwi-
schen den Grenzen — 0 und = 4 immer positiv ist und mithin zwischen
diesen Grenzen als bestimmende Fuuction gebraucht werden kann. Man
findet

[4] = + + --
Offenbar liegt also eine Wurzel der Gleichung zwischen den Grenzen a? = 0
und # = 4. Da aber auch eine Wurzel der Gleichung F'jcssO zwischen
diesen Grenzen liegt, so mufs man engere Grenzen nehmen« Man findet

[3] = + — +
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40 i. Stern, über die Auflösung .der tramcendenten Gleichungen*

Diese Grenzen sind noch nicht eng genug. Dagegen hat man
[3,6] = + - +

ty06 O,ll 0,007
[3,7] a + - ~

0,05 0,10 0,003.

Hier ist < 7 ~°^> a"so ^ — °> = 1· Die äufeere Grenze ist 3,6 und

man hat -̂ - = 0,06 ; also ist der erste Näherungswert^ 3,6 -f 0,07 =
3,67. Dieser Werth ist zu kbia; also ist die Wurzel zwischen 3,67 und
3,68 enthalten. Ferner ist J/3^ = ̂ ^- = O,0004, also der zweite
Näherung swerth 3,6705 bis auf (TV)4 genau. Statt dieses Werthes hat
Polsson den Werth 3,55, der schon in der ersten Decimalstelle abweicht ̂ ).

Um die nächste Wurzel zu finden,, betrachte man die höheren Diffe-
rentialquotienten. Es ergiebt sich aus dem Früheren, dafs allgemein F2mx
positiv ist zwischen den Grenzen #=0 und a7 = 2w + 2, und dafs F2m+lx
negativ ist zwischen den Grenzen # = 0, ^ = 2m + 3. Diese Functionen
können also zwischen den entsprechenden Grenzen als bestimmende ge-
braucht werden. Nimmt man z. B. die Funetion JFX1# zur bestimmenden, so
weif« man, dafs diese Funetion zwischen den Grenzen x — Q und =13
beständig negativ ist. Nun ist

F^x F*JC Fl*# jFHlll;r F™x Fvlx Fvx F"x F"lx Fllx Flx Fx
[0] = — + — + _ + - + _ + _ +

Die Zeichenreihe [0] enthält 11 Zeichenwechsel, die Zeichenreilie [13]
nur 9. Es werden also zwischen den Grenzen 0 und 13 zwei Wurzeln der
Gleichung Fx — Q angedeutet, und da man schon weifs, dafs eine dieser
Wurzeln zwischen 0 und 4 enthalten ist, so nuifs die andere zwischen 4
und 13 liegen. /

Uebrigens wäre es nicht ttöthjg gewesen, bis zur Funetion /Sc, zu-
rückzugehen, um zu finden, wie viele Wurzeln zwischen den Gren-
zen 0 und 13 liegen. I)as vorstehende Schema zeigt nämlich, dafs die
Gleichung Fm# = 0 zwischen den Grenzen 0 und 13 keine Wurzel hat,
und dafs FilJx zwischen diesen Grenzen beständig negativ ist. Dies Mtte

*) In der angeführten Abhandlung p. 506.
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1. S t er Π) ber die Aufl sung der transcendenten Gleichungen. 4J

man auch unmittelbar aus der Reihe finden k nnen , welche den Werth
von Fl"x arigiebt. Substituirt man in derselben statt χ den Werth 13,
so ist zwar das erste Glied ^~~^~~± kleiner als das darauf folgende — J— — :**o.* 2.3.4.5
bei den sp tem Gliedern ist aber jedes positive Glied gr fser als das darauf
folgende negative; mithin ist die Summe dieser Glieder positiv. Nun ist
aber schon der Werth der Summe der ersten Glieder
JL __ 13 __ 13* ___ 13» , 13* _____ 13*
2.3.4 2.3.4.5 T~ 22.3.4.5.6 2».32.4.5.6.7 "*" 2*.3M2.5. .7.8 22.32.42.5'.6.7.8.9
positiv: mithin ist um so mehr — Fm13 positiv oder F*"13 negativ; und
eben so ist es bei den kleineren Zahlen. Um die zweite Wurzel zu finden,
braucht man daher nur das Schema

[4] = - + + -
[13] = — - + +

zu betrachten. Da aber Fua? zwischen diesen Grenzen eine Wurzel hat,
so mufs man die Grenzen enger ziehen. Man findet

[12] = - + -
0,003 0,025 0,007

[13] β _ + +
0,004 0,021

Hier ist Σ^τΰττ = 0>9 ; also ist k = 0, n = 0. Die Grenzen sind daher nicht
eng genug zur n hernden Berechnung.

Man findet ferner
[12 3] = _ + _

0,004 0,024 0,000113
[12,4] = - + +

0,004 0,024
Es ist %^24 = 0?08 , also k = l ; auch ist n = l , mithin die Bedingung

w>l— k erf llt. Da 2Λ + Α = 3 ist, so mufs der Quotient ̂ ^ auf
drei Decimalstellen entwickelt werden. Dies giebt 0,004; also ist der erste
N herungswerth 12,305. Dieser Werth ist zu grofs; mithin ist die Wur-
zel zwischen 12,304 und 12,305 enthalten. Der n chste N herungswert!!
kann nun auf 7 Decimalstellen genau gefunden werden. Es ist

F( 12,304) _ 0,000014980 _ oonofi141.
Ρ(Ϊ2^04) — 0,024393 ~~ υ>υυυοι**>

also ist der n chste N herungswert 1 2,3046 1J2. Poisson findet den
Werth 12,41 (ebend.).
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42 l· Stern, über die Auflosung der transcendentcn Gleichungen.

29. Diese Beispiele werden genügen, um zu zeigen, wie man in
ähnlichen Fällen zu verfahren hat, und um zu beweisen, dafs man vermittelst
der angegebenen Methode alle reellen Wurzeln der transcendenten Glei-
chungen mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit finden kann. Ich
will nun schliefslich noch eine besonders interessante Frage berühren, nem-
lich die, wie man erkennen kann, ob eine transcendente Gleichung nur
reelle Wurzeln hat. Auf diese Frage ist man besonders durch mathematisch-
physikalische Untersuchungen gekommen, welche häufig auf transcendente
Gleichungen führen, und wo es sich oft unmittelbar aus der Natur der Unter-
suchung selbst ergiebt, dafs solche Gleichungen keine imaginären Wurzeln
haben. Es kommt darauf an , dasselbe auf rein analytischem Wege nach-
zuweisen. Allgemeine Regeln, vermittelst deren man in jedem Falle un-
mittelbar aus dem Bau der Gleichung entscheiden konnte, ob eine transcen-
dente Gleichung nur reelle Wurzeln hat, giebt es bis jetzt nicht ; und dies
darf uut so weniger auffallen, da die ähnliche Untersuchung in Beziehung
auf die algebraischen Gleichungen ebenfalls nicht ohne Schwierigkeiten ist.
Durch verschiedene besondere Betrachtungen kann man aber allerdings von
einer Menge transcendenter Gleichungen beweisen, dafs sie nur reelle Wur-
zeln haben. Am einfachsten geschieht es natürlich in dein Falle, wenn
eine Gleichung fx = 0 gegeben ist und man weifs, dafs fx das Product
einer Anzahl einfacher Factoren ist die alle reellen Wurzeln der gegebe-
nen Gleichung entsprechen. So z. B. hat die Gleichung siii# = 0 noth-
weridig nur reelle Wurzeln, da

sn* =

ist; dasselbe ist bei der Gleichung cosrr = 0 der Fall.
Eine andere sehr fruchtbare Betrachtungsweise besteht darin, dafs

man in der gegebenen Gleichung fx s= 0 statt seines Werths -f- b /* — l
subsütuirt, wo und b reelle Gröfsen bedeuten, und dann nachweiset, dafs
die Annahme auf Widerspruche führt, wenn man nicht = 0 setzt. Diese
Beweisführung scheint zuerst Fourier angewendet zu haben, welcher be-
merkt*), dafs es hinreiche, den Werlh a-\-bf — l statt in die Gleichung
x — . taug o? =£() AU substituiren, wo K eine Zahl bedeutet, die kleiner als
die Einheit ist, um zu beweisen, dafs die Gleichung keine Wurzel dieser
Art haben könne. Später hat Cauchy in einer besonderen Abhandlung

*) Theorie de la chaleur p. 366.
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1. Stern , üfeer c?i> Auflösung der transcendenten Gleichungen^ 43

diese Idee ausführlich behandelt und auf eine grofse Anzähl von Gleichun-
gen angewendet**). Indem ich auf diese Abhandlung verweise, werde ich
mich begnügen, hier noch einige Gleichungen abzuhandeln, die nicht bei
Cauchy vorkommen, und Gelegenheit finden, dabei noch einige besondere
Kunstgriffe anzuwenden. Ich werde besonders die im Früheren abgehandel-
ten Gleichungen berücksichtigen.

Die Gleichung
sin =

kann keine imaginären Wurzeln von der Form }" + #/* — l haben, wenn
a eine Zahl bedeutet, die nicht gröfser als die Einheit ist. Denn substituirt
man statt den Werth y + #vr— 1> so erhält man die zwei Gleichungen

2. cosy.|(e* — ""*) = 0.
Soli nun z nicht 0 sein, so kann man der zweiten Gleichung nur dann
Genüge leisten, wenn man eosy = 0 setzt. In diesem Falle ist aber siny
= l, also ginge die Gleichung (1.) in folgende über

3. i(** + O = a.
Nun ist aber

also kann die Gleichung (3.) nicht bestehen, wenn der Einheit gleich
oder kleiner als dieselbe ist. Der Beweis gilt auch noch in dem Falle,
wenn y = 0 ist.

Auch die Gleichung eosa? =
kann keine imaginären Wurzeln von der Form x = y-\-zf — l haben,
wenn nicht gröfser als die Einheit ist. Denn substituirt man diesen
Werth statt #, so findet man die zwei Gleichungen

4. cosy ·£(0* + ^~*) = a,
5. siny.£(e* — O = 0·

Soll nun z nicht gleich Null sein, so mufs siny=0, also cosy = l sein;
mithin hat man wieder

|(*r + «r*> = a; =
welche Gleichung nicht bestehen kann, wenn a<f l ist.

Auch die in §. 84. abgehandelte Gleichung
(4 — 3#7)sin;r — 4rrcosa? = 0

*) Cauchy Exercices des Mathemat T. L p. 297 ff.
6*
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44 l· Stern, über die Auflösung der transzendenten Gleichungen.

hat keine imaginären Wurzeln. Diese Gleichung kann auch wie folgt ge-
schrieben werden:

6. tanga? =5 -"7 ,*4 ?
sie ist mithin in der allgemeineren Gleichung

enthalten, welche bereits Cauchy in der erwähnten Abhandlung (§. 4.) ab-
gehandelt hat. Gerade den Fall aber, der hier zur Betrachtung kommt, wo
nemlich a negativ und b = a ist, hat er nicht erörtert. Man kann nun zu-
erst beweisen, dafs die Gleichung (6.) keine imaginäre Wurzel von der
Foröi x^yf—l haben kamif oder, man kannm)ch allgemeiner beweisen,
dafs die Gleichung

7. tanga? = ~^—
keine solche Wurzel haben kann, sobald «3^3 ist. Denn setzt man in (7.)
statt den Werth ^—ly so erhält man

1 + 273 + .2.3. + "·*

1.2.3
Ist nun aber Ä<39 so ist offenbar der Coefficient jeder Potenz von in
der ersten Reihe kleiner als der Coefficient der entsprechenden Potenz in
der zweiten, nemlich

-fL < +
1.2 ̂  T1.2.3y

JL27T.4 < T72T3 + 1.2.3.4.5>

1,2.3.4.5.6 ̂  1.2.3.4.5 ~ 1,2.3.4.5.6.7
ete.

und die Gleichung (8.) kann daher unter diesen Umständen nicht Statt
finden. Auf dieselbe Weise läfst sich auch zeigen, dafs die Gleichung

. — axtangar = ^-_^
keine imaginäre Wurzel von der Form y ̂ —l hatr sobald a<C 3 and 6 > a ist.
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1. Stern, ber die Auflosung der transcendenten Gleichungen. 45

Die Gleichung (7.) kann aber auch keine Wurzel von der Form
;r=y-f %f — l haben, sobald a kleiner als 3 ist. Um dies zu beweisen,
setze man y + s/* — l ==f(cosa4-sina/" — j) un(j substituire diesen Werth
statt x. Dieses giebt

i) pe(cos6ft-f sin6<*/— 1)
tga? __ 1.2.3 _ 1.2.3.4,5 ___ 1.2.3. ...7 _

-—l ) . ρ 4 (cos4cg-fsin4«j/— l ) p 6 (cos6a+sin6Qg|/— l )""1.2 * 1.2.3.4 1.2.... 7
—α

Hieraus findet man

[ i ρ2€θ82«+8Ϊη2«/—l , p4(cos4«4-sin4g/—l) ρ g (cosf )Ct-^-sm6a)f—i) l
1 ΪΤ2 *"" 1.2.3.4 1.2,^76 '"Ί

7/ ο ι · o r· Ί \ ρ*(οο84α+8ίη4α/—1) , pe(cos6«+sin6«/— 1)= f7(cos2a+sm2avr—1)—^ ^^ h ^ 1.̂ 3.4.5 " — · · · -

[ f ρ 2 (cos2«+sin2a/—i) .
1 Γ2.3 "*" 1.2.3.4.5 1.2.77^

und wenn man die reellen Glieder einander gleich setzt,

Tgf cos a-·....

l^^

also
1.2 — 1~^
a i

27374 ~ riTs"" 1.2.3.4.5
etc.,

welche Gleichungen, wie schon fr her bemerkt wurde, nicht Statt haben
k nnen, sobald a<3 ist.

Aus denselben Gr nden folgt; dafs auch die Gleichung
— ax
o?1—&

keine Wurzel von der Form y+tf/*—l haben kann, sobald δ># und
a<3 ist

Die in §§. 25. und 26. abgehandelten Gleichungen
(e* + «r*)coso: — 2 CBS 0,

haben zwar, wie schon dort bemerkt wurde, imagin re Wurzeln, deren
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46 l« S t er n^ über die Auflösung der transcendenten Gleichungen.

reeller Theü Null ist: sie können aber keine imaginären Wurzeln haben, von
welchen der reelle Theil nicht Null ist. Ich will zuerst die Gleichung

9. (y + tr^costf — 2 = 0
betrachten. Man substituire statt den Werth y + sr/" — l, so findet mau
10.

11.
Man erhält also statt der Gleichung (9.) die zwei Gleichungen
1 2. (ey + <r >') i (0* + *) cos cos * + (^ — «r?) £ (ez — «r*) sin y sin 2? = 2.
13. (^ — <r>')i (V + €T*) cosy sin ar — (0 + e"^)^(^— e~£) sin cossr = 0.
Statt der Gleichung (13.) kann man auch schreiben

14 gy — e~~y cosy e* — e~z cosz

Soll nun diese Gleichung bestehen, ohne dafs oder z Null sind, so rnufs
nothwendig = sein. Alsdann geht aber die Gleichung (12.) in fol-
gende über:

15. (e? + <r?)2(cosy)2 + (e^— e^)2(siny)2 = 4,
oder, wenn man statt (siny)2 seinen Werth l — (cos y)2 setzt, und reducirt, iu

16. (ey— .er^)«+4(cosy)2 = 4,
also in (^ — e^)2 = 4 (sin y)2,

oder ey — 0^ = 2 siny ;
welches ungereimt ist, da ey — e^ immer gröfser als 2siny ist.

Man sieht zugleich, dafs die Gleichung (9.) nur ein specieller Fall
einer allgemeineren Gleichung ist, indem man auf dieselbe Weise zeigen
kann, dafs die Gleichung

(ex4-e~*)coso? — a = o
keine imaginäre Wurzel von der Form y + ̂ \T — l hat, sobald a nicht
gröfser als 2 i

*) Die specielle Gleichung
(e*.J-€-*)cosar— 2 es 0

kann auch auf eine andere Gleichung zurückgeführt werden, von welcher schon Cauchy
bewiesen hat, dafs sie keine imaginäre Wurzeln hat, von der Form ;r=
Alan hat neuüich, da allgemein

- _ / — ec>sa?Y= ±{7—: -- )\l-j- cos o·/
2

ist, wenn man statt cos a? den Werth x . _x substitiürt,

für welche Gleichung Cauchy bewiesen hat, dafs nicht =y+zV— l sein kann.
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1. Stern, ubtr die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 47

Aus einem noch allgemeineren GesicLtspuncte kann man die Gleichung
(e* -f <r*) cos* + 2 = 0

betrachten, indem mau die Behauptung aufstellt, dafs die Gleichung
17. (0* + <rx) cosa? + = 0

keine imaginäre Wurzel von der Form y + #v^ — l haben kann, sobald
irgend eine positive Zahl bedeutet. Denn substituirt man wirklich y -f- z \ — l
statt , so erhält man die zwei Gleichungen
18. (ey+ <r?)i ;(e*+ O cosy cos* + (e* — «r?) |(e^— e~*} siny sin* = — a,

19 er — *~y cosy _ e* — g-* cosz
ey ̂ . e~r * sin/ e* + ̂ ~z *

Aus (l 9.) folgt aber y = z; also geht die Gleichung (18.) in folgende über:
(^ + ^)'(cosy)* + (^— O2 (sin r)2 = —2 ;

was ungereimt ist, da der erste Theil der Gleichung positiv und der zweite
negativ ist.

30. Die vorhergehende Beweisführung scheint, so weit sie auch
ausreicht, dennoch auf Gleichungen, wie die in §. 87. behandelte, nicht wohl
anwendbar zu sein. Fourier hat aber bewiesen, dafs auch diese Gleichung
keine imaginären Wurzeln hat· Die Methode, die er hierzu anwendet, ist
insofern allgemeiner als die erste, dafs man nicht, wie dort, nöthig hat an-
zunehmen, dafs die imaginären Wurzeln in der Form y + #/" — l enthalten
sind, sondern den Beweis ganz unabhängig von der Form der Wurzeln
fuhren kann; und sie erfordert um so mehr eine ausführliche Darstellung,
da Fourier dieselbe nicht völlig entwickelt und man auch ihre Richtig-
keit in Zweifel gezogen hat. Für die algebraischen Gleichungen hat
bekanntlich schon vorlängst de Gua ein Kennzeichen angegeben, durch
welches man mit Bestimmtheit erkennen kann, dafs alle Wurzeln gewisser
Gleichungen reell sind, und der darauf bezügliche Satz zeigt sich als eine
sehr einfache Folgerung aus Fourier' s Theorie der Gleichungen. Bei einer
algebraischen Gleichung vom mten Grade, /> = 0, enthält nemlich die
Zeichenreihe [ — oo] m Zeichenwechsel und die Zeichenreihe [<x>] gar kei-
nen Zeichenwechsel, und diese Zeichenwechsel gehen zwischen den Grenzen
— oo und -f* aus zwei Gründen verloren. Es entspricht nemlich erstens
jeder reellen, zwischen diesen Grenzen liegenden Wurzel ein Zeicbenverlust;
es können aber zweitens auch Zeichen Wechsel verloren gehen, ohne dafs
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48 i. Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen.

solches auf eine reelle Wurzel deutete. So viele Zeicbenwechsel uun auf diese
zweite Art verloren gehen: eben so viel reelle Wurzeln fehlen der Glei-
chung, und sie mufs daher nothwendig eben so viele imaginäre Wurzeln
Laben, weil jede algebraische Gleichung vom twten Grade nicht mehr und
nicht weniger als m reelle oder imaginäre Wurzeln hat. Der Verlust von
Zeichenwechselu, der nicht auf reelle Wurzeln deutet, kann aber nur in dem
Falle vorkommen, wenn es einen reellen Werth giebt, der so beschaffen
ist, dafs zwar f(ct) nicht Null ist, dafs aber eine der algebraischen Func-
lionen, etwa fnx, durch die Substitution dieses Werthes sta(t auf Null
reducirt \vird, während zu gleicher Zeit die abgeleiteten Functionen /"n+1#
und fn~lx dasselbe Zeichen behalten. Sobald also jeder reelle Werth von #,
der eine der abgeleiteten Functionen auf Null reducirt, zwei Ausdrücke mit
entgegengesetztem Zeichen giebt, wrenn man ihn in die vorhergehende und
in die folgende Function substituirt, so kann die algebraische Gleichung nur
reelle Wurzeln haben. Dies ist der de GWsche Satz, den auch Fourier
in seinem Werke ausführlich abgehandelt hat Diese Betrachtungen lassen
sich aber nicht unmittelbar auf die transcendenten Gleichungen ausdehnen.
Ich habe zwar im Früheren gezeigt, dafs die Grenzen der reellen Wurzeln
der transcendenten Gleichungen auf ganz ähnliche Weise gefunden wrerden,
wie die der algebraischen Gleichungen: ich habe aber zugleich auf einen
Unterschied zwischen den algebraischen und den transcendenten Gleichungen
aufmerksam gemacht, welcher im Wesentlichen darin besteht, dafs der erste
Theil einer algebraischen Gleichung immer eine coutiuuirliche Gröfse und zu-
gleich das Product einer Anzahl einfacher reeller oder imaginärer Facto-
ren ist, die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, während der erste
Theil einer transcendenten Gleichung auch eine discontinuirliche Gröfse sein
und von dem Producte der einfachen Factoren, die den Wurzeln entsprechen,
wesentlich verschieden sein kann. Hieraus folgt schon, dafs man bei die-
sen Gleichungen von der Abwesenheit reeller Wurzeln nicht auf das Vor-
handensein imaginärer, und umgekehrt, schliefsen darf. Es wurde ferner
früher gezeigt, dafs man die Grenzen, zwischen welchen die reellen Wur-
zeln liegen, auf folgende Weise findet. Man sucht zuerst die Grenzen a»
und ß, zwischen welchen eine der abgeleiteten Fuuctionen, etwa fmxx9

immer dasselbe Zeichen behält, und bildet alsdann die zwei Zeichenreihen
[a] und [ß], so entspricht jeder reellen Wurzel, die zwischen diesen Gren-
zen enthalten ist, der Verlust eines Zeichenwreehsels, den die Reihe [
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1. S* er/i, über die Auflösung der transcendenten GleicJiungen. 49

weniger enthält als [a]. Es können aber, wie gezeigt wurde, auch hier
Zeichenwechsel verloren gehen, ohne das solches auf reelle Wurzeln deutete;
jedoch nur in dem Falle, wenn ein z wischen'diesen Grenzen liegender Werth
eine der in Betracht kommenden abgeleiteten Functionen auf Null reducirt,
während er der vorhergehenden und der folgenden Function, wenn er in
dieselben substituirt wird, gleiche Zeichen giebt Enthält nun die Zeichen-
reih« [ß] etwa 2n Zeichenwechsel weniger als [a], und weifs man, dafs
zwischen den Grenzen und keine reelle Wurzel liegt, so darf man
hieraus nicht, wie bei den algebraischen Gleichungen, schliefsen, dafs die
Gleichung 2n imaginäre Wurzeln habe, weil hier die Abwesenheit der
reellen Wurzeln durchaus nicht auf das Vorhandensein imaginärer deutet.
Weifs man umgekehrt, dafs es keinen Werth giebt, der eine der abgeleiteten
Functionen auf Null reducirt, während er, in die vorhergehende und fol-
gende substituirt, Resultate von gleichem Zeichen giebt, so darf man dar-
aus nicht schliefsen, dafs die transcendente Gleichung nur reelle Wurzeln
habe: es kann vielmehr sein, dafs weder reelle noch imaginäre Wurzeln
vorhanden sind. Anders aber verhält es sich, wenn man mit Bestimmtheit
weifs, dafs die transcendente Gleichung /jc = 0 so beschaffen ist, dafs fx
das Product einer unendlichen Anzahl einfacher, reeller oder imaginärer
Factoren ist, die eben so vielen Wurzeln der Gleichung entsprechen. In die-
sem Falle ist fx, und jeder daraus abgeleitete Diiferentialquotient, für jeden
Werth von eine contiuuirliche Gröfse. Sind nun z. B. und zwei
bestimmende Grenzen, und enthält die Zeichenreihe [6] eine Anzahl S von
Zeichenwechseln weniger als die Zeichenreihe [ ], so kann die Gleichung
zwischen diesen Grenzen nicht mehr als S reelle Wurzeln haben; sind da-
gegen weniger als reelle Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten, so
müssen nothwendig mehrere Zeichenwechsel zwischen den Grenzen und
verloren gehen, deren Verlust nicht auf reelle Wurzeln deutet, das heifst,
es müssen eine oder mehrere der abgeleiteten Functionen durch einen zwi-
schen und liegenden Werth auf Null reducirt werden, während die
vorhergehende und die folgende Function dasselbe Zeichen behält. Sobald
es also keinen solchen Werth giebt, so müssen die sämmtlichen 8 Wurzeln
reell sein. Dieselbe Betrachtung gilt für jede zwei andere bestimmende
Grenzen. Sobald es also gar keinen reellen Werth von giebt, der so
beschaffen ist, dafs er, während er eine abgeleitete Functioa auf Null redu-
cirt, der vorhergehenden und den folgenden gleiche Zeichen giebt, so kann
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50 1. S l er n, über die Auf Lösung der Iranscenäenten Gleichungen.

auch die Gleichung keine imaginäre Wurzel haben, sondern die Wurzeln
müssen sämiutlich reell sein.

Auf diesem Wege hat Fourier bewiesen, dafs die Gleichung
1"*̂  ?^ 3C^

1. fx = l — ̂ +2^ — 2VP " " 2a.32.42 — ·'·· ~ °
keine imaginäre Wurzeln hat. Es wurde schon früher bemerkt (§. 27.), dafs
je drei auf einander folgende Differentialquolienten durch die Gleichung

A. fnx + (n + l)/™*1 je + xfn+*x 0
mit einander verbunden sind. Es ist nun einleuchtend, dafs weder fx noch
irgend eine der abgeleiteten Functionen f'x, f"x> . ... durch einen nega-
tiven Werth von auf Null reducirt werden können. Nimmt man nun an,
dafs fn+lx durch irgend einen reellen positiven Werth von auf Null re-
ducirt wird, so folgt aus der Gleichung (A.)

fnX = — Xf»+*x.

Hieraus folgt also, dafs jeder reelle Werth von x, der eine der abgeleiteten
Functionen auf Null reducirt, der vorhergehenden und folgenden Function
verschiedene Zeichen giebt. Man kann nun ferner zeigen, dafs fx das
Producl einer unendlichen Zahl einfacher Factoren ist. Fourier thut dies,
indem er die transcendente Gleichung auf eine algebraische zurück führt
Diese Gleichung heifst

*.
wo n eine ganze Zahl ist. Die Anzahl der Glieder dieser Gleichung ist
n+1, und wenn man n unendlich grofs setzt, so geht sie in die Gleichung (1.)
über, sobald mau ny c= sefzt. Da nun die Gleichung (2.), als eine
algebraische, sich immer in Factoren zerlegen lafst, wie grofs auch n sein
mag, so folgt hieraus, dafs es auch noch der Fall ist, wenn n unendlich
grofs ist, das heifst, es mufs auch fx das Product einer unendlichen Zahl von
Factoren sein, die den Wurzeln der Gleichung fx = 0 entsprechen. Diese
Factoren müssen aber sämmtlich reell sein; wie aus dem Zusammenhange
der Differentialquotienten folgt; und es ist daher bewiesen, dafs fx das
Product von lauter reellen Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung
fx^=0 entsprechen.

Auf dieselbe Weise könnte man auch, wenn es nicht schon be-
kannt wäre, zeigen, dafs die Functionen sin o? und cos o? aus dem Producte
einfacher reeller Factoren zusammengesetzt sind, das heifst, dafs die Glei-
chungen sin = 0 und cos = 0 keine imaginären Wurzeln haben. Denn
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1. Stern, über die Auflösung der transccndenten Gleichungen. 51

die Gleichung

3. fx = smx ±s x — ^73+ 72.3.4.5~"·· = °
ist nur ein besonderer Fall der allgemeinen Gleichung

nv *(*-l)(*-2) V3 , M- - y -i £2.3.4.5 -- ~ ----- >
indem man in der Gleichung (4.) nur n = und n = ? zu setzen braucht,
um die Gleichung (3.) zu erhalten. Da nun die Gleichung (4.) immer inFactoren
zerlegbar ist, so folgt das Nemliche für die Gleichung (3.). Nun ist ferner

fx = sin#,
flx =

f^llx = — coso?,
fiyx = sin x:

es ist also allgemein /*"# = — fn**&> und diese Ausdrucke haben also auch
entgegengesetzte Zeichen, wenn man f"+lxzszQ setzt. Hieraus folgt, dafs
sin x = 0 nur reelle Wurzeln hat. Dasselbe folgt auch für die Gleichung

31. Dieses von Fourier aufgestellte Princip, um die Realität samiut-
licher Wurzeln gewisser transcendenten Gleichungen zu erkennen, von wel-
chem Cauchy sagt*), dafs es mehreren Schwierigkeiten unterworfen sei,
ist von Poisson gradezu für falsch erklärt worden. Poisson will dies durch
folgendes Beispiel beweisen. Es sei gegeben die Gleichung

fx = e* — beax = ex(l — bJ^»*),
wo a und b bekannte Gröfsen sind und a positiv ist. Diese Gleichung hat
nun offenbar unendlich viele imaginäre Wurzeln, die sämmtlich in der Form

log fr 4- 2 m \T— l
x — f=S

enthalten sind. Differentiirt man aber, so findet man
fnx = e

x— baneax,
fn+lx c= e* —
fn+*x = ev—

Setzt man nun /Vt4"lo? = 0, so ergiebt sich
f»x =

*) Exercices des mathem. . I. p. 338.
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6f i. Sfern, über AV Auflösung der tränsctndenten Gleichungen.

folglich fnx.f*+*xz=—P(l — a)\a*n+l.e'iax, welcher Werili für jeden reel-
Jen Werlh von negativ ist. Hieraus wurde also folgen, dafs jede reelle
Wurzel von fn+1x, welche man in die zwei Functionen fnx und fn^x sub-
sütuirt, Resultate von verschiedenem Reichen giebt, und es wurde mithin nach
Fourier's Regel folgen, dafs die Gleichung fx = 0 keine imaginären Wur-
zeln habe; was doch nicht der Fall ist. Hier ist aber wohl ein Trugschlufs.
Der Ausdruck fn+lx enthält nemlich den Factor ex, und wird Null, sobald
dieser Factor Null wird: ex wird aber Null, sobald man # = — setzt.
Die Gleichung 0* = 0 hat mithin unendlich viele reelle Wurzeln, welche
sämmllich in dein Ausdruck — — oo enthalten sind. Substituirt man aber
einen dieser reellen Werthe in f*x und /*+2a?, so werden diese Functionen
ebenfalls auf Null reducirt und man kann daher in diesem Falle nicht sagen,
dafs sie verschiedene Zeichen haben. Eis ist also nicht richtig, dafs jeder
reelle Werth von x, der fn+lx auf Null reducirt, den Fuuctionen fnx und
fn+lx verschiedene Zeichen giebt, sondern es gilt dies nur für den reel-
len Werth , der sich aus dem Factor l — b a*+l e(a~^x ergiebt. Dagegen
giebt es unendlich viele Werthe von #, welche f*+l auf Null reduci-
ren und die dennoch, in fnx und fn+*x substituirt, nicht Resultate von
verschiedenen Zeichen hervorbringen. Daher darf man auch nicht schliefsen,
dafs die Gleichung e* — beax~Q nur reelle Wurzeln haben könne *}·

32. Eine dritte, sehr scharfsinnige Methode hat Poisson mehrfach
angewendet, um die Abwesenheit der imaginären Wurzeln in gewissen Irans-
cendenten Gleichungen nachzuweisen. Diese Methode ist aber schon des-
wegen in ihrer Anwendung beschränkt, weil sie die Abwesenheit der ima-
ginären Wurzeln nicht unmittelbar aus der Natur der Gleichung beweiset,
sondern nur da anwendbar ist, wo man durch besondere Untersuchungen,

' O /

die zu einer solchen transcendenten Gleichung geführt haben, zugleich einen
anderen Ausdruck erhält, welchen man zum Beweise gebrauchen kann. Auch
findet man vermittelst dieser Methode nur, dafs die transcendente Gleichung
keine imaginären Wurzeln hat, die aus einem reellen und einem imaginären
Theile bestehen, also in der Forin + 6 f — l enthalten sind, wo weder

*) Fourier hat den hier besprochenen Lehrsatz zuerst in seinem Werke Theorie
de la chaleur p. 372 kurz vorgetragen. Poisson hat darauf in dem Journal de Pecole
polyt. cah. 19 p. 382 dessen Unrichtigkeit zu erweisen gesucht und dasselbe später
in den Mein, de Tacad. des sc. T. V1IL j>. 367 und ausführlicher T. IX. p. 89 wieder-
holt. Fourier hat hierauf zuerst kurz in T. VIII. p, 616 und ausführlicher T. X. p. 119
geantwortet
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1. Sjern) ber die dufloiung der transcendcnten Gleichungen. 53

noch b Null sind. Dagegen l fst sie es unbestimmt, ob die gegebene Glei-
chung niclit Wurzeln habe, die blofs aus einem imagin ren Theile bestehen,
also in der Form b /*—l enthalten sind. Ich habe fr her (§. 2&) gezeigt,
dafe die Gleichung

. A. (4 — 3μΙ)8\ημΙ—ϊμίνονμΐ = 0
keine imagin ren Wurzeln hat: weder solche, bei welchen der reelle Theil
Null ist, noch andere, welche aus einem reellen und einem imagin ren Theile
bestehen 5*J. Auf diese Gleichung wird Poisson in seinen Untersuchungen
ber die (Schwingungen einer elastischen Kugel gef hrt **), und er zeigt

auf folgende Weise, dafs sie keine imagin ren Wurzeln hat. Er findet
nemlich durch dieselbe Untersuchung auch noch die Gleichung

B. (μ?_ ^}flRR'dr = 0,
o

wo μ und μ' zwei Wurzeln der Gleichung (A.) bedeuten, die so beschaf-
fen sind, dafs μ2 und μ'2 verschiedene Werthe haben, also μ2—μ'2 nicht
Null und R = (^rcos^r—sin^r)- ist, ' dagegen Dasjenige bedeutet, was
H wird, wenn man in dem Werthe von R statt μ den Werth μ' substituirt.
H tte nun die Gleichung (A.) imagin re Wurzeln, so dafs etwa p+y/"—*
and p—qf—l ein Paar solcher Wurzeln w ren, so k nnte man μ =
p-\-qf—l und μ'=*ρ—qf—l setzen und durch R=zP-{-Qf—l und
R'=zP—Qf—i die entsprechenden Werthe von R und R' bezeichnen.
Die Gleichung (B.) ginge also in

/'(!*+ff8) a r s a O
o

ber. Da aber alle Elemente dieses Integrals positiv sind, so k nnte es nicht
Null werden, wenn man nicht P = 0 und Q β 0 f r jeden Werth von r
h tte. Aus diesen Werthen wurden sich also Werthe von p und y ergeben^
die von r abh ngen; was unzul fslich ist: also kann auch die Voraussetzung,,
dafs die Gleichung imagin re Wurzeln habe, nicht richtig sein. Indessen
sieht man, dafs dieser Schlufs darauf beruht, dafs μ2 und μ/2 ungleiche
Werthe haben. H tte aber die Gleichung (A.) zwei Wurzeln q f—l,
— q /"—l und man substituirte dieselben statt μ und μ7, so wurde der
Ausdruck (B.) Null werden, ohne dafs fRR'Br Null wird, und also der
Schlufs nicht mehr gelten***).

*) Man erh lt nemlich diese Gleichung, wenn man in der dort behandelten Glei-
chung (4 — 3.T)sinar—4jccosor = 0 statt χ den Werth μΐ substituirt

**) Memoire de l'acad. des sc. T. VIII. p. 417.
***) Eine andere Beweisf hrung von Sturm findet sich auch im Jounu des Math&n.

par laouvi * Nov. 1836 p. 384,
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54 l« S t er n, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen.

33. Wir wollen nun zeigen, in wiefern die BernottlKsclie Methode
auch auf die transcendenten Gleichungen angewendet werden darf. (Vergl.
$. i.) Diese Methode beruht wesentlich auf der Eigenschaft der algebrai-
schen Gleichungen, dafs der erste Theil derselben das Product einet· An*
zahl einfacher, reeller oder imaginärer Factoren vom ersten Grade ist Es
folgt nemlich aus dieser Eigenschaft, dafs die Coefficienten der einzelnen
Glieder der Gleichung bestimmte Functfonen der Wurzeln sind; und gerade
diese Eigenschaft ist es, auf welcher die Anwendung der recurrirenden
Reihen auf die Auflösung der Gleichungen beruht. Es ergiebt sich mithin
von selbst, dafs die recurrirenden Reihen keinesweges zur allgemeinen
Auflösung der transcendenten Gleichungen angewendet werden können.
Denn es ist im Früheren nachgewiesen worden, dafs der erste Theil einer
transcendenten Gleichung häufig von dem Producte der den Wurzeln der
Gleichung entsprechenden Factoren wesentlich verschieden ist ($. 5. u. 6.).
Auf eine solche Gleichung läfst sich also die Bernoullisclie Methode nicht
anwenden, weil ihr diejenige Eigenschaft fehlt, auf welcher allein sie
gegründet ist; oder man mufs wenigstens im Stande sein, den Factor
des ersten Theils der Gleichung zu finden, welcher dem Producte aller
den Wurzeln der Gleichung entsprechenden Factoren gleich ist So*
bald indessen die transcendente Gleichung von der Art ist, dafs ihr erstes
Glied das Product von Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung ent-
sprechen, so werden auch die Coefficienten der einzelnen Glieder der Glei-
chung auf dieselbe Weise, wie es bei den algebraischen Gleichungen der
Fall ist, aus den Wurzeln der Gleichung zusammengesetzt sein, und es
kann daher bei solchen transcendenten Gleichungen die Bernoullisclie Me-
thode auf dieselbe Weise wie bei den algebraischen gebraucht werden.

Es ist schon oben (§. 1.) bemerkt worden, dafs die Ausbildung der
Bernoullischeu Methode früher sehr mangelhaft war. Gegenwärtig besitzt
man mehrere Bearbeitungen derselben, \velcbe zeigen, wie m^n alle Wur-
zeln algebraischer Gleichungen finden kann und die daher ohne Schwie-
rigkeit auf solche transcendente Gleichungen angewandt werden können,
welche der oben angegebenen Bedingung entsprechen.

Ich habe zuerst3*) mit Hülfe der bei Fourier vorkommenden An-
deutungen eine solche Methode nachgewiesen· Einfacher ist die Methode,

*) Grelles Journ. für die Malhem. Bd. 11. p. 293 ff.
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i· Stern, Hier die Auflösung dir transcendenten Gleichungen. 55

welche Jacobi später gegeben bat *) und die ohne Zweifel mit derjenigen,
welche Fourier selbst beabsichtigte, ganz identisch ist.

Ich werde mich hier begnügen, zu aeigen, wie mau vermittelst die-
ser letzteren Methode die zwei gröfsten oder kleinsten, reellen oder ima-
ginären Wurzeln der transcendenten Gleichungen finden kann. In Beziehung
auf algebraische Gleichungen habe ich das hier anzuwendende Verfahren
bereits früher mitgetheilt**}.

34. Es sei also eine transcendente Gleichung

gegeben, so dafs o, ß, y, £ .... die reellen oder imaginären Wurzeln der
Gleichung sind; nach der zunehmenden Gröfse geordnet. Setzt man

A —2 — ;̂
* .

<J3 T··

— * 4- * J-1^ *71 — a« * ß« * » ·" <h
so hat man bekanntlich

A* =3 4 ~2 ,

Ist nun die kleinste Wurzel uivd zugleich reell, so kann man, wenn n
grofs genug genommen wird, näherungsweise

An sss ~,

4*1 = J*I,

setzen; und hieraus ergiebt sich der Werth der kleinsten Wurzel =
Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied An ist, und

dividirt jedes Glied dieser Reihe durch das folgende, »o nähert sich der

*) Grelles Journ. für die Mathem. Bd. 13. p. 399 f£M) Ebend. Bd. 9. p. 305.
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56 ί· Stern, iiber die Aufl sung der transcendenten Gleichungen.

Quotient immer mehr dem Werthe a. Diese Reibe werde ich im Folgen-
den (S) nennen.

Setzt man ferner n herungsweise
A -^-i-1
-£»n — „ -f ~n- «

A - -!_ + _:

4 ***n4 - 1 4- *·* " «^3 ~ ^+3»

h* — ^^4 + ^+* »

so findet man

1 *Y
Z ~ ~ J 9

also
^n , ̂ n+2 - (An+j)* Q

An+l · ̂ «+3 ~~ (-^«+2) *

Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied AnA^^ — (^n^i)2 istr,
und dividirt jedes Glied durch das folgende, so n hert man sich immer mehr
dem Werthe a . Diese Reihe werde ich im Folgenden (φ) nennen.

Ist a reell, und hat man seinen Werth aus der Reihe (φ) gefun-
den, so findet man den Werth von , wenn man den aus der Reihe (φ)
gefundenen Werth von a durch den gefundenen Werth von a dividirt. Ist
dagegen α imagin r, so divergirt die Reihe (φ) und es kann der Werth
von α nicht aus derselben gefunden werden. Die Reihe (φ) convergirt
aber auch in diesem Falle und giebt den Werth von a . Um nun aucli
in diesem Falle die Werthe von α und β zu finden, bilde man eine dritte
Reihe (&2), deren allgemeines Glied

ist Die Glieder dieser Reihe n hern sich dem Wf rthe — φ j desto mehr,
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i. St er n, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 57

je gröfser n ist; und diese Reihe wird immer convergiren, da und ß ein
zusammengehörendes Paar imaginärer Wurzeln sind. Aus aß und ~ + 4
findet man alsdann den Werth von und ß.

35. Ich will diese Erörterungen zunächst anwenden, um die zwei
kleinsten Wurzeln der Gleichung

\ JL· x* £pS JL· <3p4

l — X -f- jjj- — 22 e 32 r 2a. 33 ,42 """"" * * * * ^^
zu finden. Bildet man die Reihe (S), so ergiebt sich

JL JL 11 Ji. 473 229 101369
*> "2"» "3* 144» 120' 4320 * 3024' 1935360' ""

Dividirt man das letzte Glied durch das vorletzte, so findet man als Nähe-
rungswerth der kleinsten Wurzel 1,4458....; was mit dem früher gefun-
denen Werthe (§. 27.) übereinstimmt.

Die ersten Glieder der Reihe ( ) sind
JL JL JL 23 257 10359
12' 288' 3840' 1036800 ' 130636800 ' 58525280400 >

Dividirt man das vorletzte Glied durch das letzte, so findet man 11,1145 ....
welches also das Product der zwei kleinsten Wurzeln ist, und wenn man
diesen Werth durch den gefundenen Werth der ersten Wurzel dividirt,
so ergiebt sich als Näherungswert der zweiten Wurzel 7,68...; was schon
bis zur zweiten Decimalstelle mit dein oben gefundenen Werthe über-
einstimmt.

36. Ich will bei dieser Gelegenheit einen Lehrsatz beweisen, den
Fourier in dem Expose sjnoptlque^) angedeutet hat. Fourler sagt nem-
lich, dafs wenn man vermittelst der angegebenen Methode die erste Wur-
zel sucht, und diese reell ist, dafs alsdann die Reihe der Quotienten so gegen
den wahren Werth der Wurzel convergire, dafs zuletzt die Fehler, welche
man bei der Annäherung begeht, wie die Glieder einer geometrischen Pro-
gression abnehmen, deren Exponent das Verhäitnifs der zweiten Wurzel
zur ersten sei. Hierbei wird vorausgesetzt, dafs die erste Wurzel die
gröfste ist. In dem anderen Falle, welcher uns hier besonders interessirt,
wo nemlich die erste Wurzel die kleinste ist, mufs dieser Satz so modi-
ficirt werden, dafs man als Exponenten der geometrischen Progression das
Verhäitnifs der ersten Wurzel zur zweiten nehmen mufs. Der Beweis ist

*) Analyse des equations p. 7L
Crelle's Journal d. M. Bd. XXU. HfLl. 8
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β8 1* Stern, ber die Aufl sung der transcendenten Gleichungen.

f r beide F lle derselbe ; ich werde daher nur den zweiten ber cksichtigen.
Um den
ist aber
Um den Werih der Wurzel α zu finden, setzt mau -τ— = α: in Wahrheit

Der begangene Fehler ist also

+Jι i ri

Ist jedoch n hinl nglich grofs, so kann man statt dessen auch

— _ a- JL ι α. α-!ΐ!
a„+l T £n+l X T £„+i

a71"**1
setzen, und da, wenn n sehr grofs, -^+j ein so kleiner Bruch ist, dafs
man ihn gegen die Einheil vernachl ssigen kann, so convergiren die Feh-

( et N71"!"*-gj hin und nehmen mithin im Verh ltnifs

der Glieder einer geometrischen Progression ab, deren Exponent ^ ist.
37. Um auch noch ein Beispiel der Berechnung der zwei klein-

sten imagin ren Wurzeln zu geben, nehme ich die Gleichung
x -= ex.

Diese Gleichung kann keine reelle Wurzel haben, da, so lange χ reell ist,
immer χ < e* ist. Entwickelt man ev in eine Reihe, so geht die Gleichung
in folgende ber:

Λ \ l £& \ *£ l "C *a?= 1-Γ<ρΤ-2-Τ273-Γ 27374 T ----
oder in

Vergleicht man diese Gleichung mit der algebraischen Gleichung
n . n — l o , n . n — l * Λ — 2 ' « _· nl + ___y« + - __ - r + ----- 0,

so kann man wieder zeigen, dafs sie das Product einer unendlichen An-
zahl von Facioren ist. Sie kann mithin durch die IternotiWische Methode
aufgel set werden.
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1. Stern, ber die Auflosung der transcendenten Gleichungen, 59

Bildet man die Reihe ($), so ergiebt sich
AL A2 AI AI A$ AQ ΑΊ As A(} Ain

π _1 _i 4.1 - L 3 =1 _Z131 ^?9_ +63 +2087
v i $ -Tv TB 4 5 2.3.4.6 3.5.6.7 22.4.5.8 3.4.6.7.8.9

Hieraus ergiebt sich
1364243616 dmm/ Λ* ~"~ 722045476

t j Q S*.Q

— A.A. 14356678
-T-: - ̂ — — Ϊ26326Ϊ3 ~

•^7-^9 - -^8

Nennt man nun die kleinsten Wurzeln a und , so ist
a = 1,889415 und

Hh9 -.!+*-. 0,336753;
a a l β ' J

mithin kann man , da α und β ein Paar conjugirte imagin re Wurzeln sind,
a ·= α+δ/* — l und β = a — δ/" — l

setzen und findet vermittelst der Werthe von a und **~~:
a — 0,318133,
b = 1,337238.

Die Wurzeln sind also 0,318133 ± 1,337238 /"—l.
Cauchy®) findet auf anderem Wege

0,3181317± 1,3372357 /"—l.
38. W hrend ich im Begriff bin diese Abhandlung zu endigen, erhalte

ich das Compte rendu No. 10. 1837, welchem/eine neue Methode von Cauchy
enth lt, die N herungswerte der reellen Wurzeln zu finden, welche zu-
gleich auf transcendente Gleichungen anwendbar ist. Das Wesentlichsie
derselben ist in Folgendem enthalten. Es sei

1. fx = 0
eine Gleichung, deren erstes Glied fx zwischen den Grenzen # = #u und
x = X continuirlich bleibt. Ferner sei die Function fx in zwei andere

zerlegt, die ebenfalls zwischen den gegebenen Grenzen continuirlich und
so beschaffen sind, dafs die Werthe von (pjp und1 %oc mit den Werthen von
x wachsen. Nennt mau nun — — das kleinste und — -^ das gr fste der
Verh ltnisse

φ'χ·-χ'Χ 9'X-tf**

Le^ons sur le calc. differ. , le$. 14.
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60 1. S i er n, ber die Aufl sung der transcendenten Gleichungen.

und - das kleinste, das gr fste der Verh ltnisse

fX > fX *
und sind zwischen JFO und -3Γ Wurzeln der Gleichung enthalten, so sind
auch x() + α, Χ — A zwischen diesen Grenzen enthalten und bilden zugleich
Grenzen jener Wurzeln. Ist brigens eine der Gr fsen #υ + β, Χ — B,
zwischen den Grenzen XQ und X enthalten, so hat die Gleichung (1.) gewifs
Wurzeln zwischen diesen Grenzen.

Ist fx eine ganze Function, so kann man sie immer leicht in
<£># — %x zerlegen, wenn man f r #υ und X positive Grenzen nimmt, in-
dem man die Summe der positiven Glieder durch tyx, die Summe der ne-
gativen Glieder durch — %x bezeichnet. Da man aber die negativen Wur-
zeln einer Gleichung, wie bekannt, immer in positive verwandeln kann,
wenn man — χ statt χ setzt, so kann man auch durch dieses Verfahren
alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit jedem beliebigen Grade von
Genauigkeit finden, sobald man zwei Werthe kennt, zwischen welchen die
Wurzeln enthalten sind. Dasselbe findet bei einer transcendenten Gleichung

fx = 0
statt, sobald man die Function fx in zwei andere <£># — %x zerlegen
kann, die so beschaffen sind, da * <p# und %x immer wachsen, wenn χ
gr fser wird.

Ich will nun zeigen, wie dieses Verfahren auch aus Fourier's Me-
thode abgeleitet werden kann.

Ist nemlich eine Gleichung f χ = 0 gegeben , und ist eine Wurzel
zwischen zwei Grenzen enthalten, so kann man immer so enge Grenzen

-U und X ziehen, dafs eines der vier folgenden Schemata Statt findet:
f'x f'x fx
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1. Stern, ber die Auflosung der transcendenten Gleichungen. 61

In den zwei ersten F llen hat man die N herungswerte
γ fX. ^^^ ./^o ^->

-<*· - ψϊχ *> X) &0—ψ7χ<* &>

in den zwei ndern die N herungswerte

X— fr— ^ *> *o — /v^r < x·J &0 J ^0

Setzt man nun /Vr = (f>ar — %ar, also f'x-^ty'x — %'#, so gehen diese
Werthe in folgende ber. Nemlich in den zwei ersten F llen hat man

φ'Χ—χ'Χ

und in den zwei anderen
X --

Im ersten Falle ist φ'Χ — %' X positiv und kleiner als φ'Χ — ̂ x^^ mit-
hin ist auch der letztere Ausdruck positiv, folglich, da fX positiv ist,

/x

mithin
fX

JL ·" · " — r-r? - ; - ^̂  Λ. — — · — . - j «<p'X— i'x0 -^ y 'X— χ'Χ -^

Nun ist <P'JC — χ'^ο^φ'ίΓϋ — %'·ϊί also ist, nach Cauchy's Bezeichnung,

und JL —

Eben so findet man im vierten Falle, dafs φ7^ — %'#0 positiv und
kleiner als φ'Χ — %' χ» ist; also mufs auch letzterer Ausdruck positiv sein.
Da nun fX positiv ist, so hat man wieder

j
φ'Χ— χ'α70 ^ Ψ'ΧΟ—Χ'ΒΟ ^ f

folglich Χ— ̂ ζχ·
Im zweiten Falle dagegen ist — (φ'Χ—χ'Χ) positiv, oder %'X — ty'

positiv. Nun ist %'X— (ρ/ατϋ>χ/-Χ" — fy'X, folglich auch — (φ'^ο— %'
positiv, und da fX negativ ist,
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62 1. Stern, ber die Aufl sung der transcendenten Gleichungen.

Offenbar ist aber hier y/a?»" */X *χ-*·= - · gr fser als
- /.Λ

f X *> χmithin nach Cauchy's Bezeichnung —~ - 7^ = ̂  und daher X—A^,,.φ ατ0 χ Λ <^ Λ
Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs auch im dritten Falle

χ -- fx > 2Γ -- ^x > Z ist.
y'*o — χ'λ *>'*ο — χ'*ο

Dieselbe Betrachtung f hrt nun auch zur Bestimmung des zweiten N he-
rungswerthes, der zwischen JPO und χ liegt.

Im ersten Falle ist ty'x — %'-3T positiv, also auch der gr fsere
— /*#·Werth φ'Χ— %'Λ·Ο positiv. Da nun fx^ negativ ist, so ist /V
J ,°— etwas

ίΡ Λ Χ^ο
•M» /^* */*

kleineres Positives als — r^ — 7^7 * mithin'Χ—'Χ

und da (p'JST — !3fi/a?o>?J/^ — / '·̂  so ist nach Cauchy's Bezeichnung

^o -- ΓΥ^Ί — — *o + a> indem, da /*070 negativ isl,
9Λ — Ji^o

^X— ^apo φ'χ^—y'X
f*o /*o

Eben so findet man im vierten Falle
/^o .x· _, __ /^o _ < »

0 rr)' λ" _ v'-r ^ ° ^'Λ? _ vV *̂  'r *ςρ Λ χχ0 φ π0 — χ XQ ^ XQ

Im zweiten Falle findet mau

•* „./_ « V'X ^* ° rr' X _ v'φ XQ — χ^ φ Λ. — χ
und im dritten

p _ ^ „ _
r/»'^ _ v'X ^ ° r/i'-rΨ XQ — Χ Λ T ^0

Es ergiebt sich aus dieser Uebersicht, dafs bei der Fourier'schen Methode
die Grenzen noch enger sind als bei der von Cauchy.
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