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1.

Ueber die Auflosung der transcendenten Gleichungen.
(Vom Herrn Dr. M. 4. Stern zu Géttingen.) ‘

(Eine von der Koniglich-Déinischen Gesellschaft der Wissenschaften gekronte Preisschrift.)

AN 1900 Wuey xal megnInuevas Gy,

Vorwort,

Di Konigliche Gesellschaft der Wissenschaften zu Copenhagen hatte im
Jahre 1837 folgende Preisfrage gestellt.

Proponitur quaestio de aequationum transcendentium radicibus inda-
gandis et quidem postulatur :

1. Ut plene et perfecte deducantur interque se comparentur methodi ipsa-
rum radices inveniendi, ita ut quaenam cuiuscunque sint virtutes quaenam
imperfectiones accurale indicetur, quibusve casibus unaquaeque sit
magis minusve accommodata.

2. Ut diligenter inquiratur quatenus vel quibus saltem adhibitis cautioni-
bus methodos, quibus vulgo in algebraicis aequationibus radices reales
aut ab imaginariis separentur aut inter se, ad {ranscendentes quoque
extendere liceat.

3. Ut exponatur conspectus, quantum fieri possit, plenus tam specialium
aequationum quam generum earum, quae quidem forma transcendenti
in gravissimis analyseos applicatae partibus occurrunt, simul cum re-
gulis, quin fortasse tabulis ad usum ipsum accomodatis, quibus revera
faciliores ac breviores reddantur calculi illi radicum, alias saepe pro-
lixissimi.

Das Folgende ist ein genauer Abdruck der Schrift, die ich der
Konigl. G. d. W. im December 1837 iberreicht habe; ich habe mir nur
einige aulserwesentliche Aenderungen erlaubt, wie namentlich, dafs ich da,
wo ich, der Bestimmung der Schrift gemifs, von meinen eigenen Arbeiten
als denen eines Dritten sprechen mufste, dies nun geindert habe.

Gottingen, den 5. Januar 1840.
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Die Konigliche Societit der Wissenschaften hat als Preisfrage die Auf-
gabe gestellt, die Wurzeln der transcendenten Gleichungen zu finden. In-
dem ich esunternehme, diese Frage zu beantworten, will ich zuvor Folgen-
des hemerken. Ich setzte voraus, dals die Konigl. Societit d. W. nur die
Auflosung der numerischen transcendenten Gleichungen verlangt, und zwar
blofs solcher, in welchen nur eine unbekannte Grofse vorkommt. Eine all-
gemeine Auflosung der Ulitteralen transcendenten Gleichungen kann wohl
nach dem gegenwirtigen Zustande der Wissenschaft nicht verlangt werden,
da man noch nicht im Stande ist, dasselbe in Beziehung auf die litteralen
algebraischen Gleichungen zu leisten. Aus demselken Grunde glaube ich,
die Aufgabe, aus mehreren (ranscendenten Gleichungen, in welchen eben
so viele unbekannte Griofsen vorkommen, die Werthe dieser Grofsen
zu finden, hei Seite setzen zu dirfen. Um diese Aufgabe zu losen, miilste
man alle unbekannten Grofsen, bis auf eine, eliminiren. Diese Elimination
aber, welche schon in dem Falle, wenn die Gleichungen algebraische sind,
bedeutende Schwierigkeiten darbietet, stolst bei den transcendenten Glei-
chungen auf unibersteigliche Hindernisse. Ich werde daber die Untersuchung
darauf beschrinken, zu zeigen, wie man bei jeder gegebenen numerischen
transcendenten Gleichung die reellen Wurzeln mit beliebiger Genauig-
keit berechnen und das Vorhandensein der imaginiren Wurzeln entdecken
kann. Was dagegen die numerischen Werthe der imaginiren Wurzeln
betrifit, so kann deren Berechnung um so weniger verlangt werden, da bis
jetzt keine Methode existirt, die solches mit Bequemlichkeit fir die alge-
braischen Gleichungen leistet. Die einzige sichere Methode, welche man
besitzt, um die Werthe der imaginiren Wurzeln algebraischer Gleichungen
zu finden, ist die, welche Fourier zuerst angedeutet hat. Ich werde spa-
ter zu zeigen suchen, in wiefern diese Methode auf die {ranscendenten
Gleichungen anwendbar ist. ‘

Die Societit d. W. hat in dem Programme die Frage in drei Theile
getheilt. Ich werde, dieser Eintheilung folgeud, zuerst von den vorhandenen
Methoden zur Auflosung der transcendenten Gleichungen sprechen ; alsdann
zeigen, wie man diese Gleichungen wirklich auflosen kann, und zuletzt An-
wendungen davon auf besonders hiufig vorkommende Beispiele machen.
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I. Acltere Methoden.

1. Eine besondere Behandlung der Auflosung der transcendenten
Gleichungen findet sich, so viel mir bekannt ist, nirgendwo. In einzelnen
Fillen hat man solche Gleichungen entweder durch blofses Probiren auf-
zulosen gesucht, welches Verfahren, als unsicher und unwissenschaftlich,
keine weilere Beachtung verdient, oder man hat die bereits bekannten Me-
thoden zur Auflosung der algebraischen Gleichungen auch auf die transcen-
denten ausgedehnt. Bekanntlich hat aber zuerst Lagrange eine sichere
Methode zur Auflosung der algebraischen Gleichungen gegeben, wihrend
die ilteren Methoden mit Méngeln behaftet sind, die sie ganz unbrauchbar
machen und die ich hier nicht besonders hervorzuheben brauche, da dieser
grofse Mathematiker sie bereils in das hellste Licht gesetzt hat. Es ver-
steht sich daher von selbst, dafs die Anwendung dieser ilteren Methoden
auf die transcendenten Gleichungen dieselben Mingeln haben; wo sie haufig
noch viel bedeutender sein konnen.

So z. B. wendet Euler %) die Newtonsche Approximations-Methode
an, um mehrere transcendente Gleichungen aufzulosen. Die Mingel dieser
Methode hat aber hereits Lagrange **) nachgewiesen. An einem andern
Orte 3%%) hat Euler die Bernoullische Methode angewandt um die kleinste
Wurzel der Gleichung
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zu finden, wobei er jedoch selbst bemerkt, dals diese Methode nur selten zur
Erfindung der Wurzeln transcendenter Gleichungen angewandt werden konne.
Dieselbe Methode bat Euler auch spiter benutzt ), um die kleinsten Wur-
zeln einiger transcendenten Gleichungen zu finden. Die ausfibrliche Dar-
stellung, welche Euler ) der Bernoullischen Methode gewidmet hat und
die Bemerkungen, welche Lagrange spater hinzugefiigt hat, zeigen zur
Genige, dals die Anwendung dieser Methode, selbst auf algebraische Glei-
chungen, sehr beschrinkt ist und daher noch weniger zur allgemeinen Aef-
losung der transcendenten Gleichungen gebraucht werden kann. Man er-

*)  Instit. cale. diff. T. IL §. 242 seqq.
##) Reésol. des équat. num. No.V.
#¢%) Introd. in anal. inf. I. L §.355.
1) Nova act. Acad. Petr. Tom. IX. p. 28 seqq,
i1) Introd. in an. inf. L L C.17.
1%
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hilt nemlich vermittelst dieser Methode nur Niherungswerthe der grofsten
und kleinsten Wurzel, und zwar nur in dem Falle, wenn die Gleichung
kein Paar zusammengehorender imaginiarer Wurzeln hat, deren Product gri-
fser ist als das Quadrat der grofsten reellen Wurzel. Im entgegengesetzicn
Falle ist die Methode unbrauchbar. In der neuesten Zeit hat freilich Fou~
rier *) Andeutungen gegeben, wie die Bernoullische Methode verbessert
und zur Auffindung aller Wurzeln gebraucht werden konne und ich *#)
habe nachgewiesen, dals sich diese Andeutungen allerdings realisiren las-
sen. In wie fern nun diese Ausbildung der Bernoullischen Methode sich

auch auf die transcendenten Gleichungen anwenden lasse, werde ich spi-
ter untersuchen.

Die Lagrange'sche Methode zur Auflosung der algebraischen Glei-
chungen ist zwar, von theoretischer Seite betrachtet, streng richlig, aber in
ihrer Anwendung, wie bekannt, grofsen Schwierigkeiten unterworfen. Ihr
wesentlichster Mangel liegt darin, dafs man eine Zahl kennen mufs, die
kleiner als der kleinste Unterschied der Wurzeln ist. Die Aufsuchung die-
ser Ziahl aber erfordert, sobald die Gleichung von einem hohen Grade ist,
fast unausfiihrbare Rechnungen; wie es Lagrange selbst schon bemerkt hat.
Noch viel schwieriger muls die Aufsuchung dieser Zahl sein, sobald die ge-
gehene Gleichung eine transcendente ist, und man kann sie in diesem Falle,
wie auch schon Poisor bemerkt hat #3%%), als vollig unausfihrbar ansehen.

2. In dem 24sten Bande der Memoiren der Berliner Academie hat
Lagrange eine Methode gegeben, um die Wurzeln der algebraischen Glei-
chungen durch unendliche Reihen auszudriicken, und es haben spiter mehrere
bedeutende Mathematiker diese Untersuchung aufgenommen und vervoll-
kommnet. Diese Methode kommt zuletzt auf die Umkehrung der Reihen
zuriick, indem sie zeigt wie man, wenn eine Gleichung

y =a+bx+ cx*+dz* fext ...
gegeben ist, den Werth von 2 durch eine nach Potenzen von y georduete
Reihe ausdriicken kann, so dals man
zr=A+By+4+Cy + ....
hat. Lagrange bemerkt im Eingange zu dieser Abhandlung, dals diese

#)  Analyse des équations p. 6. 8 seqq. R
#%) Crelle Journ. fir die Math. Bd. 11. p. 293 ff.
#5¢) Journ. de I'école polyt. cah.19. p. 382.



1. Stern, iiber die Auflosung der transcendenten Gleichungen. 5

Methode auch bei den transcendenten Gleichungen brauchbar sei, welche
Logarithmen und Kreishogen enthalten, woraus also hervorgelt, dals er
sie selbst nicht fiir eine allgemein auf transcendente Gleichungen anwend-
bare Methode gehalten hat. In der That ist sie aber auch erheblichen
Schwierigkeilen unterworfen. Soll nemlich der Werth von = durch die
nach Potenzen von y geordnete Reibe gefunden werden, so mufls diese
Reihe convergiren; sie kann aber auch hiufig divergiren und die Unter-
suchung, ob das eine oder das andere Statt findet, ist schwierig, da die
Reihen hiufig selr verwickelt sein konnen. Lagrange selbst hat zwar
gesucht Kennzeichen anzugeben, vermittelst welcher man die Convergenz
oder Divergenz beurtheilen konne : diese Kennzeichen sind aber schon aus dem
Grunde ungeniigend, weil sie auf einer falschen Definition der Convergenz
beruhen. Lagrange nennt nemlich convergirend eine Reihe, deren Glie-
der unendlich klein werden, und er sucht daher nur zu bestimmen, ob die
Reihen, welche die Wurzeln der Gleichungen ausdriicken, diese Rigen-
schaft baben, oder nicht. Ks ist aber hiulinglich bekannt, dafs die Glieder
einer Reibe unendlich klein werden konnen, wihrend die Reihe dennoch
divergirt, das heifst, wihrend ibr Werth iiber alle Grenzen hinaus wichst
und also zur Berechnung untauglich ist. Hierzu kommt noch, dafs wenn
man auch den Werth einer Wurzel durch eine convergirende Reihe ge-
funden hat, es doch iufserst schwierig ist, die verschiedenen Reihen, welche
verschiedene Wurzeln ausdriicken, zu finden und von einander zu unter-
scheiden; wie man es schon aus Lagrange’'s Untersuchungen sehen kann,
die sich nur auf algebraische Gleichungen beziehen. Auch darf nicht iber-
selen werden, dals es nicht moglich ist, auf diesem Wege die einzelnen
Waurzeln allmilig nach ihrer Grofse zu finden; was doch ein wesentliches
Erfordernifs einer tauglichen Auflosungsmethode ist, da es besonders bei
den transcendenten Gleichungen in der Regel nur darauf ankommt, die
kleinsten Wurzeln zu kennen. In dem besonderen Falle, wo man den Werth
der Wurzeln schon beinahe kennt, kann diese Methode allerdings oft mit
Nutzen gebraucht werden, um genauere Werthe zu finden.

3. Einen anderen Weg hat Cauchy eingeschlagen *). Seine Me-
thode beruht auf dem Verfahren, dessen sich Legendre bedient %), um einen

@) Legons sur le calcul différentiel ch. 14.
#%) Theorie des nombres T. 1. art. 119.
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ersten Niherungswerth einer imaginiren Wurzel algebraischer oder transcen-
denter Gleichungen zu finden. Ist nemlich die Gleichung Fo = 0 ge-
geben, so setzt Legendre x = a3y —1, wo o und £ beliebige reelle Zah-
len sind, und substituirt diesen Werth in F(z), so dafs F(a+ v —1)=
P4 Qv —1ist, wo Pund Q wieder reelle Grofsen sind. Ferner substituire

man diese Werthe von x in %F;x und es sei unter dieser Voraussetzung %%—c
=M+ Ny —1. Nimmt man nun eine reelle oder imaginire unbestimmnte
Griofse w, die aber im Verhéltnifs zu v (a4 3?) sebr klein ist, so hat man,
wenn man =+ By —1-4w setzt und die hoheren Potenzen von @
vernachlassigt, _ .
Fa+pPyv—1+4w) =P+ 0y—1+u(M+Ny—1).
Da nun w willkirlich ist, so kann man
WM+Ny—1) = —n(P+0Qy—1)
setzen, wo n ein ichter Bruch ist. Man hat also einen neuen Naherungs-
werth
F@) = (1—n)(P+0v—1),
welcher im Verhiltnifs von 1—n zu 1 kleiner ist als der frihere Nihe-
rungswerth. Fiahrt man auf diese Weise fort, indem man wieder & um eine un-
bestimmte reelle oder imaginire Grofse wachsen lifst, deren Werth man nach-
lier genauer bestimmt, so kann man sich dem wahren Werthe von x immer mehr

nihern. Wiirde %%ag durch die Substitution eines Werthes von & = a3y —1

auf Null reducirt, so mifste man, statt dieser Function, die Function égﬁ;—’f
x

betrachien und berhaupt mufs man sich, wenn mehrere der Functionen
1 ]
%’%‘, %-f—;f, «es. durch einen Werth € = a4 3y —1 auf Null reducirt

werden, an den ersten Differentialquotienten halten, der nicht Null wird.
Auf diese Weise glaubt Legendre zu beweisen, dafs jede algebraische oder
transeendente Gleichung eine Wurzel von der Form o 43y —1 hat, wo
3 auch Null sein kann. Dieses Resultat ist aber nicht richtig, und es lifst sich
auch leicht zeigen, dals Legendre's Verfahren mit mehreren bedeutenden Irrthi~
mern behafiet ist. Legendre selbst hat schon eine Mangelhaftigkeit desselben
bemerkt *), welche darin besteht, dals man den ersten Niherungswerth gana
willkirlich aunimmt, so dafs dieser hypothelische Werth vom wahren Werthe

*) Théor. des nombhres ed. 3. T.IL p. 420.
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bedeutend abweichen kann und man daher nothwendig sehr weitliuf-
tige Rechnungen machen mufs. Dies ist aber nur eine Unbequemlichkeit.
Unrichtig ist es dagegen, dals Legendre bei der Entwicklung von
F(a+4 @3y —1) nur die zwei ersten Glieder bericksichtigt, die vermittelst
der Taylor'’schen Reihe gefunden werden, und den Rest ganz vernachlis~
sigt. Dieses Verfahren, welches der Newfon’schen Approximationsmethode
ithnlich ist, leidet auch an demselben F'ehler, indem die successiven Nihe-
rungswerlhe, statt gegen den wahren Werth zu convergiren, auch diver-
giren konnen, da man Glieder vernachlissigt, deren Werth man nicht kennt.
Ferner kann es aber auch sein, dafs die Substitution von oy —1 fiir
x einen der Differentialquotienten auf } reducirt, und alsdann hort natiir-
lich die Brauchbarkeit des Verfalirens ganz auf.

Diese Fehler hat Cauclhy dadurch vermieden, dafs er nicht eine be-
lichige Function F'(x) betrachtet, sondern die Untersuchung auf F'unctionen
beschrankt, welche nebst ihren simmilichen Differentialquotienten fiir alle
endlichen recllen oder imaginiren Werthe von z endlich und stetig bleiben,
und unendlich grofs werden, wenn der Modulus der Veriinderlichen x un-
endlich grofs wird. Cauchy zeigt alsdann, wie man bei solchen Functionen
uach Legendre’'s Verfalren unter gewissen Voraussetzungen Niherungs-
werthe finden und die Grenzen der begangenen Fehler bestimmen kann.
Mithin ist diese Methode keine allgemein giiltige. Ich begniige mich daher,
vur Folgendes dariiber zu bemerken. Vermiitelst dieser Methode will man
sowohl die imagindren als die reellen Wurzeln finden. Soll die Wurzel
reell sein, so mufs der imaginire Theil des gefundenen Werthes verschwin-
den. Hat nun aber die Gleichung reelle Wurzeln und man hat durch fort-
geselzte Anniherung einen Werth « + 3y —1 gefunden, in welchem 3 sehr
klein ist, so kann man immer noch nicht wissen, ob 3 eigentlich gleich
Null und also eine reelle Wurzel der Gleichung = ¢ ist, oder ob die
Gleichung eifie imaginire Wurzel a4 2y —1 hat, in welcher 3 sehr klein
ist. Grade die reellen Wurzeln, welche vom wichtigsten Interesse sind,
kounen also nach dieser Methode am wenigsten sicher gefunden werden.

4. In der neuesten Zeit haben wir durch Fourier eine Methode
zur Auflosung der algebraischen Gleichungen erhalien, welche, insofern
man diese Auflosung auf die Bestimmung des Werthes der reellen Wurzeln
und das Erkennen der imagindren einschrinkt, vollkommen geniigt. Fourier
hat nun mehrfach die Behauptung ausgesprochen, dafls seine Methode nicht
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auf die algebraischen Gleichungen beschrinkt sei, sondern auch auf die
transcendenten angewandt werden konne. Ks sollte sogar das leider nicht
erschienene fiinfte Buch seines Werkes iiber die Gleichungen, wie wir aus
dem Exposé synoptique ersehen, diese Anwendung seiner Methode aus-
fihrlich behandeln. Ich werde mich im Folgenden bemiihen, mit Hiilfe der
Andeutungen, die Fourier an mehreren Orten, und besonders in dem er-
wihuten Eaxposé gegeben hat, diesen Theil seines Werkes wieder herzu-
stellen und zu zeigen, wie man vermittelst der Fourierschen Methode die
transcendenten Gleichungen vollstindig auflésen kann, und hoffe auf diese
Weise der zweiten Anforderung der Societit d. W. Geniige zu leisten,

I. Auflosung der transcendenten Gleichungen.

5. Der Begrif der VWurzel einer algebraischen Gleichung kann
auf zweierlei Arten erklirt werden, die ihrem Wesen nach identisch sind,
Ist nemlich eine solche Gleichung

1. f(@) =0
gegeben, so nennt man jeden Werth von x, der statt = in fz substituirt,
diese Function auf Null reducirt, eine Wurzel der Gleichung (1.). Aulser-
dem weifs man aber auch, dafs f(2) das Product einer Anzabl einfacher
reeller oder imaginirer Factoren ist, so dafs man
@) = (x—a)(@—a)(®—a) ....

hat, wo a,, @, &; .... reelle oder imaginire Grofsen sind. Da nun f(x)
pur dann den Werth Null annehmen kann, wenn einer dieser Factoren
verschwindet und unter dieser Voraussetzung gleich Null wird, da das
Product der ibrigen Factoren immer eine endliche Grofse bleibt, so
kann man auch sagen: die Wurzeln der Gleichung f(2) =0 sind die
Werthe @;, ¢y @, +..., welche den einfachen Factoren von f(z) ent-
sprechen. Man kano daber auch behaupten, dals der erste Theil einer
algebraischen Gleichung dem Producte der einfachen Kactoren gleich ist,
die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen. Anders aber ist es bei den
transcendenten Gleichungen. Fiir diese palst nur die erste Definition des
Begriffs der Wurzel und man mufs sagen: die Wurzel einer transcenden-
ten Gleichung f(x) = 0 ist jeder Werth von x, welcher f(z) auf Null re-
ducirt. Weifs man nemlich, dafs f(x)= (x —a)Fx ist, so folgt hieraus
noch keinesweges, dafs a eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 ist. Denn
substituirt mau statt # den Werth a, so wird zwar x~—a = 0, aber es
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kann sein, dals zu gleicher Zeit F'(a) = co wird. :Man hatte daher in die-
sem Falle f(a) = 0.0c, welcher Ausdruck keinesweges immer =0 sein
mufs. Mithin ist zwar hier x—a ein einfacher Factor von f(x), aber
dennoch ist @ keine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, und es folgt hieraus,
dals bei den {ranscendenten Gleichungen keinesweges jeder einfache Factor
des ersten Theils der Gleichung einer Wurzel entspricht, obwohl umge-
kehrt jede Wurzel einem einfachen Factor. Ist z. B. die Gleichung

tangx = O
gegeben, so kann man tangx als das Product der zwei Faetoren sinx nnd

sec.x ansehen. Der Factor sinx ist nun bekanntlich das Product einer
unendlichen Anzahl einfacher Factoren, da

sinx = x(l —y—'::;>(1 —41;-0(1 —5:7) cone
ist; und dieses Product wird Null, sobald man einen der Factoren gleich
Null seizt; das heilst, die Warzeln der Gleichung
sinz = 0
sid x=0, x=7%, =27, x=23x, .... Diese Wurzeln sind zugleich
Wourzeln der Gleichung tangx =0; denn sobald sinax =0 ist, ist sec.x =1,
also in diesem Falle tangx = 0.1 = 0. Dagegen sind die¢ Wurzeln der Glei-
chung sec. 2 =0 keinesweges Wurzeln der Gleichung tangx=0. Soll

nemlich sec. x oder p ! Null werden, so mufs cosx unendlich grofs sein.

0S8 T

So lange aber x eine reelle Grofse ist, kann dies nicht sein, das heifst,
die Gleichung sec.x =0 hat keine reelle Wurzel. Setzt man dagegen
x=y+2v—1, wo y und z reelle Grofsen sind, so ist cosxr =
L(e*}€7*) cosy —}(ee—e) siny y—1. Soll nun dieser Ausdruck unend-
lich grofs werden, so mufs 2 unendlich grofs sein. In diesem Falle hat
man also

cosx = }e” (cosy —sinyy —1).
Nun ist aber, wenn man x =y -4 2y —1 setzt,

sine = }(e’+ ) siny + } (e —e*) cosy y —1

und, wenn man 2 = oo setzt,

sinx = }e” (siny 4 cosy y"—1);
also ist sinw = oc, wenn 5;;;: O ist, das heifst: wenn man statt # eine

Crelle's Journal d. M. Bd. XXIL Hift. 1. 2
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Wurzel der Gleichung sec.x = 0 substituirt, so wird tangax = 0.00; was
nicht nothwendig Null ist. Auch sieht man leicht, dafs unter diesen Um-
stinden tangx wirklich einen anderen Werth als Null hat. Denn es ist
in diesem Falle

’ sinx __ siny 4 cosy V' —1
cosx ~ cosy —sinyV —1

tang x =

= vV—1%).

Das Product aller einfachen Factoren, welche den Wurzeln der Gleichung
tangx = 0 entsprechen, giebt also keinesweges tang x, sondern sinax.

6. KEs kann auch sein, dafs es transcendente Functionen giebt,
welche durch keinen reellen oder imaginiren Werth von 2 auf Null re-
ducirt werden konnen; wiewohl vielleicht noch keine solche Function bis
jetzt bekannt ist. In diesem Falle wirde also die Gleichung f(z) =0 gar
keine Wurzel haben. Es giebt zwar viele, sowohl algebraische als trans-
cendente Functionen, von welchen sich nachweisen lifst, dals sie durch
keinen endlichen reellen oder imaginiren Werth von 2 auf Null reducirt
werden konnen (dahin gehoren die Functionen %, e, e*V='): dennoch aber

darf nicht behauptet werden, dals z. B. die Gleichung e*= 0 keine Waur-
zel habe, indem sich vielmehr nachweisen lifst, dafs sie deren unendlich
viele hat, die simmtlich in der Form & = — oo enthalten sind. Es wire
aber offenbar eine Einseitigkeit, wenn man die unendlich grofsen Werthe
nicht als Wurzeln gelten lassen wollte; auch wird sich spiter zeigen (8. 31.),
da(s die Betrachtung dieser Wurzeln in bestimmten Fillen durchaus noth-
wendig ist. KEben so hat die Gleichung e*¥—'=0 eine unendliche Zahl
von Wurzeln, die simmtlich in der Form x = — /" —1 enthalten sind.
Wenn ich aber sage, dafs eine transcendente Gleichung f(x) =0 gar keine
Wurzeln hat, so verstehe ich darunter, dafs sie weder durch endliche noch
durch unendliche Werthe auf Null reducirt werden kann, und es ist bis
jetzt micht ausgemacht, ob solche KFunctionen vorhanden sein konnen
oder nicht *¥), o

%) Dals tang =V —1 wird, wenn sec. x=0 isi, hat bereits Fourier in einer
Abhandlung bewiesen, die jedoch bis jetzt nicht erschiemen ist. -Man vergleiche Mem.
de lacad. d. sc. T. X. ppg. 129., o

#%) Auch Fourier driickt sich dariibér zweifelhaft aus, indem er sagt (Ezposé synopt.
? 65, w): g Majs 8%l pouvait exister un facteyr Fz qui ne cesserait point d’ayoir une
valeur finie, quelque valeur réelle ou imaginaire que lon attribuat a x.”
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7. Ist mithin eine transcendente Function gegeben (sie heifse f(x))
und man kennt alle reellen oder imaginiren Wurzeln der Gleichung fx = 0,
nemlich a, (3, ¥, ¢ .... und bezeichnet durch Q(x) das Product

(1=20-31=2) ...

aller einfachen Factoren, welche den Wurzeln der Gleichung @ (x)=0
entsprechen, so kann es sein, dafs dieses Product nicht =f(x) ist. Es
kann nemlich, wenn fxr =Qx.Fx ist, der Factor F'x so beschaffen sein,
dafs er nur durch solche Werthe von x auf Null reducirt wird, die, in Qx
substituirt, diese Function auf oc reduciren, so dafs die Wurzeln von Fx
nicht zugleich Wurzeln von fr sind; oder es kann auch Fz eine Function
sein, die durch keinen reellen oder imaginiren Werth von x auf Null ge-
bracht wird*). Lalst sich dagegen die Function fx in einfache Factoren
zerlegen, die den Wurzeln der Gleichung fx = O entsprechen, so dafls mau

fr=0—D0—H0-3)....

bat und diese Factoren so beschaffen sind, dafs, wenn man einen derselben
gleich Null setzt und den daraus entspringenden Werth von « in die ibri-
gen Factoren substituirt, keiner dieser ibrigen Factoren unendlich grofs
wird, so kann die Gleichung keine anderen Wurzeln als o, (3, v .... haben.
Denn substituirt man statt x irgend einen anderen Werth, so kann dieser
keinen der Factoren, aus welchen fx besteht, und also auch fx selbst nicht
auf Null reduciren.

8. Das Aufsuchen der reellen Wurzeln einer transcendenten, wie
einer algebraischen Gleichung, geschieht dadurch, dals man Grenzen sucht,
zwischen welchen die einzelnen Wurzeln enthalten sind und daf(s man diese
Grenzen immer enger zusammenzieht. KEine algebraische Function fx ist
aber immer eine continuirliche, das heilst, eine Function, die nur um ein
unendlich Kleines wichst, wenn die Verinderliche x einen unendlich klei-
nen Zuwachs erhilt. Der Werth einer solchen Function kann daher nicht
vom Positiven zum Negativen und umgekebrt iibergehen, ohne dazwischen
Null zu werden. KEine transcendente Function fo dagegen kann auch eine
discontinuirliche sein, das heifst, es konnen Grenzwerthe von x vorkommen,
die so beschaffen sind, dafs einem unendlich kleinen Zuwachse von x ein

%) Es versteht sich von selbst, dafs das Product der den Wurzeln entsprechenden
cinfachen Factoren einer Gleichung 4.fs = 0, wenn 4 eine Constante ist, picht 4.fs,
sondern nur fr werden kann.

2
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endlicher oder unendlich grofser Zuwachs von fz entspricht. Zwischen
solchen zwei benachbharten Grenzwerthen, bei welchen die Continuitat auf-
hért, wird also die transcendente Function continuirlich sein. Sucht man
daher die Wurzeln einer (ranscendenten Gleichung fx =0, so mufs man zu-
erst sehen, ob fx eine continuirliche oder eine discontinuirliche Function ist.
Diese Untersuchung gehort nicht in das Gebiet der Theorie der Gleichun-
gen. Dieselbe selzt sie vielmehr voraus. Hat man gefunden, dafs fx eine
discontinuirliche Function ist, und kennt man die Grenzwerthe, bei welchen
die Continuitat aufhort, so betrachtet man, stait der Funclion im Allgemei-
nen, die einzelnen Theile derselben, welche zwischen je zwei Grenzwer-
then enthalten sind und sucht die in diesen Zwischenriumen enthaltenen
Wurzeln. Insofern man daher voraussetzt, wie es im Folgenden immer
geschieht, dafs man die in den {ranscendenten Gleichungen vorkommenden
Functionen nur innerhalb der Grenzen betrachtet, zwischen welchen sie con-
tinuirliche Grofsen sind, gilt auch fir diese Gleichungen folgender Lehrsatz.

»Wenn die Gleichung fr =0 gegeben ist, und man substituirt statt
« die Werthe x, und x,, so werden, wenn fx, und fx, entgegengesetzte
Zeichen haben, eine oder mehrere Wurzeln dieser Gleichung zwischen den
Grenzen x, und x, enthalten sein. Liegt keine reelle Wurzel der Glei-
chung zwischen diesen Grenzen, so haben fx, und fx, gleiche Zeichen.”

Der Beweis dieses Satzes ist bekannt und folgt unmittelbar aus dem
Begriffle der Continuitat,

9. Ein anderer, ebenfalls bekannter Salz, von welchem spiter hiufig
Gebrauch gem::ht werden wird, ist folgender.

»Wenn eine Function fx, so wie auch ilre Differentialquotienten
ofx 9*fx 593 Sfx
Ox ’ dx* ' dxb

Grofsen sind, so hat man
a.d
fle+a) = fx+ __Jfﬁii'*_:_“_),

a. afx a? 9% flx, x4+ a)
f(x+a) =[x TOx T 7T gx s
flo+a) = fr 425 "f“’+‘;' Olz 4 5 Bl ke

dx? Jx3

+... zwischen den Grenzen x und x -« continuirliche

elc. etce.,

wo (x, x4 a) eine Grofse bedeutet, die zwischen r und x4 ¢ enthalten
ist, aber in den verschiedenen Gleichungen verschiedene Werthe haben
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kann. Den Beweis dieses Satzes findet man z. B. in Lagrange Legons
sur le calc. des fonet. leg. 9. Er gilt auch fir den Fall, wenn fx eine
continuirliche imaginire Function ist.

10. Nach diesen Vorbereitungen will ich nun zuerst zeigen, wie
man die Grenzen finden kann, zwischen welchen die reellen Wurzeln der
transcendenten Gleichungen enthalten sind. Wiewoll ich die Untersuchun-
gen Fourier’s iber die Theorie der algebraischen Gleichungen als be-
kannt voraussetzen mufls, will ich doch zuerst, zur deutlicheren Einsicht,
in der Kiirze das Verfahren andeuten, vermittelst dessen er die Grenzen
der reellen Wurzeln findet.

Ist eine algebraische Gleichung

fr=a"+ax""'Ftaz 4+ .... 4+a, =0
gegeben, so bildle man die successiven Differenzialquotienten f'x, f’wx,
’x, .... Der letzte Differentialquotient ™z ist eine constante Grofse. Nimmt
man statt x irgend eine Ziahl a und substituirt dieselbe in die Ausdricke
"x, f"e, «o.. flx, fx,

so werden die sich hieraus ergebenden Werthe das Zeichen von Positiv
oder Negativ vor sich haben. Diese Zeiclien schreibe man in der Ordnung,
wie man sie erhilt, neben einander, in eine horizontale Reihe, von der Linken
zur Rechten fortgehend, und bezeichne die Reihe von Zeichen durch [a].
Die Zeichenreihe [—oc] wird nur Zeichenwechsel enthalten, die Zeichen-
reihe [oo] nur Zeichenfolgens; und zwar verliert die Zeichenreihe ihre Zei-
chenwechsel beim Uebergange von — oo zu oo allmilig, ohne jemals einen
Zeichenwechsel, den sie verloren hat, wieder zu erhalten, oder neue zu
bekommen. Sobald man npiwmlich statt x eine reelle Zahl « substituirt,
welche fx auf Null reducirt, so verliert die Zeichenreihe einen Zeichen-
wechsel, den sie nicht wieder erhilt. Sie kann aber auch Zeichenwechsel
dadurch verlieren, dafs einer oder mehrere der Differentialquotienten Null
wird, ohne dafs fx Null wird. In diesem Falle verliert sie aber die
Zeichenwechsel immer paarweise, und der Verlust eines jeden solchen
Paares von Zeichenwechseln deutet auf zwei imaginire Wurzeln. Man
besitzt nun Mittel, um zu unterscheiden, ob der Verlust der Zeichen-
wechsel von reellen oder imaginiren Wurzeln beriihrt. Sind daher o und
3 zwei reelle Zahlen, ist 8 > ¢ und man findet, dafs [«] n Zeichen-
wechsel mehr enthilt als [3], so werden zwischen den Grenzen a und (3
n Wurzeln angedeutet und man kann alsdann untersuchen, ob und wie
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viele reelle Wurzeln wirklich zwischen diesen Grenzen liegen, oder ob
der Verlust der Zeichenwechsel ganz oder theilweise von imaginiren
Wourzeln herriihrt.

11. Die besondere Eigenthiimlichkeit einer ganzen algebraischen
Function fx besteht darin, dafs man durch fortgesetzte Differentiation zu-
letzt zu einem Differentialquotienten kommt, der einen constanien Werth
hat; und vermoge dieser Eigenthiimlichkeit ist es moglich, jedesmal die An-
zahl der Zeichenwechsel in den zwei Zeichenreihen [a] und [3] zu be-
stinmen und hieraus zu schliefsen, wie viel Wurzeln zwischen den Gren-
zen o und 3 enthalten sind. Bei den transcendenten Functionen dagegen
kann man die Differentiation in's Unendliche fortsetzen, und kommt nie zu
einem constanten Werthe. Eben deswegen kann man bei den transcen-
denten Gleichungen nicht ohne Weiteres bestimmen, wie viele reelle Wur-
zeln zwischen zwei beliebig gewdhlten Grenzen enthalten sind, wenn auch
die transcendente Function, welche den ersten Theil der Gleichung bildet,
zwischen diesen Grenzen continuirlich ist. Dennoch aber kann man auch
bei diesen Gleichungen, auf ganz ihnliche Weise wie bei den algebraischen,
alle reelle Wurzeln, die zwischen — o und co enthalten sind, mit Bestimmt~
heit entdecken, sobald man nur diesen Zwischenraum in kleinere Ziwischen~
riume theilt, die nach einem bestimmten Gesetze gebildet werden miissen.
Man kann nemlich fiir jede transcendente Function fx einen Differential-
quotienten f™x finden, der so heschaffen ist, dafs er zwischen zwei Gren-
zen o und 3 sein Zeichen nicht indert, dals also die Gleichung fmx =0
zwischen diesen Grenzen keine Wurzel hat; und dieser Differentialquotieut
spielt in Beziehung auf diese Grenzen dieselbe Rolle, wie der constante
Differentialquotient bei den algebraischen Gleichuvgen, indem man ver-
mittelst desselben bestimmen kann, wie viele Wurzeln die transcendente
Gleichung fao = 0 zwischen den Grenzen o und 3 hat. Dafs man wirk-
lich jedesmal einen solchen Differentialquotienten finden kann, ist klar.
Denn die gegebene Gleichung fx =0 ist nothwendig eine bestimmte, das
heifst, die Kunction fx ist von der Art, dafs man aus ihr fir jeden Werth v,
den man statt x substituirt, den Werth vou f(y) mit Bestimmtheit fin-
den kamn, sei es nun, dals man ihn genau angeben, oder in beliebig
enge Grengen einschliefsen kann; was z. B. der Fall ist, wenn fx eine
convergirende Reilhe ist. Wiire fx eine unbestimmte Function, so konnte
natiicich von der Auflosang der Gleichung fxr =0 nicht die Rede sein.
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Es miissen mithin auch die successiven Differentialquotienten von fo noth-
wendig bestimmte Functionen sein. Man wird also aus der Natur irgend
eines Differentialquotienten erkennen konnen, ob er fiir einen bestimmten
Werth x = a, positiv oder negativ ist, und da dieser Differenzialquotient,
wie hier immer vorausgesetzt wird, zwischen bestimmien Grenzen eine
continuirliche Grofse ist, so wird man immer einen Zuwachs ¢ von x be~
stimmen konnen, so beschaffen, dals der Differentialquotient, welcher /™
heifsen mag, innerhalb der Grenzen x = «, x = o+ §, immer dasselbe Zei-
chen behilt. Sobald diese Grenzen gefunden sind, kann man, auf dieselbe
Weise wie hei den algebraischer Gleichungen, bestimmen, wie viele Wur-
zeln die gegebene Gleicliung zwischen diesen Grenzen hat. KEs mufs nur
eine Modification in Beziehung auf die Bildung der Zeichenreihen eintreten.
Bei den aigebraischen Gleichungen bildet man die Zeichenreihe, indem man
zugest alle Differentialquotienien, vom letzten anfangend, in eine Reihe
schreibt, und alsdann statt x den Werth o substituirt. Die hieraus ent-
springende Zeichenreihe wurde oben durch [a] bezeichnet. Bei den trans-
cendenten Gleichungen sucht man zuerst einen Differentialquotienten, der
zwischen zwei Grenzen o und (3 dasselbe Zeichen behilt ¥). Schreibt
man diesen Differentialquotienten, und alle folgenden, nach der Ordnung in
eine horizontale Linie und substituirt alsdann statt « einen Werth a, der
zwischen o und ( liegt, in alle diese Functionen, so erhilt man wieder
eine Reihe von Zeichen, die im Allgemeinen theils positiv, theils negativ
sein werden. Diese Zeichenreihe soll im Folgenden durch [«] bezeichnet
werden. Ich werde auch zur Abkirzung die zwei Grenzen, zwischen
welchen ein bestimmter Differentialquotient sein Zeichen nicht dndert, die
bestimmenden Grenzen und diesen Differentialquotienten den bestimmen-
den nennen.

12. Liegt eine Zahl @ zwischen den bestimmenden Grenzen o und (3,
so ist es einleuchtend, dafs die Zeichenreihe [a] mit der Zeichenreihe [o]
identisch ist, so lange nicht zwischen « und a4 eine Zahl liegt, die, statt x
substituirt, eine oder mehrere der auf den bestimmenden Differentialquo-
tienten folgenden Functionen auf Null reducirt. Denn eine Aenderung in
der Zeichenreihe kann nur dadurch entstehen, dals eine oder mehrere die-

#) Es wud im Fol’genden immer vorausgesetzt, dafs B, mit Ricksicht auf das
Zeichen, immer grofser ist als «.



16 1. Stern, uber die Auflosung der transcendenten Gleichungen,

ser' Functionen - vom Positiven zum Negativen, und umgekelrt, iibergehen;
und da vorausgeselzt wird, dals alle Functionen zwischen den bestimmenden
Grenzen continuirlich sind, so kann dieser Uebergang nicht Statt haben,
wenn die Funectionen nicht durch den Werth Null gehen. Man nehme da-
her zuerst an, die Zahl a sei so beschaffen, dafs sie nur fo und keine der
iibrigen Functionen auf Null reducirt, so dals also a eine Wurzel der Glei-
chung fz =0 ist. Man selze in allen Funclionen statt z nach einander die
drei Werthe a—Jda, a, a4+ 9a und schreibe die hierdurch entstehenden
drei Zeichenreihen [@a— dal, [a], [@+ 9a] auf drei horizontale Linien
unter einander. Diese drei Zeichenreihen werden nur in Absicht auf das
letzte Zeichen verschieden sein; denn da der Werth von da ganz unbe-
stimmt ist und nach der Voraussetzung die Substitution von @ fir = nur
[z auf Null reducirt, so kann man ibn immer so klein annehmen, dafs keine
der tbrigen Functionen ibr Zeichen zwischen den Grenzen a—da und
a+ da andert. Es wird ‘aber f(a+-0a) positiv oder negativ und fla—9a)
negativ oder positiv sein, je nachdem f'4 positiv oder negativ ist. Ist f'a
positiv, so hat man das Schema

[a—da]l = ...+ —

[¢] = ....40

[e¥+0a]l =....+ +
Ist f'a negativ, so hat man das Schema

[a2—da] = ...~ F

[ =....—0

[e40da] = ... — —
In beiden Fillen verliert also die Zeichenreihe einen Zeichenwechsel beim
Uebergange von a—9a zu a-f da, sobald a eine Wurzel der Gleichung
fo = 0 ist.

13. Ist dagegen die zwischen den bestimmenden Grenzen enthaltene

Zahl a so beschaffen, dals sie eine der auf den bestimmenden Differential-
quotienten folgenden Functionen, z. B. /"2, und nur diese auf Null reducirt,
so werden auch in diesem Falle alle Zeichen der drei Reihen [a— d4],
[4] und [a+9a] beziglich gleich sein, bis auf dasjenige, welches durch
die Substitution der drei Werthe a—94, a und a- 9a in "z entsteht, und
man hat daher nur nothig, die drei auf einander folgenden Functionen f*+'z,
f*z, "'« zu betrachten, wenn man wissen will, wie. sich die drei Rei-
hen [a—da], [a] und [¢ 4 3a] gegen einander verhalten. Die Function

RN
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[*(a—0da) ist negaliv oder posiliv, die Funetion f*(a 4 9a) positiv oder
negativ, je nachdem f™+'a@ positiv oder negativ ist. Die Function e

kann aber ebenfalls positiv oder negativ sein. Hierdurch entstehen vier
verschiedene Combinationen. Sind nemlich f™*'a und f™'a positiv, so hat
man, wenn man nur die Zeichen der Functionen fHg, 'z, f—z,

schreibt :
[a—3da] = .... -]---+ cees
[¢] = ..o+ 0 4 ....
[a+%a]l = .c.. +4++ ....
Smd f™*'a und f'a beide negativ, so hat man
[6—d%a] = ..o —+— ...,
[a] = .e00. — 0 — ...,
[¢+04] =.... ——— ...,
Ist f*+'a negativ und f"'a positiv, so hat man
[a—da] = ... —— 4 ...,
[¢] =.cc0. — O 4 ....
[a+0a] = ccc. — 4+ ....
Ist f"+'a positiv und f"'a negativ, so hat man
[6—da]l = .... +—— ...
[¢a) =.... 40 — ....
[a+0a)=.... +F+— ....
In den zwei Fillen, wenn f**'a und f*'a gleiche Zeichen haben, enthilt
also [a+ 94] zwei Zeichenwechsel weniger als [u—0Ja]. In den zwei
Fillen dagegen, wenn diese Functionen verschiedene Zeichen haben, ent-
hilt [« 94] eben so viele Zeichenwechsel als [a—da].

14. Es ist noch der Fall iibrig, wenn die Zahl a so beschaffen ist,
dafs sie, statt  substituirt, mehrere auf einander folgende der zu betrach-
tenden Functionen auf Null reducirt. Da indessen die Uniersuchung dieses
Falles ebenfalls ganz auf dieselbe Weise ausgefiihrt werden kann wie bei
den algebraischen Gleichungen, fir welche sie schon Fourier ausfihrlich an-
gestellt hat, so will ich nur das Resultat hersetzen, wie es in Beziehung
auf die transcendenten Gleichungen ausgesprochen werden mufs. Man nehme
an, es sei eine zwischen den bestimmenden Grenzen ¢ und {3 liegende Zahl
so heschaffen, dafs sie, statt x substituirt, die ¢ auf einander folgenden

Functionen
fnw, f"-' x’ o e 0 ,"'_‘+ x )
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 1. 3
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auf Null reducirt, so sind zwei Falle zu unterscheiden. Ist i eine gerade
Zahl, so enthilt [«+-da] die Zahl i von Zeichenwechseln weniger als
[a—09a]; ist aber ¢ eine ungerade Zahl, so kommt es darauf an, ob /g
und f*~'a gleiche oder umgleiche Zeichen haben. Im ersten Falle hat
[a4-0a] i +1, im zweiten i—1 Zeichenwechsel weniger als [a— 0 a].
Verschwinden nun durch die Substitution eines Werthes a von &, an ver-
schiedenen Stellen verschiedene Gruppen von Functionen, so dals die
Aunzahl der verschwindenden Functionen an einer Stelle i, an einer ande-
ren ¢ u.s. w. befrigt, so braucht man nur fir jede Gruppe die Regeln in
Anwendung zu bringen, die so eben fiir eine einzelue Gruppe gegeben worden
sind und findet auf diese Weise die Totalsumme der Zeichenwechsel, dje
[a 4 da] weniger enthilt als [a—da].

15. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich deutlich, wie man die
Zahl finden kann, welche angiebt, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung
fx = 0 zwischen den bestinmenden Grenzen o und 3 liegen konnen.
So lange nemlich zwischen a und (3 keine Zahl liegt, welche eine oder
mehrere der zu betrachtenden Functionen auf Null reducirt, sind die Zeichen-
reihen [2] und [@] identisch. Diese Zeichenreihen konnen nur dann von
einander verschieden sein, wenn die Function fx, oder einer ihrer Differen-
tialquotienten zwischen den Grenzen ¢ und 2 Null wird. In diesem Kalle
mufs aber die Zeichenreihe [3] immer weniger Zeichenwechsel als die
Reihe [¢] haben, indem, wenn man den Werth von x wachsen li(st, nur
Zeichenwechsel verschwinden, nie aber die verlorenen wieder erscheinen,
oder neue hinzu kommen konnen.

Liegen n reelle Wurzeln zwischen « und 3, so muls [3] wenigstens
n Zeichenwechsel weniger als [a] entbalten. Denn bezeichnet man die
Wurzeln, nach ibrer Grofse geordnet, durch o, &,, a;...., so hat [a, da,]
wenigstens einen Zeichenwechsel weniger als [a]; eben so [a,} 0] we-
nigstens einen Zeichenwechsel weniger als [, 9a,] u. 5. w.

Umgekehrt darf man aber aus dem Umstande, dafs [G] die Zall
von Zeichenwechseln weniger enthalt als [«] , nicht schliefsen, dafls zwischen
a und B wirklich n reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der
Z.eichen auch daraus entstehen kann, da(s einer oder mehrere der Differen-
tialquotienten von fx durch die Substitution eines zwischen o und (3 liegen-
den Werthes auf Null reducirt werden, ohne dafs dies hei f der Fall wire.
Soviel aber ist gewifs, dals, weun n eine ungerade Zahl ist, zwischen o
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und 3 wenigstens eine reelle Wurzel liegt, weil, wenn einer oder mehrere
der Differentialquotienten Null werden, entweder gar kein Zeichenwechsel,
oder eine gerade Zahl von Zeichenwechseln verschwindet.

'16. Der Zweifel, ob der Verlust der Zeichenwechsel auf reelle
Wurzeln deute, die zwischen _den' bestinmenden Grenzen « und (3 enthalten
sind, oder ob er davon herriihre, dafs einer oder mehrere der. Differential-
quotienten zwischen diesen Grenzen Null werden, kann bei den transcen-
denten Gleichungen durch dieselbe Regel geloset werden, die Fourier fir
den ihnlichen Fall bei den algebraischen Gleichungen gegeben hat. Ich
werde hier aber um so lieber einen analytischen Beweis hersetzen, der
auf die transcendenten und algebraischen Gleichungen zugleich anwendbar
ist, aly Fourier diese Regel durch geometrische Betrachtungen erwiesen hat.

Man betrachte zuerst den Fall, wenn [«¢] nur zwei Zeichenwechsel
mehr als |8] hat, und setze zugleich voraus, dafs dieser Unterschied sich
erst in den zwei letzten Zeicben jeder Reihe zeigt, so dafs die vorher-
gehenden, sich entsprechenden Zeichen in beiden Reiben dieselben sind, so
ist ein doppeltes Schema moglich. Entweder ist

[¢a) = .c.. +—+F

8] = .vor ++ +
oder

@] =00 —4—

B] = e0e ———

In beiden Fillen hat f?2 =0 keine Wurzel, die zwischen « und (3 ent-
halten ist, weil, sobald man die zwei letzten Zeichen vernachlissigt, die
Zeichenreibe [a] nicht mebr Zeichenwechsel hat als die Zeichenreihe [3].
Man kaon daher f*x als die bestinmende Kunction annehmen. Dagegen
hat f'2 =0 eine Wurzel zwischen diesen Grenzen und es entsteht nun
die Frage ob fo=0 zwei reelle Wurzeln oder keine zwischen diesen
Greuzen habe. Es wird hierbei vorausgesetzt, dals man sich schon ver-
sichert bat, die Gleichung fo =0 habe nicht zwei gleiche Wurzeln zwi-
schen ¢ und (3, das heilst, dals man untersucht hat, ob fz und f'x einen
gemeinschaftlichen Factor hahen und ob dieser gemeinschaftliche Factor,
weun er existirt, eine Wurzel zwischen o und 2 habe.

Man betrachte zunichst das erste Schema. Man sieht sogleich, dafs,
wenn ¢ die Wurzel der Gleichung f'@ =0 ist, die zwischen « und 3 liegt,
alsdann die Zeichenreibe [a] mit - O — schliefsen mufs, sobald zwischen

3%
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a und 3 zwei reelle Wurzeln der Gleichung fz+=0 liegen sollen, weil
in dem anderen Falle, der hier noch moglich ist, weunn nemlich [a] mit
<4 0 4 schliefst,  hieraus von selbst das :Nichtverbandensein der reellen
Wourzeln folgt. Denn im letzteren Falle hitte man
‘ [a—da] = ... +—
[a40a]l = .... +++ v

Die zwei Zeichenwechsel wiirden also zwischen den Grenzen a—Ja und
a+da, zwischen welchen nach der Voraussetzung keine reelle Wurzel
der Gleichung fo =0 liegt, verloren gehen. Mithin mufs man, wenn die
zwei reellen Wurzeln vorhanden sind, nothwendig folgendes Schema haben:

[6] = ec00 +— 4
[a—da]l = .... +——
[a4da] = .... ++ —

Bl = ... +++

und es ist eine reelle Wurzel zwischen o und a— da, die andere zwischen
a- 9a und 3 enthalten. Es sei die kleinere Wurzel o, = a4 &, die grofsere
x, = 3—1>b'. Hieraus folgt (9)

flat+b) = fa+bf' (a,a4d) = fo+ (2,—a)f' (t,a+b) = O
oder

— Sfa
G
Auf dieselbe Weise findet man
T, = f— fB8
, =

fl.(ﬂ_b/nﬂ) )

Da f'c zwischen den Grenzen o und (3 continuirlich ist, so bleibt der
Werth dieser Function negativ, so lange man fir & eine Zahl substituirt,
die zwischen o und @ liegt; und zwar wird der numerische Werth der
Function kleiner, je niher die statt & substituirte Zahl dem Werthe @ kommt.
Aus demselben Gruunde bleibt f' positiv, so lange man stalt = eine Zahl
substituirt, die zwischen @ und {3 liegt, und der Werth dieser Function
wichst, je mehr sich die statt x substituirte Zahl dem Werthe (3 néhert.
Es ist also (ohne Riicksicht auf das Zeichen)

[ wmoetb)<fa

' (E—¥,0)<f'Bs

$1>d—7f%

Ty <B_fiv%’

folglich
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und um so mehr P s
o
o= Jra <P—f3
da x, kleiner als x, ist, das heifst, es mufs

/04 Lo <p—a

'8 —fe

Dasselbe Resultat findet man aus dem zweiten Schema, wenn man
bedenkt, dafs in diesem Falle die Zeichenreibe [a] mit den Zeichen — 0
schliefsen muls, wenn a die zwischen o und (3 liegende Wurzel der Glei-
chung f'x = 0 ausdriickt. Man hat daher folgende Regel. Soll die Gleichung
fx =0 unter den erwihnten Umstinden zwei reele Wurzeln haben, die

fB _feo

zwischen « und 3 liegen, so mufs die Summe der Quoiienten 78 "Fa

kleiner sein als der Unterschied der Grenzen; im entgegengesetzten Falle
kann man mit Sicherheit annehmen, dafs zwischen den erwibuten Grenzen
keine Wurzel liegt. [Ist aber diese Summe wirklich kleiner als 8—a, so0
folgt daraus noch nicht, dafs die zwei reellen Wurzeln wirklich vorhanden
sind, sondern man sieht daraus nur, dals die Grenzen nicht eng genug
gezogen sind. In diesem Falle substituire man étatt x eine zwischen «
und 3 liegende Zabl ¢. Hat fc nicht dasselbe Zeichen wie fo und f3, so
folgt daraus, dals eine reelle Wurzel zwischen o und ¢, die andere zwi-
schen ¢ und {3 liegt. Hat aber fc dasselhe Zeichen, so sehe man ob f'c
in Absicht auf das Zeichen mit f' oder f(3 iubereinstinmt. Man nenne 9
diejenige der Zahlen o und (3, die, in f'z substituirt, ein Resultat giebt, des-
sen Zeichen dem von f’c¢ entgegengesetzt ist. Die zwei moglicherweise
vorhandenen Wurzeln miissen also zwischen ¢ und 9 liegen. Man wende
daher auf diese Grenzen dasselbe Verfabren an, welches friher bei den
Grenzen ¢ und 3 angewandt wurde. Fihrt man auf diese Weise fort, so
findet man zuletzt, entweder dafs keine reelle Wurzel zwischen den Gren-
zen o und (3 liegt, oder man gelangt dabin, die Wurzeln zu trennen.

Bisher ward f*x als die bestimmende Function angenommen. Nihme
man aber einen hoheren Differentialquotienten zur bestimmenden Function,
so konnte es sein, dafs der Unterschied der Zyigchenwechsel in den Rei-
hen [a] und [3] grofser als 2 wire; auch konnte sich dieser Unterschied
friiher als bei denzwei letzten Zeichen zeigen. Da indessen schon Fourier
ausfiihrlich gezeigt hat, dals auch in diesen Killen dieselbe Regel hin-

sein.
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reicht, um das Vorbandensein oder die Abwesenheit der reellen Wurzeln
zu erkennen, und dieselben Betrachtungen ohne irgend eine Aenderung
auch fir die Wurzeln einer transcendenten Gleichung gelten, die zwischen
den bestimmenden Grenzen ¢ und 3 angedeutet werden, so halte ich es
fir uberfliissig, diese Betrachtungen zu wiederholen.

17. Durch das Vorhergehende ist die Frage, wie man die Grenzen
finden kann, zwischen welchen die einzelnen reellen Wurzeln enthalten
sind, erledigt. KEs kommt blofs darauf an, dals man den Zwischenraum
von —oo zu oo in Unterabtheilungen theilt, so dafs fir jede solche Unter-
abtheilung irgend ein Differentialquotient zwischen den Grenzen, die diese
Unterabtheilung einschliefsen, dasselbe Zeichen behilt; alsdann findet man,
wie viele Wurzeln zwischen diesen Grenzen liegen. Dies Verfahren wird
durch die folgenden Beispiele noch deutlicher werden. Ich will nur noch
eine Bemerkung hier anknipfen. Da eine algebraische Gleichung vom smten
Grade immer das Product von m einfachen Factoren ist, die den m reellen
oder imaginiren Wurzeln entsprechen, s kann man aus dem Verluste der
Zeichenwechsel, die nicht reellen Wurzeln der Gleichung entsprechen,
schliefsen, dafs die Gleichung eben so viel imaginire Wurzeln hat, als sie
solcher Zeichenwechsel verliert. Denn da die Zeichenreile iiberhaupt zwi-
schen den Grenzen —oo und oo immer m Zeichenwechsel verliert und
jeder reellen Wurzel der Verlust eines Zeichenwechsels entspricht, so folgt
daraus, dafs die Zeichenwechsel, welche nicht wegen reeller Wurzeln ver-
loren gehen, ehen so viele imaginire Wurzeln andeuten. Dieser Schlufs
ist aber auf die transcendenten Gleichungen im Allgemeinen nicht anwend-
bar. Denn, wie friher bewiesen wurde, bestehen diese Gleichungen nicht
immer aus Producten einfacher Factoren, die den Wurzeln der Gleichung
entsprechen. Wenn man daher findet, dafs zwischen den zwei bestimmen-
den Grenzen o und (3 mehrg Zeichenwechsel verloren gehen als reelle
Wourzeln zwischen diesen Grenzeun enthalten sind, so folgt daraus noch
nicht, dafs die Gleichung imaginire Wurzeln hat.

18. Sobald einmal die reellen Wurzeln getrennt sind, so geht die
genauere Berechoung ibrer Werthe okne allen Unterschied auf dieselbe
Weise fort, wie bei den algebraischen Gleichungen. Wendet man die ver-
besserte Newtonsche Niherungsmethode an, wie man sie bei Fourier fin-
det, so mufs man von dem in (9.) gegebenen Salze Gebrauch machen, und
verfiahrt auf dieselbe Weise, wie Fourier im zweiten Buche seines Werkes
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iiber die Gleichungen. Ich kann daher wieder nur auf dieses Werk ver-
weisen und will blofs in der Kiirze die Regeln der Berechuung zusammen-
stellen, damit ihre Anwendung auf die Losung einzeluer Gleichungen, die
spiter folgen soll, deutlicher werde.

Maun zielt zuerst die Grenzen so eng zusammen, dals nur eine
Whurzel der Gleichung fx = 0 und keine Wurzel der Gleichungen f"x =0,
f'x =0 zwischen denselben enthalten ist. Es ist immer moglich, so enge
Grenzen zu ziehen, sobald die Functionen f“x und f'x nicht einen ge-
meinschafilichen Faclor mit fa haben; im entgegengesetzten Kalle miilste
man erst diesen Factor suchen und absondern. Sind diese Grenzen gefun-
den und nennt man die kleinere «, die grofsere (3, so bemerke man, welche
derselben so heschaffen ist, dafs sie, statt = in f*x und fz substituirt,
diesen Functionen gleiche Zeichen giebt: diese Grenze heifse die dufsere.
Man bezeichne sic durch 9, so sind
—Je  pg_S2

fa’ 1o
zwei neue Niberungswerthe von x, und zwar liegt der ersle zwischen o
und x, der zweite zwischen x und 3. Mit diesen neuen Niherungswerthen
kann man wieder wie mit ¢ und 3 verfahren und daraus zwei andere Nahe-
rungswerthe herleiten, die der Wurzel noch niber liegen, und dieses Ver-
fahren lifst sich so weit man will fortsetzen. Man wird aber diese zwei Gren-
zen nicht jedesmal zu berechnen, sondern nur folgende Regel zu beobachten
haben. Man ziehe zuerst die Grenzen o und 3 so eng zusammen, dals sie nur
um eine Decimal - Einheit verschieden sind: ihr Unterschied sei (/};)". Man
nehme alsdann diejenige der Grofsen f“o und /'3, deren numerischer
Werth der grofste ist, und dividire ibn durch diejenige der Grofsen 2f’a,
2f'B, die den kleinsten Zahlenwerth hat. Es sei (¢5)* die Decimal-Einbeit,
welche unmittelbar grofser ist als dieser Quotient. Man untersuche nun
ob n gleich 1—£k, oder grofser als diese Zahl ist. Ist n<1—£%, so mufs
mau die Grenzen enger zusammenziehen, bis die Bedingung n<(—Fk er-
fallt ist. Man nehme alsdann, weun 3 die dulsere Grenze ist, den Quotien-

o

ten %,% und entwickele ihn bis zur 2. 4 &“" Decimalstelle einschliefslich.

Die letzte Stelle des Quotienten vermehre man um eine Einheit und addire
den so gefundenen Werth zur Grenze (3, oder ziehe ihn davon ab, je nach-
dem @ und f'(3 verschiedene oder gleiche Zeichen haben. Der so ent-
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stehende neue Niherungswerth 3/ kann grofser oder kleiner als die Wur-
zel sein; was man leicht erfibrt, wenn man (3 statt x in fr substituirt.
In jedem Falle aber ist 3’ von & um eine Grofse verschieden, die weniger
als ({)""** betrigt. Wenn man daher die letzte Decimalstelle im Werthe
von (3’ um eine Einbeit vermehrt oder vermindert, so findet man eine zweite
Grenze, die kleiner oder grofser als die Wurzel ist, je nachdem 3’ gro-
fser oder kleiner als diese ist. Mit diesen neuen Grenzen verfahre maun
wieder wie mit den vorhergehenden, so erhilt man allmilig Resultate, die
bis auf die Decimalstellen vom Range 2n--k, 4n+ 3%k, Sn4 7k u.s. w.
genau sind.

IIl. Beispiele.

19. Ich werde nun, theils um das Vorhergehende zu erliutern, theils
um der dritten Anforderung der Societit Geniige zu leisten, die Werthe
einiger Wurzeln verschiedener transcendenter Gleichungen berechnen, und
will nur noch eine allgemeine Bemerkung machen. Im Allgemeinen steht
es frei, irgend einen beliebigen Differentialquotienten als bestimmende Func-
tion zu nehmen, sobald man Grenzen kennt, zwischen welchen er bestindig
dasselbe Zeichen behilt. In der Regel wird es aber am zweckmifsigsten
sein, die Grenzen zu suchen, zwischen welchen [z dasselbe Zeichen be-
hilt, da gewohnlich die Differentialquotienten einer transcendenten Function
desto verwickelter werden, je weiter man die Differentiation fortsetzt, es
also auch schwerer sein wird, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen
eine solche Function dasselbe Zeichen behilt. Besteht aber der erste Theil
der Gleichung theils aus transcendenten, theils aus algebraischen Functionen,
so wird es hiufig nitzlich sein, die Differentiation so weit fortzusetzen, bis
die algebraischen Functionen verschwunden sind. Hiite man z B. die
Gleichung

[ = sinx + 52 —42* 432 —6 = 0,
so wiirde man viermal zu differentiiren haben. Dies giebt f*x =sina, und
man nimmt alsdann sinx als bestimmende Function.

20. In Beziehung auf die Schwierigkeit, welche die Auflosung der
transcendenten Gleichungen im Verhilinifs zu der der algebraischen Glei-
chungen macht, kann man die (ranscendenten Gleichungen in verschiedene
Chassen eintheilen.
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Am leichtesten sind offenbar diejenigen Gleichungen aufzulosen, deren
einzelne Glieder nur ganze oder gebrochene Potenzen einer und derselben
transcendenten Flunction enthalten. Solche Gleichungen sind z.B. die folgenden:

1. A(sinx)* 4 B(sinz)’ -} C(sinz)’ 4 .... M(sinxy* = 0,

2. Ade'+Bef'4Ce'+....Me* = 0,
wo 4, B, C, .... M bestimmte Zahlen und o, 3, v ebenfalls reelle, ganze
oder gebrochene Zahlen siud. Solche Gleichungen kann man nemlich un-
mit(elbar auf algebraische bringen. Man braucht nur statt sinx in der ersten
oder stait €' in der zweilen Gleichung eineé neue unbekannte Grofse, etwa y
zu selzen, so gehen die Gleichungen in folgende Gleichung iber:

3. Ay*+By+4+Cy’'+....My* =0,
Dasselbe ist der Fall bei der Gleichung

4. Aa+4Bb+4+Cc+4 .... + Mm* = 0,

wo 4, B, C, ..., heliebige Zahlen und a, &, ¢, .... positive Zahlen sind.
Man braucht nur a=¢% b=¢’, c=e” .... zu selzen, so geht die Glei-
chung (4.) in die Gleichung (2.) iber. Sind die Exponenten a, £, Vs eone
in der Gleichung (8.) ganze positive Zahlen, so ist die Gleichung eine ge-
wohnliche algebraische. Sind aber einige dieser Exponenten negative oder
gebrochene Zahlen, so hat man nicht nothig, wie es gewohnlich in sol-
chen Fillen geschieht, diese Exponenien durch Potenziiren wegzuschaffen,
sondern man kann sie unmittelbar nach denselben Regeln behandeln, welche
Fourier fir die gewohnlichen algebraischen Gleichungen gegeben hat. Da
hieriiber Sturm schon eine Abhandlung geschrieben hat, die vielleicht be-
reits gedruckt ist, so werde ich mich nicht linger bei diesem Gegenstande
aufbalten und verweise auf dessen Bemerkungen ™).

21. Znnichst lasse ich die transcendenten Gleichungen folgen, bei
welchen sich zwar der erste Theil der Gleichung selbst nicht auf eine
algebraische Function zuriickfihren lilst, aber die simmtlichen Differential-
quotienten algebraische Functionen sind. Dies ist der Fall, wenn in der
Gleichung die Functionen loga, arcsinwx, arc cosa, arctangx etc. vorkom-
men. Eine solche Gleichung ist z. B. XX J00 s

xlogx — 460 = 0,
welche Euler behandelt bat *¥). Hier ist, wenn man die natiirlichen Loga-

%) Bulletin des sciences par Férussac, Sect. I. T.II. 1829.
#%) Instit. cale. différ. Tom. IL §. 243.
Crelle's Journal d. M. Bd, XXII. Hft. 1. 4
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rithmen anwendet, ‘A R
fr = zloge—100, . . ° . - -
1 M .
flz = loga:-]-.;l,; T
o= LT

Da [’z zwischen den Grenzen a:-—o und T=oc0 posmv ist, so nehme
man diese Function zwischen diesen Grenzen als die besiimmende an. Da
z und logz fortwahrend wachsen, so folgt, dafs zwischen diesen Grenzen
nur eine Wurzel der Gleichung f:z:._-O liegen kann, Setz{ man o= 3,
und dann =4, so ﬁndet man ’

Bl =
4] =

+ —
,-, 2,098.... 0,3093...

+ + -+

1 2,386.... 0,940.... /

Es liegt also die Wurzel zwischen 3 und 4. Nuo ist 4—3 = ({)° und
= 0,07, also (nach §.18.)

k=1 n=0,

S
2.2,098

mithin # =1 — k. Die Grenzen sind also eng genug zur nihernden Berech-

nung gezogen. Die dulsere Grenze ist hier 4, mithin }:’2 gg;g, und da

2n+ k=1 ist, so muls die Division bis zur ersten Decimalstelle aus-

gefibrt werden: also ist

]4% = 0,3 und mithin der erste Nikerungswerth
] 4'—-0,4 = 376'

Substituirt man in fz statt x den Werth 3,6, so erhilt man ein
positives Resultat. Der Werth 3,6 ist also zu grofs, und die Wurzel liegt
zwischen 3,5 und 3,6. Nun ist n = 1, also 2n4+% = 3. Da 3,6 die

dufsere Grenze ist, so hat man j{'%,%)) = g,’ggg;g = 0,002; also ist der

sweite Niaherungswerth 3,6 — 0,003 = 3,597 bis auf (y%5)* genau. Da f(3,597)
negativ ist, so liegt die Wurzel zwischen 3,597 und 3,598, und da 3,598

£(3,598) __ 0,00163032
F1(3,508) — 2.98037813 welcher Quotient

bis zur 7ten Decimalstelle entwickelt werden mufs, indem 2n 4% = 7 ist.
Dies giebt 0,0007149; also ist der dritte Niherungswerth 3,598 — 0,000715
=3,597285 bis auf ()’ genau, und zwar liegt der Werth zwischen 3,5972850
und 3,5972851. Ewuler findet 3,5972852.

die dufsere Grenze ist, so hat man
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22. Ich werde nun einige Gleichungen abhandeln, fiir welche die
Differentialquotienten ebenfalls transcendente Grofsen sind, jedoch vou der Art,
dals die numerischen Werthe der darin vorkommenden transcendenten Functio-
nen bereits in Tafeln berechnet sind. Hierher geboren zuniichst die tri-
gonometrischen Functionen. Es sei also z. B. die Gleichung

[x = x—cosx = 0
gegeben, welche Euler ebenfalls behandelt hat ). Es ist einleuchtend,
dafs diese Gleichung nur eine reelle Wurzel haben kann. Nun ist -

flx =1+ sinzx, '

{'x = cosa. '
Da cosx zwischen den Grenzen x = 0, x = 90" immer positiv ist, so kann
[« zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function angenommen wer-
den; x— cosx ist aber negaliv, wenn man x = O setzt, und positiv, wenn
man x = 90" setzt, woraus schon folgt, dafs eine Wurzel der Gleichung
x—cosx = 0 zwischen diesen Grenzen enthalten ist. Zieht man die Gren-
zen enger zusammen und nimmt als solche zuerst x = 0,7, x = 0,8, so
findet man

0= +  + -
0,764 .... 1,644.... 0,064....
[08] = <+ + -+
0,696.... 1,717 .... 0,103 ....
Hier ist 5- 17 224_0,2 also %k = 0; auch ist m = 1; mithin sind die Gren-
zen eng genug zur nihernden Berechnung. Die dufsere Grenze ist x = 0,8,

£08) _ 0103
F0,8) = 1,717
Decimalstelle. Dies giebt 0,06: also ist der erste Ndhkerungswerth
= 0,8—0,07 = 0,73 bis auf ({)* genau, Substituirt man diesen Werth
statt x, so findet man, dafs er zu klein ist; der Werth von x liegt also

. . 7,4 0,001531 .
zwischen 0,73 und 0,74 und man hat ;((7’ 4))= 16780 welcher Quotient

bis auf die vierte Decimalstelle entwickelt werden mufs. Dies giebt 0,0009;
also ist der zweite Niherungswerth 0,74 — 0,001 = 0,739 bis auf (i%)*
genau. Durch Substitution dieses Werthes statt a findet man, dafs die
Wurzel zwischen 0,739 und 0,7391 liegt. Der nachste Quotient mufs bis

¢ £(0.7391)
F7(0,7391) =

und da 2n 4 k=2 ist, so entwickele man bis zur zweiten

auf die 8te vDecimalstelle' berechnet werden. Dies gieb

%) Tatrod. in anal. infinit. L. 11, §. 531.
4%
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0"102%2287"" = 0,00001487; also ist der dritte Naherungswerth 0,7391

—0,00001488 = 0,73908512 bis auf (¢5)° genau. Huler findet 0,7390847.

23. Es sei ferner dig Gleichung : ' o,
x-—tangr = 0 S -
gegeben, welche in der Theorie der Schwingungen elastischer Korper und
in der Theorie der Wirme vorkomm¢. Statt dieser Gleichung kann man auch

X COS x> —— sm ax
schreiben =
Cosx

= 0, und man kann hier wieder wie friber be-

weisen, dafs die Wurzeln der Gleichdng cols

xi:: 0 nicht Wurzeln der ge-

gebenen Gleichung sind. (Vergl. §:5.) Man braucht daher nur die Glei-
chusg z cosx —sinx = O-zu betrachten. Da diese Gleichung unverindert
bleibt, wenn man —zx stalt « sétzt, so folgt, dafs jeder positiven Wurzel ¢
eine negatlive — o entspricht. "Man braucht daher nur dle positiven Wurzelu
zu suchen. KEs ist '
" s - fax = xcosx—sinx, Sk Lt ap
no AR g fx —x sinz,
e = —(x cosx -} sinx).
Die kleinste Wurzel ist x = 0. Bezeichnet man durch w ein Unendlich-Klei-
nes, so ist klar, dafs f*x zwischen den Grenzen xr =w und x=90
immer negativ ist. Man hat also
[w] = ——=—
[90°] = ———
Zwischen diesen Grenzen liegt mithin keine Wurzel. KEs ist ferner ein-
leuchtend, dafls keine Wurzel zwischen den Grenzen x = 90" und x = 180’
enthalten ist, da cosx zwischen diesen Grenzen immer negativ und sinx
immer positiv ist. Zwischen den Grenzen x = 180" und & = 270" ist f''x
immer positiv, und kaon daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende
Function angenommen werden. Nun findet man

[180° 4 w] = + +—
R} = +++;
also hat die Zeichenreihe [180 4 w] einen Zeichenwechsel mehr als die
Zeichenreihe [270°], und es liegt daher eine Wurzel zwischen diesen Grenzen.
Zieht man die Grenzen enger zusammen, so ergiebt sich, dafs die Wurzel
zwischen x = 4,4 und x=4,5 liegt, und zwar ist

C e
R}

ll!
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[44] = + + -
2,3 4,187.... 0,4006...,
451 = +

+ 4+
1,92 4,398885 0,028949

Nun ist s, 37 = 0, also k= 0j ferner ist # = L; mithin sind die Grenzen eng

genug zur nihernden Berechnung. Die dufsere Grenze ist 4,5. Man mufs

also den Quotienten 2——333—— bis auf die zweite Decimalstelle entwickeln.

Dies giebt 0,00. Mithin ist der erste Niherungswerth 4,5— 0,01 = 4,49.
Da f(4,49) negativ ist, so folgt hieraus, dals die Wurzel zwischen 4,49 und

4,5 enthalten ist. Nun ist 4,5 die dulsere Grenze, und der Quotient Zgggggg,

auf vier Decimalstellen entwickelt, giebt 0,0065 ; also ist der zweite Nihe-
rungswerth 4,5—0,0066 = 4,4934. Dieser Werth ist zu klein; also liegt die

Wurzel zwischen 4,4934 und 4,4935. Der Quotient ;g::gig; = 0(;?333?339

auf 8 Deecimalstellen entwickelt, giebt O,OOOO‘950§5: also ist der dritte Nihe-
rungswerlh 4,4935 —0, 00009036 = 44934()_9@4- bis auf (+6)? genau. In
Bogen - Einheiten ausgedriickt, giebt dieses 257°27/12/268. Euler findet
den Niherungswerth 257°27/ 12" =4,49340834). Man kann aber vermittelsg
der Eulerschen Methode den Werth noch genauer finden, wenn man: alle
Glieder der Reihe, die er zur Berechnung anwendet und welehe noch auf
die achte Decimalstelle Einflufs haben, beriicksiehtigt. Man findet alsdann, nahe
mit unserem Resultate zusammentreffend, den Werth 4,49310568. Poisson
findet *%) 4,49331, welcher Werth schon in der vierten Decimalstelle un-
genau ist und walrscheinlich 4,49341 heifsen soll.

Auf dieselbe Weise, wie hier die kleinste positive Wurzel gefunden
wurde, konnen nun auch die dbrigen Wurzeln berechnet werden. Es ist
aber einleuchtend, dafs es unendlich viele solche Wurzeln giebt und dafls
die nte Wurzel zwischen den Grenzen n7 und (n+ })7 enthalten ist, wo 7
die halbe Peripherie bedeutet. :

Bemerkenswerth ist auch die Art, wie Euler durch Umkehrung der
Reiben Niherungswerthe fiir jede nte Wurzel findet, die desto genauer sind,

#) Introd. in anal. infinit. L.IL §. 539.
#%) Mém. de l'acad. des sciences T. VIIL p. 420. Als Werth der zweiten Wur~

zel giebt Poisson 7,73747, was schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist, indem
der walwre Werth 7725 . 18t.
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je grofser n ist. Die Brauchbarkeit dieses Verfabrens in diesem besondern
Falle hingt aber von dem besondern Umstande ab, dafs sich die nte Wurzel
dem Werthe (n+}7) immer mehr nihert, je grofser n ist (vergl. §. 2.).
24. Eine andere Gleichung dieser Art, welche in der Theorie der
Schwivgungen einer elastischen Kugel vorkommt, ist folgende:
(4 —3x%)sinx —4xcosx = O.
Auch hier entsprieht jeder positiven Wurzel o eine negative —a; man
braucht daher nur die positiven Wurzeln zu suchen. Die kleinste entspricht
dem Werthe x =0, Die niichste Wurzel findet man wie folgt. Es ist
fx = (4—3x")sinx—4xcosx,
[ = —x(3xcosx+42sinx),
f”a: = (32*—2)sinx — 8z cosx.
Die Fuuction f“x ist zwischen den Grenzen x =0 und x=45" immer
negativ., Denn ist 32* <2 oder x <<y'%, das heilst x <T 45" soist 32°—2
und also auch f"’x negativ: mithin kann f'“2 zwischen diesen Grenzen zur
bestimmenden Function genommen werden. Bezeichnet man durch w ein
DUnendlich-Kleines, so hat man

Es liegt also keine Wurzel zwischen O und 45°. Zwischen den Grenzen
x =45" und & = 90" kann aber f’’z nicht als bestimmende Function ge-
braucht werden, weil sie zwischen diesen Grenzen das Zeichen wechselt.
Man konnte nun zwar den Zwischenraum in kleinere theilen, wird aber
schneller zum Ziele kommen, wenn maun die hohern Diflerentialquotienten
entwickelt. Denn es ist

[ = 3x*—10)cosx 4 14 x sinx

[Mx = (24—3x")sinx 4 20x cosx.
Offenbar ist f*x zwischen den Grenzen O und 90° immer positiv und folglich

zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function zu gebrauchen. Die
Zeichenreihen sind

[0] = 4 — ———
[90'] = + 4 + ——.
Da nun jede Zeichenreihe nur einen Zeichenwechsel enthalt, so liegt keine
Wurzel zwischen diesen Grenzen,
Zwischen den Grenzen x = 90° und x = 180° ist "/« immer positiv
und daber zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function brauchbar.
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Man findet
[907 = + ——
[180"] = + + +;
also ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel enthalten. Die Grenzen sind
aber noch nicht eng genug zur nihernden Berechnung, da auch f'x=0
eine Wurzel zwischen diesen Grenzen hat. Zieht man die Grenzen enger
zusammen und setzt allenfalls £ =2,5 und x =2,6, so hat man
25] = + + -
26,04 12,029 0,816....
[2,6] = 4+ +
070 27,2 14,707 0,519....
Hier ist mr—-l,...., also k= -—1; auch ist » = 1; mithin wird die

Bedingung #> 1 —k nicht erfilllt und die Grenzen miissen enger gezogen
werden. Setzt man x = 2,56, x = 2,57, so findet man
' £2,56] = + + —
26,81 13,901....
[2,57] = -+ +
26,92 13,88437 0,09057....
23.@1’31% =0,9, also k= 0; ferner n = 2; folglich sind die Grenzen
0,09057
Hg@“g.i auf
vier Stellen entwickelt, giebt 0,0065: also ist der erste Ndhkerungswerth
2,75—0,0066 = 2,5634. Dieser Werth ist zu klein; die Wurzel liegt also
zwischen 2,5634 und 2,5635. Bei der nichsten Operation erhilt man den
Werth bis auf 8 Stellen genau, und zwar ist
5635 0,
%‘,%635‘“)} = 1’3(?‘*(7)‘3%(5)%% = 0,00006576,
also der zweite Ndihkerungswerth 12,5635 — 0,00006577 = 2,56343423.
Poisson findet 2,56334 ).

Zwischen den Grenzen x =180° und x =270° ist f2 immer, positiv,
mithin keine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Im vierten Qua-
dranten dagegen liegt eine Wurzel; denn f*/x ist zwischen diesen Grenzen
immer negativ. Man kann also diese Function wieder als bestimmende an-

sehen und findet
[270°] = — 4 4
[360°] = ———

Hier ist

hinlinglich nahe. Die aufsere Grenze ist 2,57; der Quotient

#) Mémoires de Pacad. des se. T. VIIL p. 420.
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Die Zeichenreihe [360°] hat also einen Zeichenwechsel weniger' als die
Zieichenreibe [270"]. Zieht man die Grenzen enger zusammen, so findet man
75,7 100,34 6,01
6] = — — -
67,95 107,53 4,38
75,7

Hier ist §Tf0'0j§1=0’3’ also k=0, n=1 und n =1-4F%

Da 6,1 die dufsere Grenze ist, so entwickele man den Quotienten 1,38

107,53
bis auf die zweite Decimalstelle. Dies giebt 0,04; also ist der erste Nihe-
rungswerth 6,1—0,05=6,05. Da f(6,05) negativ ist, so liegt die Wur-

£(6.06) __ 0,1393 _ . .
F606) = 10875 = 0,0013: also ist
der zweite Niherungswerth 6,06 —0,0014 = (,0586. Dieser Werth ist
zu klein und daher die Wurzel zwischen 6,0586 und 6,0587 enthalten.

: , 0,0031285 . ) . .
Nun ist J{,Ei 8222 = Joie0T = 0,00002989; also ist der dritte Niike-

rungswerth 6,0537 —0,0000299 = 6,0586701 bis auf (;,)* genau. Poisson
hat 6,05973.

Es ist einleuchiend, dafs auch diese Gleichung unendlich viele reelle
Wurzeln hat und dafs die nte Wurzel zwischen (n—})7 und nz enthalten
ist. Jede dieser Wurzeln kann nach dem vorbergehenden Verfahren bis auf
jede beliebige Decimalstelle genau gefunden werden. Wo es sich aber nur
um eine ungefihre Aunniherung handelt, kann man auch hier mit Nutzen
das bei dem friheren Beispiele erwihnte Hulersche Verfahren anwenden
und durch Umkehrung der Reilien eine Formel finden, welche die folgen-
den Wurzeln desto genauer giebt, je grifser n ist.

zel zwischen 6,05 und 6,06. Nun ist

26. Ich werde nun einige Aufgaben behandeln, bei welchen aufser
den trigonometrischen Functionen auch die Fuuctionen e*+4- ¢ und e*— ¢—
vorkommen. Auch zur Berechnung dieser Functionen besitzen wir jetzt Ta-
feln in der vortrefflichen Abhandlung Gudermanns iber die Theorie der
Potenzialfunctionen *). Ich werde nach dem Vorgange dieses Gelehrten zuy
Abkirzung L(e*+e)=Cosx und }(e*—e*)=Sinxr selzen.

Es sei nun die Gleichung

fr = (e°F€e™) cose~2 = 0

*) Crelle, Journal fir die Mathematik, Bd. 6. u. 7.
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gegeben, statt welcher man auch

Cosxcosx—1 =0
setzen kann. KEs ist klar, dafs jeder pesitiven Wurzel x eine negative —a
und eine imaginire +xy —1 entsprieht.

Hier hat man nun
fx = Cosxcosx—1,

[« = cosx Sinx —sinx Cos x,
[z = —2sinx Sing.

Die kleinste positive Wurzel der Gleichung ist « = 0. Bezeichnet alsdann
w ein Unendlich-Kleines, so ist f'x zwischen den Grenzen x = und
x = 90" immer negaliv und kann daher zwischen diesen Grenzen als be-
stimmende Function gebraucht werden. Es ist aber
[o] = ———
[90"] = — — —3
also liegt keine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Dafs zwischen = = 90°
und z = 270" keine Wurzel liegt, ist von selbst klar, da fz zwischen
diesen Grenzen immer negativ ist. Zwischen den Grenzen x = 270° und
x = 360" ist {2 immer positiv und kann daher wieder als bestimmende
Function gebraucht werden. Nun ist
[270"] = + + —
[360"—w] = 4 4 4+
also ist eine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Zieht man die
Grenzen enger zusammen und selzt zuerst x = 4,7 und dann & = 4,8, so
ergiebt sich

W=+ + -
1098 54,28 1,68
[48] = + -+
118,2 6534 4,31.
Ks ist aber ;%% =1, ...., also k=—1, n=1, das heilst, die Gren-

zen sind nicht eng genug zur nihernden Berechnung. Seizt man ferner
r=4,73, x =4,74, so ergieht sich

[4’73] = + + —
113,26 57,6409 0,0023
[4,74] = + -+
114,38 58,7791 0,5796.

Hier ist 213 — 009, also k=0, n=2.

2.57,6
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Iift, 1. 5
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. . . . . f(4,78) _ 0,5796
Die aufsere Grenze ist 4,74 und der Quotient Fa73) = 57791 mufs

auf vier Decimalstellen entwickelt werden. Dies gieht 0,0098; also ist der
erste Naherungswerth 4,74 —0,0099 = 3,7301. Dieser Werth ist zu grofs,
mithin die Wurzel zwischen 4,7300 und 4,7301 enthalten. Der Quotient
£(4,7301) 0,00340159 _ “ .
77 (4,7301) 576512988 — 0000059005
also ist der zweite Nakerungswerth 4,7301 —0,00005901 = 4,73004099.

Die hier abgehandelie Gleichung kommt bekanntlich in der Theorie
der Schwingungen elastischer Stibe vor. Statt des hier gefundenen Wer-
thes der ersten Wurzel hat Poisson 4,73003 ).

26. Auch die Gleichung
(e*+e*)cosz 42 =0,

auf 8 Deccimalstellen entwickelt, giebt

statt welcher man
cosz Cosz+1 =0

schreiben kann, kommt in der Theorie der Schwingungen elastischer Stibe
vor. [Hier ist

fx = cosz Cosx + 1,
['x = cosx Sinx — sinx Cos x,
“x = —2sinx Sinzx.

Zwischen =0 und x =90 ist fx immer positiv; es kann also keine
Wurzel zwischen diesen Grenzen liegen. Zwischen den Grenzen x = 90"
und x = 180" ist f"‘x immer negativ und kann daher als bestimmende Func-
tion gebraucht werden. Man hat

[907] = ——+

[180] = — — —;
es liegt also eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Nimmt man nun die
engeren Grenzen x = 1,8 und = = 1,9, so findet man

[8l=— — +
5,7 3,69 0,29
[19] = — —

6,11 429 0,10 ot
. . 6,1 . ,10
Hier ist 3350 = 0,8, also k=0, n=1; der Quotient £29 mufs da-

‘) Mém. de l'acad. des sc. T. VIIL p. 485. In dem Traité de mécanique ed. 2.
p- 389 dag‘ '§en steht der Werth I 74503; was aber offenbar 4,73003 heilsen

ufs, a dieser Werth = $%4-0,01765 sein soll.
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her auf zwei Decimalstellen entwickelt werden. Dies giebt 0,02; also
ist der erste Ndherungswerth 1,9 — 0,03 = 1,87. Nun ist f(1,87)
positiv; folglich mufs die Wurzel zwischen 1,37 und 1,88 liegen.

F(1,88) _ 002033
Man hat F(1,88) — 416792

werth 1,88—0,0049 = 1,8751. Dieser Werth ist zu klein; mithin liegt
die Wurzel zwischen 1,8751 und 1,8752. Der folgende Niheruugswerth
kann bis auf 8 Stellen genau gefunden werden, und zwar findet man
F(1,8752) __ 0,00039722
f1(1,8752) T 4,138717
18752 —0,00009598 = 1,87510402. Poisson findet in der erwihnten Ab-
handlung 1,8756 #).

27. Ich will nun noch einige Gleichungen abhandeln, bei welchen der
Werth von fx in einer convergirenden Reihe ausgedriickt ist, fir welche
noch keine Tafeln berechnet sind. Ich nehme zuerst die Gleichung

= 0,0048; also ist der 2weite Ndiherungs-

= 0,00009597; also ist der dritte Ndiherungswerth

3 3 xt

1. [fz= 1"’”+(1:.t2)’ "(1.;3)= +(x.2.3.4)= =0,
welche bekanntlich in der Theorie der Bewegung der Wirme in einem
Cylinder und bei mehreren anderen physikalisch - mathematischen Unter-
suchungen vorkommt **). Diese Gleichung kann keine negativen Wurzeln
haben, da alle Glieder der Reihe positiv werden, sobald man statt x eine
negative Zahl setzt. Man braucht also nur die positiven Wurzeln zu suchen.

Hier ist

x x? a3 axt
2. fe=—1t5—n3tagi—mzast -
x? a3

3. fr=1—g53tmsa—mmaste
Die drei Reihen (1., 2., 3.) sind nach bekannten Siizen convergirende Reihen,
und es kann daher vermittelst ihrer der Werth von fx, f'z, [/ x fiir jedes
gegebene x mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit berechnet werden,
sobald x eine endliche, reelle Grofse ist. Bei diesen Reihen kommt man
nemlich, wenn man stait = irgend einen beliebigen endlichen reellen Werth
setzt, jedesmal an ein Glied, von welchem an gerechnet der Zahlenwerth

*) Der Werth 187011, den Poisson im Traité de méc. T. IL p. 390 giebt, ist
offenbar unrichtig und mufs 1,87511 heilsen, da dieser Werth = }w -9 sein soll,
wo ' = 0,30431 ist. .

) Auch diese Gleichung behandelt Poisson in der erwihnien Abhandlung p. 522.

5*
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jedes Gliedes grofser ist als der des nadnfolgenden. Bei der Reihe 1) z.B

erhilt man aus jedem Gliede ;- 3, -5 Wenn man es mit multi-

(m +l)z
plicirt, das machfolgende. Sobald also m so grofs ist, dals x < (m 4 1)
ist, so wird jedes folgende Glied kleiner als das vorhergehende und die
Glieder eonvergiren zu dem Werthe Null hin. Bezeichnet man daher im
Allgemeinen diese Reihe durch
[(x) =a,—a, +a,—a,4....4a,—a,, + G p1—ap4s..--
setzt ay—a, +a, —....—a,_,= S und nimmt an, dals von a, an jedes
Glied grofser ist als das folgende, so hat man
fx>S8, fr<S+Ha,., [x>84+a.—a,. elc,

so dafs man also, indem man die einzelnen Glieder der Reihe zusammen
addirt, sich nicht blofs dem wahren Werthe immer mehr nihert, sondern
auch fortwihrend zwei Grenzen hat, zwischen welchen der Werth der
Reihe eingeschlossen ist. Die ersten Ziffern, welche den heiden Grenzen
gemeinschaftlich sind, miissen daher auch nothwendig dem wahren Werthe
der Reihe angehoren, und man kann mithin diesen Werth bis auf jede belie-
bige Stelle genau berechnen.  Aehuliches gilt auch von den iibrigen Reihen.

In der Reihe f”a werden zwei auf einander folgende Glieder all-

gemein durch
™ omtt

2237t (D) (e 2) 7 2530 (- 1) (m-2) (m - 3)
ausgedrickt. Soll nun ; x" amt

Z*.S“..;.m"(m+1)(m+2)>23.32....(m+l)"(rn:l:‘z—)(m-f—{;)
sein, so mufs 1> Y oder x <<(m 1) (m+ 3) sein. Setzt
man m =2, so ist (m 4 1) (m 4 3) = 15: sobald also x kleiner als 15 ist,
ist jedes positive Glied der Reihe f*'x, von 52‘%0;—'7} an gerechnet, grofser

als das nachfolgende negative: so lange aber x nicht grofser als 3 ist,
bleibt auch %—-2—% positiv.  Die Function f“x ist daber zwischen den
Grenzen x =0 und x = 3 immer positiv und kann als bestimmende Kunc-
tion gebraucht werden.
Es ist

[0] = +— +

[B] = +——;
mithin ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel der Gleichung fxr=10
enthalten. Zieht man die Grenzen enger zusammen, damit sie nur um eine
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Decimal - Einheit verschieden sind, so findet man .
fMfl=4+ — <+
0,35 0,57 0,2
2 = +

0,23 0,28 0,19 *).

Hier ist 1 die dufsere Grenze. Nun ist 3. 0328_‘0 65 also & =0, und aufser-

dem n =0; mithin sind die Grenzen nicht eng genug zur nihernden Be-
rechnung. Setzt man r = 1,4 und x =1,5, so findet man
[1,4] = +
0303 0445 0,020
5] =+ - —
0,202 0,415 0,0232.

0303 . 0,3, also £=0, n=1; mithin sind die Grenzen eng ge-

2.0,415
nug zur nihernden Berechnung. Der Quotient

Nun ist —=

0, 42(5) , auf zwei Decimalstel-

len berechnet, giebt 0,94; also ist der erste Nalzerungswerllz 1,4+ 0,05 =
1,45. Dieser Werth ist zu grofs und die Wurzel ist zwischen 1,44 und
1,45 enthalten. Da 1,44 die dufsere Grenze ist, so muls man den Quotienten

F1,44) 0,002508 -
F(1,3%) 0,433% = 0,00575

also ist der zweile Nalzerunyswerth 1,44 4 0,0058 = 1,4458 bis auf (1Y)
genau. Auch Poisson findet 1,4457.

Die nichste Wurzel findet man am leichtesten durch folgende Be-
trachtungen. So wie friher nachgewiesen wurde, dafls die Function f"x
zwischen den Grenzen x = 0 und x = 3 immer posiliv ist, so lassen sich auch
leicht ihnliche, aber weitere Grenzen angehen, zwischen welchen die folgen-
den Differentialquotientien bestindig dasselbe Zeichen haben. Denn man hat

auf vier Decimalstellen entwickeln. Dieses gieht

4. fl!! xr

Il

(L_____ ‘ x? at )
2.3 234+2T_34_5 ()232456+1j3242567 seee Jy
1 o

v
5 fYr = 543 "d45+2‘34ob 12324567'*"“)
6. f'x

x?

- (2.3'.4.5_2.3.4.:5.6-"' 534587 T3 as678 T )

") Man bemerke, dafs es nur néthig ist, die Werthe von zwei der Functionen
Sz, f'x, fax zu bexechnen, indem man daraus den Werth der dritten finden kann,
da diese dréi F unclionen durch die Gleichung

fotfie = —af'a

mit einander verbunden sind.
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]
o { x x? ' x3
T = T 13560 T 345878 9931456780 T
VI e 1 x x? x$
8 ™= (2.3.4.5.6.7_2.3.4 .5.6.7.8+2’.3.4.5.6.7.8.9—2’.3’4.6.6.7.8.9.10 +)

In der Reihe (4.) ist nun der Zahlenwerth jedes Gliedes grofser als der des
folgenden, sobald x nicht grofser als 4 ist: daher ist f™ x zwischen den
Grenzen x =0 und x=4 immer negativ. Eben so findet man aus den
Reihen (5., 6., 7., 8.), dals f~a zwischen den Grenzen x =0 und x =5
immer positiv ist, dafs f'x zwischen den Grenzen x =0 und x =6 immer
negativ ist, dals f"x zwischen den Grenzen x =0 und x="7 immer po-
sitiv ist und ™2 zwischen den Grenzen =0 und x =38 immer nega-
tiv. Man kann daher jede dieser Functionen zwischen den entsprechenden
Grenzen als bestimmende Function ansehen. Nimmt man z. B. f™x als be-
stimmende Function, so hat man
Mz [z ' [z > 'z [z fx ,
O=— + — + — + — +
Bl=— + — + — — + +%
Die obere Reile enthilt 7, die untere 5 Zeichenwechsel: es sind also zwi-
schen den Grenzen x = 0 und o =8 zwei Wurzeln der Gleichung fx =0
enthalten. Da wir aber bereits wissen, dafs eine Wurzel, und nur eine
zwischen den Grenzen x =0 und x =23 enthalten ist, so mufs die andere
nothwendig zwischen den Grenzen x=3 und x=2_8 liegen. Substituirt
man allmilig die dazwischen fallenden Werthe 4, 5, 6, 7, so findet man,
dafs die Wurzel zwischen 7 und 8 enthalten ist; denn es ist
[M=—+—+——+—,

das heifst die Zeichenreihe [7] hat 6 Zeichenwechsel, wihrend die Zeicheu-
reihe [8] nur 8 hat. Zugleich ergiebt sich aus dem Vergleiche der zwei
Reiben [7] und [8], dafs die Gleichung f*"x =0 zwischen den Grenzen
x=7 und x =8 keine Wurzel bat und dafls also f*x zwischen diesen
Grenzen als bestimmende Kunction gebraucht werden kann. Und zwar

N

) Da je drei aufeinanderfolgende Differentialquolienten f» =z, f*t'zx, fr+?x
durch die Gleichung
frx 4 (n1) frite - xfrt?a = 0
mit einander verbunden sind, so ist klar, dafs man die Werthe aller folgenden Diffe-
rentialquotienten unmittelbar aus den Werlhen von fx und 7« finden kann.
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bat man
(=— +
0,007 0,13 007
8] = + 4+
002 0,27 0,04
Nuon ist 206%——0,07, also A=1; auch ist 7= 0; mithin die Bedingung

n=1—F erfullt. Hier ist 7 die sufsere Grenze und es mufs der Quotient
3(1)3 auf eine Decimalstelle entwickelt werden. Dies giebt 0,5; also ist der

erste Nakherungswerth 7 4 0,6 =7,6. Dieser Werth ist zu klein; mithin
liegt die Wurzel zwischen 7,6 und 7,7. Ferner hat man, wenn man den

Quotienten }:&7766)) g?g; auf drei Decimalstellen entwickelt, 0,016; also ist

der zweite Niherungswerth 7,6 4 0,017 = 7,617. Dieser Werth ist zu klein.

Die Wurzel liegt mithin zwischen 7,617 und 7,618. Der Quotient %,——»———&77’%1177))
= 96(-)—(1)%31—2—3—5 kann auf 7 Stellen entwickelt werden. Dieses giebt 0,0008153;

also ist der dritte Ndiherungswerth 7,6178153. Poisson findet 7,6243,
welcher Werth schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist.
Auf dieselbe Weise konnen nun auch die iibrigen Wurzeln leicht mit
Hilfe der hoheren Differentialquotienten gefunden werden.
28. Die Gleichung
v x x? x$ .
Fz=1—3+35u— 4(2 3)2 +5a3 31
welche in der Theorie der Bewegung eines elastischen Membrans vorkommt,
steht mit der vorhergehenden in genauer Verbindung, indem Fox=—f'x
ist. Diese Gleichung hat ebenfalls nur positive Wurzeln und es ergiebt
sich aus den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen, dafls F''x zwi-
schen den Grenzen x =0 und x = 4 immer positiv ist und mithin zwischen
diesen Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Man

findet
[0} = +—++
Bl=+4+—
Offenbar liegt also eine Wurzel der Gleichung zwischen den Grenzen =0
und x =4. Da aber auch eine Wurzel der Gleichung F'x =0 zwischen
diesen Grenzen liegt, so mufs man engere Grenzen nehmen. Man findet
Bl = +—+
[4] = ++—

ceee = 0,
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Diese Greuzen sind noech nicht eng genug. Dagegen hat man

[36] = 4+ — +
0,06 0,11 0,007

0,06 0,10 0,003.
Hier ist 72%2?5 ==0,3, also k=0, n=1. Die iufsere Grenze ist 3,6 und

wan hat %%le = 0,06; also ist der erste Nikerungswerth 3,6 4+ 0,07 =

3,67. Dieser Werth ist zu klein; also ist die Wurzel zwischen 3,67 und

: . F(3,67) __ 0,000053 .
3,68 enthalten. Ferner ist 3,67 = 01007 =0,0004, also der zweite

Niherungswerth 3,6705 bis auf (;)* genau. Statt dieses Werthes hat
Poisson den Werth 3,55, der schon in der ersten Decimalstelle abweicht ).

Um die nichste Wurzel zu finden, betrachie man die hoheren Diffe-
rentialquotienten. Ks ergieht sich aus dem Friiheren, dals allgemein F*™x
positiv ist zwischen den Grenzen x=20 und o =2m -+ 2, und dafs F*"+'x
negativ ist zwischen den Grenzen x =0, x=2m-4-3. Diese Functionen
kounen also zwischen den entsprechenden Grenzen als bestimmende ge-
braucht werden. Nimmt man z. B. die Funetion F'** 2 zur bestimmenden, so
weils man, dafs diese Function zwischen den Grenzen x =0 und x = 13
bestindig negativ ist. Nun ist

F¢ F*x F*x F*""x F""¢ FVx F'x F"x F*x F'x F'x Fe

M=— + — + — + — + — + — +
B]l=— + — + — + - 4+ — — 4+ +
Die Zeichenreihe [0] enthilt 11 Zeichenwechsel, die Zeichenreihe [13]
nur 9. Es werden also zwischen den Grenzen O und 13 zwei Wurzeln der
Gleichung Fa = 0 angedeutet, und da man schon weils, dafs eine dieser
Waurzeln zwischen O und 4 enthalten ist, so mufs die andere zwischen 4
und 13 liegen. FoN

Uebrigens wire es nicht nothig gewesen, bis zur Function 4« zu-
riickzugehen, um zu finden, wie viele Wurzeln zwischen den Gren-
zen O und 13 liegen. Das vorstehende Schema zeigt namlich, dafs die
Gleichung ¥ x =0 zwischen den Grenzen O und 13 keine Wurzel hat,
und dafs " x zwischen diesen Greuzen bestandig negativ ist. Dies hiitte

#) In der angefihrten Abhandlung p. 506.
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man auch unmittelbar aus der Reihe finden konnen, welche den Werth
von F'"x angiebt. Substituirt man in derselben statt x den Werth 13,
13

2.3.4.5°
bei den spitern Gliedern ist aber jedes positive Glied grofser als das darauf
folgende negative; mithin ist die Summe dieser Glieder positiv. Nun ist
aber schon der Werth der Summe der ersten Glieder

_.1;._.___._,,1_3__+ 132 — 138 _+ 13+ 135

234 923.45 V223456 21322567 | 20.31.42.5.67.8  22.31.42.53.6.7.80
positiv: mithin ist um so mehr — F'™ 13 positiv oder F*13 negativ; und
eben so ist es bei den kleineren Zahlen. Um die zweite Wurzel zu finden,

braucht man daher nur das Schema
F*" F'x F'x Fx
Bl=— + + —
3] = — — + +
zu betrachten. Da aber F'"x zwischen diesen Grenzen eine Wurzel hat,
so mufs man die Grenzen enger ziehen. Man findet
NR= — + —
0,003 0,025 0,007
3] = — '+
0,004 0,021
0,004

Hier ist ;=700 = 0,9; also ist k=0, n=0. Die Grenzen sind daher nicht

eng genug zur nihernden Berechnung.
Man findet ferner’

so ist zwar das erste Glied i‘%ﬁ kleiner als das darauf folgende

[12,3] = — <+ —
0,004 0,024 0,000113
2,4 = — ++
0,004 0,024
Es ist 20603%=0,08, also £A=1; auch ist =1, mithin die Bedingung

n>1—Fk erfillt. Da 2n-4k=3 ist, so mufs der Quotient 9’—%0——~—(?21;3 auf

drei Decimalstellen entwickelt werden. Dies gieht 0,004; also ist der erste
Niherungswerth 12,305. Dieser Werth ist zu grofs; mithin ist die Wur-
zel zwischen 12,304 und 12,305 enthalten. Der nichste Naherungswerth
kann nun auf 7 Decimalstellen genau gefunden werden. KEs ist

F (12,304 0,000014980

?f((ﬁ,"aor; = 2o = 000061415
also ist der ndchste Niherungswerth 12,3046142. Poisson findet den
Werth 12,41 (ebend.).

Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIL Hft. L. 6
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29. Diese Beispiele werden geniigen, um zu zeigen, wie man in
dhnlichen Fillen zu verfahren hat, und um zu beweisen, da(s man vermittelst
der angegebenen Methode alle reellen Wurzeln der transcendenten Glei-
chungen mit jedem heliebigen Grade von Genauigkeit finden kaon. Ich
will nun schlie(slich noch eine besonders interessante Frage beriihren, nem-
lich die, wie man erkennen kann, ob eine franscendente Gleichung nur
reelle Wurzeln hat. Auf diese Frage ist man besonders durch mathematisch-
physikalische Untersuchungen gekommen, welche hiufig auf transcendente
Gleichungen fiihren, und wo es sich oft unmittelbar aus der Natur der Unter-
suchung selbst ergiebt, dafs solche Gleichungen keine imaginiren Wurzeln
haben. KEs kommt darauf an, dasselbe auf rein analytischem Wege nach-
zuweisen. Allgemeine Regeln, vermittelst deren man in jedem Falle un-
mittelbar aus dem Bau der Gleichung entscheiden kéunnte, ob eine transcen-
dente Gleichung nur reelle Wurzeln hat, giebt es bis jetzt nicht; und dies
darf un so weniger auffallen, da die dhnliche Untersuchung in Beziehung
auf die algebraischen Gleichungen ebenfalls nicht ohne Schwierigkeiten ist.
Durch verschiedene besondere Betrachtungen kann man aber allerdings von
einer Menge transcendenter Gleichungen heweisen, dals sie nur reelle Wur-
zeln haben. Am einfachsten geschieht es natirlich in dem Falle, wenn
eine Gleichung fo =0 gegeben ist und man weifls, dafs fx das Product
einer Anzahl einfacher Factoren ist. die alle reellen Wurzeln der gegebe-

nen Gleichung entsprechen. So z. B. hat die Gleichung sinx = 0 noth-
wendig nur reelle Wurzeln, da

. x? x3 x?
sine = y(l—-—;l—J(l —Z}T>(1—§F> coee
ist; dasselbe ist bei der Gleichung cosx =0 der Fall.

Eine aundere selir fruchtbare Betrachtungsweise besteht darin, dafs
man in der gegebenen Gleichung fr = 0 statt a seines Werths a4 by —1
substituirt, wo @ und & reelle Grofsen bedeuten, und dann nachweiset, dafs
die Annahme auf Widerspriche fihrt, wenn man nicht &6 =0 setzt. Diese
Beweisfiihrung scheint zuerst Fourier angewendet zu haben, welcher be-
merkt *), dals es hinreiche, den Werth @ 4-by"—1 stait x in die Gleichung
x—Ntangx == 0 zu substituiren, wo A\ eine Zahl bedeutet, die kleiner als
die Einheit ist, um zu beweisen, dafs die Gleichung keine Wurzel dieser
Art haben konne. Spiter hat Cauchy in einer besonderen Abhandlung

*) Théorie de la chaleur p. 366.
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diese Idee ausfiihrlich behandelt und auf eine grofse Anzahl von Gleichun-
gen angewendet*). Indem ich auf diese Abhandlung verweise, werde ich
mich begniigen, hier noch einige Gleichungen abzuhandeln, die nicht bei
Cauchy vorkommen, und Gelegenheit finden, dabei noch einige besondere
Kunsigriffe anzuwenden. Ich werde besonders die im Friiheren abgehandel-
ten Gleichungen beriicksichtigen.
Die Gleichung )
sinx = a

kann keine imaginiren Wurzeln von der Form y -2y —1 haben, wenn
a eine Zahl bedeutet, die nicht grofser als die Eivheit ist. Denn substituirt
man statt x den Werth y 42y —1, so erhilt man die zwei Gleichungen

1. siny.}(e+€e*) = a,

2. cosy.i(e—e™) = 0.
Soll nun 2 nicht O sein, so kann man der zweiten Gleichung nur dann
Geniige leisten, wenn man cosy =0 setzt. In diesem Falle ist aber siny
= 1, also ginge die Gleichung (1.) in folgende iiber

3. jE+€e) =a

Nun ist aber
yEede) = 14 12? —l—2 3 4+ cee >1:

also kann die Gleichung (3.) nicht bestehen, wenn a der Einheit gleich
oder kleiner als dieselbe ist, Der Beweis gilt auch noch in dem Falle,
wenn y =0 ist.

Auch die Gleichung cosz = a

kann keine imaginiren Wurzeln von der Form x =y 42y —1 haben,
wenn g nicht grofser als die Einheit ist. Denn substituirt man diesen
Werth statt x, so findet man die zwei Gleichungen
4. cosy.}(€e+€F) = a,
6. siny.}(ef—e*) = 0.
Soll nun 2 nicht gleich Null sein, so mufs siny = 0, also cosy = 1 sein;
mithin hat man wieder
e +e) =a;
welche Gleichung nicht bestehen kann, wenn a . Z1 ist.
Auch die in §. 24. abgehandelte Gleichung
(4—3x*) sinx — 4xcosx = 0

*) Caucky Exercices des Mathemat. T.I. p. 297 ff.
6 *
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hat keine imaginiren Wurzeln. Diese Gleichung kann auch wie folgt ge-

schrieben werden:
—_— "3'—-'1,‘
x?

6. tangx =

~e

—3
sie ist mithin in der allgemeineren Gleichung

tangr = F‘%’__b

enthalten, welche bereits Cauchy in der erwihnien Abhandlung (§.4.) ab-
gehandelt hat. Gerade den Fall aber, der hier zur Betrachtung kommt, wo
nemlich @ negativ und b= a ist, hat er nicht erortert. Man kann nun zu-
erst beweisen, dafs die Gleichung (6.) keine imaginire Wurzel von der
Form x = yy —1 haben kanun; oder, man kann noch allgemeiner heweisen,
dafs die Gleichung

7. tangxr = — ——

keine solche Wurzel haben kann, sobald aﬁi—} ist. Denn setzt man in (7.)
statt « den Werth yy"—1, so erhilt man

y? ¥yt
a l'*'1.2.3""1.2.3.4.5'F;""

atyr T P
thiztiasat -

ayz ay‘ — a 2 a 2
8 atistigzat=otiaartizsasr

+1 1
+ 1.2.3
Ist nun aber a<C3, so ist offenbar der Coeflicient jeder Potenz von y in
der ersten Reihe kleiner als der Coefficient der entsprechenden Potenz in
der zweiten, nemlich
a a
12 <1 ':'1.2.3 ’
a _ a
1.2,3.4 < 1.2.3 +1.2.3.4.5’

a aQ
i23.456 <~123.45 712345067
ete.
und die Gleichung (8.) kann daber unter diesen Umstinden nicht Statt
finden. Auf dieselbe Weise lifst sich auch zeigen, dafs die Gleichung
tangxr = ;—_2-__«1:3%

keine imaginire Wurzel von der Form y' y'—1 hat, sobald a<C3 und & > a ist.
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Die Gleichung (7.) kann aber auch keine Wurzel von der Form
x =y + 2y —1 haben, sobald a kleiner als 3 ist. Um dies zu beweisen,
selze man y -2y —1 == p(cosa-sinay'—1) und substituire diesen Werth

statt . Dieses giebt
0(cos2a+4-sin2ay—1) +g4(cos4a+sin4a}/—-i) p"(cosﬁa—l—smﬁa;/—-i)

tgx__ - 1.2.3 1.2.3.4.5 123....7
x . ga(OOSQa—i-sm‘)ay/——-l)+g‘(cos4a+sin4ay/——1) “(cosﬁa-}-smﬁa;/——i)
- 12 1.2.34 12....7

—a
= p*(cos2aFsin2ay—1)—a "
Hieraus findet man

[ 1 p2c0s2u-}-sin2ay—1 + 0 ‘(cos4a+sin4a;/——1) o°®(cosbe--sinbery ——1) ]
—ajl= 1.2 1234 12...6 e
. o%(cosda4-sintay—1) , p®(cosba-f-sinbay—1)
= p*(cos2a+sin2ay —1) — 193 -+ 19345 _—
[l 02(cos2e4-sin2cy—1) + 9‘(cos4a+sin4a;/—1) "(cosﬁa-}-smﬁa;/—- 1) ]
e 123 12345 12.. -

und wenn man die reellen Glieder einander gleich setzt,

3¢ cos2e— gy ggdoosdat g
= (4 m>e cos2a "'(1.2.3 + 1.2.3.4.5)8’ cosda
1 a
+ (1.2.3.4.5 tizao 7)4’6 cosba —...

also
a a
1.2 — 1+ 1.2.3°
a — 1 + a
2.3.4 7 1.2.3 1.2.3.4.5

etc. ,
welche Gleichungen, wie schon friher bemerkt wurde, nicht Statt haben
konnen, sobald a<<3 ist.
Aus denselben Griinden folgt, dafs auch die Gleichung

—_—ax

keine Wurzel von der Form y 4-2y"—1 haben kann, sobald >a und
a<3 ist.
Die in §§. 25. und 26. abgehandelten Gleichungen
(4 e>*)cose—2 = 0,
(e*+e*)cosz4+2 =0
haben zwar, wie schon dort bemerkt wurde, imaginire Wurzeln, deren
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reeller Theil Null ist: sie konnen aber keine imaginiren Wurzeln haben, von
welchen der reelle Theil nicht Null ist. Ich will zuerst die Gleichung
9. (e+e€*)costr—2 =20

betrachten. Man substituire statt 2 den Werth y 42y —1, so findet man
10. etV g orV=h — (o ¢7)cosz + (& —e)sing y—I1,

11. cos(y+2y—1) = }(ef+ e cosy — }(eF— € ) siny y —1.
Man erhilt also statt der Gleichung (9.) die zwei Gleichungen
12. (@4e)i(e"+e*)cosy cosz 4 (@ —e) (e —e ") siny sing =2,

13. (¢—e7)j(e+e7) cosysing — (&} €))L (e°—e*) siny cosz =0.
Statt der Gleichung (13.) kann man auch schreiben
14. ey—-e—y.cosy — e —e™* cosz
e¥ 47’ siny e+ e *"sinz’

Soll nun diese Gleichung hestehen, ohne dafs y oder z Null sind, so mufs

nothwendig y = 2 sein. Alsdann geht aber die Gleichung (12.) in fol-
gende iber:

15. (¢4 €)' (cosy) + (& —e7)(siny) = 4,
oder, wenn man statt (siny)’ seinen Werth 1— (cosy)? setzt, und reducirt, in
16. (0 —e) 4 4(cosy) = 4,
also in (¢ — ) = 4(siny)},
oder & —e” = 2siny;
welches ungereimt ist, da €’ — e~ immer grofser als 2 siny ist.

Man sieht zugleich, dafs dic Gleichung (9.) nur ein specieller Fall
einer allgemeineren Gleichung ist, indem man auf dieselbe Weise zeigen
kann, dafs die Gleichung

(e*+e*)cosx —a = O
keine imaginire Wurzel von der Form y +zy —1 bat, sobald @ nicht
grofser als 2 ist¥),

*) Die specielle Gleichung
(e >)cosx—2 =0
kann auch auf eine andere Gleichung zuriickgefiihrt werden, von welcher schon Cauchy

bewiesen hat, dafs sie keine imaginire Wurzeln hat, von der Form x = y+4-z y—1.
Man hat nemlich, da allgemein

. 1 — cosa\b
tnge = + (7o
2
x>
&
tngde = + oo s
fir welche Gleichung Cauchy bewiesen hat, dafs = nicht = y<4-zy—1 sein kann.

ist, wenn man statt cosxz den Werth substituirt,

x e—ix
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Aus einem noch allgemeineren Gesichtspuncte kann man die Gleichung
(et e )cosx 42 =0
betrachten, indem man die Behauplung aufstellt, dafs die Gleichung
17. (e*+e™*)cosx+a =0
keine imaginire Wurzel von der Form y -} 2y —1 haben kann, sobald a
irgend eine positive Zahl bedeutet. Denn substituirt man wirklich y 4 2y —1
statt x, so erhilt man die zwei Gleichungen
18. (@t e7)i(e’f e %) cosy cosz 4 (@—e?) L(e— e ) siny sing = —a,
19 ey — e~y . cosy __ €% — ™% .cosz
eY +e~7  siny e*--e~* " sinz*®
Aus (19.) folgt aber y = 2; also geht die Gleichung (18.) in folgende iber:
(¢4 e7) (cosy) + (& —e€7) (siny)? = — 2a;
was ungereimt ist, da der erste Theil der Gleichung positiv und der zweite
negativ ist. '

30. Die vorhergehende Beweisfibrung scheint, so weit sie auch
ausreicht, dennoch auf Gleichungen, wie die in §. 27. behandelte, nicht wohl
anwendbar zu sein. Fourier hat aber bewiesen, dals auch diese Gleichung
keine imaginiren Wurzeln hat. Die Methode, die er bierzu anwendet, ist
insofern allgemeiner als die erste, dafs man nicht, wie dort, nothig hat an-
zanehmen, dafs die imaginiren Wurzeln in der Form y 4 2y™—1 enthalien
sind, sondern den Beweis gavz unabhingig von der Form der Wurzeln
fihren kann; und sie erfordert um so mehr eine ausfihrliche Darstellung,
da Fourier dieselbe nicht vollig entwickelt und man auch ihre Richtig-
keit in Zweifel gezogen hat. Fir die algebraischen Gleichungen hat
bekanntlich schon vorlingst de Gua ein Kennzeichen angegeben, durch
welches man mit Bestimmtheit erkennen kann, dafs alle Wurzeln gewisser
Gleichungen reell sind, und der darauf beziigliche Satz zeigt sich als eine
sehr einfache Folgerung aus Fourier's Theorie der Gleichungen. Bei einer
algebraischen Gleichung vom mten Grade, fx =0, enthilt nemlich die
Zeichenreihe [— o] m Zeichenwechsel und die Zeichenreihe [c] gar kei-
nen Zeichenwechsel, und diese Zeichenwechsel gehen zwischen den Grenzen
— oo und + oc aus zwei Grinden verloren. Es entspricht nemlich erstens
jeder reellen, zwischen diesen Grenzen liegenden Wurzel ein Zeichenverlust;
es konnen aber gweifens auch Zeichenwechsel verloren gehen, ohne dafs
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solches auf eine reelle Wurzel deutete. So viele Zeichenwechsel nun auf diese
zweite Art verloren gehen: eben so viel reelle Wurzeln feblen der Glei-
chung, und sie mufs daher nothwendig eben so viele imaginire Wurzeln
haben, weil jede algebraische Gleichung vom mien Grade nicht mehr und
nicht weniger als s reelle oder imaginire Wurzeln hat. Der Verlust von
Zeichenwechseln, der nicht auf reelle Wurzeln deutet, kann aber nur in dem
Falle vorkommen, wenn es einen reellen Werth o giebt, der so beschaffen
ist, dals zwar f(«) nicht Null ist, dafs aber eine der algebraischen Func-
tionen, etwa f"x, durch die Substitution dieses Werthes stait x auf Null
reducirt wird, wihrend zu gleicher Zeit die abgeleiteten F'unctionen f"+'x
und /"'« dasselbe Zeichen hehalten. Sobald also jeder reelle Werth von x,
der eine der abgeleiteten Functionen auf Null reducirt, zwei Ausdricke mit
enlgegengesetztem Zeichen giebt, wenn man ihn in die vorhergehende und
in die folgende Function substituirt, so kann die algebraische Gleichung nur
reelle Wurzeln haben. Dies ist der de Gua’sche Satz, den auch Fourier
in seinem Werke ausfiilbrlich abgehandelt hat. Diese Betrachtungen lassen
sich aber nicht unmittelbar auf die transcendenten Gleichungen ausdehnen.
Ich habe zwar im Frileren gezeigt, dafs die Grenzen der reellen Wurzeln
der transcendenten Gleichungen auf ganz shnliche Weise gefunden werden,
wie die der algebraischen Gleichungen: ich habe aber zugleich auf einen
Unterschied zwischen den algebraischen und den transcendenten Gleichungen
aufmerksam gemacht, welcher im Wesentlichen darin besteht, dals der erste
Theil einer algebraischen Gleichung immer eine continuirliche Grofse und zu-
gleich das Product einer Anzahl einfacher reeller oder imaginirer Facto-
ren ist, die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, wihrend der erste
Theil einer transcendenten Gleichung auch eine discoutinuirliche Grofse sein
und von dem Producte der einfachen Factoren, die den Wurzeln entsprechen,
wesentlich verschieden sein kann. Hieraus folgt schon, dafs man bei die-
sen Gleichungen von der Abwesenheit reeller Wurzeln nicht auf das Vor-
handensein imaginirer, und umgekebrt, schliefsen darf. Es wurde ferner
friher gezeigt, dals man die Grenzen, zwischen welchen die reellen Wur-
zeln liegen, auf folgende Weise findet. Man sucht zuerst die Grenzen o
und 3, zwischen welchen ecine der abgeleiteten Functionen, etwa ™,
immer dasselbe Zeichen behilt, und bildet alsdann die zwei Zeichenreiben
[e] und [(], so entspricht jeder reellen Wurzel, die zwischen diesen Gren-
zen enthalten ist, der Verlust eines Zeichenwechsels, den die Reihe [ 3
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weniger enthilt als [«]. Es konnen aber, wie gezeigt wurde, auch hier
Zeichenwechsel verloren gehen, ohne das solches auf reelle Wurzeln deutete ;
jedoch nur in dem Falle, wenn ein zwischen'diesen Grenzen liegender Werth
eine der in Betracht kommenden abgeleiteten Functionen auf Null reducirt,
wihrend er der vorhergehenden und der folgenden Function, wenn er in
dieselben substituirt wird, gleiche Zeichen giebt. Enthilt nun die Zeichen-
reibe [3] etwa 2n Zeichenwechsel weniger als [«], und weils man, dafs
zwischen den Grenzen o und (3 keine reelle Wurzel liegt, so darf man
hieraus nicht, wie bei den algebraischen Gleichungen, schliefsen, dafs die
Gleichung 2n imaginire Wurzeln habe, weil hier die Abwesenheit der
reellen Wurzeln durchaus nicht auf das Vorhandensein imaginirer deutet.
Weils man umgekehrt, dafs es keinen Werth giebt, der eine der abgeleiteien
Functionen auf Null reducirt, wihrend er, in die vorhergehende und fol-
gende substituirt, Resultate von gleichem Zeichen giebt, so darf man dar-
aus nicht schliefsen, dafs die transcendente Gleichung nur reelle Wurzeln
habe: es kann vielmebhr sein, dafs weder reelle noch imaginire Wurzeln
vorhanden sind. Anders aber verhilt es sich, wenn man mit Bestimmtheit
weils, dafs die transcendente Gleichung fx =0 so beschaffen ist, dafs fx
das Product einer unendlichen Anzahl einfacher, reeller oder imaginirer
Factoren ist, die eben so vielen Wurzeln der Gleichung entsprechen. In die-
sem Falle ist fa, und jeder daraus abgeleitete Differentialquotient, fir jeden
Werth von x eine continuirliche Grofse. Sind nun z. B. o und 8 zwei
bestimmende Grenzen, und enthilt die Zeichenreibe [&] eine Anzabl § von
Zeichenwechseln weniger als die Zeichenreihe [z], so kann die Gleichung
zwischen diesen Grenzen nicht mehr als J reelle Wurzeln haben; sind da~
gegen weniger als ¢ reelle Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten, so
miissen nothwendig mehrere Zeichenwechsel zwischen den Grenzen o und 3
verloren gehen, deren Verlust nicht auf reelle Wurzeln deutet, das heifst,
es missen eine oder mehrere der abgeleiteten Funclionen durch einen zwi-
schen @ und 3 liegenden Werth auf Null reducirt werden, wihrend die
vorhergehende uud die folgende Function dasselbe Zeichen behilt. Sobald
es also keinen solchen Werth giebt, so miissen die simmtlichen § Wurzeln
reell sein. Dieselbe Betrachtung gilt fir jede zwei andere bestimmende
Grenzen. Sobald es also gar keinen reellen Werth von x giebt, der so
beschaffen ist, dafs er, wihrend er eine abgeleitete Function auf Null redu-
cirt, der vorhergehenden und den folgenden gleiche Zeichen giebt, so kann
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hift. 1. vé
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auch die Gleichung keine imaginire Wurzel haben, sondern die Wurzeln
miissen simmtlich reell sein.

Auf diesem Wege hat Fourier bewiesen, dals die Gleichung
2 3 4
1. fe=l—st G —gmtmgg— =0
keine imaginire Wurzeln hat. Es wurde schon friher bemerkt (8. 27.), dafls
je drei auf einander folgende Differentialquotienten durch die Gleichung
A frfet+mt+1)ftYrt+xfPx =0

mit eiriander verbunden sind. Es ist nun einleuchtend, dafs weder fx noch
irgend eine der abgeleiteten Functionen f*x, f'’x, .... durch einen nega-
tiven Werth von x auf Null reducirt werden konnen. Nimmt man nun an,
dafs f"+'x durch irgend einen reellen positiven Werth von x auf Null re-
ducirt wird, so folgt aus der Gleichung (4.)

[fx = —xfa.
Hieraus folgt also, dafs jeder reelle Werth von «, der eine der abgeleiteten
Functionen auf Null reducirt, der vorhergehenden und folgenden Function
verschiedene Zeichen gieht. Man kann nun ferner zeigen, dals fz das
Product einer unendlichen Zahl einfacher Factoren ist. Fourier thut dies,
indem er die transcendente Gleichung auf eine algebraische zurick fihrt.
Diese Gleichung heilst

n—1 y? (n—1)(n—2 s
2. Fy=1—ny+>35-. 50" (n 1.2).(; )'2y.3+“" =0

wo n eine ganze Zahl ist. Die Anzahl der Glieder dieser Gleichung ist
n+-1, und wenn man n unendlich grofs setzt, so geht sie in die Gleichung (1.)
iiber, sobald man ny = x se(zt, Da nun die Gleichung (2.), als eine
algebraische, sich immer in Factoren zerlegen lifst, wie grofs auch n sein
mag, so folgt hieraus, dafs es auch noch der Fall ist, wenn n unendlich
grols ist, das heiflst, es mufs auch fz das Product einer unendlichen Zahl von
Factoren sein, die den Wurzeln der Gleichung fo =0 entsprechen. Diese
Factoren miissen aber simmtlich reell sein; wie aus dem Zusammenhange
der Differentialquotienten folgt; und es ist daher bewiesen, dals fx das
Product von lauter reellen Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung
fx =0 entsprechen.

Auf dieseibe Weise konnte man auch, wenn es nicht schon be-
kannt wire, zeigen, dafs die Functionen sinz und cosz aus dem Producte
einfacher reeller Factoren zusammengesetzt sind, das heifst, dals die Glei-
chungen sinz =0 und cosz = O keine imaginiren Wurzeln haben. Denn
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die Gleichung

as
.3.4‘5—'0000 _ 0

ist nur ein besonderer Fall der allgemeinen Gleichung

n(n—1) (n—2) n.(n—1)(n—2)(n—3) (n—4)
t23 Ot 1.2.3.4.5 Y= =0,

indem man in der Gleichung (4.) nur n = co und ny = zu setzen braucht,
um die Gleichung (3.) zu erhalten. Da nun die Gleichung (4.) immer in Factoren
zerleghar ist, so folgt das Nemliche fir die Gleichung (3.). Nun ist ferner

. - a3
8. fz = sinx = a:——-l.2.3+1_2

4. F:y‘ =ny —

[z = sinw,
['x = cosxz,
e = —sinz,
Uy = — COST,
VY = sine:
es ist also allgemein f"x = —f"*x, und diese Ausdriicke haben also auch

entgegengesetzte Zeichen, wenn man f™+'zx =0 setzt. Hieraus folgt, dals

sin £ =0 nur reelle Wurzeln hat. Dasselbe folgt auch fir die Gleichung
cosz = 0.

31. Dieses von Fourier aufgestellte Princip, um die Realitit simmt-
licher Wurzeln gewisser transcendenten Gleichungen zu erkennen, von wel-
chem Cauchy sagt®), dals es mehreren Schwierigkeiten unterworfen sei,
ist von Poisson gradezu fiic falsch erklirt worden. Poisson will dies durch
folgendes Beispiel beweisen. Es sei gegeben die Gleichung

fo = e&—be™ = &&(1—be" ™),
wo « und & bekannte Grofsen sind und a positiv ist. Diese Gleichung hat
nun offenbar unendlich viele imaginire Wurzeln, die simmtlich in der Form
o logb 4 2inV —1

- 1—a

enthalten sind. Differentiirt man aber, so findet man
fnw —— ex__ban eax,
fn-{-lz. = e*— ban+1 eax’
fn+2z. —_— e¥— b an+2 e .
Setzt man nun f*'ax=0, so ergiebt sich
e = —b(l—a)a"e™,
f[Te = +b(1—a)ate™,

') Exercices des mathém. T. I. p. 338.
7 >
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folglich f"x.f**x = — b*(1 — a)’.a>"*. €™, welcher Werth fiir jeden reel-
len Werth von x negativ ist. Hieraus wirde also folgen, dafs jede reelle
Wurzel von f*+'x, welche man in die zwei Functionen " und f"**z sub-
stituirt, Resultate von verschiedenem Zeichen giebt, und es wiirde mithin nach
Fourier's Regel folgen, dafs die Gleichung fz = 0 keine imaginiren Wur-
zeln habe; was doch nicht der Fall ist. Hier ist aber wobll ein Trugschlufs.
Der Ausdruck ™'z enthilt nemlich den Factlor ¢*, und wird Null, sobald
dieser Factor Null wird: e wird aber Null, sobald man £ = — o setzt.
Die Gleichung ¢*=0 hat mithin unendlich viele reelle Wurzeln, welche
samm(lich in dem Ausdruck « = — oo enthalten sind. Substituirt man aber
einen dieser reellen Werthe in f"2 und f***x, so werden diese Functionen
ebenfalls auf Null reducirt und man kann daher in diesem Falle nicht sagen,
dafls sie verschiedene Zeichen haben. Es ist also nicht richtig, dafls jeder
reelle Werth von x, der f**'a auf Null reducirt, den Functionen f"z und
f ' @ verschiedene Zeichen giebt, sondern es gilt dies nur fiir den reel-
len Werth, der sich aus dem Factor 1 —¥ba™t e~ ergiebt. Dagegen
giebt es unendlich viele Werthe von x, welche f™*'z auf Null reduci-
ren und die dennoch, in f"x und ;& substituirt, nicht Resultale von
verschiedenen Zeichen hervorbringen. Daher darf man auch nicht schliefsen,
dafs die Gleichung e*—¥&e** =0 nur reelle Wurzeln haben konne *).
32. Fine driite, sehr scharfsinnige Methode hat Poisson mehrfach
angewendet, um die Abwesenheit der imagindren Wurzeln in gewissen {rans-
cendenten Gleichungen nachzuweisen. Diese Methode ist aber schon des-
wegen in ibrer Anwendung beschrinkt, weil sie die Abwesenbeit der ima-
giniren Wurzeln nicht unmittelbar aus der Natur der Gleichung beweiset,
sondern nur da anwendbar ist, wo man durch besondere Untersuchungen,
die zu einer solchen transcendenten Gleichung gefiihrt haben, zugleich einen
anderen Ausdruck erhilt, welchen man zum Beweise gebrauchen kann. Auch
findet man vermittelst dieser Methode nur, dafs die transcendente Gleichung
keine imaginiren Wurzeln hat, die aus einem reellen und einem imaginiren
Theile bestehen, also in der Form a-- by —1 enthalten sind, wo weder a

*) Fourier hat den hier besprochenen Lehrsatz zuerst in seinem Werke Théorie
de la chaleur p.372 kurz vorgetragen. Poisson hat darauf in dem Journal de I’école
polyt. cah. 19 p. 382 dessen nricﬁﬁgkeil zu erweisen gesucht und dasselbe spater
in den Mém. de l'acad. des sc. T. VIIL p. 367 und ausfiihrlicher T. IX. p. 89 wieder-
holt. Fourier hat hierauf zuerst kurz in 1. VIIL. p. 616 und ausfiihrlicher T. X. p. 119
geantworlet. '
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noch & Null sind. Dagegen lifst sie es unbestimmt, ob die gegebene Glei-
chung nicht Wurzeln habe, die blofs aus einem imaginiren Theile bestehen,
also in der Form & /"—1 enthalten sind. Ich habe friher (§. 29.) gezeigt,
dafs die Gleichung
. A (@ —3ul)sinpl—4plcospl = 0
keine imaginiren Wurzeln hat: weder solche, bei welchen der reelle Theil
Null ist, noch andere, welche aus einem reellen und einem imaginiren Theile
bestehen *).  Auf diese Gleichung wird Poisson in seinen Untersuchungen
iiber die Schwingungen einer elastischen Kugel gefiibrt #%), und er zeigt
auf folgende Weise, dals sie keine imaginiren Wurzeln hat. Er findet
nemlich durch dieselbe Untersuchung auch noch die Gleichung
B. mz_“ln)flRR/ar — 0,
wo w und ¢’ zwei Wurzeln der Gleichung (4.) bedeuten, die so beschaf-
fen sind, dafs p’ und u” verschiedene Werthe haben, also w’—p* nicht
Null und R = (p.rcosy.r—sin(;r)-:—' ist, R’ dagegen Dasjenige bedeutet, was
R wird, wenn man in dem Werthe von R statt @ den Werth ' substituirt.
Hitte nun die Gleichung (4.) imaginire Wurzeln, so dals etwa p-+-¢y/ —1
und p—gy —1 ein Paar solcher Wurzeln wiren, so konnte man ==
r+qv—1 md ' = p—qy—1 seizen und durch R =P+ Qy—1 und
R'= P—Q y"—1 die entsprechenden Werthe von R und R’ bezeichnen.
Die Gleichung (B.) ginge also in
[ ®E+e)or =0

tiber. Da aber alle Elemente dieses Integrals positiv sind, so konnte es nich¢
Null werden, wenn man nicht P=0 und Q = O fir jeden Werth von »
hitte. Aus diesen Werthen wiirden sich also Werthe von p und ¢ ergeben,
die von = abhingen; was unzulifslich ist: also kann auch die Voraussetzung,
dafs die Gleichung imaginire Wurzeln habe, nicht richtig sein. Indessen
sieht man, dafs dieser Schlufs darauf beruht, dals g und p” ungleiche
Werthe haben. Haitte aber die Gleichung (4.) zwei Wurzeln ¢ y—1,
—¢q y'—1 und man substituirte dieselben statt p und p', so wirde der
Ausdruck (B.) Null werden, ohne dals f RR/0r Null wird, und also der
Schlufs nicht mehr gelten #3),

*) Man erhiilt nemlich diese Gleichung, wenn man in der dort behandelten Glei-
chung (4—3x)sinx —4x cosa =0 slatt x den Werth g1 substituirt.

**)  M¢moire de l'acad. des sc. T. VUL p. 417. )
*+*)  Eine andere Beweisfiihrung von Sturm findet sich auch im Journ. des Mathém.

par Liouville Nov. 1836 p. 384.




54 1. Stern, iiber die Auflosung der transcendenten Gleichungen.

33. Wir wollen nun zeigen, in wiefern die Bernoullische Methode
auch auf die transcendenten Gleichungen angewendet werden darf. ( Vergl.
§. 1.) Diese Methode beruht wesentlich auf der Eigenschaft der algebrai-
schen Gleichungen, dafs der erste Theil derselben das Product einer An-
zahl einfacher, reeller oder imaginirer Factoren vom ersten Grade ist. Es
folgt nemlich aus dieser Eigenschaft, dafs die Coeflicienten der einzelnen
Glieder der Gleichung bestimmte Functionen der Wurzeln sind; und gerade
diese Eigenschaft ist es, auf welcher die Anwendung der recurrirenden
Reiben auf die Auflosung der Gleichungen beruht. KEs ergiebt sich mithin
von selbst, dafs die recurrirenden Reihen keinesweges zur allgemeinen
Auflosung der transcendenten Gleichungen angewendet werden konnen.
Denn es ist im Friberen nachgewiesen worden, dafs der erste Theil einer
transcendenten Gleichung hiufig von dem Producte der den Wurzeln der
Gleichung entsprechenden Factoren wesentlich verschieden ist (§. 5. u. 6.).
Auf eine solche Gleichung lafst sich also die Bernoullische Methode nicht
anwenden, weil ihr diejenige Eigenschaft fehlt, auf welcher allein sie
gegrindet ist; oder man mufs wenigstens im Stande sein, den Factor
des ersten Theils der Gleichung zu finden, welcher dem Producte aller
den Wurzeln der Gleichung entsprechenden Factoren gleich ist. So-
bald indessen die transcendente Gleichung von der Art ist, dafs ihr erstes
Glied das Product von Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung ent-
sprechen, so werden auch die Coefficienten der einzelnen Glieder der Glei-
chung auf dieselbe Weise, wie es bei den algebraischen Gleichungen der
Fall ist, aus den Wurzeln der Gleichung zusammengesetzt sein, und es
kann daher bei solchen transcendenten Gleichungen die Bernoullische Me~
thode auf dieselbe Weise wie bei den algebraischen gebraucht werden.

Es ist schon oben (§. 1.) bemerkt worden, dals die Ausbildung der
Bernoullischen Methode frilher sehr mangelbaft war. Gegenwartig besitzt
man mehrere Bearbeitungen derselben, welche zeigen, wie man alle Wur-
zeln algebraischer Gleichungen finden kann und die daher obne Schwie-
rigkeit auf solche transcendente Gleichungen angewandt werden konnen,
welche der oben angegebenen Bedingung entsprechen.

Ich habe zuerst*) mit Hilfe der bei Fourier vorkommenden An-
deutungen eine solche Methode nachgewiesen. Einfacher ist die Methode,

*) Crelle’s Journ. fiir die Mathem. Bd. 11. p. 293 ff.
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welche Jacobi spiter gegeben hat#*) und die ohne Zweifel mit derjenigen,
welche Fourier selbst beabsichtigte, ganz identisch ist.

Ich werde mich hier begniigen, zu zeigen, wie man vermittelst die-
ser letzteren Methode die zwei grofsten oder kleinsten, reellen oder ima-
giniren Wurzeln der transcendenten Gleichungen finden kaun. In Beziehung
auf algebraische Gleichungen habe ich das hier anzuwendende Verfahren
bereits friher mitgetheilt *3).

34. Es sei also eine transcendente Gleichung
x B 3
Fz= (1-%)(1_%)(1—-7—)(1_-3_).... = 1—Az+Br'—Cz*+Dz* ...

gegeben, so dals a, 3, 7, 0 .... die reellen oder imaginiren Wurzeln der
Gleichung sind; nach der zunehmenden Grofse geordnet. Setzt man

| 1 1 1
A1 = ;+7+;—+§'+....
1 1 1 1
= ;7+F+;;+37+-~-—
1 | 1 1
A3 (= ;§+E+F+3‘5+--no
1 1 1 1
4, = ;+§+5,;+57+----
s0 hat man bekanntlich
A, A,

Ag AA"‘"‘ 2 B’

A3 = A.AQ_BAl + 30,
Ist nun o die kleinste Wurzel und zugleich reell, so kann man, wenn n
grols genug genommen wird, niherungsweise

=
I

I

1
An = E;;,
1
A,y = g

setzen; und hieraus ergiebt sich der Werth der kleinsten Wurzel o = ;—'_’l—_;.
Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied 4, ist, und
dividirt jedes Glied dieser Reihe durch das folgende, so nihert sich der

') Crelle's Journ. fiir die Mathem. Bd. 13. p. 399 ff.
**) Ebend. Bd. 9. p. 305.
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Quotient immer mehr dem Werthe «. Diese Reihe werde ich im Folgen-
den (S) nennen. '
Setzt man ferner naherungswense

4, =1 +ﬂn
DAy, = ;;;—1-}-;9;4_1‘,
A,y = ;ﬁ-ﬁ""ﬁ:}‘u
A = s+ 50
An+4 = g,i.f—z‘i‘{‘;r:;i,

so findet man
Ay — A = 55 ( : )’

2 1
Anyie Anys — (4,49) ot n-H T B )
1 1
Anre Ay — (Aogsf = i "pﬁz(;“‘?‘) )

o - » . ] . . . . .

also
An . An-{-! -_ (‘4’!-{-1)’

Angr « Anys — (Ang2)?
Bildet man daber eine Reihe, deren allgemeines Glied 4,4,,,—(4,,,)* ist,
und dividirt jedes Glied durch das folgende, se nihert man sich immer mehr
dem Werthe a3. Diese Reihe werde ich im-Folgenden (8,) nennen.

Ist ¢ reell, und hat man seinen Werth aus der Reibe (S)) gefun-
den, so findet man den Werth von 3, wenn man den aus der Reihe (S))
gefundenen Werth von a3 durch den gefundenen Werth von « dividirt. Ist
dagegen o imaginir, so divergirt die Reihe (S)) und es kann der Werth
von o nicht aus derselben gefunden werden. Die Reihe (S,) convergirt
aber auch in diesem Falle und giebt den Werth von 3. Um nun auch
in diesem Falle die Werthe von o und 8 zu finden, ‘mlde man eine dritte

Reibe (8S;), deren allgemeines Glied
An An+3 - An+l An+2
AnAnys —(Any1)?

ist. Die Glieder dieser Reihe nihern sich dem Werthe é-f—;} desto melr,

= af.
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je grofser n ist; und diese Reihe wird immer convergiren, da o und (3 ein
zusammengehorendes Paar imaginirer Wurzeln sind. Aus o2 und é—-}-%—
findet man alsdann den Werth von a und £.

35. Ich will diese Erorterungen zunichst anwenden, um die zwei

kleinsten Wurzeln der Gleichung
2 3 4
l—etm—mmtagm— =0

zu finden. Bildet man die Reihe (S), so ergiebt sich

L 1 33 19 473 229 = 101369

Y 27 3?7 144> 1207 43207 30247 19353607 °°°°
Dividirt man das letzte Glied durch das vorletzte, so findet man als Nihe-
rungswerth der kleinsten Wurzel 1,4458....; was mit dem friber gefun-
denen Werthe (§. 27.) ibereinstimmt.

Die ersten Glieder der Reihe (S)) sind

1 01 1 23 257 10359

127 288’ 38407 1036800 * 130636800’ 58525286400 *'°°
Dividirt man das vorletzte Glied durch das letzte, so findet man 11,1145 ....
welches also das Product der zwei kleinsten Wurzeln ist, und wenn man
diesen Werth durch den gefundenen Werth der ersien Wurzel dividirt,
so ergiebt sich als Niherungswerth der zweiten Wurzel 7,68...; was schon
bis zur zweilen Decimalstelle mit dem oben gefundenen Werthe iber-
einstimmt.

36. Ich will bei dieser Gelegenheit einen Lehrsatz beweisen, den
Fourier in dem Exposé synoptique *) angedeutet hat. Fourier sagt nem-
lich, dafs wenn man vermittelst der angegebenen Methode die erste Wur-
zel sucht, und diese reell ist, dafs alsdann die Reihe der Quotienten so gegen
den wahren Werth der Wurzel convergire, dafs zuletzt die Fehler, welche
man bei der Anniherung begeht, wie die Glieder einer geometrischen Pro-
gression abnehmen, deren Exponent das Verhaltnils der zweiten Wurzel
zur ersten sei. Hierbei wird vorausgesetzt, dals die erste Wurzel die
grofste ist. In dem anderen Falle, welcher uns hier besonders interessirt,
wo nemlich die erste Wurzel die kleinste ist, mufs dieser Satz so modi-
ficirt werden, dafs man als Exponenten der geometrischen Progression das
Verhiltnifs der ersten Wurzel zur zweiten nehmen muls. Der Beweis ist

*) Analyse des équations p. 71.
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIL Hft 1. 8
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fir beide Fille derselbe; ich werde daher nur den zweiten beriicksichtigen.

Um den Werth der Wurzel ¢ zu finden, selzt man 2‘14—— =a: in Wahrheit
nt1
ist aber

An o+ ﬂ"+ + 3" +- (ﬂn+l+ n+1+5n+1 +- )
an+l + ﬂn-{-l + n+l + 6‘n+1 +

Der begangene Fehler ist also
1 1 1
737+-_+§,‘1+““ (P) +1+ n+l+6‘n+1+ )
z+1 +ﬂ1+1 + n+l + ()n—{—l +

Ist jedoch » hinlinglich grofs, so kaun man statt dessen auch
1 1
F_5FH _ (B—a) ot

1 1
eratgn 1+ gm

zn-{-l

—
—

+
selzen, und da, wenn n sehr grofs, ; 4 ein so kleiner Bruch ist, dafs
man ihn gegen die Einheit vernachlassngeu kann, so convergiren die Feh-
ler gegen die Grenze (2 —a). ( /5‘) hin und nehmen mithin im Verhaltnifs

der Glieder einer geometrischen Progression ab, deren Exponent F ist.

87. Um auch noch ein Beispiel der Berechnung der zwei klein-
sten imaginiren Wurzeln zu geben, nehme ich die Gleichung
T = e
Diese Gleichung kann keine reelle Wurzel haben, da, so lange = reell ist,
immer = < e* ist. Entwickelt man e in eine Reibe, so geht die Gleichung
in folgende tber:

T = 1+¢+%+;3+%j+....

oder in
x? x3 xt _
1+—2—+§"".3'+'Q_“‘.3.~4+-o'0—'0.
Vergleicht man diese Gleichung mit der algebraischen Gleichung
—1 —1.n—2
1+nn 2+" n12; y-3+..-.=0,

s0 kaun man wieder zeigen, dafs sie das Product einer unendlichen An-
zahl von Factoren ist. Sie kann mithin durch die Bernoullische Methode
aufgeloset werden.
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Bildet man die Reibe (S), so ergiebt sich
Al .’12 A3 A; A5 AG A7 A3 Ag +.<‘iOl(,
—1 -3t —29 -+ 63 2087
— '3 rummre s o e Ty - L Y
0 —1 —% +4 +§ 55 3346 3567 2:.458 346789
Hieraus ergiebt sich
A, d,— A, _ 1364243616 __

1,889415 und

Ad, A 722025576
Ay —Ady %4%_5&{_8 = 0,336753.
R, 2632613

Nennt man nun die kleinsten Wurzeln ¢ und (3, so ist
o = 1,889415 und
%1? = %+% = 0,336753;
mithin kann man, da o und 3 ein Paar conjugirte imaginire Wurzeln sind,
ea=a+by—1 und £ =a—by—I1
a8
ap

setzen und findet vermitielst der Werthe von «[3 und
a = 0,318133,
b = 1,337238.
Die Wurzeln sind also 0,318133 +1,33723S y— 1.
Cauchy*) findet auf anderem Wege
0,3181317 +1,3372357 ' —1.
38. Wabrend ich im Begriff bin diese Abhandlung zu endigen, erhalte
ich das Compte rendu No. 10. 1837, welche;geine neue Methode von Cauchy
enthialt, die Naherungswerthe der reellen Wurzeln zu finden, welche zu-
gleich auf transcendente Gleichungen anwendbar ist. Das Wesentlichsie
derselben ist in Folgendem enthalten. Es sei
1. fe=0
eine Gleichung, deren erstes Glied fo zwischen den Grenzen x =, und
x = X continuirlich bleibt. Ferner sei die Function fx in zwei andere
Qr—xx
zerlegt, die ebenfalls zwischen den gegebenen Grenzen continuirlich und
so beschaffen sind, dals die Werthe von Qx und' xx mit den Werthen von
« wachsen. Nennt man nun ——al— das kleinste und -—% das grofste der
Verhaltnisse

-
.

o/ —y' X o' X —y'x,
Sz, ’ Jx,

#) Legons sur le calc. différ., leg. 14,
g 3
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und }1 das kleinste, —;} das grofste der Verhiltnisse
pro—y'X ¢ X—yx,

/X 7 /x
und sind zwischen x, und X Wurzeln der Gleichung enthalten, so sind
auch x, + ¢, X—A zwischen diesen Grenzen enthalten und bilden zugleich
Grenzen jener Wurzeln. Ist iibrigens eine der Grifsen x, 4 3, X— B,
zwischen den Grenzen x, und X enthalten, so hat die Gleichung (1.) gewifs
Wourzeln zwischen diesen Grenzen.

Ist fx eine ganze Function, so kann man sie immer leicht in
Qx—xx zerlegen, wenn man fir x, und X positive Grenzen nimmt, in-
dem man die Summe der positiven Glieder durch Qx, die Summe der ne-
gativen Glieder durch —xx bezeichnet. Da man aber die negativen Wur-
zeln einer Gleichung, wie bekannt, immer in positive verwandeln kann,
wenn man —x stalt x setzt, so karn man auch durch dieses Verfahren
alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit jedem beliebigen Grade von
Genauigkeit finden, sobald man zwei Werthe kennt, zwischen welchen die
Wourzeln enthalten sind. Dasselbe findet bei einer transcendenten Gleichung

fr =0
statt, sobald man die Function fax in zwei andere Qx — xx zerlegen
kann, die so beschaffen sind, dafs Qx und x> immer wachsen, wenn x
grofser wird.

Ich will nun zeigen, wie dieses Verfahren auch aus Fourier’'s Me-
thode ahgeleitet werden kann.

Ist nemlich eine Gleichung fx =0 gegeben, und ist eine Wurzel
zwischen zwei Grenzen enthalten, so kann man immer so enge Grenzen
x, und X ziehen, dafs eines der vier folgenden Schemata Statt findet:

f//x I'/.r '

I [x)] = o0+ F+ —
X]=eeo 4 +

[z = ¢ovv— —

iL {[X]:....— -_—
o] = oot — +

L. *[X]:....—[— —

++ |

w. {2
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In den zwei ersten Fﬁllen hat man die Niherungswerthe
X— f,X > x, a'u-f]%}< x,
in den zwei andern die Naberungswerthe
X— ]j/_';’% x, Xy— fx° < x.

Setzt man nun fr=Qx—xx, also ffx= @’x—x x, so gehen diese
Werthe in folgende iber. Nemlich in den zwei ersten Fillen hat man

fX f‘ro
¢/X—X'X > x’ z'U IX'-XIX < x
und in den zwei anderen

JX Sxo
X (plmo_xzxo >.‘L‘, Xo q’lxo‘—xlxo <z

Im ersten Falle ist '’ X —x'X positiv und kleiner als Q' X—x'x,, mit-
hin ist auch der letztere Ausdruck positiv, folglich, da fX positiv ist,

X < __fX

TRy < g%
mithin X x
— x> X > =
Nun ist Q' X—x'x,> Q' xy—x'X, also ist, nach Cauchy’s Bezeichnung,
fX
X —yx® T

und X— 4 §;

Eben so findet man im vierten Falle, dafls Q’x,—x'x, positiv und
kleiner als Q'X — x'x, ist; also muls auch letzterer Ausdruck positiv sein.
Da nun f£X positiv ist, so hat man wieder

fX fX
X—¢1X~xlx: > X—(p’a‘ ""'xxo >z,

folglich X—A72 .

Im zweiten Falle dagegen ist — (@’ X—x'X) positiv, oder x'X—@'X
positiv. Nun ist x'X—Q'xy > x'X—@'X, folglich auch — (Q'w,—x'X)
positiv, und da fX negativ ist,

fX _fx
—cp’x ___71X > IX X > X
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—yX__ ¥ X—9¢'x ‘X—y'wy __ylacg—q'X

Offenbar ist aber hier ‘plm}X =""_rx ¢ grifser als £ F5 s
mithin nach Caucky’s Bezeichnung ;7%%&=A’ und daher X -AZ‘;.
Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs auch im dritten Falle
X S x— X S xi
@'y —y X > e ) > A st

Dieselbe Betrachtung fihrt nun auch zur Bestimmung des zweiten Nibe-
rungswerthes, der zwischen x, und x liegt.
Im ersten Falle ist Q' —x’'X positiv, also auch der grofsere

Werth Q' X—x'x, positiv. Danun [z, negaliv ist, so ist prp =/ a;gr etwas
0
. - =S, i
kleineres Positives als X — X mithin
f‘T f‘ro <<x
Lo — ’X-x a‘: o= ’X—-—y’X > cco
und da Q'X—x'xy > Q'wy—x'X, so ist nach Cauchy’s Bezeichnung
X . o .
xy — ,Xf_"xx = x,} «, indem, da f, negativ is,
'X — x’xo gy —y'X
ist.
< Sfxq
Eben so findet man im v1er(en Falle
20— JSxq fxo__ <x
¢ p'X —y'x, (l’lxo"'xlxo > ‘To’
Im zweiten Falle findet man
N i S f 2y <=
o= (px—x’X<x° X—yX > x,
und im dritten
f Sx, <z
Xy — ——T0— —— .
T g, — ' X <= T gx,— iy > x,

Es ergiebt sich aus dieser Uebersicht, dals bei der Fourier’schen Methode
die Grenzen noch enger sind als bei der von Cauchy.



