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II.
Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzeln
einer Gleichung. Allgemeine S tze ber Congruenzen

nebst einigen Anwendungen derselben.
(Von Herrn Theodor Schonemann zu Berlin.)

§· i.
JUehnsatz. Bezeichnet a irgend eine ganze Zahl, und #0, ίΑ, #2, ...
··· δα-ι die kleinsten Reste, welche die Zahlen Ob, Ib, 26, .... (a—l)b
durch a getheilt lassen, so werden diese alle von einander verschieden
sein, wenn b keinen gemeinschaftlichen Theiler mit α hat; denn w ren
irgend zwei jener Zahlen, deren Indices v und μ »ein m gen, gleich, also
bv »ίμ , so m fste vb—μί= #(v—μ) durch a aufgehen, welches offen·
bar nicht m glich ist, da b zu a relative Primzahl ist, und v — μ kleiner
als a ist und nicht 0 sein kann, da v von μ verschieden ist· Da also
s mmtliche Reste fy>, #χ, J2 > · · · · #«-i von einander verschieden sind, und
es nur die α verschiedenen Reste 0, l, 2, .... α—l giebt, so folgt, dafs
jene Zahlen mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung bereinstimmen
werden. H tte nun aber b mit α einen gemeinschaftlichen Theiler, und
bezeichnet man den gr fsten gemeinschaftlichen Theiler beider Zahlen durch
5, so werden die Beste der Zahlen 0.-*-, !*"§""> 2.-^,.... a—i. -s-
wieder mit den Resten 0, l, 2, .... a—l bereinstimmen. Denkt man
eich diese Zahlen aber als Reste nach dem Divisor -|-, so ist klar, daf»

die Reste der Zahlen 0.~-, l.~-, .... (y — l)-J mit den Zahlen 0, l,

2. .... -^ 1 bereinstimmen und dafs diese Zahlen in'den Resten derJ o
Zahlen Ο.·|-, l-- j> 2*"Ji ....«·— l.-j, ί mal enthalten sein werden.

§. 2.
Betrachtet man jetzt die Gleichung xa — l = 0 und bezeichnet

eine primitive Wurzel derselben durch a, so kann man bekanntlich die
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sammtlicben Wurzeln Jener Gleichung durch °, *, a*, , . . . a0""1 dar-·
stellen· Die Jten Potenzen dieser Wurzeln, werden folglich durch °* ,
a l t&, .... a0""1·* dargestellt. Hat nun b mit a den gröfsten geinein«
jschaftlichen Theiler $, so kann man jene Ausdrucke auch so schreiben:

~ l * 2 * o-l *
(< /) (a^) T> 0*VTf · · > · ( *) *T* Nun wird eher a* selbst eine

JE. t
primitive Wurzel der Gleichung x^—1=2=0 sein, und die Zahlen O.-j,

l.-y · · · * ß— l · "T" werden, durch i getheilt, 8 mal die Reste 0, l, 2, ...
o b i b

... ̂ —l erzeugen: also werden die Ausdrücke (a?)'**9 (cß*) *7,
6 6

(a?f'f, ..., (a?)~~*^9 $ »a" die ea'mmtlichen Wurzeln der Gleichung

zF—1=0 enthalten· Die Gleichung für die iten Potenzen der Wurzeln
/ \5

der Gleichung #*—1=0 wird also unter der Form \a?—1; =0 auf-
treten. Die Coefficienten dieser Gleichung werden folglich ganze positive
oder negative Zahlen, oder 0 sein. Ich behaupte nun, dafs Jede symme-
trische Function der Ausdrücke °, *, .... ap~* sich als ganze Function
solcher Coefficienten, folglich als ganze positive oder negative Zahl oder
auch als 0 wird darstellen lassen.

Um jedes Mifsverständnifs zu vermeiden, bemerke ich, dafs ich
hier und für die Folge unter einer ganzen Function gegebener Ausdrücke
eine ganze in ganzen Zahlen ausgedrückte rationale Function dieser Aus-
drücke verstehe.

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Schlufs übergeben, auf dem
unsere Aussage beruht, wollen wir eine allgemeine Bezeichnung für sym-
metrische Functionen gegebener Elemente einfuhren·

Eine symmetrische Function von m Elementen, die aus lauter ein-
zelnen Producten zusanimengesezt ist, in denen n verschiedene Elemente
vorkommen, von denen das erste in die £/% das zweite in die £2

te, .*..
das nte in die c^ Potenz erhoben ist (und jede symmetrische ganze Func-
tion ist bekanntlich ein Aggregat solcher Functionen), bezeichnen wir durch
[CL c2.... c„]; so dafs also z. B. für die Elemente a, ß, y, £ die symme-
trische Function aß72 + aßi2 + ̂ 7ß2+^7^2 + aiß2 + ai72 + ßya2+3yi2

4-ßia2 + ßif + 2 + 2 durch [1,1,2] dargestellt wird. Fallen jene
m Elemente mit den Ausdrücken a", a1, « . . . af~l zusammen, so wird
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1 « S.chonemann) über $ymmetn3fijie Functionen und Congruenzen· 233

( a \S
#T — l/ durch

( — l)n [bl b 2 .... b„] darstellea lassen, wo b = fy = i2 = ....= bn igt. Dies

( «
a^". —

Der oben ausgesprochene Satz wird nun auch in dem allgemeine-
ren und wichtigeren Satze enthalten sein, dafs sich jede symmetrische
Function [CL £2 · · · . on] als ganze Function anderer symmetrischer Functio»-
nen, die durch lauter gleiche, in Klammern eingeschlossene Zahlen ange-
deutet werden, ausdrücken läfst. Von diesem Satze möge man sich erst
an einigen, leicht zu verfolgenden Beispielen überzeugen, Demiich:

1) (8, 5, 3] = £8] [5] [3] — [13, 3] — [l i, 5] — {«,8], Es ist aber
[13,3] = [l 3] [3] — [16] und [11,5] = [11] [5] — [16] , folglich

[8,5,3] = [8][5][3]-[898]-[13][3]_[ll][5] + 2[16].
2) [8,8,3] = [8,8][3]- [11,8]; [11,8] = [11] [8] — [19], also

(8,8,3] = [8,8] [3] - [11] [8] + [19].
3) [8,8,3,3] =[8,8] [3, 3]- [11,8,3].— {11,11]; [11,8,3]=.

[11] [S] [3] - [19, 3] -, {14, 8] - [11, 11]; [19, 3] = (19] [3] -. [22]j
[14,8] = [14] [8] -[22], folglich

[8,8,3,3] = [8,8] [3,3] - {H] [8] [3] + [19] [3] + [14] [8] - 2(22].
Betrachten wir nun die allgemeine symmetrische Function [̂  & »···^»]*

welche von der Beschaffenheit sein mag, dafs von den Zahlen cl9 C2) .... en
eine Anzahl gleich &{ , eine zweite Anzahl v gleich ß{ , eine dritte An«
zahl g gleich Yi etc. wird. Setzt man ax = c^ = a3 = « · « · = a^ f
ßl ss ß2 = ß . . . s=s ßv , 7A = 72 = ....= y^ und bildet das Product
[tti c&2 · · · · ] [ßi ßa · » » > ßv] [yi ^2 · · · · 7^3 etc· 9 so wird die» offenbar aus
mi3 [ci4c2···· c/j]1 "öd anderen symmetrischen Functionen bestehen, deren
einzelne Summanden jedoch nur eine geringere Anzahl von Elementen
enthalten kann als n andeutet. (Wesentlich ist es auch, hierbei zu bemerken,
dafs [CL c2 . . . . ,cn] nur einmal in diesem Product ale Summand vorkom-
men kann.) Wir erhalten demnach [ 2 · · · · / ] [ßi ß2 ·· M ßv] [7i 7a ·· ·· 7?J
s= [cAc2....crt] +S, wo S ein Aggregat einfacher symmetrischer Func-
tionen bezeichnet, in deren einzelnen Summanden weniger als n verschie*.
dene Elemente auftreten. Demnach ist

und da man jede einzelne Functioo, die in S enthalten ist, wieder iihu-
Cr«ilcfs Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 3, 31
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234 U« Schönentann^ über symmetrische Functionen und Congruenzert.

lieh wie [CL <?2 ····£«} transformiren kann, so ist klar, dafs [e^ ····£'] zu-
letzt als Aggregat ton Producten hervorgehen mufs, deren jedes aus sym-
metrischen Functionen besteht, die durch gleiche eingeklammerte Zahlen
angedeutet werden·

Setzt man nun die Wurzeln der Gleichung #a — l = 0 als Elemente
der symmetrischen Funetionen, so werden die, durch lauter gleiche in
Klammern eingeschlossene Zahlen angedeuteten Functionen mit den posi-
tiven oder negativen Coefficienten der Gleichungen für die ganzen Poten»
zen der Wurzeln der Gleichung xa—l = 0 übereinstimmen, folglich nach
dem Vorhergehenden ganze Zahlen sein; und da sich ferner jede ganze
symmetrische Function jener Wurzeln als ganze Function dieser Zahlen
entwickeln läfst, so folgt, dafs diese Fvmctioti selbst durch ganze Zahlen
oder 0 werde darstellbar sein,

§. 3,
A u f g a b e « Wenn eine Gleichung vom frfen Grade xn-f*#i**~l

-f- #2# "*"2+ .... + Än = 0 vorliegt, eine andere Gleichung aufzustellen,
welche die pten Potenzen der Wurzeln der vorliegenden Gleichung als
Wurzeln enthalt; vorausgesetzt p bedeute irgend eine ganze positive Zahl.

Gesetzt es wären 6l> b2> .... &n die Wurzeln der vorliegenden Glei-
chung, also #n + 01a?n^I + 02a?n^ + .^
so erhielt man die verlangte Gleichung, indem man das Product
( —&$(*?— £)*···0* — *£) entwickelte, dies gleich 0 setzte und für
x+ irgend eine andere Unbekannte t einführte· Bezeichnet nun eine
primitive Wurzel der Gleichung a:p — l =0, so ist bekanntlich af—Äp =
(ar —J)(#— )(3?— 7).... ( ? — boF"1). Werden auf diese Weise sämmt-
liiche Faotoren zerlegt, so geht das Product (a??
in folgendes aber:

( — ÄJ (*—J2) (j?_ J3) ...
—-*3a) ...

Jedes der pProducte, die in einer Horizontalreihe enthalten sind, kann
man leicht durch die ursprüngliche Gleichung und durch darstellen. Man
erhält dann das obige Product durch
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Schultern ann, ber symmetrische FttncHontK .itntf Congruenztit. 235

O" 4- «i v"-1 + «2 xn-'1 + ---- -f „ },
O" + a, ĉ "-1 -f β2ί^*-2 + ,...+ απα"),
Ο" + a, a2 .r1*-1 + «2 a4 ̂ 3 -f . , . . -f a„ a2") „

Ausgedr ckt.
Betrachten wir nun den Coefficienten irgend einer yten Potenz voa

#·, so besteht dieser offenbar aus einer Summe von Gliedern, deren jede»
einzelne ein Product aus den verschiedenen Coefficienten der ersten Glei«»
dbung ist, die keiner ndern Beziehung unterworfen sind, als dafs -die
Summe ihrer Indices gleich pn-*—q ist, und aus einer symmetrischen
Function der Ausdr cke l, <α, α2, . . · . ap~l

9 welche wir im folgenden §,
naher untersuchen woljien. Hier bemerken wir nur, dafs diese symme-
trische Functionen sich nach §. 2. werden durch ganze Zahlen darstellen
lassen, und d$fs der Coefficient von gcq verschwinden m sse, wenn q nicht
durch p aufgeht; denn in der Entwicklung von (xp — &^)(χρ — δζ),.,.(#ρ — δ£)
kommen nur Potenzen von χ vor, deren Exponenten Vielfache von p sin(^
Bezeichnen wir nun die Coef cienten f r die /Hen Potenzen der Wurzeln
der ursprunglichen Gleichung durch .alp , <i2p > #3P > · · .· · a*p > so f°'gt, dafe
dieselben ganze Functionen der Coefficienten der urspr nglichen Gleichung
sein werden· Aus §. 2f. folgt noch, dafs sich jede symmetrische Function
der Wurzeln der urspr nglichen .Gleichung #ls ganze Function der Gr fseu
&ipy aipy '··· anP (wo p verschiedene ganze Zahlen bedeuten kann) aus«·
dr cken l fst; daher folgt, in Verbindung mit dem Vorhergehenden s

dafs sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln einer Gleis»
ehung als ganze Function der Coefficienten dieser Gleichung ausdr k*
ken Uifst.

Zusatz . Bedeuten n0 #2, .... an ganze Zahlen, oder 0, so wer«·
den sich auch alp, αΊρ, . .«. a„p durch ganze Zahlen oder 0 ausdr cken
lassen. Diesen Satz hat G an β in den isq. Arithw* §. 938. ohne Be*>
weis angemerkt. Wir k nnen noch hinzuf gen, dafs sich dann jede »ynif
metrische ganze Function der Wurzeln der Gleichung durch eine ganze
Zahl oder 0 darstellen l fst·

§. 4.
Wenden wir UDS jetzt zur Untersuchung des Coefficienten irgend

einer </ten Poteaz von χ in der Entwicklung des Products
3l*
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236 ^* Schonemann, bet symmetrische Functionen und Congruenzen,

α^χ"-1-^ α2 a?*~*2 + .... + *)*
α #*~* + #2 α2 #η~"2 4- ....+&*#„)«

aT-* 4- . * .
Dieser besteht aus einer Summe von Gliedern, deren jedes ein Product
aus den verschiedenen Coefficienten der ersten Gleichung ist, multipli-
cirt in eine symmetrische Function der Ausdrucke α°, α1, a2, .... αρ~Λ
Stellen wir nun das Product der Coefficienten durch α&0 ααι αΛ^ .... α*^
dar, wo also α0 + αι4·β2+····<ν-ι == Pn — V *st un^ a"e Zahlen α klei-
ner als n, aber positiv oder 0 sind, (αυ bedeutet den Coefficienten von x"
also 1): so k nnen wir die symmetrische Function von α°, a1,
die in jenen Ausdruck noch multiplicirt werden mufs, durch

ausdrucken. Die Summe wird hervorgebracht, wenn man alle m gliche
Vertauschungen u ter den Zahlen a0, <*i, ···· V-i macht, w hrend die
Zahlen 0, l, 2, .... p-^- 1 ungea'mlert bleiben, jedoch so, dafs die Ver-
tauschungen der gleichen Elemente α unter einander, indem die brigen
ungehindert bleiben, nur f r eine z hlen, und dafs man dann siimmtliche
Potenzen von a, die auf diese Weise hervorgebracht werden, addirt. Dies
folgt aus der Bildungsweise eines Products. Da nun in der Entwicklung
des obigen Products der Coefficient einer <yten Potenz von χ durch

dargestellt wird, und verschwinden mufs , wenn αυ + αι 4" α2 4" · · · · 4" ̂ ρ-ι
nicht mit p aufgeht, die Gr fsen tf o > I , «α, > ···· ^α \ m gen be-
schaffen sein wie sie wollen: so folgt hieraus der f r die folgende Un-
tersuchung wichtige Satz, dfafs Sa e*+!°1'*'""flM*V-i selbst 0 sein werde,
wenn α0+οι4-.*..αρΑι nicht mit p aufgeht« (Auf anderem Wege hat schon
Meier Hirsch diesen Satz im §. 95· seiner Sammlung von Aufgaben aus
der Theorie der algebraischen Gleichungen, Berlin, 1809, bewiesen,)

Wenden wir uns nun zur Bestimmung von 2a0 o+Iai+2 l+"*tr^liVi
f r den Fall, wo αο + <*ι+β2 + ···« + V-i ra!t P aufgeht. Ich bemerke
zuerst, dafs man diese Summe auch bilden k nne, indem man alle m g-
lichen Vertauschungen unter den Elementen a0 , <h , .... αρ-ι vornimmt,
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il. Sch nemanni b'er symmetrische Functionen und Congruenzen. 237

so als wenn alle diese Zahlen α unter einander verschieden w ren , und
hernach die erhaltene Zahl durch 1.2.3....μ.1.2.3....ν.1.2.3....£ etc.
dividirt, wo μ, ν, ς etc. bezeichnen, wie viele von den Elementen α als
unter einander gleich zu achten sind» Denn es ist offenbar, dafs durch
die obige Annahme, alle Elemente w ren ungleich, statt jedes einzelnen
Ausdruckes 1*2.3 «... μ. l«2«3..«.y «1.2.3.. ..£ etc« gleiche Ausdr cke gesetzt
worden sind.

Wir werden also im Folgenden unter Sa0e°+lai+'t**ii"~1'V* die-
jenige Summe verstehen, in der bei der Bildung auf die Gleichheit meh-
rerer Elemente α keine R cksicht genommen worden ist; wir b hen mithin,
um auf die fr here Bedeutung des Ausdruckes zur ckzukommen, den erhal-
tenen Ausdruck durch 1.2... .μ. Ι.2.. ..v. 1.2. . . . g etc« zu di vidiren. Kom-
men nun unter den Zahlen α 0 > fti> α*> ···· <V-i > P — n Zahlen vor, die
mit// aufgehen, und bezeichnen wir die brigen durch αί ? α2, .... αη,
so wird 2*0α'+1α*+····ί'~1·α/>-* = 1.2.3....nSa?'a*+i«e«+····*»·» wer-
den, so dafs man den Ausdruck auf der rechten Seite erh lt, wenn man
sammtliche Zahlen 0, l, 2, .... p — l zu n combinirt, dann permutirt
und sie an die Stelle der ξ setzt. Denn es ist klar, dafs man auch
2aoa0+!al+2aa+...^-i. ̂ 1 ephaiten werde, wenn man die Zahlen o0, a0

a2 , ··*· V-i als fest betrachtet und die Zahlen 0, l, 2, .... p — l per-
mutirt, da durch beide Operationen derselbe Effect erreicht wird, n mlich
alle die Verbindungen aufzustellen, die man erh lt, wenn man immer
eine der Zahlen a0, a i f y .... ap_L mit einer der Zahlen 0, l, .... p — l
verbindet· Dafs die zweite Bildungsweise aber auf den Ausdruck
1.2.3....*Saiie»+f»e»+--{»e* fuhrt, ist einleuchtend, und zugleich auch
hieraus, dafs in jedem einzelnen Ausdrucke α*ιΜ- Μ»+·— δηα,» alle Zah-
len ζ verschieden sein m ssen·

Aus dem Vorhergehenden folgt nun, dais 2αΙιβ|+?»α* + ··" + Ι'»0*
0 sein werde, wenn α1·4-α2-Μ3 + ····4""0» nicht mit p aufgeht. Geht

P auf, so sei <u + a2+ .... +a„ = mp, oder
folglich

Bezeichnen wir nun |t — ξη durch zl$ |2 — £« durch ^, .... ξη^ι^.ξη
durch ^n_i , so wird keine der Zahlen z mit p aufgehen k nnen , weil
s mmtliche Zahlen ζ kleiner als p und unter einander verschieden sind.
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23 § 11· Sch'unemann, ber symmetrische functionen und Congruenzen*

Aus dem letzten Gr nde werden auch sainmtUcke Zahlen ^ unter einen«·
der verschieden sein; denn w re zy — ̂  = 0, so w re auch |y—^=0.
Liegt nun irgend ein Ausdruck ai«i-f~a2 «2-(···<·· α*-ι**-ι vor, wo die Zah-
len β alle unter einander verschieden ;und der Reihe l, 2, .... p—l enfc-
nommen sind, «o kann man #us solchem Ausdrucke p verschiedene Aus-
dr cke von der Form ξι αϊ 4*^2^2 4*····"^^^ bilden^ f r welche sich die
Werthe von ξ aus den unbestimmten Gleichungen

Zi === ξη £t , Z2 = ζη J?a > #3 == £ n £ 3 > · ,* · · ^/t—l ^^ ζη ζ/ι—l

ergeben, die offenbar p Systeme von L sungen haben, welche man er*
halt, wenn man statt ζη der Reihe nach Θ, l, 2, . . . . /* — l setzt. Eg
braucht kaum erw hnt zu werden, dafs i#an f r die Werthe von |f
die hiernach einen negativen Werth erhalten, die positiven Zahlen setzen
kann, welche man erh lt, wenn man zu ihnen p addirt. Ferner ist klar,
dafs aus zwei verschiedenen Ausdr cken in z durchaus auch verschiedene
Ausdrucke in ζ entstehen m ssen. Woraus denn folgt, dafs man aus

mmtlichen Ausdr cken QL zi + 02 z2 + · · · · + αη-i £n-i nach obiger Weise
s mmtliche Ausdr cke α1£ι + α2£2 + ···· + αηξη einfach bilden kann. Hier-
aus schliefsen wir nun, dafcJSa*1*1**»·0»*····*^
sein werde. Denn damit die durch z ausgedruckte Summe in die durch
ξ ausgedr ckte bergehe, mufs jeder Ausdruck in ihr mit p vervielfacht
werden. Die Aufgabe besteht also jetzt darin, 2Α*»0ι·ί·Α»^»^·····*»-ι-0Λ-ι ztl

* entwickeln; wo f r z nur die Werthe l, 2, 3, .... p—l eintreten d r-
fen* Um dies auszuf hren, wollen wir im Allgemeinen die Summe
2αίια, + ί,α Ι + ...ν{ΛΙαΙΑ durch ^ und ale Summe 5α*ιβι + **β* + ····*««.*
durch C1 bezeichnen; wir bezeichnen ferner die Summe der Ausdrucke.m ' '
die man erh lt, wenn man in ,Cm der Reihe nach eine der Gr fsen α ver-
schwinden l fst, durch SCm^t, die Summe der Ausdr cke, die man erh lt
wenn man je swei Gr fsen <i in Cm verschwinden l fst, durch SCm^9

und allgemein die Summe der Ausdr cke, die man erh lt wenn man in
Cm je n Gr fsea α verschwinden l fst, durch SCm^n» Eben so bezeich-
nen wir die Summe der Ausdr cke, die man erh lt, wenn man je n Z h»
len α in C1 verschwinden l fst, durch SC1

 0 So ist z. B·
ΙΛ ^ ΊΛ*^Λ

C' s= ^of/i0»^3?0»1!·3»0»,
β' und
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11. Schonemann, über symmetrische Funciionen und Congrtienten· 239

Zuerst findet man nun leicht aus der Bedeutung der Ausdrücke
C'mz=. Cm — ÄC^t·· SCn- besteht aber aus m einzelnen Ausdrucken von
der Form ,1_ , wo durch den Index links angedeutet werden soll, dafs eine
bestimmte Zahl a, unter denen <*i, a2,.... a„, in Cm gleich 0 gesetzt sei. Man
findet aber wie vorher 'C ,̂ = '€?„,_!—S'Cn-*· Es besteht aber S C£,_2

aus m—l Ausdrücken. Eaifst man diesen Ausdruck S'C^^ aus C'm auf
«wfache Weise entstehen, indem man nämlich der Reihe nach , dann a2 etc.
gleich 0 setzt, und addirt diese sämmtlichen m.m — l Ausdrücke, so ist klar,
dafs in jedem einzelnen Ausdrucke zwei Zahlen fehlen und dafs ferner diese
Ausdrucke zusammen in Bezug auf die Grufsen rt symmetrisch sind. Hier-
aus schliefst man, dafs jene m.m—l Ausdrücke ein Vielfaches von SC^-i

sein müssen, und man findet leicht, da SCm_^ nur aus m' ™ A u s d r ü c k e n
besteht, dafs die Summe jener m*m—l Ausdrücke 2jS»C^_2 ist. Setzt
man nun die Gleichung Cm^i = 'Cm„i — Ä O^_2 auf alle mögliche Weise
zusammen, indem man 'C£_,. aus C'm auf alle Arten entstehen läfst, und
addirt diese Ausdrucke sämmtlich, so wird man offenbar &C'm^t ~

,—1.2£CC2 erhalten,
Betrachten wir nun im Allgemeinen SC^ n9 so wird dies aus

71 · Ausdrücken von der Form OL-n bestehen. Je-171 · 771 —— l · 771 ·*· 2.. · · .

1. 2.3.·..* n
der dieser Ausdrücke nach der angegebenen Art zerlegt, giebt eine Glei-
chung von der Form 'C£_n = 'Cm^n—S'Cn-.n-*i· Addirt man alle diese
Gleichungen, sä mag das Resultat der Operation durch S'CC_n =

— Cm^n^l bezeichnet werden. Es ist aber offenbar S'CC^ss:
2Z,'Cm^n = SCm^n und 2'€£_„..! ist ein Vielfaches von ÄC^^;

denn in jedem einzelnen Ausdrucke kommen nur w—n—l Elemente
vor, und die Summe aller Ausdrücke ist auch in Bezug auf die Elemente

* · · -̂̂  '/*^f' · J 771.771 ~—X « *»*77t"~—7 · ·> Oa > · · * · flm symmetrisch. 2 *sm~u-t wird aus —^ ^„ "- —4— .m—^

Ausdrücken von der Form 'Cw_.n-4 bestehen, 8C^^g hingegen nur aus

*"* * *2~3 "— •^us^r^c^en> woraus in Verbindung mit dem Vorhergehenden
-̂i '/^f' 171 · 771"™~1. 71t £ »»·»· 771 —~*II 1 ·^ · ·* · · · · « Tf·*

folgt* Setzen wir diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so erhaU
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240 1ί· Schonemann t ber symmetrische Functionen und Congruenzen·

ten wir ganz allgemein S0^= S£i^— (*+l) C£-„-i· Giebt man
nun dem n der Reihe nach die Werthe 0, l, ?> · ·· » ^ — ?» so erh lt man
folgende Gleichungen:

C = O :—

2.

2. 3 ..... m — 2 . $<7m_(m_2) = 2.3....»w — 2 Cm.(m.2) — 2.3,... w — l .
Substituirt man diese Werthe nach einander in die erste Gleichung) so
erh lt man

....(— l)w^2. 3.... «i—l C;.
besteht aus aw Ausdr cken von der Form Sc6ft*; jeden solchen Aus-

druck kann man aber in 2aft^— l transformiren, woraus dann schlie lich

folgt.
So h tten wir nun jede durch die z ausgedr ckte Summe auf einen

durch die ζ bestimmten Ausdruck reducirt. Sind nun die Zahlen aL9 (t2 ,
a3, · · * · tf/2 vpn der Beschaffenheit , dafs nicht etwa eine gewisse An«
zahl von ihnen, die kleiner als n ist, mit p aufgehen kann $ so werden

die "*'m~j[ '̂  m
n

 n~, — Ausdr cke, aus denen SCm^.H gesteht und die
s mmtlich von der Form :SaM*+^*»+e'''*m-n*m-» 8ind[^ dem Fr heren
zufolge, verschwinden. Da nun hierdurch auf der rechten Seite alle Ausdr cke
aufser dem letzten verschwinden, so erh lt man f r diesen Fall C'm c=

Ist aber ai-f α2ψ ^3 + .· ·· · +4* durch p theilbar, so folgte
2α

αι^ + α»^ + ··- + αη?Λ==:^ί;^ι; mithin f r den zuletzt erw hnten Fall
2αβ.ίι + α,ί, + .... + *Λ$β β (— 1)̂ .1. 2.3....n—'l. Siod mdessen die
Zahlen a l f a2, « , » · . a* von der Beschaffenheit, dafe eine kleinere An-
zahl von ihnen, als n, mit p aufgehen kann, so werden nicht wie vorhin
alle Ausdr cke der Entwicklung von (7<n_i) verschwinden, wohl aher ge-
gewife der erste C(n„^ , weil ot + ^2 + .*.· + αη-ι nicht mit p aufgehen
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11. Schonemafin$ ber symmetrische Functionen und Congrutnzen, 241

kann, da cti+cvf · ···* a* durch p aufgeht und αΛ nicht durch p aufgeht. Aue letz-
terem Grunde wird auch Ci9 also auch immer das vorletzte Glied der Entwick-
lung verschwinden. Es w re nun m glich, dafs einige Ausdrucke in SC(n^„i
nicht verschw nden, wenn n mlich die Summe zweier Zahlen α mit p aut-
ginge; alsdann konnte man aber auf jeden dieser Ausdr cke die Entwicklung
(7(rt_2) = P C<,i-3) = P [C^n-3) — ̂ (n-3) -i + 2 C(n-3) _2 — etc.] an wenden. C(n^}
miifste nun wieder verschwinden, und es ist berhaupt ersichtlich, dafs,
wenn man den Gang der Operation gleichm fsig fortsetzt, die Bestimmung
von (7(n_2) zuletzt notwendigerweise auf solche Ausdrucke 2ααιίι^°2?1*··"
wird reducirt werden, in welchen keine kleinere Anzahl Elemente α als
unter dem Summenzeichen vorkommt, durch p aufgehen und folglich nach
dem Vorhergehenden berechnet werden kann. Aehnlicb kann man bei
den folgenden Ausdrucken verfahren. Zweckm fsiger w rde es aber sein,
die Rechnung umgekehrt zu ordnen und mit der Bestimmung der letz*
ten Glieder der Entwicklung anzufangen. Die so erhaltenen Ausdr cke
k nnten dann auch zugleich zur Bestimmung der vorhergehenden dienen.

Zur Erl uterung des Gesagten diene folgendes Beispiel. Es sei /?=7
und es handle sich um die Bestimmung von SaUl+25»+3''+4i*+5Ce+w«5

so wird dieser Ausdruck -zT2d**+***+***+***+*** sein. Es ist bri-
gens nach dem Vorhergehenden ganz gleichg ltig, welche der Zahlen a,
also hier der Zahlen l, 2, 3, 4, 5, 6, die in der durch die £ ausgedr ckten
Summe vorkommen, man in der durch die z ausgedr ckten Summe aus*»
llilst. Es wird daher 2α1ϊ'+2ϊ'+3ί·+4ί'+5ί·;= 72a

ls«+2s>+3z>+4-+5"
8= TSa1-'·*·2*'4·3*·"1"4*4·1"6** = etc. sein.

Es ist aber Sftlz'+2*>+3*'+4!;'+5" = C£ und
C5'= C5— S04+1.2SCV-1. 2. 3SC2 + t. 2.3. ̂ SC,— 1.2.3.4.5.

Nun ist Α<Λ = 0, «01 = 2α2ϊ'·|·5ϊ·+2α
3^4ί*=2.7[€'1-13 = _2.7,

und jede dieser Summen ist einzeln gleich — 7. SC3 = 2alilH-2|'+4f* =*
TCf'sa TCCa-iCi+.i.S) also Oj = 7.2.

Ferner ist β&^-ΣχΧ**3*·***·***· =7C$' = 7(C3—SC^SC,-^),
Es isiaber hier i74 = 0, C2 = 2α3ϊι+4ϊ> =? — 7, nach dem Obigen?
folglich SCt = 7[7.— 2.3]; CV aber ist 0. Mithin geben diese Werthe,
iu die obige Formel Bubstituirt,

Cl — — [7(7 — 2. 3)] + t, 2(7.2) — 1.2. 3(— 2.7)— 1.2.3,4.5;
Grelles Journal <L M. Bd. XXL Ilft. 3. 32
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242 il· Schonemanny ber symmetrische Functionen und Congrucnzen.

und folglich
_ 7[— 7(7— 2.3)+ 1,2.7.2+ 1.2.3.2.7— 1.2.3.4.5]
s= -—35.

Bei der Bestimmung der Coefficienten der Gleichung f r die ptea
Potenzen der Wurzeln der urspr nglichen, hat der Coeificient der (n — l)ten
Potenz der Unbekannten z, oder, nach obiger Entwicklung, der Coefficient
von #(n~1)p, ein besonderes Interesse. Dieser dr ckt n mlich bekanntlich
die negative Summe der pten Potenzen der Wurzeln der urspr nglichen
Gleichung aus, und die einzelnen Glieder desselben lassen sich allgemein
bestimmen. Der allgemeine Ausdruck eines solchen Gliedes ist nach dem
Torigen a<>9 aa, #az · · ·· «α^ 2α°α«+1α'+·*··Ρ-~ι·0ρ-ι, wo α0+αι+ ό2···« V-i
s=zp ist. Da alle Zahlen α positiv sind, so m ssen mehrere gleich 0 wer-
den, wenn nicht jede = l ist. Werden nun p — m Zahlen α gleich 0,
und bezeichnet man die brigen durch αΑ , α2 , (*39 »· · · ctm, so wird der
obige Ausdruck folgende Gestalt annehmen:

0α λ *α, · . · .4ι Sae«ll + e»6«+—e«e».* * in
Macht man unter den Gr isen £ s mmtliche Variationen, ganz ab-

gesehen davon, ob mehrere der Zahlen α gleich werden, so ist
5a«ii.+ a,e, + ....omim = p[Cm„t — SCm^ ..... (— l)— *2. 3. ...*»— 1].

Da aber a1 + a2 + ..^om = /i ist, so ist klar, dafs die Summe einer ge-
ringeren Anzahl von Elementen a, als p anzeigt, nicht durch p aufgehen
kann; folglich sind alle in den Klammern befindlichen Ausdrucke, aufser
dem letzten, gleich 0 und es ist

Sollen nun blofs die Variationen unter den Gr fsen ξ vorgenommen wer-
den, welche verschiedene Verbindungen mit den Elementen α hervorbringen,
so ist noch zu unterscheiden, wie viele unter einander gleiche Elemente
in αί, α 2 > ·« · · am enthalten sind. Nennt man diese Anzahlen μ, ν, ξ etc.>
so wird der obige Werth f r 2 a

0^ + »l' + "*- + a'»1'» noch durch
1.2.3....μ.1.2....ρ.1.2....£ au dividiren sein, «m den der jetzigen Vor-
aussetzung entsprechenden Werth von 2α°ι^1"^α^"'*"""'"0/η^ zu geben.
Demnach wird der Coefficient von ααι «α, · · · · #am gleich

3 -1)^1 sein- Ist aber «ι = /> und die S
gen Elemente sind 0, so wird der Coefficient von ap offenbar Sa^=
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11. Schonemann% ber symmetrische Eunctionen und Congruenzen. 243

Sollte also z. B. die Summe der 6ten Potenzen der Wurzeln einer vor-
liegenden Gleichung, deren Coefficienten aL , a2 , az etc. sind, bestimmt
werden , so w rde man f r dieselbe folgende Entwicklung erhalten:

[ « Λ I.^. .T.O / Λ\*Λ ι ^.4 Λ /; l.-fc.o.Tr /. ^ \A ι * «t f* X.x»«3 * * \*
<6·Γ2ϊΑΐ>Α(-ν +α'α*6'ϊΐΠΑ(-ν *+«>'6·οχ2 (-1)

( Der ScLlufe im n chsten Hefte. )
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