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11.

Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzeln
einer GGleichung. Allgemeine Sitze tiber Congruenzen
nebst einigen Anwendungen derselben.

(Vou Herrn Theodor Schonemann zu Berlin, )

§. 1.
Lehnsatz. Bezeichuet @ irgend eine ganze Zahl, und &,, &,, &,, ...
«es b,_, die kleinsten Reste, welche die Zahlen 08, 10, 25, .... (a—1)b
durch a getheilt lassen, so werden diese alle von einander verschieden
sein, wenn b keinen gemeinschaftlichen Theiler mit @ hat; denn wiiren
irgend zwei jener Zahlen, deren Indices v und ¢ sein mdgen, gleich, also
b,=1b,, so miilste yb—pub= b(v—p) durch e aufgehen, welches offen<
bar nicht mdglich ist, da b zu a relative Primzahl ist, und y—p kleiner
als a ist und nicht O sein kann, da v von g verschieden ist. Da also
simmtliche Reste &,, b,, b,, .... b,_, von einander verschieden sind, und
es nur die a verschiedenen Reste O, 1, 2, .... a—1 giebt, so folgt, dafs
jene Zahlen mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung iibereinstimmen
werden, Hiitte nun aber b mit @ einen gemeinschaftlichen Theiler, und

bezeichnet man den grifsten gemeinschaftlichen Theiler beider Zahlen durch

d, so werden die Reste der Zahlen O.-g-, 1.-:;—, 2.-:;—, ceee a—-i.-g—

wieder mit den Resten 0,1, 2, .... a—1 iibereinstimmen. Denkt man

gich diese Zahlen aber als Reste mach dem Divisor —%, so ist klar, dafls

die Reste der Zahlen O.-g—, 1.-;—, (g—-l)?b mit den Zahlen 0, 1,

2y eons —g—-—-l tibereinstimmen und dafs diese Zahlen in: den Resten der

Zahlen O.—g, 1.—1‘;—, 2.—;—, a——l.—g—, 0 mal enthalten sein werden,
§. 2. :

Betrachtet man jetzt die Gleichung #*—1 = 0 und bezeichnet

eine primitive Wurzel derselben durch o, so kann man bekanntlich die
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‘O
siimmtlichen Wurzeln jener Gleichung durch «°, o'y 0? ,... 0*! dara
stellen. Die bten Potenzen dieser Wurzeln, werden folglich durch «"-%,
aty .... 0% dargestellt, Hat nun b mit @ den grilsten gemem—

schaftlichen Theiler é‘ so kann man ]'ene Ausdriicke auch so0 schreiben:

b
(%7, (az.")1 , (&) 7 g vese (aa) - T Nun wird aber a’ selbst eine

primitive Wurzel der Gleichung & —1=0 sein , und die Zahlen 0.

1.-% y seee a—1. —g— werden, durch = T getheilt, § mal die Reste 0, 1, 2

LR

b 5
—1 erzeugen: also werden die Ausdriicke (a,"’)o'x, (w’)l’?,

,,°::°-°ala

(«’)
o

5
cees a5)a—1'7, 0 mal die simmtlichen Wurzeln der Gleichuag
== 0 enthalten. Die Gleichung fiir die dten Potenzen der Wurzeln

a b
der Gleichung x°—1=0 wird also unter der Form (x;;- —1) =0 auf-
treten. Die Coefficienten dieser Gleichung werden folglich ganze positive
oder negative Zahlen, oder O sein, Ich behaupte nun, dafs jede symme-
trische Function der Ausdriicke o’ o', .... aP~* sich als ganze Function
solcher Coefficienten, folglich als ganze pesitive oder negative Zahl oder
auch als O wird darstellen lassen.

Um jedes Milsverstindnifs zu vermeiden, bemerke ich, dafs ich
hier und fiic die Folge unter einer ganzen Function gegebener Ausdriicke
eine ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte rationale Function dieser Aus-
driicke verstehe.

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Schlufs iibergehen, auf dem
unsere Aussage bernht, wollen wir eine allgemeine Bezeichnung fiir sym-
metrische Functionen gegebener Elemeante einfiihren,

Eine symmetrische Function ven m Elementen, die aus lauter ein-
zelnen Producten zusammengesezt ist, in denen n verschiedene Elemente
vorkommen, von denen das erste in die ¢,°, das zweite in die ¢,°, ....
das n* in die c,* Potenz erhoben ist (und jede symmetrische ganze Func-
tion ist bekanntlich ein Aggregat solcher Functionen), bezeichnen wir durch
[¢.€e0.0€,]; 8o dafs also z. B, fiir die Elemente o, 3, v, ¢ die symme-
trische Function By 4 a0+ ayf 4+ ayd+ adp? 4 ady* +Bya’4Lyd?
+[33a + Rdy*+vyda?4-ydR* durch [1,1,2] dargestellt wird. Fallen jene .
m Elemente mit den @ Ausdriicken a’y 'y +o.. 0*' zusammen, %0 wird
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)3 ]
sich der Coefficient von x*™ in der Entwicklung von (xT—l) durch
(—1"[6,b,.... ,] darstellen lassen, wo b = §, = b, =.... =1, ist. Dies

folgt upmittelbar aus der Identitiit der beiden Ausdriicke (x—g-— 1)6 uand
(=" ®) (x—a' D) (w—a?).... (x—alD?),

Der oben ausgesprochene Satz wird nun auch in dem allgemeine-
ren und wichtigeren Satze enthalten sein, dafs sich jede symmetrische
Function [¢, c,....0,] als ganze Function anderer symmetrischer Functio~
nen, die durch lauter gleiche, in Klammern eingeschlossene Zahlen ange-
deutet werden, ausdriicken lifst. Von diesem Satze mige man sich erst
an einigen, leicht zu verfolgenden Beispielen iiberzeugen, nemlich:

1) [85,3] = [8][5][3] —[13,3] —[11,5] —[8,8]. Es ist aber
[13,3] = [13][3] —[16] und [11,5] = [11]{5] —[16], folglich

18,5,3] = [8115] [3] — [8,8] — [13] [3] — [11][5] +2[16].
2) [88,3] = [8,8113]—[11,8]; [11,8] = [11][8] —[19], also
{8,8,31 = [8,8][3] — [11][8] + [19].

3) 188,3,3] = {8,8][3,3]—[11,8,3]—[11,11]; [11,8,3] =
(111 [8] [3] — [19, 3] — {14, 8] — [11, 11]; {19, 3] = [19] [3] — [22];
[14,8] = [14][8] — [22], folglich

[8,8,3,3] = [8,8][3,3] — [111 [8] [3] + [191 [3] + [14] [81 — 2[22].

Betrachten wir nun die allgemeine symmetrische Function [¢, ¢;....¢,],
welche von der Beschaflenheit sein mag, dals von den Zahlen ¢,, ¢,, .... €,
eine Apzahl p gleich o,, eine zweite Anzahl v gleich 2,, eine dritte An=
zahl ¢ gleich vy, etc. wird, Setzt man o, = o, = ¢; = .... = a,,
i=Pf=.+.e.=0,, u="=....= Y, und bildet das Product
[ eeee@, ] [Biloeiar B [Y1V2eers,] ete., so wird dies offenbar aus.
aus [¢,€,.... C,}- und anderen symmetrischen Functionen bestehen, deren
einzelne - Summanden jedoch nur eine geringere Anzahl von Elementen
enthalten kann als n# andeutet. (Wesentlich ist es auch, hierbei zu bemerken,
dals [c,¢;....c,] nur einmal jn diesem Product als Summand vorkome
men kann,) Wir erhalten demnach [a; ¢y e.. 0, ] [B 32000 Bl [Vi Y2 esse A
= [, 6;.e.- €] + =, W0 = ein Aggregat einfacher symmetrischer Func-
tionen bezeichnet, in deren einzelnen Summanden weniger als 1 yerschie-
dene Elemente auftreten. Demnach ist

[, Cresee€] = [@a0nseee,][BiBrreee B [ViVasees Y] —Z5
und da man jede einzelne Function, die in 2 enthalten ist, wieder 4hn-
Crellc’s Journal d. M. Bd. XiX. Hft. 3, 31
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lich wie [¢, ¢,....c,} transformiren kann, so ist klar, dals [c, e,....¢ ] zu=
letzt als Aggregat von Producten hervorgehen muls, deren jedes aus sym-
metrischen Functionen besteht, die durch gleiche eingeklammerte Zablen
angedeutet werden.

Setzt man nun die Wurzeln der Gleichung x*—1 =0 als Elemente
der symmetrischen Functionen, so werden die, durch lauter gleiche in
Klammern eingeschlossene Zahlen angedeuteten Functionen mit den posi-
tiven oder negativen Coefficienten der Gleichungen fiir die ganzen Poten-
zen der Wurzeln der Gleichung x*—1 = O iibereinstimmen, folglich nach
dem Vorhergehenden ganze Zahlen sein; und da sich ferner jede ganze
symmetrische Function jener Wurzeln als ganze Function dieser Zahlen
entwickeln lifst, so folgt, dafs diese Function selbst durch ganze Zahlen
oder 0 werde darstellbar sein,

§o 34

Aufgabe, Wenn eine Gleichung vom nten Grade "+ a, 2™
+ a,2™* 4 .... + a, = O vorliegt, eine andere Gleichung aufzustellen,
welche die pten Potenzen der Wurzeln der vorliegenden Gleichung als
Wourzeln enthiilt; vorausgesetzt p bedeute irgend eine ganze positive Zahl.
Gesetzt es wiiren b,, b,, .... b, die Wurzeln der vorliegenden Glei-

chung, also =" 4-a, 2"+ a, 2"+ ...+ a,= (®—0b) (. —b,) e.. (x—1,),
so erhieit man die verlangte Gleichung, indem man das Product
(xP —b%) (&P —b%) ... (aP ~—b") entwickelte, dies gleich O setzte und fiir
x® irgend eine andere Unbekannte z eiofiihrte, Bezeichnet nun o eine
primitive Wurzel der Gleichung x” —1 = 0, so ist bekanntlich 2" —b° =
(x=b)(x—ba)(x—ba)....(—baP). Werden auf diese Weise simmt-
liiche Factoren zerlegt, so geht das Product (x” — %) (2"—b5).... (x” —&F)
in folgendes iiber: )

(x—b,) (x—8) (x—b5) ....(x—0b,).

(x—ba)y(x—ba)(®—b &) .coi(x—b, ).

(2 —b,0®)(@—b,0%) (x — b30%) v o0 (x—b,0?)

(x—=b, 0P ") (x —by0P ) (@ —bs 07 ") ... . (2 — b, 0P ).

Jedes der p Producte, die in einer Horizontalreihe enthalten sind, kann
man leicht durch die urspriingliche Gleichung und durch o darstellen, Man
erhiilt dapn das obige Product durch
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(x"f a, "'+ ay, ..o 44,
("4 a g™ Fa, x4, ... Fa,0n),
(" + a0’z a0t e oo a0,
(x +a a}’-l n- '+d U?(p—l)x R +a an(p.x))
ausgedriickt.

Betrachten wir nun den Coefficienten irgend einer gten Potenz voa
x, 80 besteht dieser offenbar aus einer Summe von Gliedern, deren jedes
einzelne ein Product aus den verschiedenen Coeflicienten der ersten Glei-
chung ist, die keiner andern Bezichung unterworfen sind, als dafs -die
Summe ibrer Indices gleich pnm — ¢ ist, und aus einer symmetrischen
Function der Ausdriicke 1, &, ¢’ .... 2", welche wir im folgenden §.
niher untersuchen wollen. Hier bemerken wir nur, dals diese symme-
trische Functionen sich nach §. 2. werden durch ganze Zahlen darstellen
lassen, und dals der Coefficient von x? verschwinden miisse, wenn ¢ nicht
durch p aufgeht; denn in der Entwicklung von (zP— %) (2™— 7). ... (P—b7)
Lkommen nur Potenzen von « vor, deren Exponenten Vielfache von p sind,
Bezeichnen wir nun die Cocfficienten fiir die pten Potenzen der Wurzeln
der urspriinglichen Gleichung durch a,,, a,,, @;,, .... a,,, so folgt, dals
dieselben ganze Functionen der Coefficienten der urspriinglichen Gleichung
sein werden. Aus §. 2. folgt noch, dals sich jede symmetrische Function
der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung als ganze Function der Grifsen
Q5 @y oo @y (Wo p verschiedene ganze Zablen bedeuten kann) aus-
driicken lifst; daher folgt, in Verbindung mit dem Vorhergehenden :

dafs sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln einer Glei»
chung als ganze Function der Coefficienten dieser Gleichung ausdriik-
ken lilst,

Zusatz. Bedeuten a,, a,, .... a, ganze Zahlen, oder O, so wer~
den sich auch a,, a,,, .... a,, durch ganze Zahlen oder O ausdriicken
lassen. Diesen Satz hat Gawfs in den Disq. Arithin. §. 338. ohne Be-
weis angemerkt. Wir kiénnen noch hinzufiigen, dals sich dann jede sym.
metrische ganze Function der Wurzeln der Gleichung durch eine ganze
Zahl oder O darstellen Lilst,

§. 4.

Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung des Coefficienten irgend
einer gten Potenz von x in der Entwicklung des Products

3L*
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("+ a4 a x2*4....4a,).
(Facxttadx ... Fata,).
(z"+ad’x” a4 ,...Fa,0’").
(@t a, 07t - 4, P V2 L F 6,007,
Dieser besteht aus einer Summe von Gliedern, deren jedes ein Product
aus den verschiedenen Coefficienten der ersten Gleichung ist, multipli
cirt in eine symmetrische Function der Ausdriicke o', o', &y . ... &%
Stellen wir nun das Product der Coefficienten durch s, aq, aa, +-.. as,_,
dar, wo also ay--q,4a,+....a,_; = pn—gq ist und alle Zahlen g klei-
ner als », aber positiv oder O sind, (2, bedeutet den Coefficienten von z"
also 1): so kinnen wir die symmetrische Function von o’y a'y ... 0",
die in jenen Ausdruck noch multiplicirt werden mufs, durch
> “0¢°+la.+'2a,+ cene (p-l)ap_x
ausdriicken. Die Summe wird hervorgebracht, wenn man alle mégliche
Vertauschungen unter den Zahlen a,, -a,, .... a,—y macht, wibrend die
Zahlen 0, 1, 2, .... p—1 ungeiindert bleiben, jedoch so, dals die Ver-
tauschungen der gleichen Elemente a unter einander, indem die iibrigen
ungeiindert bleiben, nur fiir eine zihlen, und dafs man dann siimmtliche
Potenzen von o, die auf diese Weise hervorgebracht werden, addirt. Dies
folgt aus der Bildungsweise eines Products. Da nun in der Entwicklung
des obigen Products der Coefficient einer gten Potenz von x durch
= (4, Ga, o ove llg,_, SOttt ity
otatat.na,, =pn—gq
dargestellt wird, und verschwinden mufs, wenn a,+a,4a,+.cec +0a,,
nicht mit p aufgeht, die Gréfsen Oa, 5 Qa,y oy y ovee aap_‘_l mogen be-
schaffen sein wie sie wollen: so folgt hieraus der fiir die folgende Un-
tersuchung wichtige Satz, dals a0 +10it - -p—1.00s gelbat O sein werde,
wenn ap~@; ..., ap.; nicht mit p aufgeht. (Auf anderem Wege hat schon
Meier Hirsch diesen Satz im §. 95. seiner Sammlung von Aufgaben aus
der Theorie der algebraischen Gleichungen, Berlin, 1809, bewiesen.)
Wenden wir uns nun zur Bestimmung von =a%etHieitiet . p—t.0,,
fir den Fall, wo a4 a,4a,4....4a,_, mit p aufgeht. Ich bemerke
zuerst, dals man diese Summe auch bilden kiénne, indem man alle mig-
lichen Vertauschungen unter den Elementen a,, ;4 .... ap_; voOrnimmt,
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30 als wenn alle diese Zahlen a unter einander verschieden wiren, und
hernach die erhaltene Zahl durch 1.2.3....4.1.2.3....v.1.2.3....p etc,
dividirt, wo y, v, ¢ etc. bezeichnen, wie viele von den Elementen a als
unter einander gleich zu achten sind. Denn es ist offenbar, dals durch
die obige Annahme, alle Elemente wiiren ungleich, statt jedes einzelnen
Ausdruckes 1.2.3....4.1.2.3....v.12.3....0 eto, gleiche Ausdriicke gesetzt
worden sind.,

Wir werden also im Folgenden unter =g t10:it..p—1.0y gio.
jenige Summe verstehen, in der bei der Bildung auf die Gleichheit meh-
rerer Elemente a keine Riicksicht genommen worden ist; wir haben mithin,
um auf die frithere Bedeutung des Ausdruckes zuriickzukommen, den erhal-
tenen Ausdruck durch 1.2....x.1.2....v.1.2....p ete. zu dividiren. Kom-
men nun unter den Zahlen a4, a;, 054 +0v. 0,y , p—n Zahlen vor, die
mit p aufgehen, und bezeichnen wir die @brigen durch a,, a,y ... a,,
g0 wird Sa¥etititeer=l0y — g 9 3 paSghihthetoabie gen
den, so dafs man den Ausdruck auf der rechten Seite erhiilt, wenn man
simmtliche Zahlen 0, 1, 2, .... p—1 zu 7 combinirt, dann permutirt
und sie an die Stelle der £ setzt. Denn es ist klar, dals man auch
S q0%+10,+20,+ e p—1.8 erhalten werde, wenn man die Zahlen q,, a,,
@y <o+ Oy als fest betrachtet und die Zahlen O, 1, 2, .... p—1 per-
mutirt, da durch beide Operationen derselbe Effect erreicht wird, niimlich
alle die Verbindungen aufzustellen, die man erhiilt, wenn man immer
eine der Zahlen ao, ;5 +..s a,_; mit einer der Zahlen O, 1, .... p—1
verbindet. Dafs die zweite Bildungsweise aber auf den Ausdruck
1.2.3 0wl 0T 0t 50 fihet, st einleuchtend, und zugleich auch

hieraus, dals in jedem einzelnen Ausdrucke gfi®iFi0tebn®s gllo Zahe
len } verschieden sein miissen.

Aus dem Vorhergehenden folgt nun, dafs Sofioit+faste..+i0,
0 sein werde, wenn @, a,- 034 ...} a, nicht mit p aufgeht. Geht
a,+ .+ ... a, mit p auf, so sei a,} a4 ..o 4 a, = mp, oder
Ay = MP—0y~— A =—eees— @,y folglich

afititEatatebia, o aa.(s.—s,,)+a.(e,—s,,)+....a,,_,(s,,_,-s,).

Bezeichnen wir nun % —§&, ‘durch z,, £—§&, durch 25, cou0 &, =2,
durch z,_,, so wird keine der Zahlen z mit p aufgehen konnen, weil
simmtliche Zahlen £ kleiner als p und unter einander verschieden sind.
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Aus dem letzten Grunde werden auch siimmtliche Zahlen z unter einan-
der verschieden sein; denn wire z,—z, =0, so wiire auch §, —£, =0.
Liegt nun irgend ein Ausdruck a,z, 4 a,2, ... 0, 2,; vor, wo die Zah-
len = alle unter einander verschieden und der Reihe 1, 2, .... p—1 ent~
nommen sind, s0 kaon man aus solchem Ausdrucke p verschiedene Aus-
driicke von der Form £,q,4%,0,+.... 34 £.q, bilden, fiir welche sich die
Werthe von £ aus den unbestimmten Gleichungen
3= Sn—zl y = En""gz s 23 =£n—€3 3 cee s T = 2n‘_sn-—1
ergeben, die offenbar p Systeme von Lisungen haben, welche man er»
hilt, wenn man statt £, der Reihe nach 0, 1, 2, .... p—1 setzt. Es
braucht kaum erwihnt zu werden, dals man fir die Werthe von g,
die hiernach einen negativen Werth erhalten, die positiven Zahlen setzen
kann, welche man erhiilt, wenn man zu ibnen p addirt. Ferner ist klar,
dafs aus zwei verschiedenen Ausdriicken in z durchaus auch verschiedene
Ausdriicke in ¢ entstehen miissen. Woraus denn folgt, dafs man aus
siimmtlichen Ausdriicken a,z,4 ;2,4 ....+ a,_; 2,_, nach obiger Weise
siimmtliche Ausdriicke a,,+0,& +....}a,&, einfach bilden kann. Hier-
aus schliefsen wir nun, dafs Soft G+t bty — p 5 pTibitz bt 50,
sein werde. Denn damit die durch z ausgedriickte Summe in die durch
£ ausgedriickte iibergehe, muls jeder Ausdruck in ibr mit p vervielfacht
werden. Die Aufgabe besteht also jetzt darin, =% 004220t 02010, 40
entwickeln; wo fiir 2 nur die Werthe 1, 2, 3, .... p—1 eintreten diir-
fen, Um dies auszufibren, wollen wir im Allgemeinen die Summe
Ea.al-i-s,a,-,{—....\gmam durch Cm und die Summe Zmz‘a,-j-z,a,ﬂ-....zmam
durch C’ bezeichnen; wir bezeichnen ferner die Summe der Ausdriicke,
die man erhiilt, wenn man in C,, der Reihe nach eine der Grifsen a ver-
schwinden lifst, durch SC,_,, die Summe der Ausdriicke, die man erhiilt
wenn man je zwei Grilsen g in C, verschwinden lilst, durch SC,_,,
und allgemein die Summe der Ausdriicke, die man erhilt wenn man in
C,. je n Grofsen a verschwinden lilst, durch S'C,-,, Eben so bezeich-
nen wir die Summe der Ausdriicke, die man erhiilt, wenn man je n Zah-
len a in C’ verschwinden l%ifgt, durch SC!_, So ist z. B.
C! = S utnntann
SC;-‘ = Sg51 % +z,4a, + S a* 4+ 13,0, + S a 6+ 3,0, und
SC,_, SatM 4 St ot

i
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Zuerst findet man nun leicht aus der Bedeutung der Ausdriicke
C.=C,—SC.,_,. SC,_; besteht aber aus m einzelnen Ausdriicken von
der Form ‘C,,_, , wo durch den Index links angedeutet werden soll, dafs eine
bestimmte Zahl a, unter denen a,, a, y v« < @, in C,, gleich O gesetzt sei. Maun
findet aber wie vorher 'C',:,__, ='C,_,—8'C._,. Es besteht aber S'‘C._,
aus m —1 Ausdriicken. Lifst man diesen Ausdruck 8'C._, aus C,, auf
mfache Weise entstehen, indem man niimlich der Reihe nach a,, dann a, ete.
gllaich 0 setzt, und addirt diese siimmtlichen m.m —1 Ausdriicke, so ist klar,
dafs in jedem einzelnen Ausdrucke zwei Zahlen q fehlen und dals ferner diese
Ausdriicke zusammen in Bezug auf die Grifsen ¢ symmetrisch sind. Hier-
aus schlielst man, dafs jene m.m—1 Ausdriicke ein Vielfaches von § C._,

sein miissen, und man findet leicht, da SC,,_., nur aus ’—"——’;—;:—1- Ausdriicken
besteht, dals die Summe jener m.m-—1 Ausdriicke 2.5 C,,_, ist. Setzt
man nun die Gleichung ‘C._,="'C,,—8'C._, auf alle migliche Weise
zusammen, indem man ‘C,_, aus C., auf alle Arten entstehen lifst, und
addirt diese Ausdriicke simmtlich, so wird man offenbar SC,_, =
SC,_,—1.28C._, erhalten.

Betrachten wir nun im Allgemeinen § C. ., 80 wird dies aus

m— —_2
T 11 m2 3 m—ntd Ausdriicken von der Form ‘C._, bestehen. Je-

der dieser Ausdrueke nach der angegebenen Art zerlegt, giebt eine Glei-
chung von der Form ‘C,_, = ‘C...—S8'C,_,.,. Addirt man alle diese
Gleichungen, so mag das Resultat der Operation durch =°C,_, =
s'C,_,—='C._.., bezeichnet werden. Es ist aber offenbar = ‘C._.=
SC._., =C,.,=S8SC,_, und ='C,_,_, ist ein Vielfaches von SC.

m-—n-—-l;
denn in jedem einzelnen Ausdrucke kommen nur m—n—1 Elemente a
vor, und die Summe aller Ausdriicke ist auch in Bezug auf die Elemente

Oy gy ++eo G Symmetrisch, ='C,_,_, wird aus m';” ;;"'”’:_n_H M—10

Ausdriicken von der Form ‘C,_,_, bestehen, SC '_.,‘_, hingegen nur aus
m.m—i

1.2.3.. +1

PP mm—1l.m—2....m—n 1.2........ n--1 ’
SC*-*-*""' 1.2.3...0.." A ‘m.m—1.. + SC mn1==(n11) §C,,_, ,

folgt, Setzen wir diesen Ausdruck in dne oblge Gleichung, so erhal-

~ Ausdriicken, woraus in Verbindung mit dem Vorhergehenden
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ten wir ganz allgemein SO._, = SC,_,—@n+1)SC,_._,. Giebt man
nun dem n der Reihe nach die Werthe O, 1, 2, ..., m—1, so erhiilt man
folgende Gleichungen:
: C,=0C,—SC.,_,;
SC,_, = SC,_,—28C,_,,
2.8C,_, = 28C,_,—2.38C,_s,
2.38C,_; = 2.38C,_,—2.3.48C,_,,

2.300etn—2.8C,_ () = 23.um—28C,p_ip y—2.30.tn—1.8C;_i sy
Substituirt man diese Werthe nach einander in die erste Gleichung, so
erhiilt man

C, =C,—8C, ,4+28C,_,—238C,_,+2348Cps—....
oo (—1)"12.3....m—1SC!.
S'C; besteht aus m Ausdriicken von der Form =Za*; jeden solchen Aus-
druck kann man aber in =a*—1 transformiren, woraus dann schliefslich
C, = C,— SCpny+28C,_,—2.38C,_; +....
(=123 m—1 SC 4 (—1)"2.3 e m

folgt.

So hiitten wir nun jede durch die z ausgedriickte Summe auf einen
durch die £ bestimmten Ausdruck reducirt. Sind nun die Zahlen g¢,, a,,
G35 + «+« 0, von der Beschaflenheit, dafs nicht etwa eine gewisse An-

zahl von ibnen, die kleiner als n ist, mit p aufgehen kann, so werden
m.m—1..

die om m'—"+ Ausdrucke, aus denen »S'C,,,._,. besteht und die

simmtlich von der Form Sabti+85 4oy bnen sind, ‘'dem Friiheren
zufolge, verschwinden. Da nun hierdurch auf der rechten Seite alle Ausdriicke
aufser dem letzten verschwinden, so erhilt man fiir diesen Fall C, =
(—1)" 2.3, m. S
Ist aber a,+a2+ a3+ ... 4a, durch p theilbar, so folgte

za,“l ittt 0l — » Cr 5 mithin fiir den zuletzt erwithnten Fall
2a.°'5'+“"5=+ b = (—1)'p.1.2.3....n—1. Sibd indessen die
Zahlen a,, a5 «5.. 0, von der Beschaffenheit, dals eine kleinere An-
zahl von ihnen, als #, mit p aufgehen kann, so werden nicht wie vorhin
alle Ausdriicke der Entwicklung von C(,_,, verschwinden, wohl aber ge-
gewils der erste C,_,,, weil a,4a,-....+ a,, nicht mit p aufgehen
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kann, da a,4a,+....4+a, durch p aufgeht und a, nicht durch p aufgeht. Aus letz-
terem Grunde wird auch C;, also auch immer das vorletzte Glied der Entwick-
lung verschwinden. Es wiire nun miglich, dals einige Ausdriicke in SC,,_,,_,
nicht verschwiinden, wenn niimlich die Summe zweier Zahlen a mit p auf-
ginge; alsdann kinnte man aber auf jeden dieser Ausdriicke die Entwicklung
Cory= pC(',,__3) = p[Clmsy— Cln—zy=1 + 2 Cr3y_, — etc.] anwenden. C,,_,,
miifste nun wieder verschwinden, und es ist iiberhaupt ersichtlich, dals,
wenn man den Gang der Operation gleichmiilsig fortsetzt, die Bestimmung
von C,,_,, zuletzt nothwendigerweise auf solche Ausdriicke =% &1+t
wird reducirt werden, in welchen keine kleinere Anzahl Elemente a als
unter dem Summenzeichen vorkommt, durch p aufgehen und folglich nach
dem Vorhergehenden berechnet werden kann. Aehnlich kann man bei
den folgenden Ausdriicken verfabren. Zweckmifsiger wiirde es aber sein,
die Rechnung umgekehrt zu ordnen und mit der Bestimmung der letze
ten Glieder der Entwicklung anzufangen. Die so erhaltenen Ausdriicke
kinnten dann auch zugleich zur Bestinmung der vorhergehenden dienen.

Zur Erliuterung des Gesagten diene folgendes Beispiel. Es sei p=7
und es handle sich um die Bestimmung von Sg!fit2h+3h+4i+3+65,
g0 wird dieser Ausdruck ==7Zal® 253z bdactdo goiy,  Fs ist iibrie
gens nach dem Vorhergehenden ganz gleichgiiltig, welche der Zahlen g,
also hier der Zahlen 1, 2, 3,4, 5, 6, die in der durch die £ ausgedriickten
Summe vorkommen, man in der durch die z ausgedriickten Summe aus-
Vifst. Es wird daher Solf+2at35tditSle = 75 loit 20+ 35,4 4x+ 55,
= 73 gl51t 2324454 6% — etc, sein,

Es ist aber Sglt¥utdntistdn = ¢ und -

C, = C,—SC,+1.280,—1.2.385C,+1.2.3.48C,—1.2.3.4.5.
Nun ist §C, =0, SC,= o+ 345044 =27[C,—1]=—-27,
und ,ede dleser Summen ist emzeln gleich — 7. SC, = Eaﬁ‘""%"’““' =
7C 7(C,— C,-I-l 2) also 8C, =7.2

" Ferner ist SC' Ea 2 135 +454 55 = 70 —7(0 -SCz—!-?SC —2.3),
Es mf aber hier SC‘ _..0 SC, = =2 Bt — 7, nach dem Obxgen*
folglich SC, ="7[7.—2. 3], C, aber ist 0, Mithin geben diese Werthe,
in die obige Formel substituirt,
C, = —[7(7—2.3)]+1.2(7.2)—1.2, 3(—-2 7)—-—1 2. 3 4. 5,
Crelle’s Journal & M. Bd. XXL IIft. 3, 32
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und folglich :
= qlEF2a 35O = 717 (7—2.3)41.2.7.24-1.2.3.2.7—1.2.3.4.5]
= —35.

Bei der Bestimmung der Coefficienten der Gleichung fiir die pten
Potenzen der Wurzeln der urspriinglichen, hat der Coefficient der (n—1)ten
Potenz der Unbekannten z, oder, nach obiger Entwicklung, der Coefficient
von x"~YP, ein besonderes Interesse. Dieser driickt niimlich bekanntlich
die negative Summe der pten Potenzen der Wurzeln der aurspriinglichen
Gleichung aus, und die einzelnen Glieder desselben lassen sich allgemein
bestimmen. Der allgemeine Ausdruck eines solchen Gliedes ist nach dem
Vorigen da, da, Ga, e+e. @ Saett0itep=0a wo o 40,4 0,.00i0,,
=p ist. Da alle Zahlen a positiv sind, so miissen mehrere gleich O wer-
den, wenn nicht jede = 1 ist. Werden nun p—m Zahlen a gleich 0,
und bezeicbnet man die iibrigen durch a,, a,, a;5 «c.. a,, 80 wird der
obige Ausdruck folgende Gestalt annehmen:

o, G, ... da, Eaa,sl-i-a, bt a6,

Macht man unter den Grifsen E simmtliche Variationen, ganz ab-

gesehen davon, ob mehrere der Zahlen a gleich werden, so ist

Sohhtabhteetnln = 510, —SChyeeee (—1)*12.3....m—1].
Da aber a,4-a,-}....a,=p ist, so ist klar, dafs die Summe einer ge-
ringeren Anzahl von Elementen a, als p anzeigt, nicht durch p aufgehen
kann, folglich sind alle in den Klammern beﬁndlwhen Ausdriicke, aulser
dem letzten, gleich O und es ist

20&““5"*'“’5’“"“”"'“'"5"' = (—1)"p.2.3....m—1.

Sollen nun blofs die Variationen unter den Grifsen £ vorgenommen wer-
den, welche verschiedene Verbindungen mit den Elementen a hervorbringen,
80 ist noch zu unterscheiden, wie viele unter einander gleiche Elemente
in a;, ;5 ««.. a, enthalten sind. Nennt man diese Anzahlen y, v, o etc.,
so wird der obige Werth fiir S gt fitaabitentoaln pooh durch
1.2.3....p0.1.2.000v.1.2..0.0 au dividiren sein, um den der jetzigen Vora
aussetzung entsprechenden Werth von Eoftfrtobatecctanin 5y ogpq,

Demnach wird der Coefficient von @, aq,.... as gleich

, 1.2.3....m—1
P wiz. viz e

gen Elemente sind 0, so wird der Coefficient von a, offenbar =a”* = p,

(—1)™" sein. Ist aber a,= p und die iibri
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Sollte also z. B. die Summe der 6ten Potenzen der Wurzeln einer vor-
liegenden Gleichung, deren Coefficienten a,, a@,, a; etc. sind, bestimmt
werden, so wiirde man fiir dieselbe folgende Entwicklung erhalten:

1.2.3.45 i1 e 1234 o1 1.2.3
[ e eeeett ( c— o e — 2 o T ( — 3
- [“16‘ to3a55 (1 8166, 755 (—1) tal a3 6. 575 (—1)

1.2 1.2.3 1
+a6. 133 (—1)+ala G.m(—1)3+ a,a,a,6.1.2(—1)’+a?6. s (—1)
. 1.2
0} a,6. 52 (—1) + 20,6 T2 (—1) +2,8,6(—1) + 0,0, 6 (—1) + g, 6]
= a'—6a‘a,-+-94la}—2a}+6a}a;—12a,a,a,4-3a}—64}a,4-6a,a,
+6a1a5—6a6a
{ Der Schlufs im niichsten Hefte.)
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